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OZET

Pertirbasyon Kuram: ve Ilkeleri adi altinda yaptiim bu caligma iki
boliimden meydana gelmektedir.

Birinci boliimde pertiirbasyon yontemleri hakkinda genel bir bilgi verip,
diizgilin pertiirbasyon yontemi ve bunun Helmholtz ve non-lineer Klein-Gordon
denklemlerine uygulanmasini inceledik.

Ikinci boliimde ise baz1 kavramlardan bahsedip,bir birinci mertebe denk-
lemin ve hiperbolik bir denklemin tekil pertiirbasyonlar ile ilgilenip, siir kat-
man teorisi hakkinda bilgi verdik.

II



SUMMARY

This thesis which is under named Perturbation Theory contains two

chapter.
In the first chapter, we give general information about perturbation

methods,and study regular perturbation method which is applied to Helmholtz
and non-linear Klein-Gordon equations.
In the second chapter,we mention some concepts,interest singular per-

turbation of a hyperbolic equation and a first order equation and give infor-

mation about boundry layer theory.

III
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BOLUM 1
DUZGUN PERTURBASYON
1.1. TEMEL BIiLGILER

Eger ¢6ztimiin seri acilimi yakinsarsa veya yakinsamasi beklenirse, s6zi edi-
len teknikten, sik sik bir ”pertdrbasyon yontems” olarak soz edilir. Eger seri ya-
kinsiyor ama asimptotikse, ilk birka¢ terim simir parametre degerleri g6z oniine
alindiginda iyi bir yaklagim verir ve tistteki teknik bir ” asimptotik yontem” olarak
adlandirilir.

Genel olarak, kismi tiirevli diferansiyel denklemlerle ilgili problemler i¢in bir
asimptotik seri veya pertiirbasyonda biitiin terimleri belirtmek zordur. Bu yiizden
serideki sadece ilk bir ka¢ terim belirlenir. Bir ¢ok problem i¢in tam sonuglar,
sonucun yakinsak veya asimptotik tiirii hakkinda uygun olmasina ragmen, seri ¢6-
ziimleri olugturma fizerinde konsantre olup genel olarak sadece serinin ilk birkag
terimini alacagiz.

Verilen problemin ¢oziimii i¢in uygun agilim gekilleri her durumda belli de-
gildir. Bundan dolayr baz problemlerin tam ¢oziimleri tizerinde durmak ve bu
¢oziimleri bir seri de konu ile ilgili kiiciik veya biiyiik degere sahip parametrelerle
birlikte genigletmek sik sik faydalidir.

Pertiirbasyon teknikleri, orjinal problemin ¢6ziimlerinin bir ¢ok 6zelligini
kapsayan ¢oziimleri olan, daha basit bir denklem tarafindan verilen denklemle-
rin yerine ge¢mesi igin de kullamlabilir. Bu 6zellikle, pertiirbasyon yontemlerinin
problemi lineer yapmak igin kullamldiklar: non-lineer denklemler i¢in 6nemlidir.

Mertebe semboli O olmak tizere, eger
|F(z)/G(z)] = A ,z— a A:herhangi bir sabit ( ve a too olabilir.) ise

F(z) =0[G(z)] ,z—a (1.1.1)

olarak tamimlanir. Eger (1.1.1) uygunsa, £ = a civarinda F, G nin mertebesidir

denir. k parametresine gore, degigen f(z) fonksiyonu asimptotik kuvvet serisine

sahiptir.



Eger her N igin,

N-1
f@) =Y fal2)k™™ + O[k"] ,k— o0 (1.1.2)
oluyorsa
@)=Y falx)k™™ (1.1.3)

k — oo iken uygundur. Sonucun biitiin z ler icin uygun oldugu farzedilir. (¢ = })

Mertebe sembolii o olmak tzere,eger F(z)/G(z) -0 ,z — aise
F(z) =0[G(z)] ,z—a (1.1.4)

olarak tanimlanir. Boylelikle (1.1.2) yi

N-1
fle) =Y fa@k ™™ + ok~ k- oo (1.1.5)

n=0
olarak yazabiﬁﬁz. Biz, caligmalarimizda O mertebe semboliinii kullancagz.
1.2. DUZGUN PERTURBASYON YONTEMLERI

Bir lineer veya non-lineer diferansiyel denklem g6z ontine aliyoruz. Bunu

operatorle

L(u,e) =0 (1.2.1)

olarak ifade edelim.

Bu denklem yeteri kadar kii¢iik secilmis bir ¢ parametresine gore degisir.
Eger (1.2.1) eliptik tipse, uygun simir kogullar1 0G veya sonsuzda alinacaktur.
Eger (1.2.1) hiperbolik veya parabolik tipse, G veya sonsuzda alinan simr kogul-
larina ek olarak biitiin ¢ > 0 icin baglangic verisi ¢ = 0 zamaminda G de verilir.
Sinir veya baglangi¢ verisi ¢ a bagh olacaktir; ama simir 8G ¢ dan bagimsiz ola-
rak tammlanmg farzedilir. (1.2.1) e benzer olarak, ”indirgenmis ” yada ” pertirbe
edilmemig ” problem, & = 0 olarak (1.2.1) deki gekilde ele alimir. Boylelikle,

L(U,O) =0 (122)
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denklemi ele ahnmig olur. Eger indirgenmis problemin tek bir ¢oziimii varsa, ve-
rilen problem ” dizgun pertirbasyon problems’ olarak adlandirilir. Eger bu durum
yoksa bir " singuler pertirbasyon problems” dir.

Eger indirgenmis denklem, verilen denklemden farkh bir tipte veya merte-
bede ise, bir singliler pertiirbasyon problemi vardir demektir. Bununla birlikte
verilen denklemin tipi ve mertebesi degigse bile indirgenmisg problem ¢oziilebilir

niteliktedir. (")rnegin;
u(0,t) = f(t) , —co<t< oo (1.2.3)
simr kogullar ile
EUust — gy +us=0 , >0 —oco<t<oo (1.2.4)
7isaret problems” | hiperbolik denklem igin,
v(0,t)=f(t) , —oco<t< o0 (1.2.5)
sinir kogullan ile |
vpr—v=0 , >0 , —co<t<oo (1.2.6)

olarak parabolik denklem haline gelir.
Verilen ve indirgenmig problemin her ikisi birden bu durumda ¢oziilebilir.

(1.2.3) de varilmug siur kogullar ile
e(utt — Cuzg) +u =0 , >0 , —oco<t<oo (1.2.7)
hiperbolik denklemi
v=0 , >0 , —co<ti<oo (1.2.8)

haline gelir. ( smur kogullar: (1.2.5) ile)

v(z,t) i¢in indirgenmig problemin (tek) ¢6ziimii v = f(¢) dir.
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Ornegin, biharmonik denklem icin simir deger problemini goz éniine aliyo-

ruz.
ViV?*u=0 , z€G (1.2.9)
ve sinir kogullar i¢in
Ou
u=f |, sa——!-u:g , «€0G (1.2.10)
n

olur.

v i¢in indirgenmis denklem ayni zamanda biharmonik denklemdir; ancak
indirgenmis simr sartlar1 0G de u = f ve u = ¢ olmasim gerektiriyor. Boylelikle
f = g olmadikga, v i¢in indirgenmis problemin ¢oziimi yoktur.f = g olsa dahi
indirgenmis problemin ¢6zlimii bir simir kogulu olmadigindan 6tiiri tek degildir.
Boylelikle (1.2.9), (1.2.10) bir singiiler pertiirbasyon problemidir.

Pertiirbasyon serisinde (1.2.1) in u ¢dziimiinii genigletiyoruz.

(o]
U= upe" (1.2.11)

n=0
u ve ug arasindaki fark, (yani v — ug) indirgenmis veya pertiirbe edilmemis prob-
lemin ug ¢éztimiinde bir ” pertirbasyon” olarak soz edilir.

Bunu (1.2.1) de yerine koydugumuzda,

L(u,e)=L (i uns",e) =0 (1.2.12)

n=0
elde edilir. L(u,€) u u ve ¢ un bir kuvvet serisine agilabilecegini farzedelim. Sonug

olarak (1.2.12) bir seri geklinde yazilabilir.

oo
L(u,) = Y Lu(tn, tn—1,..., 1, t0)e"” =0 (1.2.13)

n=0
L,:Lineer veya non-lineer olan diferansiyel operatoridiir.
Verilen problemi, pertiirbasyon yontemi ile ¢ozmek igin (1.2.13) de &” in

katsayilar1 sifira egitlenir:

Ln(un, Un—14..-y uO) =0 , n=0,1,.. (1'2°14)



oncelikle indirgenmis denklem ¢oziiliir.
Lo(’do) =0

Ly(ui,u9) =0

(1.2.15)

(1.2.16)

Eger verilen (1.2.1) denklemi lineer ise, Lp(tp, ..., o) = 0 denklemleri

Lo(ug) = 0 denkleminin genel olarak non-homojen yorumlaridir. Bununla birlik-

te, Lo(ug) = 0 kendisi de bir non-homojen denklem olabilecektir. Verilen problem

non-lineer olsa bile, indirgenmis problem lineer olduktan sonra, biitiin (1.2.14)

denklemleri ayn1 tiiriin homojen veya non-homojen denklemleridir.

Ornegin, eger

L(u,e) =us +uuz —eu =0

denklemini g6z dniine alirsak,

ot Oz

buluruz.

o 0 0
Li(u1,up) = gtl + ug 61;1 + u1 61;0 —up=0

dir. Bununla birlikte, problem

L(u,e) = us + euuy — gy, =0

G, &
Ln(io) = ¢ ~ Gz

a o 17;
Li(ui,u0) = gtl - axuzl + ug az;o =0

verir.

(1.2.17)

(1.2.18)

(1.2.19)

(1.2.20)
(1.2.21)

(1.2.22)

Simdi birkac pertiirbasyon yontemi 6rnegi goz oniine alacagiz. Her ornek,

yontemin farkh bir yoniinii vurguluyor. Ik Srnekte tam ¢oziimiin kolayca elde
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edildigi ve tam sonug ile pertiirbasyon teorinin sonuglarimin kargilagtirldigs bir

problemi tartigacagiz.

1.3.KUCUK BIR DEGERE SAHIP PARAMETRE iLE HELMHOLTZ
DENKLEMI

Uss + Uyy +2u =0 (1.3.1)
denklemini goz 6niine aliyoruz, z2 + y? < 1 ( birim dairede)
u(z,y)=1 , z2+y>=1 (1.3.2)

(1.3.1) ve (1.3.2) nin ¢oziimiiniin tek oldugu gibi 2 parametresinin de yeteri kadar
kiiciik bir degere sahip oldugu farzediliyor. C6zmek i¢cin 6éncelikle €2 nin kuvvetle-
rine gore agilmg bir pertiirbasyon serisiyle ige bagliyoruz.
oo
u(z,y) = Z un(z,y)e®™ (1.3.3)
n=0

(1.3.3) i (1.3.1) ve (1.3.2) de yerine koyuyoruz.

o o0
Vu + &%u = V? [Z unsz"] + Z Upe T2
n=0

n=0
(1.3.4)
o0
= VZug + Z [V2un + un_l] e2m =0
n=1
o0
u(z,y) = uo(z,9) + Y _ua(z,p)e®" =1 , 2?4y’ =1 (1.3.5)
n=1
(1.3.4) de €2 nin kuvvetlerini sifira esitlersek,
V2uo =0 (1.3.6)
Viup=—~ttp_y , n>1 (1.3.7).

ve siur kogullari ;

uo(,y) =1 , un(z,9)=0, n>1 , 2°+¢y’=1 (1.3.8)
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u, igin denklemler (1.3.8) sinir kogullarim kullanarak ve (1.3.6) ile baglayarak
tekrarlanarak ¢ozulebilir. Pertiirbasyon yontemi (1.3.1) ” Helmholtz denklemin?’
(1.3.6) (1.3.7) " Laplace ve Poisson” denklemleri sistemiyle degigtirmigtir. r ve 6
kutupsal koordinatlar olmak tizere, Laplace ve Poisson denklemleri gibi Helmholtz
denklemi de 8 dan bagimsiz ¢6ziimleri arayarak ¢oziilebilir.

u = u(r) olmak iizere (1.3.1),

Upp + %ur +e2u=0 (1.3.9)

sekline alir.
(1.3.9) bir Bessel denklemidir. r = 0 da simirlanan ve smur gart: u(1) = 1 olan

(1.3.9) un ¢oziimii acikga,

_ Jo(er)
u = JLO(?-:T (1.3.10)

seklinde gerceklegecektir.

U, i¢in problemi ¢6zmek istedigimizde tekrar u, = u,(r) farzedip, uo(r) icin elde

ediyoruz.
aZU() 1 6’&0
- +;8r =0 , =1, r=1 (1.3.11)
(1.3.11) in smurh ¢6ziimii,
up =1 (1.3.12)
dir. Denklem, u(r) igin
62U1 1 8u1

geklini alir ve bir integrasyon iglemi ile sinirh ¢6ziim,

(1.3.14)

olarak bulunur. Boylece,
+0(e*) (1.3.15)

olur. Jo(z) ise,
2
Jo(z) =1 — % +0(z?) (1.3.16)



acthmina sahip oldugundan

_ (en)? 4
Jo(er) _ 1= 4 0(et)
Jo(¢) 1— 2 4+ O(e4)

(1.3.17)

e2(1 —r?)

) + O(e*)

elde edilir.

(1.3.17) den elde edilen seri yeteri kadar kiigiik ¢ a yakinsar. Pertlirbasyon so-
nucu, sadece ilk birkag terimi alsak bile, birim ¢ember boyunca tam ¢6ziime iyi
bir yaklagim verir. Ancak bir sonraki ornekte goriilecegi gibi pertiirbasyon so-
nucu, tiim bolge tzerinde her zaman uygun degildir. Bir sonraki oérnekte bolge

sinirlandirilmamaktadir.
1.4. ISI ILETKENLIGI

Parabolik denklem igin Cauchy problemini gozontine alalim.
Yiizeydeki radyasyondan dolay: 1s1 kaybi olan bir gubuktaki 1s1 iletkenligini tanim-
layan

u(z,0)=f(z) , —oco<z<0© (1.4.1)

baglangi¢ koguluna sahip denklem,
U teEu=1uUz, , —o0<z<00 , t>0 (1.4.2)

olsun.
Degigkenlerin secimi i¢in

u(z,t) = e *.v(z,t) (1.4.3)

kullamlirsa,
Vi = Ugg (1.4.4)

verir ve v(z,0) = f(z) dir.
Radyoaktif etki (1.4.2) ve (1.4.3) de cu terimini verir.
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(1.4.2) nin ¢6ziimi (1.4.4) 11 denklemi igin Cauchy probleminin ¢éziimii ile
ilgili olarak verilir. Bununla birlikte, (x,t) tanun kiimesinin simrsizhgmn etkisini

gormek i¢in problemi pertiirbasyon yontemi ile ¢ozmek isteyelim.

u(z,t) = Z un(z,t)e™ (1.4.5)

ve (1.4.2) ve (1.4.1) de yerine yazalim. ¢ un kuvvetlerine gore esitlersek,

Ouy _ Fuo

5~ 5oz =0 (1.4.6)
O, O?u,
— = — > 4.
5 527 Up—1 , n>1 (1.4.7)
elde edilir.
Basglangi¢ kogullar:,
uo(z,0) = f(x) (1.4.8)
un(r,0) =0 , n>1 (1.4.9)
olmak tizere,
uo(z,t) = v(z,t) (1.4.10)
dir.

v(z,t) ise o(z,0) = f(z) baglangic koguluna sahip (1.4.4) {in ¢oziimiidiir.
Bunlardan,

Un(z,t) = %ﬁv(m,t) , n=>0 (1.4.11)

sonucuna ulagilir.

Bun  Pu, (1) (—t)"—1
o Bar T ml LT vesl —n Ty

(1.4.12)

= —Up-1

oldugu gosterilmis olur.



10

Tam pertiirbasyon ¢éztiimii,

u(z,t) = Z [(—t)n v(x,t)] e = Z (—_—g—tv(:c,t)

n!
n=0 n=0

(1.4.13)

= e u(x,t)

olup bu da (1.4.3) tam ¢6ziimii ile aymdir.
Simdi de agikga ¢oziillemeyen bir non-lineer problem goz oniine alacagiz.
Pertiirbasyon y6nteminin bunu ¢éziilebilir lineer problemlere indirgedigi gosterile-

cektir.

1.5. NON-LINEER KLEIN-GORDON DENKLEMI

Wit — N2 Wey + Fw —ow® =0 (1.5.1)

bir hiperbolik denklemdir. o parametresi sifira esitlendiginde Klein - Gordon denk-
lemine indirgenmig olur. (1.5.1) deki katsayilar sabit farzedilmistir. (1.5.1) igin
baglangi¢ deger problemi g6z 6niine alinmigtir.

0 < € << 1 ve k:sabit olmak {izere,
w(z,0) =ecoskz , wy(z,0)=0 (1.5.2)
bagalngi¢ koguluyla (1.5.1) denklemini g6z oniine alacagz.
w = ey (1.5.3)

yapisinda (1.5.1) in ¢Sziimiini anyoruz. u(z,?) igin pertiirbasyon yontemini prob-

leme uyguluyoruz;

Ut — N gy + cPu —2ou® =0 (1.5.4)
u(z,0) = coskz , wuy(z,0)=0 (1.5.5)

u(z,t) yi agtigimizda,
u(z,t) = i Un(z,t)e" (1.5.6)

n=90
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ve bunu (1.5.4) de yerine yazdigimzda,

2 2
5@;1; - 7)2%322 +cfup,=0 , n=0,1 (1.5.7)

62112 9 62’112

L,(u,) =

Ly(uz,u1,ug) = 52~ +ctug —oud =0 (1.5.8)
L3(u3, uz,u1,up) = 632;3 - ’72?92523 + c*uz — Souju; =0 (1.5.9)
olur. Baglangi¢ kogullan,
uo(z,0) =coskr , wup(z,0)=0 , n>1 (1.5.10)
unz0) _ o 5y (1.5.11)

at b

idi. uo(z,t) icin baglangi¢ deger probleminin ¢6zim;
uo(z,t) = coswt.coskz (1.5.12)

w? = n?k% + 2 (1.5.13)

(1.5.13), lineer Klein-Gordon denklemi icin "daginaklik bagintiss ” dir. wu, igin

denklem homojen veriye sahiptir. Boylece,

1
cos’kz = %cosk:c + Zcos3kx (1.5.14)

olmak uizere
u1(z,t) =0 (1.5.15)

olur.

uz2(z,t) i¢in denklem,

- = — . — .cos3k 5.
5z " 5g2 + ¢“ug 4 €08 wt.coskz + i wt.cos3kx (1.5.16)

olarak yazilabilecektir.
Fi(t) ve Fy(t) yi sabit farzedelim.

uz(z,t) = Fi(t)coskz + Fa(t)cos3kz (1.5.17)
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ve bunu (1.5.16) da yerine yazarsak, adi diferansiyel denklemleri elde ederiz.
F'(8) + (k2 + 2)Fy (¢) = %‘icosf"wt (1.5.18)

FI'() + 992k + ) Fa(t) = %cos3wt (1.5.19)

(1.5.14) deki kullanimla denklemler F; ve F3, belirsiz katsayilar yontemiyle kolay-
ca coziilebilir. Bu sonuclan kullanarak, (1.5.4) {in pertiirbasyon seri ¢6ziimiiniin

terimleri ile (1.5.5)

u(z,t) = coswt.coskz + £* [;;;:Dtsinwt + ﬁssal—v—z(coswt - cos3wt)] coskzx

3o o
2
+e [ 1287282 (coswt — cosAt) + 1983 (cosAt — cos3wt)] cos3kz

+0(e?) (1.5.20)

oldugu bulunur. A% = 992k? 4 ¢2 dir.
(1.5.20) sonucu sadece t < O(c~?) gibi t degerleri igin gegerlidir.

2

coswt +

o, . 9e20 4
390 tsinwt = cos [(w ~ 30w ) t] + O(e*) (1.5.21)

olur. (1.5.20) nin sagindaki ilk iki terimi degigtirmek igin (1.5.21) i kullanarak

u(z,t) = cos [(w - 2522;) t] coskz +%[...] + O(e®) (1.5.22)

sonucu elde edilir.
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BOLUM 2

TEKIL PERTURBASYON VE SINIR KATMAN TEORISI
2.1. GENEL TANIMLAR

Tekil pertiirbasyon teorisinde denklemlerdeki en yiiksek turevli terimlerin-
den bir ya da daha fazlasini ¢carpan kabul eden kiiglik bir degere sahip parametreyi
tagiyan kismi diferansiyel denklemlerin incelenmesiyle ilgileniyoruz. Bu nedenle,
s6z konusu parametre sifira esitlendiginde, belirli bir denklemin ya mertebe ya da
tiirti (veya hem mertebe hem de tiir) degigmis olur. Genel olarak, bu da diizgiin
bir pertiirbasyon seri ¢oziimiiniin, belirli bir problemdeki ilk ve/veya sinir verileri
icin yetersiz oldugunu gostermektedir. Bu durumda da, belirli bir problemin ¢6zii-
minin tim problem verileri i¢in yeterli oldugu bir bi¢imden, pertiirbasyon serileri
tarafindan ortaya koyulan bir bi¢cime dogru hizla degistigi sinir ya da baglangic
katmanlar isin icine katmak gerekli olacaktir. Sinir katmanlarimin ve o bélgelerde
verilen denklemlerin yaklagik bicimlerinin belirlenmesi ” ssnsr katman teoriss” nin
konusuna girer. Coztimlerin sinir katmanlarinda gecerli kiinacag siireg, dig bolge-
de gecerli olan pertiirbasyon seri ¢oziimleriyle tanimlamir. Buna genellikle ” egleme
stirect” ad1 verilmektedir. Pertiirbasyon ve simir katman agilimlarim belirlemek
icin kullamlan bu genel siirece bazen ”eglegtirilmis asimptotik agilvmlar” adi ve-
rilmektedir. Pertiirbasyon ile simir katman ¢6ziimlerini bir araya getirme yoluyla,
kesin ¢oziime ulagmamn zor ya da imkansiz oldugu problemlerde ya da ¢6ziimiin
yorumlanip degerlendirildigi durumlarda, ¢6ziim konusunda olduk¢a yaklagik bir
aciklamaya ulagilmaktadir

Tekil pertiirbasyon teorisinin bazen, diizgiin pertiirbasyon teorisinin her-
hangi bir nedenle yetersiz kaldig problemlerde ¢oziim olarak sunuldugu goriilmek-
tedir. Bu durumda en yiiksek tiirev ile carpilan kiiciik bir degere sahip parametre
olmayabilir, ancak bunun nedeni sonsuz bir bolge lizerinde diizgiin olmayan bir ¢6-
ziimle sonuglanan sekiiler terimlerin varhig: veya problemdeki veriler icinde kiigiik
bir degere sahip parametrenin bulunmasi olabilir. Bununla birlikte, bu béliimdeki

tartigmamizi, 6nceki paragrafta ele alinan problem tiiriiyle sinirlayacagiz.
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Tekil pertiirbasyon ve siir katmani problemlerinin her tiiriinii kapsayan ge-
nel bir teori ortaya koymak karmagik bir ig olacag icin, birinci mertebe denklemle
ilgili iki basit ornek vererek baglayacagiz. Daha sonra, genel bir bakig acisiyla
ve bir dizi 6rnek yardimiyla ikinci ve daha yiiksek mertebe denklemler iizerinde

duracagiz.

2.2. BiR BIRINCi MERTEBE DENKLEMIN TEKiL PERTURBAS-
YONU

e(us + ug) + u = sint , —00 < T <00 , t>0 (2.2.1)
denklemi icin baglangig deger problemi,
u(z,0) = f(z) (2.2.2)

ile 0<e<kl ve f(x) dizgiin bir fonksiyon olmak tizere,

€
142

u(z,t) = 1—_:—62(31'7175 —ecost) + [f(z —t) + ]e:vp(-_g) (2.2.3)

¢ozlimiine sahiptir.
(2.2.1) ve (2.2.2) yi ahigilmig pertiirbasyon serisiyle ¢ozmek istersek,

(e o]

u(z,t) = Y ua(e,t)e" (2.2.4)

n=0

elde ederiz. (2.2.4) i (2.2.1) de yerine koyarak ve € un kuvvetlerine gore egitleyerek

ug = sint (2.2.5)

Oupn—_1 6un-—1

un = —( ot Oz )

sistemini elde ederiz. Buradan kolaylikla, n > 0 olmak {izere

n>1 (2.2.6)

Uzn = (—1)"sint , tont1 = (—1)"cost (2.2.7)

sonucuna ulagiir. Bu durumda (2.2.4) pertiirbasyon serisinin terimleri u(z,#) yi

saglamas1 gereken (2.2.2) baglangic degeri ne olursa olsun belirlenir. Bunun da
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otesinde, pertirbasyon serisi,

u(z,t) = [Y_(~1)"e*"]sint — e[} _(—1)"c*"]cost

n=0 n=0
(2.2.8)
1 - "
—1+623zn —1+62COS

(2.2.2) baglangi¢ kogulunu saglamaz. Bunu nedeni de (2.2.1) deki indirgenmig
problem -¢ burada sifira egitlenmigtir- bir diferansiyel denklem bile degildir: Bu
nedenle keyfi baglangi¢ degerleri alamaz. Bu indirgenmis problem (2.2.5), (2.2.6)
da gosterildigi gibi geleneksel pertiirbasyon yaklagimindan kaynaklanan her tiir-
li denklemi karakterize etmektedir ve bunlarmn hicbiri bir diferansiyel denklem
degildir.

(2.2.8) pertiirbasyon ¢6ziimii ile (2.2.3) deki tam ¢oziimii kargilagtirdigimz-
da, her iki ¢6zim arasindaki farkin 0 < ¢t < O(¢) bolgesinde 6nem tagiyan bir
terim oldugunu goriiyoruz. Bu da ¢ > O(e) oldugunda, iistel ezp(=t) nin kiigiik
bir degere sahip oldugunu ve goz ard: edilebilecegini gosterir. Bu durumda da
(2.2.1) ve (2.2.2) nin ¢éziimiine (2.2.8) pertiirbasyon sonucu ile yaklagilir. Bunun-
la birlikte, z ekseni yakimindaki O(e) enindeki bir katman iginde, (2.2.3) deki tistel
terim onemlidir ve goz ardi edilemez.

t = € kabul ettigimizde, sint = sine = ¢ ve cost = cose = 1 elde edilir.

Bu durumda pertiirbasyon serisindeki ilk iki terim,
sint —ecost =e —e =10 (2.2.9)

olur. Bu da her iki terimin de ¢ da aym mertebede olduklarim gésterir. Bu neden-
le, pertiirbasyon serileri ¢ = O(e) olan bélgede iyi tanimlanmamigtir ve ¢éziimiin
gecerli bir tamimu olamaz. (2.2.8) in ¢ = 0 yakininda gecerli olmadigim biliyo-
ruz, ¢linkii baglangic kogulunu saglayamamaktadir. Bununla birlikte siiregiden
tartigma, alisilagelmig pertiirbasyon yonteminin gecersiz oldugu bolgenin yaklagik
tammun belirlemektedir.

Vardigimiz 6nemli sonug, pertiirbasyon sonucunun baglangi¢ kogulunu ye-

rine getirememesi nedeniyle tamamem saf digi birakilmak durumunda olmadigini
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gostermektedir. Yalmzca r ekseni yakimindaki bir baglangi¢ katmanda O(e) bu-
lunan farkli yada degistirilmig bir yaklasimla yer degistirmesi gerekir. Baslangic
katmanindaki denklemi incelemek icin "iransformasyon genigletme ” kavramim
ortaya koyuyoruz.

t=¢"7 (2.2.10)
Burada pozitif sabit olan r belirlenecektir. ¢ kiigiik bir degere sahip oldugu igin,
T degigkeni kiiclik bir degere sahip yada makul olciideki # degerlerine bile biiyiik
gelmektedir. Boylece, = ekseni yakimindaki bolge genigletilmig olur. r = 1 secenegi-
nin problemimiz i¢in uygun olduguna goéstermis olduk, ancak bunun siur katmam

argiimanlarini kullanarak dogrudan (2.2.1) denklemini géstermek istiyoruz.
3r..3
+ O0(°7) (2.2.11)

—ra . N . T
el Tl feliy + G4 =sine"r =¢&"r —

olup buradan da, @(z,7) = u(z,e"7) ile (2.2.10) (2.2.1) den (2.2.11) i elde ederiz.

Eger r = 1 ise, 4, ve @ terimleri arasinda bir denge vardir. @, terimini elde
ederek baglangic katmanda baglangi¢ kosulunu ortadan kaldiracak bir diferansiyel
denkleme sahjb olmamiz gerekir. Ayrica (2.2.1) deki indirgenmis denklemden, @
terimini elde etmek istiyoruz. Bu ylizden, ortaya ¢ikmasi beklenen sonug, baglan-
gic katmandan (2.2.8) pertiirbasyon serisinin gegerli oldugu dig bolgeye dizgiin
bir gegigtir. r > 1 oldugunda, 4, onde gelen terimdir. Bu r secimi, baglangig
kogulunun goz Oniine alinabilecegi esitliklere yol agmaktadir. r < 1 oldugunda, @
onde gelen terimdir ve herhangi bir sey elde edilmig olmaz.

r=1 i(2.2.11) de yerine yazdigimizda,

£3.3
Ur + @ + eliy = stneT = et — . + 0(&%) (2.2.12)
elde ederiz. 7 = 0 oldugunda baglangi¢ kogulu,
@(z,0) = f(z) (2.2.13)

dir. (2.2.12) yi pertiirbasyon yontemi ile ¢6zeriz ve

W(z,7) =) dalz,7)e" (2.2.14)
n=0

elde ederiz. (2.2.14) 1 (2.2.12) de yerine koyarak ve ¢ un kuvvetlerine gére egitle-

yerek,
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Oiig

—67 +1g =10 (2.2.15)
oy . By

6_’1' +Uuy =7~ 8—:1; (2.2.16)
diy . i

elde edilir. Bu adi diferansiyel denklemlerin baglangi¢ kogullar:,
ito(z,0) = f(z) , @n(z,00=0 , n>1 (2.2.18)

dir. Siur katmam denklemleri genellikle adi diferansiyel denklemlerdir. Ik iki

sinir katmamn terimi olan @,(z, ) min baglangi¢ deger problemlerinin ¢6ziimleri

do(z,7) = f(z)e™" (2.2.19)
t1(z,7)=7—-1+4+[1—7f'(z)le”" (2.2.20)

dir. Béylelikle,
iz, )= f(z)e " +e{r —14+[1 —7f'(z)]e""} + O(e?) (2.2.21)

elde edilir.

Genel olarak, dig pertiirbasyon aciliminda ortaya ¢ikan bilinmeyenleri belir-
lemek igin egleme iglemini uygulamamiz gerekmektedir. Diger bir deyigle (2.2.8)
pertiirbasyon serisinin ve (2.2.14) simr katmam serisinin ortak bir gegerlilik bolge-
sine sahip oldugunu varsayariz. Daha sonra, her iki seriyi tek bir degisken kiimesi
icinde dile getirip, bunlara kargihik gelen terimleri belirleriz. Bu problemdeki (dis)
pertiirbasyon serisi biitiiniiyle belirlenmig oldugu icin, esleme iglemini gostererek
¢Oziimiin stmrh katman bigiminden nasil # > O(¢) dig bolgesinde gegerli olan bigi-
me doniigtiiginii yansitmay1 amaghyoruz. Elimizde ortak bir gegerlilik bolgesine
sahip oldugu varsayilan bir bagint: bulunmaktadir. O da,

u(z,t) = Z Un(z,e7)E™ = Z Un(z,7)E" (2.2.22)

n=0 n=0



18

dir. Buradan da,
o + uy = sin(er) — ecos(er) = e — € + O(e®) (2.2.23)

ve

fig 4 €tty = f(x)e™ " +e[r — 1] +e[l —7f(z)]e™ " =eT —¢ (2.2.24)

iligkilerine ulagilir. Burada, egleme yapmak amaciyla T nun biiylik bir degere sa-
hip oldugunu ve boylelikle e~™ nun gozard: edilebilecegini, ancak 7 nun kiigik
bir degere sahip oldugunu ve sin(e7) ve cos(er) nun kuvvet serisi agihmlarinda
onde gelen terimler tarafindan yakinsayabilecegini varsaydik. Bu siireci, formel
hale getirebilmek i¢in ornegin 7 = O(e~%) oldugu kabul edilerek, T nun kiigiik bir
degere sahip ¢ i¢in biiyiik gelmesi saglanir. Ancak eT = O(e7) oldukgca kiigiiktiir.
Sonra, eglemenin gergeklegtirildigi bolge ¢t = e7 = O(e?) ye kargihk gelir.

(2.2.23) i ve (2.2.24) i kargilagtirarak her ikisinin de elde edilen ¢ mertebe-
siyle uyumlu oldugunu goriiriz. Bunun ardindan, yaptigimiz pertiirbasyondan ve

simr katmani sonuclarindan da anlagilacag: gibi (2.2.1), (2.2.3) iin yaklagik u(z,t)

¢bzim,

u(z;t) =t —e+[f(z) —tf'(z) +ele™s , 0<t<O0(e) (2.2.25)
ve

= ——sint — = sint — 2 2.

u(z,t) = T sint T2 cost = sint — ecost + O(e”) (2.2.26)
gibidir.( t > O(e¢) igin)
2.3. BiR IC SINIR KATMANI

Baglangig kogulu,
u(z,0)=0 , —o<z<oo , t>0 (2.3.1)

olan bir birinci mertebe denklem,

e(us +uz)+ (-1 ’u=1 , —oco<z<oo , t>0 (2.3.2)
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olsun. (2.3.2) nin kesin ¢oziimii,

e =[S0 [ [ 220 as

1

dir. Baglangi¢ kogulunun z den bagimsiz olmasi nedeniyle (2.3.1), (2.3.2) nin adi
diferansiyel denklem problemi oldugunu kabul edebiliriz. Yine de bu problemin
pertirbasyon ¢oztimiinde ortaya c¢ikan olay: incelemekte yarar vardir. Clinkid bu
durum daha genel problemlerde de ortaya cikabilmektedir.

Oncelikle (2.3.1), (2.3.2) nin ahigilagelmis pertiirbasyon seri ¢6ziimii olan,

o
U= Z Une” (2.3.4)
n=0
iligkisini ele alarak baglyoruz. Onde gelen terimleri kolaylikla elde edebiliriz.

1 2e
G—12 " G-1p

(2.3.5)

u =g +eu =

(2.3.5) yalmizca baglangi¢ kogulu olan (2.3.1) i saglamakla kalmaz, aym zamanda
t = 1 iken tekildir. Ote yandan (2.3.2) denklemi burada tekil degildir. Baglangig

kogulunu saglamak icin ” genigletme transformasyonu” olan,
t=er ' (2.3.6)
yu kullanarak ve (2.3.2) den hareket ederek,
Gty + €l + 4 — 2Tt + 2720 = 1 (2.3.7)

oldugunu gosterebiliriz.
Burada @(z,7) = u(z,e7) dur. (2.3.6) y1 elde edebilmek icin bir onceki
ornekte gosterilen yaklagimi kullanabiliriz.

o0
=) fine" (2.3.8)
n=0
olup ele alimirsa;
%o | o =1 (2.3.9)

or
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Oliq Oty
2 = 97 — =2 3.
5 + @y = 270 5 (2.3.10)

olur.j Bunlar 6nde gelen esitliklerdir. #,, in baglangic verileri;

dn(2,0)=0 , n>0 (2.3.11)
dir. Coziimler ise
dg=1—¢"" (2.3.12)
a1 =2(r—1)+(2—71%)e™" (2.3.13)
dir. Buradan da
d=1-e"+e[2(r—1)+(2-7%e"] (2.3.14)
elde edilir.

(2.3.5) in kiiglik bir degere sahip ¢ icin genigletilmesi (2.3.14) iin ise biiyiik
bir degere sahip 7 igin genisgletilmesi durumunda, (2.3.5) ve (2.3.14) {in birbiriyle

uyugacag ortaya konmug olur.
t—1=0(ck) ' (2.3.15)

oldugunda (2.3.5) pertiirbasyon serisinin bozuldugunu ve ¢ iginde ayn1 mertebede
ikinci terimin onde gelen terim oldugunu biliyoruz. Bu ¢ = 1 yakimindaki i¢ sinir
katmam bolgesinin genigliginin [t — 1| = O(e%) oldugunu gosterir. Simr katmamn-
da,

u=0[t—1)"%=0("%) (2.3.16)

oldugu ortaya gikar. Bu nedenle, (2.3.1), (2.3.2) nin ¢ = 1 yakimindaki sonucunu
incelemek i¢in,

t—l=gSr , u=ce 3y (2.3.17)

kullaniriz. Buradan da,

vy + 730 + 5§v£ =1 (2.3.18)
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iligkisine ulagihir. Bu problemin yeni bir 6zelligi ise, yanlhizca bagimsiz bir degis-
kenin degil, aym1 zamanda bagimli degigkenin de genigletilmig olmasidir. Line-
er olmayan problemlerde bu genellikle gerekmektedir ve homojen olmayan lineer
denklemlerde de genellikle ortaya ¢ikmaktadir.

(2.3.18) deki v(z, T) ¢Ozlimiinii belirlemek, pertiirbasyon serisinin gegerli ol-
dugu bolge olan O(e) < t < 1 — O(e3) e yaklagtikca ¢oziimiin dig ¢dziim olan
(2.3.5) ile bagdagmas: gerekir. v(z,7) nun simur katman agilimi, (2.3.18) in yapis1

1giginda, €3 1in kuvvetleri olarak verilmigtir ve burada elimizde,

oo
v=) vned (2.3.19)

n=0
var. Onde gelen esitlik,
Bvo 9
‘a'? + 7v5 =1 (2320)
dir ve bunun genel ¢6ziimii ise
,’.3 T 0.3 ,’.3
ve(z, T) = exp[— 3-]/ 6:Cp[?]d0' + b.e:cp[—-é—] (2.3.21)

olarak elde edilir.
Buradaki keyfi sabit olan b heniiz belirlenmemistir. (2.3.21) ve (2.3.5) i
bagdagtirmak igin integrasyon ile
3

T o 1 73 T o3
/ cap( % Jdo = Syeapl 5] +2 / Zyeap|1do (2.3.22)

—oo 3 —o0

iligkisi elde edilir. Burada 7 nun negatif oldugu varsayiir. Tekrar yapilan integ-

rasyon ile
T o® 1 2 73 T 1 o
/;oo emp[?]da = (;2- + E)exp[g-] +10 [_oo o_—eezp[?]da (2.3.23)
bulunur. Bu durumda
1 2 Y | o3
vo(z,7) = = + = + IOexp[—?] /_oo ;—gexp[—é—]da (2.3.24)
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elde edilir ve burada b = 0 olarak alimir. Cilinki aksi taktirde 7 — —oo olmas:
nedeniyle, sonug iistel olarak biiyiiyecektir. (2.3.5) deki yap: sayesinde bundan
kagimilmig olur. Simdi de 7 cinsinden ifade edecek olursak,

u=cF[= + 2] (2.3.25)

elde edilir. (2.3.17) nin 1gginda, u = £ v oldugu icin (2.3.24) i¢ sir katmam
ifadesinin (2.3.5) dig ¢oziimle eglendigini goriiyoruz.

Coziumle ilgili tartigmarmz bitirebilmek icin, i¢ sinir katmaninn {izerindeki
bolgede ne olup bittigini, diger bir deyigle ¢ > 1 + O(eili) oldugunda ne oldugunu
belirlememiz gerekir. Dig ¢6ziim olan (2.3.5) in bu bolgede gegerli olmasi bekle-
necektir. Ancak bdyle olabilmesi icin, dig ¢oziimiin, 7 — oo durumunda i¢ simr

katmam ¢ozlimiiyle eglenmesi gerekir. Bunu gostermek icin vo(z, 7) yu

3 re o3 r o3
vy = exp[—-é—]{/ exp[—g—]da-{—/ emp[?]dcr (2.3.26)

olarak yazariz. Burada hem a hem de r pozitiftir ve @ < 7 dur. Ikinci integralde
daha 6nce yapildig gibi integrasyon uygulamak, 7 — oo oldugunda dig ¢ozlim olan

(2.3.5) e eglenebilen bir ifade ile sonuglanir.
2.4. HIPERBOLIK BiR DENKLEMIN TEKIiL PERTURBASYONU
Sabit katsayilar1 olan ve 0 < € << 1 in gegerli oldugu,
e(ugr — ) + ue +auy =0 (2.4.1)

ikinci mertebe hiperbolik denklemin 6zelligi, ¢ = 0 oldugunda birinci mertebe bir
denkleme indirgenmesidir. Buradan kaynaklanabilecek sorunlarin bazilarim ince-

lemek igin, z ekseninde verilen baglangic verileriyle,
u(z,0) = f(z) , u=,0)=g(z) (24.2)

birlikte (2.4.1) deki Cauchy problemi iizerinde durulacaktar.
(2.4.1) ve (2.4.2) yi

u(z,t) = Z un(z,t)e™ (2.4.3)

n=0
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pertiirbasyon serisini kullanarak ¢6zmeye caligalim. (2.4.3) i (2.4.1) de yerine

koyarak ve ¢ un kuvvetlerini esitleyerek,

8 3
%2+ afg =0
N 5 . s (2.44)
T tar =Tttt n2l
"recursive” sistemini elde ederiz. Bu sistemin baglangig kogullar,
(2.4.5)

{Uo(%o):f(x) ’ un(x,0)=0 ; n21

B0 Lga) , B n21

dir.

un(z,t) ye ait denklemlerin her biri birinci mertebe oldugu icin, ¢ = 0 ol-
dugunda her bir u, i¢in yalmzca tek bir baglangi¢ kogulu bulunabilir. Bu nedenle
de, u, in baglangic deger problemleri genellikle ¢oziilemez. Pertiirbasyonun tekil
olma niteligi boylelikle kanitlanmig olmaktadir. Sonug olarak, pertiirbasyon seri-
sinin z ekseni yakininda gegerli olmasini bekleyemeyiz. Yine de, (2.4.3) serisinin,
¢ ekseninden uzakta olmasim ve u(z,?) nin ¢éziimiinii yaklagik olarak vermesini

bekleriz.
un(z,t) nin (2.4.4) deki ilk birkac denkleminin genel ¢oziimleri,

uo(z,t) = F(z — at) (2.4.6)

ui(z,t) = t(c® — a®)F"(z — at) + G(z — at) (24.7)
ug(z,t) = %tr“’(c2 — a®)F"'(x — at) + 2at(c? — a®)F"'(z — at)
+t(c? — a®)G"(z — at) + H(z — at) (2.4.8)
dir. Burada F,G ve H keyfi fonksiyonlardir.

Tam z ler igin F(z),G(z) ve H(z) in tim tiirevleriyle birlikte uniform
olarak bagh oldugunu kabul ederek, (2.4.6), (2.4.7) ve (2.4.8) deki et ve (&t)? kat-
sayili sekiiler terimlerin (2.4.3) pertiirbasyon agiliminda ortaya qktigin goriiyoruz.
Béylelikle (2.4.3) serisinin et = O(1) igin veya ¢t = O(1) oldugunda gegerli olmas

beklenemez.
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Ek olarak (2.4.6), (2.4.7) ve (2.4.8) den pertiirbasyon serisindeki un(z,t) te-
rimlerinin saga veya sola dogru |a| hiziyla (a mn etkisi eksi veya art1 oluguna bagh
olarak) hareket eden dalgalar oldugunu anliyoruz. Hiperbolik esitlik olan (2.4.1)
deki kangikliklarin hareket edebilecegi maksimum hizin karakteristik hiz oldugunu
gosterdik. Bu hiz c ye esittir ve |a| > ¢ olursa, pertiirbasyon yaklagtirma yontemle-
rimizin gosterdigi kanigikliklar, karakteristik hiz1 agan hizlarda hareket edebilir. Bu
da teorik olarak miimkiin olmadigindan, |a| > ¢ oldugunda pertiirbasyon serilerini
tiimiyle reddetmek zorunda oldugumuzu gostermektedir.

Pertiirbasyon serisindeki bilinmeyen fonksiyonlar belirlemek igin bunu bag-
langig verileriyle iligkilendirmemiz gerekir; bu da sinir katman teorisi kullanarak
yapilabilir. Pertiirbasyon serisinin ¢ > 0 olduktan sonra gegerli olmaya baglama-
s1 beklendigi icin, z ekseni yakininda (2.4.1) ve (2.4.2) nin ¢6ziimiinin baglangig
kogulunu yerine getiren yapidan pertiirbasyon serisi yapisina hizla gectigi bir bag-
langic katman oldugunu kabul ediyoruz.

(2.4.1) in sinir veya baglangic katmandaki dogru bigimini belirlemek i¢in
genigletme transformasyonunu uygulariz;

2
P

(2.4.9)

T =
Buradan da pozitif sabit olan r belirlenir. (2.4.9) u (2.4.1) de yerine koyarak
e b, — e fipe € s +ali; =0 (2.4.10)

elde ederiz, burada
iz, ) = u(z,e'T) (2.4.11)

esitligi kurulur. ¢ nun 7 = 0 oldugundaki baglangi¢ verileri,
a(2,0) = f(2) , r(2,0) = "g(a) (2.4.12)

gibidir.
(2.4.9) daki sabit r yi belirlemek i¢in, (2.4.9) daki en 6nemli terimlerin,
¢ da en az kuvveti (olasihkla negatif) olanlar oldugunu ileri siriiyoruz. (2.4.10)
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denklemini istedigimiz bir pertiirbasyon yontemiyle ¢dziiyoruz ve (2.4.10) daki en
onemli terimler, pertiirbasyon serisindeki terimlerle saglanmas: gereken (homojen
veya homojen olmayan bigimde) denklemlerin temel yapisini belirliyor. Her bir te-
rimin 7 = 0 da iki baglangig kogulunu saglamas: gerektigi igin, u,, nun énde gelen
terim olarak korunmasim istiyoruz. Bu da (2.4.10) daki kargilagtirmali terimlerde
goriildiigii gibi 1 — 2r < —r olmasiu gerektirir. r > 1 olarak segiyorsak, yalnizea
@irr onde gelen terimi olur. Bununla birlikte, r = 1 oldugunda, hem @,,, hem de
i, ¢ da aym mertebededir ve bu secenek aym zamanda sinir katmani bolgesinde
onemli olan @i, terimi ile (2.4.3) pertiirbasyon serisinin gegerli oldugu dig bol-
gedeki indirgenmis problemdeki (u; olarak gegiyor) @, terimi arasinda bir denge

kurmaktadir. Bu nedenle, r = 1 olarak belirliyoruz. (2.4.10) da ¢ ile garpim,
firr + Qe + €aly — 2%, =0 (2.4.13)
vermektedir ve burada veriler,
a(z,0) = f(z) , i-(z,0)=cg(z) (2.4.14)

olmaktadir. (2.4.13), (2.4.14) {i ¢dzmek igin, (2.4.13), (2.4.14) e sinir katman agi-

hmim

i(z,7) =)  da(e,7)e" (2.4.15)

n=0

uyguluyor ve € un kuvvetlerini egitleyerek,

8y Oig
52 T3 =0 (2.4.16)
8%, Oy Ot
67'2 57‘:— = —(ZEE- (2417)
—_ — > .
572 + 5 a B c 522 , n>2 (2.4.18)

rekiirsif denklem sistemini elde ediyoruz. Buradaki baglangi¢ verileri,

do(z,0) = f(z) , Gn(z,00=0 , n>1 (2.4.19)
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ve
dto(z,0) 0t4(z,0) Oii,(z,0)
— - _— = > RN
or 0 or 9(z) or 0 n=2 (2.4.20)
olmaktadir.

Sinir katmani egitliklerinin tiimii, adi diferansiyel denklemlerdir ve bunlarin

baglangic verileri 7 = 0 olup kolayca ¢oziiliirler. n = 1 ve n = 2 oldugunda,
to(z,7) = f(x) (2.4.21)

iy(z,7) = (9(z) + af'(2))(1 — ™) — ar f'(2) (2.4.22)

oldugunu goriiriiz. 4; deki onemli Szellik T veya t arttik¢a azalan ve (2.4.3) per-
tirbasyon agilhiminmi g6z oniime aldigimizda fazla bir rol oynamayan e=" = e
varhgidir. (2.4.3) deki bilinmeyen fonksiyonlan belirlemek i¢in, her biri u(z,¢) nin
tek ¢ozlimil olan (2.4.15) ve (2.4.3) i eglegtirmeliyiz. (2.4.15) in x ekseni yakinin-
daki sinir katman bolgesinde gegerli oldugu kabul edilmektedir ve pertiirbasyon
serisi z ekseninden uzak bir bolgede gegerlidir. Buna karsin bunlarin ortak bir
gecerlilik bolgesine sahip oldugu varsayilmaktadir. u(z,t) nin pertiirbasyonu ve

sinir katman ac¢ihimlar agisindan bakilacak olursa elimizde,
oo o o]
u(z,t) = Z Un(z,e7)e" = Z tn(z,T)E" , t=c¢T (2.4.23)
n=0 n=0

vardir. €7 nun, t = €7 oldugunda u,(z,e7) nun seri aghmlarinda 6nde gelen te-
rimler tarafindan yakinsamasim saglayacak kadar kiiciik bir degere sahip oldugunu
kabul ediyoruz. Bununla birlikte, 7 nun @,(z,7) daki e™" larin gozard: edilebil-
mesini saglayacak kadar biiyitk olmas: gerekir. ¢ = e7 = O(e?) oldugunda durum
boyledir. (2.4.6), (2.4.7) yi kullanarak

up + euy = F(z) — ear F'(x) + eG(x) + O(e*) (2.4.24)
elde ederiz. e~7 terimlerinin gozard: edilmesi

dip + €l = f(z) —carf'(z) + eg(x) + caf'(z) + O(e?) (2.4.25)
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verir. (2.4.23) deki benzer ¢ terimlerinin kargilagtinlmasiyla, (2.4.24) ve (2.4.25)
kullanilarak,
F(z) = f(2) , G(x) = g(z) + af (2) (2.4.26)

elde edilir. Sonra (2.4.3) pertiirbasyon serisi,

u(z,t) = f(z — at) + ¢ [t(c® — a®)f"(z — at) + g(z — at) + af'(z — at)] + O(c?)
(2.4.27)
halini alir.
Pertiirbasyon serisindeki diger terimleri belirlemek i¢in bu egleme siireci

yiksek mertebelere taginabilir. (2.4.3) i (2.4.1) yerine koyarak,

6u° Buo t+e [0u1 6u1 + 62u0 20 Ugp

2
ot %5 ot "% T ¢ B ] O(=) (24.28)

elde edilir. (2.4.28) den
5 = %5 T O(e) (2.4.29)

varilir, un(z,t) ¢ozlimlerinin diizgiin oldugu varsayilarak,

o2 &
0;0 = q? 6;‘2" +0(e) (2.4.30)

elde edilir. (2.4.30) un (2.4.28) de yerine konmasi yoluyla ayni yakinsama diize-
yinde,

0(e*) (2.4.31)

6uo auo 6u1 6’&1 2 _
te [ T C D

82'660]

verir.

¢ un benzer kuvvetlerini toplayarak, ¢bziimleri (2.4.6) ve (2.4.7) olan ug
ve uy in egitliklerini buluruz. (a? — cz)%;%Q terimi, (2.4.7) deki sekiiler terime
yol agan terimdir. (2.4.31) deki terimleri yeniden gruplayarak bu sekiilariteden
kacinabiliriz. O zaman esitlik,

Oug | Bug 2 2 Ouy | Bu 2
[6t+ B +e(a —0)82 te| 5 tag, = 0(&*) (2.4.32)
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haline gelir.

Sol taraftaki birinci parantezde bulunan terim sifira egitlenerek uo(x,?) nin
diffizyon egitligini kargilamas: saglanir. uo(z,t) nin baglangig verilerin (2.4.27) deki
u(z,t) oldugu ve t =ty < O(%) da degerlendirildigi diigiinilebilir. (2.4.1) in ¢5-
ziimiiniin biiyiik degere sahip ¢ de bir difiizyon esitligini yaklagik olarak saglamas:

beklenecektir.



SONUC

Cahgmamizda uygulamalan daha ¢ok fizikte olan pertiirbasyon yontem-
leri hakkinda bilgi verildi. Pertiirbasyon yontemleri Diizgiin Pertirbasyon
ve Tekil Pertiirbasyon olmak iizere iki ana boliim halinde incelenip bunlarn
Helmholtz ve Klein-Gordon denklemlerine nasil uygulandigs gosterildi. Simr
katman teorisi hakkinda bilgi verildi.

Bu bilgilerden yararlamlarak iyi bir yaklagim saglamak i¢in denklemin
yapisina gore bir pertiirbasyon yontemi belirlenebilir. Diizglin pertiirbasyon
teorisinin herhaﬁgi bir nedenle yetersiz kaldig1 problemlerde, tekil pertiirbas-

yon teorisinin ¢6zim olarak sundugu goériilmektedir.
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