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SIMGE LISTESI

c n boyutlu kompleks sayilar uzay:
R" n boyutlu reel sayilar uzayi

H Hilbert uzay1

B Banach uzay:

T Operator

T Eslenik operator

P Projeksiyon operatorii

M+ M uzaymin diki

(,) i¢ carpim

I Norm

L(X,Y) X normluuzayindan Y normlu uzayina lineer sinirli operatorler
dim(X) X uzaymn boyutu

L(H) H Hilbert uzayindan H Hilbert uzayina lineer sinirli operatorler uzayi
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ONSOZ

Bu ¢aligma fonksiyonel analiz, uygulamal matematik, operatérler gibi konularda lisans tistii
ve doktora ¢aligmasi yapacak arastirmacilar igin kavramlar1 6grenme ve anlama bakimindan
faydali olacaktir. Caligma, konunun genis bir spektruma sahip olmasi nedeniyle uygulamali
matematik ve fonksiyonel analiz konularinda sik¢a karsilagilan kavramlarla kisitlandirilmigtir.
Igerik olarak en temel ve ana kavramlar segilmis, ileri derecede teorik arastirmalara remel
teskil etmesi maksadina uygun konu segimleri yapilmigtir. Konu itibar1 ile tezin adindan da
anlasilacag iizere temel operatdrler esas alinmig ilk boliimde buna bagli olarak operatdr
uzaylar1 incelenmis ve &rnekler verilmigtir. Ikinci bélimde ise operatdr bahsine gegilmis
temel tanimlamalar yapildiktan sonra operatdr gesitlerinden bahsedilmigtir. Lisans ve yiiksek
lisans egitimimde katkilarindan dolay: bagta tez danigmanim Prof.Tahir Sisman olmak tizere
hocam Prof.Dr. AbdullahYildiz ile tiim hocalarima tegekkiir ederim. Faydali olmasi
Dilegiyle...
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OZET

Bu ¢alismada Temel Operatér Teorisi kavramlarinin bir incelemesi gergeklestirilmeye
¢alisitlmistir. Operatér Kavrami incelemesinden 6nce operatérlerin islem gordiigii sikca
karsilagilan en temel uzaylar Srnekleriyle beraber ortaya konmus ardindan operator tipleri ve
ozelliklerinin incelenmesine gegilmistir. Bu islemler yapilirken sikga rastlamlan operator
tipleri ve bunlarin en temel 6zellikleri verilmeye galigiimgtir.



ABSTRACT

In this study, It is aimed to study of the Concept of the Basic Operator Theory ,before
studying of Operator Concept, some important well known mathematical spaces on which
operators work, are concerned and dealt with. After that familiar operators and their some
important properties are explained.

vi



1. GIRiS

Temel operator teorisi tiim matematik dallarinin dogrudan veya dolayl: olarak iliskide bulundugu
ve kavramlarindan faydalandifi matematiin esas boliimlerinden biridir. En basit Ax=b
denkleminden en karmagik yapilara kadar operatér kavramindan bahsetmek miimkiindiir. Bu
alanda genel anlamda incelemeler belirli tiplere oranla daha azdir. Yani aragtirmacilar genellikle
operatorlerin belli 6zelliklere haiz guruplari {izerinde incelemelerini yogunlastirmislardir. Oysa
spesifik uygulamalardan ¢ok bir bilim adaminin mevcut tiim yapilari bilmesi yapacagi
aragtirmalarda kendisine bir ufuk kazandiracaktir. Ayrica yapilan calismalarin matematiksel
kargihgimn ilgili kavram ve teoremlere dayandirilmasi aragtirmanin bilimselligini tegkil

edecektir.

Bu ¢aligmada amaglanan operatorler teorisi kavramlarimin ve 6zelliklerinin detayli bir gekilde
derlenmesi olmustur. Bu anlamda konunun o6nde gelen eserleri incelenerek bir sentez
olusturulmustur. Bu iglem gergeklestirilirken &ncelikle matematigin temel tasi olan uzaylar ile

ilgili tamim ve kavramlar verilmis ardindan temel operator teorisi ile ilgili kisma gegilmigtir.



2. UZAYLAR VE ILGILI KAVRAMLAR

Bu boliimde iizerinde operatSlerin galistifi en temel matematik uzaylann tanmitimi yapilacaktir.
Uzay yapilarinin ve 6zelliklerinin iyi bilinmesi temel operator teorisinin anlagiimas: bakimindan
biiylik 6nem tagimaktadir. Asagida temel operatdr teorisi iginde sik¢a karsilagilan bu uzaylarin
tanitim1 yapilacaktir.

2.1 Compleks N-Uzay1

C compleks sayilar kiimesini belirtsin ve H=C" toplama ve skaler ¢arpimun asagidaki sekilde

ifade edildigi n elemanli (&,,...,&, ) kompleks sayilar kiimesi olsun.

x=(&1,e..€ ) vey=(My5...,M,) olmak tizere
X+Y=(§1+111,---,§n+71n)

ax =(aky,...,ak,) aeC"

Compleks degerli {,) fonksiyonu

Xy)=>¢&m (2.1)

i=1
Seklinde H*H de kartezyen ¢arpim ile belirlenir ve buna H uzayinda i¢ ¢arpim denir.
I¢ carpim &zellikleri x,y ve ze H olmak {izere ;

(i) Sadece x# 0 iken (x,x)>0
(i)  Vx,y icin {x,y)=(y,X)
(i)  (ox,y) =olx,y)



V) (x+5,2)=(%y)+{¥,2)

(ii) (iii) ve (iv) ye bagl olarak sunlar yazmak miimkiindiir:

(%, 0y +Bz) = oa(x, y) + B(X, 2)
(x,0)=(0,x)=0

Her bir x=(x,,...,x,) vektdr olarak adlandinlir. x vektériiniin boyu veya normu [x| olarak

sembolize edilir ve

n 1/2
I = (x,%)"? =(lei12J 2.2)

i=1
esitligi ile hesaplanabilir.

Eger x=(x,,X, ) ve y=(y;,y ) diizlemde iki vektor ise , 0 x ve y arasindaki a¢1 olmak iizere i¢

carpimlart
x,y) =|x|ly|cos® . (0<6<m) 2.3)
dir.

Boylece |(x, y)l s"x””y” olur.Bu esitsizlik C" de sadece i¢ garpim &zelliklerine baglt olarak

ispatlanacaktir.
2.1.1 Cauchy-Schwarz esitsizligi

Eger x ve y C" kompleks diizleminde iki vektor ise;



Ky <l (2.4)

y# 0 oldugu durumlarda sadece ve sadece bazi A € C ler i¢in x=Ay esitlifinden s6zedilebilir.
Ispat: Herhangi A € C i¢in (i)-(iv) kosullar saglatilacak olursa

0 <{(x—-Ay,x—Ay)
= [P = A%, y) = ACy, x) + Ay 2.5)
= [x|* - 2Re A<y, x) + A [y[

Eger (x,y) =0 olursa esitsizlik manasiz olur. Bunun i¢in (x,y)# 0 oldugunu kabul edelim.(2.5)

2
de A= (Ii(”—) yazilarak;
y.X

os ot + HB
Kx, y)

elde edilir.

y#0 oldugunu kabul edelim. Eger (y,x)=0 ise sadece ve sadece x=0 i¢in Cauchy-Schwarz
esitsizliginde bir esitlikten s6zedilebilir. Eger (y,x) # 0 ise sadece ve sadece (2.5) esitligi x=Ay

[

{y,x)

oldugu durumlarda A = i¢in saglandiginda esitsizlik de saglanmus olur.

Cauchy-Schwarz esitsizliginin bir sonucu olarak x=( ,xl ,,...,[xn [) , Y=( lyl I,..., yn] )’ye uygulayacak

olursak sunlar elde edilir:



S vl < P2 M2 26)

i=l i=1 i=1

Alttaki esitsizlik diizlemdeki vektdrlere uygulandiginda , tiggenin iki kenarinin uzunluklari
toplaminin uzunlugundan biiylik veya esit oldugunu ifade eder.

2.1.2 Uggen egitsizligi

x,ye C" icin

I+ ]| <[] + v @.7)
dir. Buna iiggen esitsizligi denir.

Ispat: Cauchy-Schwarz esitsizligi ile ispat miimkiindiir.

e+ y]* = (x+y.x+y) 1.8)
=[x|* +2Re(x, y) +[y]’

<[ + 2l + Iyl

2.2 Hillbert Uzay1

Lineer Uzay: E x, y, z elemanlar kiimesi olsun. Eger bu kiimenin elemanlar i¢in asagidaki
islemler tamiml1 ise E’ye lineer uzay denir.
1) X, ye E i¢in x+y € E olsun.

2) x€E ve a € C (compleks sayilar) olmak {izere ax € E olsun.

I: Xt+ty=y+x



I,: x+(y+z)=(x+y)t+z

I,:  E kiimesinde 0 denilen &yle bir eleman olsun ki x+0=x olsun.

I,:  Herhangi x keyfi elemam i¢in E kiimesinde -x elemam mevcut olsun ki x-+(-x)=0 olsun.
II,: aty)=ax+ay (a:compleks sayi)

IM,: (a+B)x=ax+Bx (a,p keyfi sayilar.)
II,: ox)=(af)x (o, P keyfi sayilar.)

II,: I*x=xolsun.

Ornek: Reel sayilar kiimesi bir lineer reel uzay olusturur.

Tiim C compleks sayilar uzayi bir lineer compleks uzay olusturur.

R" (x,,X;,.., X, ) X; € Rise bu uzay lineer uzay olusturur.
C" (x,X,5. X, ) X; €Cise bu uzay lineer uzay olusturur.

Bu sekilde 6rnekleri ¢ogaltmak miimkiindiir.

Teorem: E bir i¢ garpim uzay1 olsun. x, ye E i¢in
@ [xy)<|xlly] (Schwarz esitsiztigi)
(i) I +yl < x| +]y] (Ucgen esitsizligi)

(i) x+y]* +|x-y]* =2Qx|* +|y|’) (Paralelkenar kurals)

Ispat: (i) ve (ii) nin ispat1 (2.4)ve (2.7) teki ispatlarin aymisidir.

Ix+ " +]x =y’
=X+ Y, X+y)+{(X-y,X-Y)
=" +2Rex, y) + yI” + x| —2Re¢x, y) +[y]”

= 20" + 1)

(2.9)



Tamim: {x} dizisi €H olsun. xe H icin eger ”xn - x" -0 ise x, - x ’e yakinsar ve bu dizi

yakinsak bir dizidir denir.

Eger {x, } e H dizisi n, m— w0 iken "xn -X, " — 0 ise Cauchy Dizisi olarak adlandinlir.

Eger H deki her Cauchy Dizisi yine H deki bir vektsre yakinsarsa H tam olarak adlandirilir. Bir
tam i¢ garpim uzayr Hilbert Uzay: olarak adlandinlir. Bu uzay C" kompleks sayilar uzaymn en
genel halidir.

2.2.1 Bir noktanin sonlu boyutlu alt uzaya uzakhg

Bu béliimde E bir i¢ garpim uzayin temsil edecektir.

Tamm: Bir ve E noktasindan S < E kiimesine olan d(v,S) uzaklig: asagidaki sekilde tanimlanir:
d(v,8)=inf {|v-s|:seS} (2.10)

Eger M, E’nin sonlu boyutlu alt uzay: ise herbir veE i¢in d(v.M) = "v - w” seklinde tek bir w
€ M noktas1 mevcuttur. Buradan z # w olmak tizere her birz ¢ M icin

v - w| < v~ 7| yazilabilir.

Tamm: Eger u, veE vektérlerinin i¢ garpimlar (u,v)=0 ise bu vektsrler ortogonaldir denir ve
ulv seklinde gosterilir. M E olmak iizere her me M i¢in v.lm ise v vektorii M kiimesine gére

ortogonaldir denir. Vektorler sistemi {o,,¢,,..} i#j i¢in ¢; Lo; ise ortogonal olarak

adlandirilir. Eger ”(pl“ =1, 1<i ise sistem ortonormal olarak adlandirilir.

2.2.2 Paralelkenar teoremi

Eger ulv ise

o+ o =[] + v dir. @.11)



Ispat: |u+ VH2 =u+v,u+v)= ||11||2 +(u, V) +(v,u) + "V"2 = ||u||2 + "VHZ

Ana probleme geri doniilecek olursa E nin sonlu boyutlu alt uzay1 M ile ve E  vektoriiniin

verildigi goriiliir. Burada bulunmak istenen d(v,M) = ||v - w|| gibi bir we M vektoriidiir.

Eger v-w.lM seklinde bir w e M vektorii var ise bu w vektorii

d(v.M) = ||v—-w|| seklinde M de tektir. Aslinda eger ze M ve z#w ise w-z €M dir ve v-w ile

w-z ye paralelkenar teoremi uygulanirsa asagidaki sonuglar elde edilir:

-2 =lv-wrw—of’ <[y -w’ +]w 2>}y —w]’ 2.10)

w y1 bulmak i¢in @,,...,¢,, M kiimesi igin ortonormal bazlar olsun. w= Z a;¢; yazilirsa her bir
=

k icin
n

0=(v-w,0, )=(V,0,)=(D, 00;,0,)=(V,0 )~ ay
j=1

Buradan

n
W=D (V0 i79; yazilabilir.
j=1

Teorem: M , E’ nin sonlu boyutlu altuzay1 ve {¢,,...,¢_ } de M altuzay: i¢in ortonormal bazlar

n
olsun. Her bir ve E i¢in M de ||v—w|| =d(v,M) oOzelligini saglayan w= Z(v,(p i79; vektori
j=1

tektir.



Teorem: M E’ nin altuzay: olsun. ve E ve we M oldugunu kabul edelim. Sadece ve sadece

|v - w|=d(v,M) iken v-w.LM olur.

2.2.3 Ortonormal sistemler

Lineer Cebirden ¢agrisimla, H Hilbert uzayindan alinan uj,u,,...u, lineer bagimsiz vektorler
kullanilarak sp{q)i }:(=1 = sp{ui }:; ; sartina haiz asagidaki sekilde elde edilen ¢ ‘ler ile teskil edilen

yapiya ortonormal sistem denir. Bu kurulus;

k-1 _
@, = "u—'”, W, =Y (u,,p,)p; olmak kayd: ile ¢, = ”u—k&
U,

seklinde verilir. Asagida
Uy, — Wy "

i=1
verilen teorem ile @1,z ...@n1 degerlerini bulma zorunlulugu olmadan @, degerinin bulunmasini

saglamasi bakimindan énemlidir.
Teorem: ( Gram-Schmidt ortogonallestirme iglemi)

Eger uj,up.... H ‘da lineer bagimsiz vektérler ise, Yine H ‘da asagidaki gekilde verilen

@1,02,. .. vektorleri de ortonormal bir yapi tegkil eder ve sp{(pi }:;l = sp{ui }:;l k>1dir. ¢, = HZ—‘"
1

= u, -w
ve w, = (u,,0;)p; olmak iizere ¢, =”—un——wnﬂ

i=1

(u,,u1> (un_l,ul) (un,u,>
w - 1 I @.12)

" det((ui,uj»f‘?ll <u19un-l> (Un-lsun—l> <unaun—l>

LJ=
u, u

dir.
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2.3 Banach Uzaylan

Vektor uzayi alinir ve lizerinde bir norm vasitasi ile bir metrik tamimlanirsa 6nemli ve kullanigh
metrik uzaylar elde edilir. Elde edilen uzaya Normlu Uzay denir. Eger bu normlu uzay tam bir
metrik uzay ise buna da Banach Uzay1 denir. Normlu uzaylar teorisi 6zellikle Banach Uzaylar1 ve
bunlar iizerine tanimh lineer operatorler teorisi fonksiyonel analizin ¢ok gelismis boliimlerini
temsil ederler. Bu tamimlamalar: daha iyi ortaya koymak i¢in baz1 temel kavramlarin verilmesi

gerekir.

2.3.1 ilgili kavramlar

Normlu uzay, iizerinde bir norm vasitasi ile metrigin verildigi vektér uzayidir. Bu kavram diizlem
veya li¢ boyutlu uzayda bir vektoriin boyunun genellestirilmesidir. Banach uzay1 tam metrik uzay
olan bir normlu uzaydir. Bir normlu uzay eger kapaniga sahipse bu Banach Uzayidir. Normlu bir

uzayda sonsuz seriler tamimlanabilir ve kullanilabilir.

X normlu uzayindan bir bagka Y normlu uzayma yapilan déniisiime Operatér denir. Yine bu X
normlu uzayindan skaler birer uzay olan R reeel sayilar ve C kompleks sayilar uzayina yapilan
doniigiime ise Fonksiyonel denir. Bu iki kavramdan 6nemlileri simrli operatér ve simrh
fonksiyoneldir. Ciinkii bunlar siireklidirler ve vektor uzaylar yapisinda avantaj saglarlar. Eger
lineer bir operatér smurli ise siireklidir. Bu 6nemli bir sonuctur ve vektdér uzaylan burada

fonksiyonellerin ve operatérlerin iizerinde ¢alistigindan bilyiik 6nem tagiyacaktir.

Bir X normlu uzayindan verilen bir Y normlu uzayina déniisimii saglayan tiim smurl: lineer
operatdrler kiimesi L(X,Y) ile gosterilir ve bir normlu uzay teskil eder. Benzer sekilde X normlu
uzay1 {izerinde taniml siurli lineer fonksiyoneller kiimesi de bir normlu uzaydir. Buna X in dual

uzay1 denir ve X' ile gosterilir.

Analizlerde sonsuz boyutlu normlu uzaylar sonlu boyutlulardan daha énemlidir. Sonlu boyutlu

olanlar basit olup onlar {izerinde tamiml operatdrler matrislerle temsil edilebilirler.



11

Bu ¢alismada uzaylar X ve Y, operatorler biiyiik harfler ile (6zellikle T), bir x elemanmna T
operatdriiniin etkisi yani x'in goriintiisii Tx ile (parantez kullanilmadan), fonksiyoneller kiigtik
harfle (6zellikle f), bir x elemanmmn f deki degeri f(x) ile (parantez ile) gosterilecektir. Bu
kullanim oldukg¢a yaygindir.

2.3.2 Vektor uzay

Vektér Uzaylar1 matematigin birgok alanlarinda ve onun uygulamalarinda 6nemli bir rol oynar.
Aslinda, farkli pratik ve teorik problemlerde bir X kiimesinin varh@i kabul edilir. Bu X
kiimesinin elemanlar ii¢ boyutlu uzayda vektorler, say: dizileri veya fonksiyonlar olabilir ve bu
elemanlar sabitler (sayilar) ile toplanabilir ve ¢arpilabilir. Sonug ise tekrar X kiimesinin bir
eleman: olur. Boyle belirli durumlar agagida tanmimlanan vektdr uzayinin igerigini ifade eder.
Tanim genel alan K 'y1 igerecektir fakat fonksiyonel analizde K , R(reel sayilar) veya C(compleks
sayilar) olarak kullanilacaktir. K'min elemanlari skalerler olarak adlandirihir, bizim konumuzda

ise reel veya kompleks sayilar olacaklardir.

Tanim (Vektor Uzayi)

Bir K alani iizerindeki vektér uzay: veya lineer uzay, elemanlan Xx,y,... gibi vektorler olan ve iki
cebirsel islemi saglayan ,bos olmayan bir X kiimesidir. Bu iglemler, K'nin elemanlan ile

gerceklestirilen vektor toplami ve vektorler ile skalerlerin ¢arpimi olarak adlandirilir.

Vekt6r toplamt her sirali (x,y) vektor ciftini bir x+y vektoriine doniigtiiriir .Bu x ve y
vektorlerinin toplamu olarak adlandirilir ve degisme ile birlesme 6zelliklerini saglar. Her vektor

icin su esitlikler yazilabilir:

x+y=y+x

xH(y+z)=(x+y)tz
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Ayrica sifir vektorii olarak adlandirilan bir 0 vektorii ve her x vektorii igin bir -x vektorii vardir ki

biitlin vektérler igin agagidaki esitlikleri saglar:

x+0=x

x+(-x)=0

Vektorler ile skalerlerin garpimi her x vektorii ve o skalerini bir o x vektériine doniistiiriir. Bu x

vektorii ile o skalerinin ¢arpimu olarak adlandirilir ve her x, y vektorii ile a,B skalerleri igin

asagidaki esitlikler yazilabilir:

a (B x)=(ap)x

1x=x

Dagilma 6zelliginden;

a(x+ty)=ox +ay

(a+pB)x=ax +Bx

Tamimdan da anlasilacag iizere vektor toplami X*X — X'e ,skalerler ile ¢arpimi ise K¥X —X'e
tanimlanmigtir. K, X vektor uzaymin vektor alani veya katsayilar alani olarak adlandirilir. Eger
K=R ise X reel vektor uzayi, K=C ise X kompleks vektor uzayi olarak adlandirilir.

Cok yaygin olarak kullanilan bazi1 vektor uzaylar1 asagida verilmistir;

I.LR" uzayi: Bu uzay n adet reel sayi ile teskil edilen ve elemanlart x=({,&,,..C,),
y =(Ny,My5--N,) seklinde sirali n'liler olarak verilen elemanlar uzayidir. Bu uzay iki cebirsel

islemin agagidaki klasik sekilde verilmesiyle reel bir vektdr uzay: olarak ortaya ¢ikar.

x+y=(, +n,,C, +Nny,...5, +1,)
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ax =(ag,;,0s,,...a8,)
Burada o Reel sayilar kiimesinden alinan bir skalerdir.

2. C" uzay1: Tamamen benzer tarzda bir diger vektor uzay:r C" teskil edilebilir. Bu uzayin yine n'li
olarak isimlendirilen elemanlar1 C kompleks sayilar kiimesinden alinarak tegkil edilir. Cebirsel

islemler R" icin verilen tarzdadir. Kisaca bu uzayda bir vektsr uzayidir.

3. C[a,b] uzayr: Bu uzaymn elemanlan [a,b] aralifindan siirekli, reel degerli fonksiyonlardan
ibarettir. Tiim bu fonksiyonlar uzay: real bir vektdr uzay:1 yapisinda olup cebirsel iglemler uzay

tizerinde asagidaki sekilde tanimlanur.

(x+y)(1) =x(t) +y(t)
(ox)(t)=ax(t) oeR dir.

Gergekten de x+y ve ax [a,b] aralifinda siirekli, reel degerli fonksiyonlardir. R reel sayilar
kiimesi {izerinde tiim tiirevlenebilen fonksiyonlar kiimesi, verilen bir A kiimesi {izerinde sinirli
fonksiyonlar kiimesi ve verilen bir [a,b] aralifinda belirli bir anlamda integrale haiz fonksiyonlar

kiimesi gibi yapilar da birer vektér uzayidir.

4-) I uzayr: Bu uzaymn elemanlar1 yakinsak sonsuz dizilerdir. Uzay icin cebirsel islemler ise

asagidaki formda verilmektedir.

&,8,55 )+ (M Mg5e) = (6 + 1,8, +1;55000)

UG5 Gasen) = (0,08, ,....)
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Gergekten de x=(§)el* (yani Zlgj’2<oo yve y=(n;,)el*> olmak {izere Minkowski

l
esitsizliginden x+yel® dir. Yine oxel’ oldugu kolayca gosterilebilir. Diger vektér uzaylar

elemanlan 1° da, I’ (burada 1< p < +o0) uzaylari ile kurulan yapilardir.

2.3.2.1 Alt uzay

X vektor uzaymin bos olmayan Y alt kiimesi verilsin. y;,y2€Y ve a,B skalerler olmak iizere
ay1tBy, € Y sartt saglamyor ise Y kiimesine X kiimesinden alinan iki cebirsel isleme gore
vektor alt uzay: denir. Yani Y kiimesi de bir vekt6ér uzayidir. X kiimesinin X=Y alt uzayina

improper alt uzay ve X(z {0}) kiimeler proper alt uzaylar denir.
Bir X vektor uzayinin vektor olarak isimlendirilen x1,Xs,....Xy elemanlarinin lineer birlesimi;
o X1 +0oXo+.....OmXm (2.13)

seklinde ifade edilir. Burada o,0,,...00, skalerlerdir. X kiimesinin bir M alt kiimesinden alinan

vektorlerin lineer birlesimi Span M olarak isimlendirilir.

X kiimesin M alt kiimesine ait X;,Xs,...X; r=1 vektorlerinin lineer bagimsizlif1 kavrami

asagidaki sekilde verilir.
o XtonXst.....ox, =0 (2.14)

esitligi ay,0,...0, skalerleri hepsi birden sifir olmadan gergekleniyorsa bu vektérlere lineer

bagimsizdir denir.

X vektor uzayi i¢in verilen bir n pozitif sayisi i¢in n adet lineer bagimsiz eleman (vektor)

bulunabiliyorsa ve n+1 vektdr i¢in bu yapi artik lineer bagimli hale déniigiiyorsa, X uzayinin
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boyutu n dir denir ve n=dim X olarak gosterilir. Tanim geregi X = {0} kiimesi sonlu boyutlu olup

bu hal igin dim X=0 dir. Eger X vektdr uzay1 sonlu boyutlu degilse sonsuz boyutludur denir.
Yani bu halde yukaridaki tarifteki n sayisim tespit etmek miimkiin olmamaktadir.

dim X=n igin X vektor uzayindan alinan lineer bagimsizlig1 saglayan n elemana uzayin bazi

denir.

Yukaridaki 6rneklerde verilen X vektor uzaylart bir ¢ok hallerde ayn1 zamanda iizerinde bir d
metriginin verildigi birer metrik uzaylardir. Bununla birlikte cebirsel yap: ve metrik arasinda
boyle bir bag yok ise cebir ve metrik kavramlarinin birlikte kullanim ile faydali ve uygulanabilir
bir teori kurmak miimkiin degildir. Boyle bir cebirsel ve geometrik ihtiyaci karsilamak tizere X
kiimesi tizerinde tanimli d metrigi yerine norm olarak isimlendirilen ve asagidaki belirtilecek

Ozelliklere haiz yeni bir yap:1 gerekecektir.
Tamim (Banach uzay1):

X vekt6r uzay: iizerinde, asagidaki 6zelliklere haiz bir norm tarifi verilerek bu uzaylar normlu
uzay haline gelirler. Eger bu sartlar1 saglayan X normlu uzay: ayn1 zamanda tam bir uzay ise bu
uzaya Banach uzay: denir. Iigili X vektér uzayindan alinan her Cauchy dizisi ilgili norma gore

ayn1 uzayda yakinsak ise X uzaymna tam uzay denir.

X vektor uzay: lizerinde (reel ve kompleks) degerli bir norm xeX igin “x” seklinde temsil edilir

ve agagidaki 6zelliklere sahiptir.

) [M=0
2 |x|=0 & x=0

39 o] = o]

1
A

4 Hx + y“ < “x” + “y“ (licgen esitsizligi)

]
N’
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Burada x ve y keyfi X vektdr uzayinin elemanlar1 ve o ise skaler bir degerdir. Bu sekilde verilen

X tzerindeki norm d(x,y)=||x—y" seklinde bir metrik tarifler. Bu metrie normdan {iretilen

metrik denir. Bu tanimlamalar temel vektér cebri igin x elemanmin uzunlugu olup |x|=|x|

seklinde gosterilir. Neticede her normlu uzay ve Banach uzay1 aym1 zamanda metrik uzaylardir.

Banach uzaylari, tam uzay olmanin getirdigi 6zellikler nedeniyle 6nem tagimaktadr.
Yukarida her norm tarifinden bir metrik tarifi ¢ikarilabilecegi vurgulanmigti. Fakat verilen bir X
vektor uzay: tizerinde verilen her metrik bir normdan elde edilebilir yargist her zaman dogru

degildir.
X bir vektor uzay: olmak iizere ve x,y,ze X igin

1) (xty.2)~(x,2)H(y,2)

2)  (oxy)rofx.y)

3 xy)=G%)

4)  xx)20 (xx)~0 ©x=0

Ozelliklerini saglayan ( . ) yapisina i¢ ¢arpum denir. Bu 6zellikleri tiim elemanlar i¢in saglayan X
vektor uzayina ise i¢ ¢arpim uzayr veya 6n Hilbert uzay: denir. Aym1 zamanda i¢ ¢arpimdan
agsagidaki gekilde elde edilen metrife gore verilen X vektdr uzay: tam bir uzay ise bu uzaya

Hilbert uzayi denir.

X on Hilbert uzayinda verilen i¢ c¢arpimdan “x”=\/(x,x) seklinde bir norm elde etmek

miimkiindiir. Ayrica X lizerinde bir metrik

xy)=[x-y]=Jx-y)(x-y) (2.15)

seklinde tanimlanir.
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Neticede, i¢ ¢carpim uzaylart normlu uzaylardir ve Hilbert uzaylar: ise Banach uzaylaridir.

L(H) H— H 'ya (H:Hilbert Uzay1) simrlilineer operatérler uzayr olsun. Bu uzay bir vektor

uzay1 olup [A] =Eu"1p"Ax|| seklinde reel degerli bir ifade ile L(H) iizerinde yukandaki norm
%=1

Ozelliklerini temin eder. Tersine Hilbert uzay: olarak, L(H) uzay1 tizerinde ( , ); seklinde tamiml
|A]=(A,A)}* bagintiyr saglayacak bir i¢ ¢arpim bulmak miimkiin degildir. Gergekten de eger

boyle bir i¢ ¢arpim mevcut olsaydi, L(H)'dan alinan A ve B operattr elemanlari igin paralel kenar

ozelligi saglanmis olacakti. Yani

la+BI" +[a-Bf" =2(A]" +[B[") (2.16)
Fakat eger {p,,¢,} birim dik bir yaprya sahip H'da bir vektor ¢ifti iseler;

Ax=(%,0,)9,, Bx=(x,0,)0,

olup agagidaki esitligi saglar;

1= Ja =B <[ + Bl =]a- 5|

Bu sonug ise paralel kenar kuralinin ihlali anlamina gelmektedir. Bu 6rnek ve benzerleri {izerinde

i¢ carpim kurallarina uymayan normun gegerli oldugu uzaylar iizerinde ¢alisilmasi anlamina

gelmektedir.
Bazi Banach uzay 6rnekleri agagida verilmektedir;

1-) Her Hilbert uzay: bir Banach uzayidir.
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2-)  C[ab] uzay1 a<x<b aralifinda kompleks degerli siirekli fonksiyonlar uzay: olsun.
Klasik anlamda uzay iizerinde verilen toplama ve skaler ¢arpma iglemleri ile C kompleks sayilar

lizerine bir vektdr uzayidir. Bu uzay i¢in norm

£l = maxlfco) 2.17)

seklinde verilir. {f; -fn} dizisi diizgiin olarak [a,b] de sifira yaklaguginda |[f, —f, [0
n,m—>o oldugundan, bu ifade diizgiin Cauchy kriteri neticesinden {f,} C([a,b]) yakinsaktir.
Dolayisi ile C([a,b]) Banach uzayidir.

3-) I<p<ow i¢in elemanlann §=(§,,C,,...) {;kompleks sayilari ile tegkil edilen ve

Z|§n l ? < oo sartim saglayan elemanlardan kurulu 1” uzay verilsin. Bu uzay i¢in toplama ve skaler

m=|

ile garpma I” yakinsak sonsuz boyutlu diziler uzay1 i¢in verildigi formda alinirsa ilgili norm;

n=1

lel= (i - ") (2.18)

seklinde verilir. I° uzayinin tamamlanmasi I uzaymin tamamlanmasina benzer olarak verilir.

4-) I” uzayi igin, yani tiim siurli kompleks sayilar ile teskil edilmis siralilar ile olusturulan
sonsuz diziler uzayi, bir inceleme yapilacak olunursa; Yine toplama ve bir skaler ile ¢arpma I* de

oldugu gibi alinabilir. Dolayis: ile bu uzay da vekt6r uzay1 olup;

18158 = suplG, | 2.19) -

I 'da bir norm tanimlar. Bu uzayinda ilgili norma gore tam oldugu kolayca gosterilebilir.
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5-) Diger bir Banach uzay1 rnegi de 1°(Z) (1< p < =) ile gosterilen iki tarafli sonsuz boyutlu

diziler uzayidir. Bu uzayin elemanlari;

C.>=( ----- sC—z’C—l’Co’Cl’Czr'")

seklindedir. Uzay i¢in norm;

© 1/p
f,=( k) 1spse

p=oo (2.20)

el =suplc.

seklinde verilir.

6-) Ly([a,b]), 1<p <o uzay:

b 1/p
Il [ ﬂfcor’]

Banach uzayidir.

7-) H,; ve H; Hilbert uzaylar1 olmak tizere L(H;,H,) operatdrler uzay: Banach uzayidir. Bunu

gormek i¢in {A,} L(H;,H,) de verilmis bir Cauchy dizisi olsun. Tiim xeHj i¢in

A, -A.llx]—0 (2.21)

|

A,x-A,x|<]|

m,n —

H, tam oldugundan {A,x} yakinsaktir. A operatérii A:H; — H, ve Ax= limA_ x olsun. Simdi ise

A operatoriiniin L(H;,H,) kiimesinde ve fAn - A” — 0 oldugu gosterilirse L(H;,H;) uzayinin tam
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oldugu gosterilmis olur. Verilen € — 0 igin 6yle bir N tamsayis1 mevecuttur ki nm2>N igin
|A, - A, |<e dir. O halde eger x| =1 ve n>N oldugundan

JA,x~Ax]= lim|A ,x - A, x| <e (2.22)

Bu ise A=(A-Ap)+An 'nin L(H;,H,)'de olmasini gerektirir, Netice olarak;

|a,-a]—>0

dir. Yani bu norm'lu uzay ayni zaman da tamdir. O halde bir Banach uzayidir.
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3.SINIRLI LINEER OPERATOR TEORISININ KAVRAMLARI

3.1 Eslenik Operatior

AeL(H,H ) olsun. Vye H igin f, (x) =(Ax,y) fonksiyoneli siirli lineer fonksiyoneldir.

Riesz teoreminden y* € H olmak lizere Vx € H i¢in asagidaki esitlik yazilabilir:

(Ax,y) =f, ®)=(x,y") (3.1
Bu A" operatdrini olugturur. Oyleki A*:H —H ve A'y=y" olacaktir. Buradan

timx e H .i¢in

(A%, y) = (x,y ) =(x,A"y) 32)
yazilabilir. Bu A* operatriine A operatoriiniin eslenigi denir.

A" e L(H,H ) lineer operatdrler kiimesinden olup lA[|= "A* “ dir.

Gergekten de verilen uvev € Higin o,3 € C olmak iizere

(Ax,0u + Bv) = T(AX, u)+ B(AX, v} =(x,0A u+BA"V) dir. (3.3)

Netice olarak tammdan A" (ou +pPv) =aA u+ BA*V olur.

[Al=sup) oyt A%, 5) =supp g [0, A" <A (34)

Ornekler:
1. 0" =0vel” =Idm
2. S,,1, lizerinde saga dteleme operatérii olsun. Verilen y = (y, ,yz,...) ve X = (xl ,xz,...) el,

i¢in
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(S,x,y)=((0,x1 ,xz,...),(yl,yz,...))=x1§'2 +X,5¥3 +o =(X, y*)

v =(¥,¥3...)dIr.

Buradan S: operatériiniin sola 6teleme operatérii oldugu goriiliir.

3.8,,1, iizerinde sola 6teleme operatorii olsun. y =(y;,¥,,...) v& X = (X{,X5,-..) €1, igin
(S;X,¥)= X,¥; +X3¥, +....=(x,y*) olur. y* =(0,¥1,Y2,...)dir. Buradan Sf 1n saga Oteleme

operat6rii oldugu goriiliir.

4. a(t) fonksiyonu [a,b] aralifinda sinirli kompleks degerli lebesque 6lgiilebilir fonksiyonu ve
A: Lz([a, b])—) Lz([a, b]) da (Af) (t) = a(t) f(t) seklinde tanimlanmig sinirli lineer operatr

olsun.Tim f,g € L, ([a,b]) igin
b

(Af,g)= [a(f (DE(t)dt=(f,g) olur.
a

Buradan (A*gXt)=5(t)g(t) olur.

b
Teorem: K :L,([a,b]))—> L,([a,b]) operatorii (Kf)= fk(t,s)f(s)ds seklinde tammlanmis
a

stirlt lineer operatdr olsun. k € L, ([a,b]x [a,b]) ve tim g e L,[a,b] i¢in

(k*gXt): t]k(s,t)g(s)ds dir. (3.5)

ispat: Fubini's teoremi yardimi ile teoremi asagidaki sekilde ispatlamak miimkiindiir.

eg) - ?k(t,s>f<s)ds]g(t>dt

- j‘f(s{ I]'k(t,sk(t)dtjds =(f,g") dir.
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g (s)= bjk(t, s)g(t)dt dir. (3.6)

Teorem: Eger A, Be L(H,H ) ise

G (A+B) =A"+B"; G.7)
i (ea)=3a",aec (.8)
i) A" =A;. (3.9)

(iv)  H Hillbert Uzay1 olmak tizere De L(H,H) ise (DA)* =AD" olur.

Ispat: (i) verilen x, y € H i¢in

(A +B)x,y) =(Ax,¥) +(Bx,y) = (x,A"y + B"y) 1
(A+B)'y=A"y+B’y

() (aAx,y)=a(x,A"y)=(x,adA"y) buradan

(ocA)* y = oAy olur.

(iii A" 1n eslenigi tammindan A"x = Ax olur.
3

(A"y,x) =(x,A"y) = (y, Ax) tir.

@iv) veH i¢in
(DAx, V) = (Ax,D"v) = (x,A"D"v) buradan

(DA)* v=A"D"v olur
3.2 Kendi Kendine Es Operatorler

H — H.ye tanimli bu operatorler ile C kompleks sayilar kiimesi igersindeki tiim sayilar

arasinda ilging bir bagmti vardir. C den alinan z — z arasindaki baginti tiiriinden bir bagint

T— T arasinda da mevcuttur. Operator teorisinde bu benzerligin operatérler tizerindeki

benzerlige aksetmesi olduk¢a faydali sonuglar dogurur. Bu sistemler arasindaki en énemli
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fark ise H— H “ye tanuml1 bu operatdrlerin cebirsel igleminin komditatif olmamasidir. Ayrica

tabiiki bu yapinin kompleks sayilardaki yapiya oranla daha karmagik oldugu agiktir.

Kompleks sayilarin en 6nemli alt sistemi olan reel sayilar z=Z ile karakterize edilmigtir.
Benzer tarzda H tlizerinde tamimli 6yle A operatorleri diigiiniilebilir ki bunlarin egslenikleri
kendine eg olsun. Yani A = A" olsun. Bu tip operatorlere kendi kendine es operatér denir.
Biliyoruz ki 0" =0 I" =1 dir. Yani sifir ve birim operatdrler kendi kendine es operatorlerdir.
A ve A, kendi kendilerine es operatorler ve a,p reel sayilar olmak iizere

(@A, +BA,) =aA" + BA"2 =aA| +BA, dir. (3.10)
Sonug olarak kendi kendine es iki operatoriin lineer birlesimi de kendi kendine estir. Ilave

olarak eger {A,} A'ya yakinsayan kendi kendine es operatérler dizisi ise A da kendi

kendine eg bir operat6rdiir.

la-a'|<la-a.l+|a, A, | +ja," -A%| =ja-A,l
+|(An —A)|=]a-Aul+]AL -Al=2)A, -A] >0
A-A"=0

A=A"

Bu sonug bizi agagidaki ilk teoreme gotiiriir.

Teorem: H—> H ye tiim lineer operatérler kiimesinin kapali reel lineer alt uzayr bu uzaymn

kendi kendine es operatdrler kiimesidir. Bu uzaya birim operatorii iceren reel Banach Uzay:

da denir.

Kendi kendine es operatorler bahsinde kendi kendine eg iki operatoriin ¢arpimu ile ilgili birsey
belirtilmedi. Sebebi ise bu konuda az bilgiye sahip olunmasidir. Asagidaki teorem bu bazda

verilen bir neticeyi ortaya koyar.
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Teorem: Eger A, ve A, H de kendi kendine eg operatorler ise bunlarin ¢arpimu olan 4.4,

kendi kendine estir<> A;.A,=A, A,
Ispat: Bu da asagidaki ifadenin neticesinde ortaya ¢ikar:

* * *
(AJA,) =A, A =A,A (3.11)
T operatorii H da rastgele bir operator ise tiim x,y ler igin asagidaki ifadeyi dogrulamak
T=0s (Tx,y)=0
Agiktir ki her x igin T = 0= (Tx, x)=0 dir.

Teorem: Eger T, H lizerinde tanimli bir operatér ve her x i¢in (Tx, x) =0 ise T=0 dur.

Ispat: Tiim x,y ler igin (Tx,y)= 0 oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Ispat ise agagidaki

esitligin gergeklenmesine baghdir.

(T(ox + By), ax +By) - |oc|2 (Tx,x)- |[3|2 (Ty,y)=oB(Tx,y)+ aB(Ty,x) (3.12)

Bu esitligin sol tarafi hipotez geregi ayni zamanda sag tarafi tim «,f lar igin sifira esittir.

Dolayisi ile a =1 =1 yazilabilir. Bu durumda esitlik

(Tx, y)+ (Ty, x) =0 (3.13)
halini alir.
Eger a.=1if =1 yazarsak esitlik

i(Tx,y)—i(Ty,x)=0 (3.14)

halini alir.
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(3.14) esitligini i'ye boliip sonucu (3.13) ye eklersek 2(Tx, y)= 0 olup (Tx, Y)=0 olur.

Boylece ispat tamamlanmis olur. Dikkat edilecek husus ispatin gerekliligi igin reel sayilar
yerine kompleks sayilarin kullanildigidir. Bu sonug agagidaki teoremin ispatinda da
kullanilacaktir ki bu teorem kendi kendine e operatérlerin reel sayilara giiglii bir bagla bagh

oldugunu gostermektedir.
Teorem: H {izerinde Toperatorii kendi kendine es ise <> (Tx,x) tiim x ler igin reeldir.

Ispat: T operatorii kendi kendine es oldugundan
(Tx, x) =(x, Tx)= (x, T*x)= (Tx,x) (3.15)

dir. Bu ise tiim x ler igin (Tx,x)in reel oldugunu gésterir. Diger taraftan (Tx,x) tiim x ler

icin reel oldugundan
(Tx,x)=(Tx,x)= ix,T*x )= (T*x,x veya tiim x ler igin

([T - T*]x,x)= 0 olur.

Bir dnceki teorem sonucundan T—T" =0 olmak zorundadir. Buradan da T=T" sonucuna

ulagilir.

Bu teorem bize kendi kendine es operatérleri mukayese imkani tanir. Yani A; ve A, kendi
kendine es operatorler ise tim x ler icin eger (A,x,x)<(A,x,x)= A;<A, olur. Bu

bagintinin ana gergekleri asagida 6zetlenmistir.

Teorem: H Hillbert uzay: {izerinde tanimli tiim kendi kendine es operatorlerin reel Banach
Uzay1 , lineer yapilar ve sira yapilar1 arasindaki bag asagidaki sekilde verilen kismi siral1 bir

kiimedir:

¢)) Eger A; <A, iseher Aigin A; +A <A, + A dir.
2) Eger A; £ A, ve >0 ise aA| <aA, dir.

Ispat: A; <A, ve A, <A, olarak kabul edelim. Bir 6énceki teoremden tiim x degerleri igin

(A, —A,J,x)=0 A, -A, =0 ve A| = A,dir.
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(1) ve (2) ifadelerinin ispatt kolaydir.
Ornegin  eger Aj<A, yani her x igin  (Axx)<(Axx) s
(A;x, %)+ (Ax,x) < (A,x,x)+ (AX,x)
veya her X i¢in
(A, + A]x,x) < (A, + Ak, x) yazilur.
A +A<A, +Admr.

Eger A > 0yani her x i¢in (Ax, x) 2 Oise A kendi kendine eg operatérii pozitiftir denir.

Aciktir ki 0 ve birim operatdrii olan I pozitiftir ve T TveTT" rastgele bir operator olan T igin

bunlar da pozitiftir.

3.3 Normal ve Uniter Operatirler

H tizerinde verilen bir N operatorii kendi eglenigi ile komiit edebiliyorsa yani NN* =N'N
oluyorsa N operatoriine normal operatér denir. Bu tip operatdrler H iizerinde en genel

operatorlerdir 6yleki bunlar tlizerinde temel ve agik teori miimkiin olur.

Her kendi kendine es operator agik olarak normal operatérdiir. Eger N operatdrii normal ve o
her hangi bir skaler ise aN de normal operatdrdiir. Ilave olarak { N, } normal operatdrler

dizisi yakinsak ve limiti N ise N de normaldir.

Nk* —-N*
I NN <N N Ny NN
NN NN = NN NN NN NN 0

NN" —=N"N =0 olur.

Teorem: H izerindeki lineer operatorler kiimesinin H de verilen tiim normal operatorler
kiimesi H iizerindeki lineer operatérlerin kapali bir alt kiimesidir. Oyleki bu kiime tiim kendi

kendine eg operatérleri igerir ve skaler garpmaya gore de kapalidir. Dogal olarak iki normal
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operatdriin toplaminin ve ¢arpimunimn da normal olup olmadig1 merak konusudur. Genel olarak

degildir. Bununla birlikte agagidaki teoremler mevcuttur.

Teorem: Eger N; veN, H lizerinde normal operatérler ise dyleki biri digerinin eslenigi ile

komiit edebiliyorsa N;+N, ve N;.N, denormaldirler.

Ispat: NINZ* = NZ*NI = N2N1* = NI*NZ ifadesi teoremin kabul ifadesidir. Ny + N, nin

normal oldugunu gostermek igin agagidaki hesaplama yapilir.

(N, + N, XN, +N, ) = (N, +N2)(NI +N§)
=N;Nj + N;N3 + N,N| +N,N,

ve

(N, +N,)'(N; +N,) = (Nl* +N, XN1 +N,

=N;"N; +N;'N, +N,'N, +N,’N,
Benzer tarzda N{.N, nin normal oldugu asagidaki ifade ile gosterilir.

* * * * * * * K *
NN, (N{N, )" = NjNoN, Ny ™ = NiNGN, Ny = NpN|N|N, = NGN{N|N, = (NN, ) 'NiN,

Teorem: Tiim x'ler i¢in H tizerinde T operatorii normaldir <> ”T*x“ = ”Tx”

Ispat:

“T*x“ =|1x| & T"x ’ =“Tx[l2 = (T*x,T*x)

~(Tx,Tx) & (TT"x,x)= (T*Tx,x)¢:> QTT* -T*T]x,x)= 0
Asagidaki teoremdeki ifade sikga kullanilan bir neticedir.
Teorem: Eger N, H lizerinde normal bir operator ise ”NZH = HN“2 dir.

Ispat: Onceki teoremden faydalanarak her x igin
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2] = = "
esitligi yazilabilir ve bu ifade “N2" = "N*N" oldugunu gosterir.

”N2” = "N*Nn ispat bdylece tamamlanmisg olur.

Bilindigi tizere herhangi bir z kompleks sayis1 ave b reel sayilar olmak lizere z=a+ib seklinde

tek ttirlii ifade edilmektedir. Bu reel sayilar z'nin reel ve imajinal kismi olarak a = z ; Z) ,

b= (Z—_i) esitlikleri ile gosterilebilir. Genel operatérler ve kompleks sayilar arasimndaki ——
benzerlik ile kendi kendine es operatorler ve reel sayilar arasindaki benzerlik bize H'de

% *
verilen herhangi bir T operatérii igin A = (r%) A, = ﬁ;zT—) ifadesini saglar. Burada
i

AjveA, nin kendi kendine es oldugu agiktir ve T =A; +iA,dir. Tnin bu sekildeki tek

ifadesi T" “m asagidaki ifadesini dogurur.
T* = Al - iA 2
Buradaki A, ve A, kendi kendine es operatorleri T operatdriiniin reel ve imajinal kismudar.

B(H) H deki lineer operatorler kiimesinin B(H) nin yapisinin karmagikligi operatdr ¢arpiminin

komiit edememesindendir.

Teorem: Eger T ,H iizerinde bir operatér ise T normaldir<> Tnin imajinal ve reel kisimlar

komiit edebilir.

Ispat: Eger A;veA, Tnin sirasi ile reel ve imajinal kisimlan ise T=A; +iA, ve

T* = Al —iAz dir.

TT = (A; +iA,)(A[ —iA,) =A? + A2 +i(A,A - ALA,) ve
T'T=(A; —iA,)A; +iA,) = A + A +i(AA, —ALA))
Agiktirki eger AjA, = AyA, ise
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TT" =TT dir.

Tersi olarak da eger TT" =T"T ise
AjA, —ALA =AA-AA,
2AA, =2A5A, ve

AjA, =A A dir

Muhtemelen kompleks diizlemin en 6nemli alt sistemi reel sayilardan sonra birim dairedir.

Oyleki birim daire de su esitlikler ile ifade edilir |7| =1veyazz = zz=1. H iizerinde verilen U

operatdri UU* =U"U=1 esitligini  sagliyorsa U operatoriine {initerdir denir. Uniter
operatdrler ki bunlar aym zamanda normal operatérlerdir kompleks sayilardaki mutlak deger
1 ifadesine denk diiserler. Tanmimindan da agik¢a anlagilacagi iizere H iizerindeki iiniter

operatorler tekil operatorler olmayip tersleri esleniklerine egittir.

Teorem: Eger T ,H iizernde verilmis bir operator ise asagidaki ifadelerin biri digerine denktir.

() TT =I; (3.16)
2  (Tx,Ty)=(x,y) her x,y i¢in; (3.17)
3 ITx| = |x| her x igin; (3.18)

Ispat: Eger (1) dogru ise her x ve y igin (T*Tx,Ty): (x, y) veya (Tx,Ty)=(x,y) olur ve
boylece (2) de dogrulanur.

Eger (2) dogru ise y=x almak sureti ile her x i¢in (Tx, Tx)= (x, x) veya “Tx”2 = "x”2 olur ve

boylece (3) te dogrulanir.
Ix] =l| = o = e = (T, Tx) = (. 1) = (T°Tx,x)= (x.x) = (1T - 1) x)=0

3.4 izdiisiim Operatorleri

Banach Uzay: tizerindeki bir izdiigiim operatorii B, Bde karesi kendisine esit olan

operatdrdiir. Bir bagka deyisle P2 =P ozelligine haiz operatore izdiigiim operatorii denir. Her
P izdiigiim operatérii M ve N seklinde kapali lineer alt uzay ¢ifti tanimlar. Bunlar siras ile P
nin goriintiisii ve sifir (null) uzayidir. Oyleki B Banach Uzay: ise B=M @ N dir ve tersine
her kapali M ve N lineer alt uzay ¢ifti goriintiisi M ve null uzayr N olan bir P izdiislim
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operatorii belirler. Bu yolla B Banach Uzay lizerindeki izdiigiim operatorleri ile B yi tamam
ile geren ve iki uzayda da sifir vekt6riiniin ortak oldugu kapali lineer alt uzay ¢ifti arasinda
birebir iligkilendirme mevcuttur.

B Banach Uzayi yerine H Hillbert Uzay: dikkate alindiginda yukarida bahsedilen lineer kapali
alt uzay ¢ifti arasinda ortogonallik mevcuttur.

Teorem: H tizerinde verilen goriintii uzayr M sifir uzay1 N olan bir P izdiiglim operatorii ise
M.N < P kendi kendine estir ve bu halde N = M dir.

Ispat: H deki her z vekt6ril tek tiirlii olarak x Mden , y de N den olmak {izere z=x+y seklinde
yazilabilir. Eger MIN ise &yleki xly ve P* =P olmast (P*z, z)= (Pz, z) yi gerektirir. Bu
ifade ise agagidaki ifadenin sonucudur ve

ya \

Pz, z%: (z, Pz) = (z,x) = (x +Yy, x) = (x, x)+ (y,;)r= (x, x) ve
= (5,2) = (K x +y) = (%) + (x,y) = (x,%)

P zz
Tersine P =P"ve MINise x M den ,y de N den olmak tizere
(x,y)=(Px,y)= (x,P*y)= (x,Py)=(x,0)=0

Neticede eger MLN ise N = M+t oldugunu géstermek gerekir. Agiktir ki N ¢ M ise ve eger
N M in 6zalt kiimelerinden ise M* Hillbert Uzayinin kapali lineer 6zalt kiimesidir. Neticede
M te sifirdan farkli Gyle bir zqvektorii vardir ki zyAIN dir. zyLM ve z,IN oldugundan

H=M®@N oldugundan zylHdir. Bu ise miimkiin degildir. Neticede N = M tir.

Hda goriintiisii ve sifir uzay: ortogonal (dik) olan bir izdiisiim operatorii genellikle dik
izdiigiim operatorii olarak isimlendirilir. Hillbert Uzay: teorisinde dikkate alinan izdiisiim
operatdrleri bu tiirdendir. Bu ifadelerin 1518inda H de tanimlanan P izdiisiim operatorii netice
olarak P2 =P ve P = P esitligini saglarlar. O ve I birim operatérleri izdiisiim operatorleridir.
Bunlar ayriktir < H = {0}

Hde tanimli izdiisiim operatorleri ile kapali lineer alt uzaylar arasinda agik bir iligki
mevcuttur. Her P izdiigim operatorii i¢in bunun goriintii kiimesi olan M = {P, : x € H} dyleki
bu kapali lineer alt uzaydir. Tersine her kapali lineer M alt uzay: igin goériintii kiimesi M olan
bir izdiisim operatorii x ve y ,M ve M+ olmak iizere P(x +y) = x olacak tarzda P operatorii
vardir. Her iki haldede P ye M deki izdiisiim operatdrii denir.

Agiktir ki Mde P bir izdistin operatorii < [-P de Mte izdiistimdiir. Ayrica Mde P
izdiiglim operatorii ise;
xeMeoPx=x< ”Px" = ”’*“ dir.

Her xe H i¢in

Ix* =[P+ (@~ P)l” =[Px]” + (1 - P)x]? (3.19)
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Ikinci bsliimiin sifirdan farkli kismi asagidaki zincir ifadesini dogurur.
[Px] =) = [Px]* = [x|* = (- P)x|* =0 = Px = x

Ayrica ifadelerden her x i¢in gu sonuca varilir:
[Px| <[lx|bsylece|P| <1 dir.

Eger H de x rastgele bir vektor ise asafidaki esitligi gérmek kolaydir.

(Px,x) = (PPx,x) = (Px,P*x)= (Px,Px)=|Px|* 20 (3.20)

Neticede P pozitif operatordiir. (P> O) I-P aynica izdiiglim operatorii oldugundan ayrica su

0<I-PveyaP<I0<P<Idrm.

T Hde bir operatér olsun . H nin M kapali lineer alt kiimesi T altinda degismez (invaryant)tir
fakat su kosul altinda eger T(M)c M ise. Eger bu ifade gergeklenirse T nin M ye
kisitlanmasi ile T operatorii yalniz M de dikkate alinabilir ve neticede M digindaki vektorlerin

Tye uygulamas: dikkate alinmayabilir. Eger Mt ve M T altinda degismez ise M T yi
indirger ya da T , M tarafindan yiikseltilir denir. Bu durum oldukga ilging bir neticeyi ortaya

koyar. T operatdriiniin tamaminin yerine bunun M veya Mt e indirgenmis hali ile ¢aligma
imkan saglar. Bu ise daha basit operatérler ile calisma ihtimali ortaya ¢ikarir.

3.5 Pozitif Operator

Eger T operatorii kendi kendine es bir operator ise (Tx, x) reel bir sayidir. Buradan tiim kendi

kendine es lineer sinirli operatorler kiimesini bir H kompleks Hilbert uzay: iizerinde dikkate
almak ve bu kiime tizerinde < kismi siralama tamimlamak miimkiin olabilir.

tiim x€H ig¢in;

(Tyx,x) < (T,x,x) oldugunda T, <T, (3.21)

T, < T, yerine T, 2 T; de yazilabilir.

Bu yapiin 6nemli bir formu agagidaki sekilde ifade edilebilir. T: H — H kendi kendine es
lineer sinirh bir operatdr, tiim x€H igin ;

(Tx, x> >0 oldugunda T>0 (3.22)

oluyorsa T operatériine pozitif tammlidir denir. Yine benzer yaklagimla T >0yerine 0< T
de yazmak miimkiindiir. Bu halde yukaridaki 6zellie sahip operatore negatif olmayan
denildigi gibi aligila gelen sdylev pozitif operatordiir.

(3.21) ve (3.22) ifadesi arasindaki en temel bagint;
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T, <T, = 0<T,-T;

seklinde ifade edilir. Bir bagka deyisle T, —T; pozitif oldugu siirece (3.21) ifadesi saglanr.
Pozitif iki operat6riin toplamida pozitifdir. Bu netice tanimdan kolayca gériilmektedir.
Teorem: (Pozitif Operatorlerin Carpimi) Eger H Hilbert uzayi {izerinde S ve T gibi iki kendi
kendine es lineer operatdr pozitif ise ve komiit ediyorlar ise (yani ST=TS ise) bu iki

operatériin ¢arpim ST pozitif bir operatérdiir.

Ispat: Gosterilmesi gereken nihayi ifade tiim x€H igin (STx,x) >0 dir. Eger S=0 ise ifade

saglanir. Simdi S # 0 olsun. Ispat iki adimla gergeklenecek bunlar (a) ve (b) olsun

@ S;=—=S S,.,4=5,-5; (n=1,2,....) (3.23)

sl

Ispat tiimevarimla yapilacak;

0<S, <I (3.24)

(b) Bu agamada da tiim x€H i¢in (STx, x) >0 oldugu ispatlanacaktir. Simdi ayrintili olarak
bu boliimler gergeklenecektir;

(@ n=1 igin (3.24) esitsizligi saglanir. Gergektende S >0 kabulu ile 0<S, dir. Bu netice
ardindan Schwarz esitsizligi kullanlarak S, <I ve |Sx| <[] dir.

1

sl

(3.24) ifadesinin n=k i¢in dogru oldugu kabul edilsin;

(S1x,%) = 1 (Sx,%) < ,—,;f”llSXII-IIXII <[ = (1x.x)

0<S; <1 buradan 0<I-S; <I

dir. Sy kendi kendine es oldugundan, her x€H ve y=S; x i¢in asagidaki ifade elde edilir;
(S-S )x) = (-8 )80080x) = (1-Sy)y.y) 20

Tanim geregi;

S2(1-S,)=0

Benzer yaklasimla;

S (-8 )220

Toplama ve sadelestirmelerden sonra;
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0<SZ(I—8;)+S(1-8¢)* =S Sk =Sy

Buradan 0 <S,,; dir. S;,; <I , Si >0 ve I-S; >0 toplamak suretiyle gergekten de;
0<I-S +S2 =1-Siyy

Bu ise (3.24) ifadesinin tiimevarnm ispatidir.

(b) Simdi tim x€H igin (STx, x) > 0 ifadesinin ispatina gegilebilir. (3.23) ifadesinden;

S, =S{ +8,

=S{ +S3 +S;

.......

SZ 4. +82=8,-85,, <5 (3.25)

Kismi siralama (<) bagintist ve S; 'nin kendi kendine es olmasindan

i”ijr = i(ij,ij> = Zn:<Sng,x> < <S1x, x) (3.26)
j=1 j=1

j=1
n keyfi oldugundan ”Slx"2 + ”Szx"2 +.... sonsuz serisi yakinsaktir.

Neticede [[S,x| = 0 ve S,x — 0 dir. (3.25) ifadesinden;

n
[ZSJszz(SI —Sn+1)x - SlX
j=1
n— oo

Tim S; ler T operatdrii ile yerdegistirme &zelligine sahiptir.Cunkii bu operatorler

S =||S"-IS ifadesinin ¢arpimudir ve T ve S yerdegistirme &zelligine sahiptirler.(3.26)
ifadesinde S=||S”.Sldegerini, T=0 ve i¢ carpimun siirekliligi kullanilarak her x€H igin

yi =S iX alinarak;

(STx,x) = [SJ{TS;x,x)
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= Il im 3 (T5%x,x)

=

. n

olur. Yani (STx,x) >0 dir.

Kismu siralama kavrami agagida verilen yapilar: beraberinde getirir;

Tamm (Monoton Dizi): Bir H Hilbert uzayinda kendi kendine es lineer T, operatorler dizisi
(Ty) ya monoton artan;

formlarindan biriyle ifade edilir.

Tanim (Bir pozitif operatdriin karekdkii) : Eger T operatérii kendi kendine es bir operator ise
<T2x, x> = (Tx,Tx) >0 oldugundan T? operatorii pozitiftir. Problem tersinden ele alindiginda
yani verilen bir pozitif T operatdrii i¢in 6yle bir kendi kendine eg A operatorii A’=T olacak

tarzda bulunsun. Bu arayis operatdrlerin spektarl temsillerinde kullanim alani bulmasi
bakimindan 6nemlidir.

3.6 Siirekli Lineer Doniigiimler

N ve N’ ayni ¢arpimlara sahip lineer normlu uzaylar ve T, N — N’ de lineer bir doniisiim
olsun. T operatoriine stireklidir denir. Bundan kasit N metrik uzayindan N’ metrik uzayina
déniisiimde T'nin siirekli olmasidir. Bunun ifadesi ise N de x, — x oluyorken N'de

T(x,) = T(x) olmasidur.

Asagidaki ifadelerde, siirekliliin gerekliligini birgok faydali denk formlarda ortaya
konulmasi verilecektir.

Teorem: N ve N' normlu lineer uzaylar ve T, N — N’ de lineer bir doniigiim olsun. Asagida
verilen herbir esitligin biri digerine denktir.

1) T siireklidir.
2) T orjinde siireklidir. Yani x, —» 0 T(x,) — 0 dir.
3) Her x e N igin [T(x)| < K|x| olacak sekilde bir K > 0sayist mevcuttur.

4) Eger S={x: "x” <1} N de kapal1 bir kiime ise T(s) N'de sinurlhdir.
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Ispat: (1) = (2) Eger T siirekli ise T(0)=0 dir. Yani orjinde siireklidir. Diger taraftan T orjinde
stirekli ise

X, >Xx, x> 0=T(x, —x)> 0 T(x,)-T(x) » 0 & T(x,) = T(x)dir.
Béylece T stireklidir.

(2)<:> (3)(3) = (2) ifadesi agiktir. Eger 6yle bir K mevcut ise x, — 0 olmast T(x,)—> 0
olmasimt gerektirir. (2)= (3) oldugunu gostermek igin béyle bir K olmadigini kabul edelim.
Bu kabulle her pozitif n degeri igin yle bir x, vektorii vardir ki "T(xn)“)n(xn) veya buna
denk olan "T(xn / n"xn"]l)l dir. Eger y, =x, /n|x,| alnrsa y, — Ooldugu goriiliir. Fakat
T(y,) —= 0dir. Béylece T orjinde siirekli olmayacaktir.

(3) & (4) lineer normlu bir uzayin bos olmayan alt kiimesi sinirhidir <> orjin merkezli kapali
bir kiire tarafindan igerilir. Bu ise (3)= (4) olmasint gerektirir. Eger |x] <1 ise [T(x)| <K
olur. (4):> (3) oldugunu gostermek i¢in T(S) nin orjin merkezli K yarigaplt kapali kiire
tarafindan igerildigini kabul edelim. Eger x=0 ise T(x)= 0 ve agik olarak "T(x]l < K”x” ve
eger x=# 0 icin x/|x| € S ve neticede "T(x /”x")s K" boylece |T(x)| < K|x]dir.

Eger bu teoremdeki T lineer déniisimii (3) sartini sagliyorsa yani ”T(x}l < K”x" olacak

sekilde bir K reel sayisi1 mevcut ise K ya T nin sinir1 denir ve bdyle T operatdrlerine lineer
sinirlt bir doniigtim denir.

Bu teoreme gore Tsinirlidir< T siireklidir. Boylece bu iki sifat yani simirlilik ile stireklilik

birbiri yerine kullanilabilir. Kabul edelim ki T siirekli olsun. Béylece (4) sart1 saglanir ve T
operatOriiniin normu

IT]| = sup{|Tx)| : x| < 13 (3.27)

olur. Teoremin ispatindan agiktir ki Tnin tiim sinirlan kiimesi T(S) yi igeren orjin merkezli
kapali kiirelerin yarigaplarindan tegkil edilir. Bu ise T operatriiniin normunun agagidaki
sekilde ifade edilmesine imkan tanir:

IT]| = inf{K : K = 0 ve|T(x)] < K(x) Vxi¢in} (3.28)
Buradan tiim x ler i¢in ”T(x)” < ”T””x” dir.

N — N’ de tiim lineer siirekli (veya sinrli) doniisiimlerin kiimesi B(N ,N') seklinde
gosterilir. Buradaki B sinirli (bounded) sifatina denk olarak diistintiliir.

3.7 Lineer Fonksiyoneller

Fonksiyonel, goriintli kiimesi R reel sayilar veya C kompleks sayilar diizlemi olan bir
operatdrdiir. Fonksiyonel Analiz kavrami ise baglangigta fonksiyonellerin analizi
kavramindan dogmustur. Fonksiyonelleri klasik operatérlerden ayirmak igin f, g, h... gibi
kiictik harf notasyonu kullanilir. Bu yaklasim neticesi olarak deger kiimesi D(f) g6riintii
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kiimesi de R(f) ile gosterilir. f fonksiyonelinin xe D(f) deki degeri f(x) seklinde parantezli
olarak gosterilir.

Tamm (Lineer Fonksiyonel):

Lineer bir fonksiyonel tanim kiimesi bir X vektdr uzayi i¢inde ve gériintii kitmesi X'in skaler
alan olan K da olan lineer bir operatordiir.

f:D(f) > K
Burada eger X reel ise K=R ve eger X kompleks ise K=C dir.
3.7.1 Smurl lineer fonksiyoneller

Lineer siurl fonksiyonel tanim kiimesi D(f) in i¢inde bulundugu X normlu uzayimn igindeki
skaler goriintii kiimesine sahip lineer sinirh bir operatordiir.

Oyleki c skaler reel say1 mevcuttur ki tiim x € D(f) igin
()| < ||| dir. (3.29)

Ilave olarak f in normu

"f" = Supiilg(f) %("ll (3.30)
veya

Il = Supxxe?l(f)lf (x)| (3.31)
Neticede

ey R (3.32)

Teorem (Siireklilik ve Sinirhilik):

Bir normlu uzayda tanim kiimesi D(f) olan bir lineer f fonksiyoneli sadece ve sadece f simrli
ise stireklidir.

Ornekler:

1. Norm: (X, ) normlu uzayinda tanimli |H| : X — R normu X vektdr uzayi {izerinde lineer

olmayan bir fonksiyoneldir.

2. Vektor carpimi: Bilinen vektor ¢arpimu £ : R3 >R bir fonksiyonel tanimlar Gyleki
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f(x) =xa =& 0 +&ay +E303
ve burada a= (oc j)e R3 sabit tutulmustur.

f fonksiyoneli lineerdir ve simirhidir. Gergekten de
[£Go)| = x| <[] dir.

Oyleki eger tiim x ler iizerinde sabit bir norma gére supremum alinirsa (3.31) den "f " < "a"
olur. Diger taraftan x=a alarak ve (3.32) kullanilarak

£@)| [l

=1t =a] dur.

el Tl

Netice olarak |f]| =/a] dur.

HE

3. Belirli integral: Kalkiiliiste oldugu gibi belirli integral tek bir fonksiyon olarak diistiniiliirse
belirli integral bir sayidan ibarettir. Bununla birlikte eger belirli bir fonksiyon uzay: iizerinde
bu integral dikkate alinirsa yapi tamamen degisir. Oyleki bu integral bu uzay iizerinde bir
fonksiyonel olur. Bu fonksiyonele f denilsin. Uzay olarak da C[a,b] [a,b] aralifinda stirekli
fonksiyonlar uzay: dikkate alinsin. Neticede f agagidaki sekilde tanimlanabilir.

b
f(x) = [x(t)dt x € Cla,b]

f lineerdir. Simdi de f in simurli ve normunun da ”f H =b-a oldugu asagidaki gekilde
gosterilebilir. Gergektende J=[a,b] yazilarak ve C[a,b] deki norm hatirlanarak

lf(x)| = < (b-a)max,|x(1)] = (b—a)x|

b
[x(at

Normu 1 olan x ler izerinde supremum alinirsa ||f || <b-a elde edilir. ||f|| >b—a elde etmek

icin x=x, =1 segilirse ||x0|| =1 ve (3.32) esitligi kullanilirsa

|f(x0)|

ol

b
M =|f(xo)|= [dt=b-a

elde edilir. Neticede [|f| =b—adir.

1. CJ[a,b] uzayi: Diger C[a,b] iizerindeki pratik fonksiyonel su sekilde elde edilir. Eger sabit
bir t, e J[a,b] segilirse

£ (%) = x(tg) x € Cfa, b]

f; lineerdir. f; sinirhdir ve normu 1 dir. Gergekten de
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[, = Jx(to)l <[]

ve bu (3.30)dan ”fl || <1 i gerektirir. Diger taraftan x, =1 igin ”x0|| =1 olur ve (3.31) in de
yardimu ile agagidaki esitlik elde edilir.

1]l 2 |1 (x| = 1

4, lzuzaylz 12 uzayinda da a= (on j)e 12 sabit bir nokta se¢mek sureti ile f fonksiyoneli

asagidaki sekilde tegkil edilir.
fx)=) &
j=1

Burada x = (Q j)e 12 dir. Bu seriler mutlak yakinsaktir ve f fonksiyoneli sinirlidir. Cauchy-
Schwarz esitsizligi kullanilarak j , 1 den o a degismek sureti ile asagidaki ifade elde edilir.

[£Col =[2G 0] < Pl < \/ Sl \/ zl“ilz = Il

Tamim (Dual Uzay):

Bir X vektor uzay: iizerinde tanimli tiim lineer fonksiyoneller kiimesi X i¢inde bir vektor
uzay1 olustururlar. Bu uzay X" ile gosterilir ve X in cebirsel dual uzay: denir. Bu uzaym
cebirsel islemleri agagidaki sekilde tanumlanur. f; vef, gibi iki fonksiyonelin toplami olan s
de bir fonksiyoneldir. Bu s fonksiyonelinin her xe X i¢in degeri

s(x)= (f; +£5)(x) =11 (x) + £, (x) olur.

Bir f fonksiyonelinin o skaleri ile ¢arpumi olan p de bir fonksiyoneldir ve bu p
fonksiyonelinin her xe X i¢in degeri

p(x)= (af )(x) = af(x) olur.
3.8 Sonlu Boyutlu Uzaylarda Lineer Operatorler ve Fonksiyoneller

Sonlu boyutlu vektér uzaylar1 sonsuz boyutlu vektér uzaylarina oran ile daha basittirler.
Dogal olarak bu basitligin boyle uzaylar tizerinde tanimli olan fonksiyoneller ve operatorler
agisindan sebebi bir sorudur. Bu sorunun cevabi lineer operatérler ve onlarin sonlu boyuttaki

bir X vektor uzayimun cebirsel dual X* yapisinin sonlu boyutlu matrislerle olan baglantisi bu
sorunun cevabini ortaya koyacaktir.

Sonlu boyutlu vektdr uzaylarinda tamuml lineer operatérler agagida agiklanacag lizere sonlu
boyutlu matrisler cinsinden ifade edilirler. Bu manada sonlu boyutlu haldeki lineer operatérler
tizerindeki ¢aligmalarda matrisler en 6nemli araglar olacaklardir. Bu baglamda asagidaki
teoremi hatirlamakta fayda vardir.
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Teorem: Eger bir X sonlu boyutlu normlu uzay ise bu X uzay: tizerindeki her lineer operatér
sinirhidir.

Ispat: Dim X=n olsun ve {e;,e,,....,e,} X igin bir baz olsun. Herhangi bir x vektorii igin
x=2§ jejalmrsa X izerindeki herhangi bir T lineer operatdrii igin asagidaki ifade
yazilabilir.

] = [ 7e | < e e | < max e [E g
Bu ifade ile

Sl o] 1

[Tx] < x|

1
= Lmax, e, |

buradan T operatoriintin sinirlt oldugu goriilir.

X ve Y aym alan lizerinde tanimli sonlu boyutlu vektér uzaylari olsun. T:X — Y lineer bir
operatér olarak verilsin. E={e;,e,,...,e, } X i¢in bir baz segilirse ve B={b;,b,,...,b, } Y i¢in
bir baz segilirse her xe X in tek bir temsili agagidaki sekilde vardir.

x=E18; +..+E ey (3.33)
y=Tx=T(Z§kek) =Y &, Tey (3.34)
k=1 k=1

T operatorii lineer oldugundan X in goriintiisii (3.33) temsili tek oldugundan asagidaki ilk
sonuca varilir:

Sonug: Eger y, =Te, €1,€,,....6, olarak ifade edilirse Toperatorii tek tiirlii elde
edilir.

y ve yi = Te, Y de oldugundan tek tiirlii temsilleri asagidaki gibidir.
r
y= anbj (3.35)
j=1

r
Tek =Z'Cjkbj (336)
j=1

Bunlarin (3.34) de yerine konmast ile

Y=Zﬂjbj:( §kTekj= @szjkbj=2[zfjk§k]bj
=1 k=1 1 =

=1\k=1
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ifadesi elde edilir. b; ler lineer bagimsiz bir kiime teskil ettiinden soldaki b; lerin
katsayilari ile sagdakiler aym olmak zorundadir. Bu ise (3.37) ifadesini dogurur.

n
n; =) Tk j=L..,1 (3.37)
k=1

x= Eyey ifadesinin goriintiisii olan y=Tx= n;b; ifadesi (.3.37) den elde edilir.
(3.37) deki katsayilar ise agagidaki r satirhi n stitunlu matrisi olustururlar.
Ten=(vs)

Eger X igin bir baz E ve Y i¢in bir baz B verilirse E ve B nin elemanlar belirli bir sira ile
diizenlendiginde (bunlar rastgele fakat sabit) Tgg matrisi tek tiirli olarak T operatdrii

tarafindan belirlenir. Bu Tgg ise bazlara gére T operatdriiniin matris temsili olarak
isimlendirilir.

X =(E,) siitun vektorii ve §= (11 j) (3.37) esitligi matris notasyonunda asagidaki sekilde
yazilabilir:

Altta benzer tarzda (3.36) ifadesi matris notasyonu ile yazilabilir:

Te = TEBTb (3.39)

Burada Te elemanlan Te,,.....,Te, olan siitun vektérdiir. (Bunlar ayrica vektordiirler.) b ise
elemanlar1 b ,...,b, olan siitun vektordiir.

Bu c¢aligsmalar lineer T operatdriiniin X uzay: iginverilen bir baz ve Y uzay: i¢in verilen bir
baza gore tek tiirlii matris temsilinin varligim gosterir. Tersine r satirli ve n stitunlu herhangi
bir matris lineer bir operatorii karsilik diiser. Oyleki bu da yine Y den ve X ten segilen
bazlara goredir.

X tzerindeki lineer fonksiyoneller dikkate alindiginda dimX=n ve {ey,e;,....e, } bu X i¢in

bir baz ise dnceden oldugu gibi bu fonksiyoneller X in cebirsel dual uzay olan X" 1 yukarida

belirtilen {izere olustururlar. Her bu manadaki f fonksiyoneli ve her x=Z§ iejeX

f(x)=f£ZE_,jej]=Z§jf(ej)=2§jaj (3.40)
=1 =l =1
Buradan

a;=fle;)  j=lLen (3.41)
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ve ftek tiirlii olarak X in n taban vektdriindeki o ; degeri tarafindan belirlenir.

3.9 Operator ve Fonksiyonel Dizilerinin Yakinsaklig

Sinirl1 lineer operatdr ve fonksiyonel dizileri, somut yapilarin soyut formiilasyonlarinda sik¢a
ortaya cikar. Ornegin Fourier serileri , interpolasyon polinom dizilerinin yakinsaklifinda veya
sayisal integrasyon metodlarinda oldugu gibi. Bu haller de fonksiyonel veya operator
dizilerinin yakinsaklig, ilgili norm dizilerinin sinirliligi veya benzer 6zellikler ortaya ¢ikar.
Bir normlu uzayda eleman dizileri i¢in kuvvetli veya zayif yakinsaklik kavramlarinin gok
o6nemli oldugu yapilan ¢aligmalarla sabittir. T, € B(X,Y) operator dizileri i¢in ii¢ tip
yakinsakliktan bahsetmek miimkiindiir. Bunlar;

(1) B(X,Y) de norm anlaminda yakinsaklik

(2) Y de (Tyx) 'in kuvvetli yakinsaklig:

(3) Y de (Tyx) 'in zayif yakinsaklif

Terminolojiler ve tanimlamalar agagidaki gibidir.

Tamm (Operatdr Dizilerinin Yakinsakligl) : X ve Y normlu uzaylar olsun. T, € B(X,Y)
operatoriinden olusan (T,,) operator dizisi igin;

(1) Eger (T;) B(X,Y) deki norm anlaminda yakinsak ise buna diizgiin operat6ér yakinsaklif

(2) Eger her x€X Y deki (T,x) dizisi kuvvetli yakinsak ise buna kuvvetli operator
yakinsakligi

(3) Eger her x€X Y deki (Tyx) dizisi zayif yakinsak ise buna zayif operator
yakinsaklig1 denir.

Formulasyon anlaminda T:X — Y operatorii

1 T, -T]->0

(2) Timx€X igin |T,x - Tx|— 0

(3) Tim x€X ve Tiim €Y’ igin |f(T,x) - f(Tx)| - 0 dir.

Sirasiyla T ye, (T,) dizisinin diizgiin , kuvvetli ve zayif limit operatérii denir.

Farkl yakinsaklik tanimlarinin kullanilmasi bu teoriye bir esneklik kazandirmasi bakimindan
onemlidir. Yukaridaki (1) (2) ve (3) tarifleri i¢in

H=2)=0)
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bagintis1 mevcuttur.

Ornekler: ,
1. I? uzayr: I? uzaymnda Oyle bir (Ty) operator dizisi T, 12 512 sekliyle asagidaki gibi
tanimlansin;

T,x= (0’0’ ----- 0,8 04158042 Enagoeeeen: J

burada x = (&1 369:E350mn )€12 dir. Bu gekilde verilen operatdr lineer ve stirhidir. Agiktir ki
Tox > 0=0x oldugundan (T,) dizisi kuvvetli operatsr yakinsakligina sahiptir. Bununla
birlikte “Tn - 0“ = "Tn II =1 oldugundan (T,) dizisi diizgiin operatér yakinsakligina sahip
degildir.

2.1 uzayr: I uzayinda Syle bir (Ty) operator dizisi T, 12 12 sekliyle bu sefer de asagidaki
gibi tanimlansin;

TnX =(0,0, ..... ,0,§l,§2,§3, ...... J

nadet

burada x= (&1,222,&3, ...... )EI* dir. Bu sekilde verilen operatér de yine lineer ve suurhdir.
Fakat (Ty) operator dizisi sifira bu halde zayif olarak yakinsar. Kuvvetli yakinsama yoktur.

Tanim (Fonksiyonellerin zayif" vaya kuvvetli yakinsamalar): (f,) lineer sirh fonksiyonel
dizisi normlu X uzayi tizerinde tanimli olsun;

(@) (fn) 'in kuvvetli yakinsamasindan kasit , dyle bir €X' mevcuttur ki "fn -f ” —>0
olsun.Bu halde ifade f, — f seklinde verilir.

(b) (fo) 'in zayif® yakinsamasindan kasit ise, dyle bir f€X’ mevcuttur ki tiim x€X i¢in

£y (x) = £(x) dir. Bu halde ise ifade f,—=— f seklinde verilir.

(a) ve (b) ifadelerinde verilen f fonksiyoneline, (f,) fonksiyonel dizisinin kuvvetli veya zayif’
limiti denir.
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4.SONUCLAR

Bilimsel g¢aligmalarda en temel eksiklik kavram, tamim ve ozelliklerin aragtirmacilar
tarafindan yeterince bilinmemesidir. Bu tez ¢alismast matematigin her alaninda ¢aligmalar
yapacak aragtirmacilar i¢in bir kaynak olugturacaktir. Gerek sik¢a kullanilan uzay yapilari ve
gerekse operatdr tamm ve 6zelliklerinin sade ve 6z bir dille ifade edilmesi bu alandaki kaynak
boslugunu dolduracak niteliktedir. Tez olusturulurken temel kaynaklar kullanilmak sureti ile
yogun kullanima haiz kavram ve yapilar segilmeye 6zen gosterilmistir.
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