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OZET

Bu tezde modiiller gruplara kisaca deginildikten sonra modiler gruplarin alt gruplan
incelenmistir.

Birinci bolimde tnceliklle homojen ve inhomojen lineer doniisim kavramlan ve bu iki
donigim arasindaki iligkiler ele alimmugtir. Bu doniigimler kullanilarak modiiler grubun
tanimi yapilmistir. Moduler grup yardimiyla modiiler doniisiimler siniflandinimig, modiler
grubun trete¢ ve baglantilarna yer verilmigtir. Daha sonra temel bolge tammlamp temel
bolgenin varligina bagh olarak, ist yar1 diizlemin boliimlere ayrilmas incelenmistir.

Ikinci boliimde modiiler gruplarm alt gruplarina ayrintili olarak yer verilmistir. Esas kogriians
gruplan tanimlanmig ve daha sonra 6zel kongriians gruplarina yer verilmigtir. Daha sonra alt
gruplar igin esas bolgeler gosterilmistir. #//T" bokim uzay1 ayrintili olarak ele alindiktan sonra
esas bolgenin tip formiilii verilmig ve normal alt gruplara karsilik gelen dallanma semalar
¢izilmigtir. Son olarak da I'¢(N) nin esas bélgesinin tipi incelenmistir.
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ABSTRACT

In this thesis after modular groups was mentioned the subgroups of modular groups are
studied.

In chapter 1 firstly homogeneous and inhomogeneous lineer transformation concepts
and relation bnetween these two concepts are considered. The modular group is defined
by using this transformations. After this modular transformations are clasified by
means of the transformations and also generators of the modular groups and their
relations are studied. More over, fundemental region is defined. Teselletion upper half
plane is examined because of existence of fundemental region.

In chapter II the subgroup of modular groups are studied with details. Principle
congruence groups and special congruence groups have been defined. After that
principle region was shown for subgroups. The quotiet space #/*/T is studied in details
and the genous formula of principal regions is given. The branch schemas
corresponding to normal subgroups was drawn. Finally the genous of I'y(N) of principal
region has been studied.



1 GIRIS

Bu tezde esas olarak modiler gruplann alt gruplan ele alinmig birlikte homojen ve
inhomojen lineer doniisiimler de incelenmistir.

Birinci Bolim: Bu bdélimde ilk olarak homojen ve inhomojen lineer dontigimler
tanimlamp oOnemli ozellikleri ifade edilmistir. L:&-—)&, z——>W=L(2)=aZ+Z ,
cz+

ad-bc20, a,b,c,d € ¢ inhomojen lineer doniigiimii terslenebilir ve bu doniigiimler ¢’
nin ¢emberlerinin kiimesini korur. Inhomojen modiiler doniigiimler kiimesi £ ile
gosterilir. Le £ 6zdes olmadif: takdirde en ¢ok iki sabit noktaya sahiptir. Sabit
noktalarina gore L doniiglimii, hiperbolik, eliptik, loksodromik ve parabolik
doniistimler seklinde smiflandinilir. Eger ad-bc>0 ise L, reel ekseni, st yan dizlemi

ve reel eksene dik olan yan ¢emberleri korur. € tizerinde 2x2 lik terslenebilir
matrislerin grubu A olmak iizere ve detAz0 iken Lo¢?—5¢?, zow=Az
doniisimiine homojen lineer doniigim denir. A—L, A—La eslemesi bir isomorfidir
ve A=L ile gosterilir. Homojen ve inhomojen lineer dontigimler arasindaki iligki
oz +f

Yz +

homomorfisi ile verilir.

o AL ASA z>w=A(z)=

Homojen modiiler déniigiimler, elemanlari rasyonel tam sayilar olan 1 determinanth
homojen lineer donigiimlerdir. Homojen modiiler dontisiimlerin olusturdugu gruba

homojen modiiler grup denir. A:z—> 2l donilgimii ise inhomojen modiler

cz+d
dontistimdir. Bu doniigiimler (st yart % diizlemini, IR reel sayilar cismini ve Q
rasyonel sayilar kiimesini korur. I've T arasindaki iligki 1"\{$ I}EI: isomorfisi ile
verilir.

Modiiler grubun iiretegleri ve aralarindaki bagmtilanin yam sira temel kitme ve temel
bolge tanimlanmig ve temel bolgenin I' modiler grubunun elemanlan altindaki
goriintileri yardim ile st yan diizlem bolimlere ayrilmigtir.

ikinci boliimde ilk olarak modiiler gruplar, esdeger siuflar ve sabit noktalara yer
verilmigtir. Daha sonra esas kongriians gruplan tizerinde durulmugs olup I'v’nin
mertebesi

(2 -
() N3 r N=21i¢in

T=41 1 o
—u(N)=— 1-— 1~ 2 icin
211( ) 2 P/N( PZJ N>21¢

olarak elde edilmistir. I'; kongriians grubunun F kodiiktoriinin keyfi A<I igin
AUNA T olan en kiigiikk N dogal sayist oldugu gosterilmis, daha sonra iig 6zel

o . yiESERAGARTIV KURULY

e L CEZ
DOKD L (YAG) ST lihhkd&jﬂé&



kongriians grubu I,(N) := {(a 3 elc=0 modN} ,
c

r‘'N):= {(: ZJ ellb=0 modN} , TY(N) = {(: z) elb=c=0 modN} olarak

tanimlanmugtir. Ayrica bazi 6zel alt gruplar i¢in esas bolgeler gosterilmigtir. Daha
sonra da # Riemann yiizeyi tammlanmugtir. Esas bélgenin tipi tanimlanmis gok
yiizlii tizerindeki Euler teoremi verilmigitr. Modiiler gruplarina gok ytizli tizerinde
Euler teoreminin uygulamalar: yapilmigtir.



2. MODULER GRUP

2.1 Inhomojen Lineer Déniigiimler

~n

2.1.1 Tanmm : IR reel sayilar cismini, ¢ kompleks sayilar cismini ve ¢ Riemann

kiiresini gostersin.
a,b,c,d € ¢ parametreler oldugunda ad-bc # 0 saglayan

az+b

L:&—)&, z>w=L(z)=
cz+d

2.1)

tasviri inhomojen lineer bir doéntigimdir. Tim inhomojen lineer doniigiimlerin

kiimesi o/ ile gosterilecektir.

2.1.2 Inhomojen lineer doniisiimlerin 6nemli 6zellikleri

dw-b
—-cw+a

ile

Le £ tersi almabilirdir ve L1 :¢ — € ters déntisimi w—z=L"(w)=
verilmigtir. - fonksiyonlarin bilesim iglemi altinda bir gruptur. Ayrica Le( ,

zi:—d olmak tizere ze( icin holomorftur. z=ove z=—_—d— deki durumu
c c

resiprokallerin girigi ile genel bir gekilde belirlenebilir, Burada LeJl de agilar
korunur. Bundan bagka agilar1 koruyan biitiin déniigiimler kiimesi £/ bu Riemann

kiiresini kendi tizerine doniigttriir.

2.1.2.1Tamm: Eger S(ty) = 1, olacak sekilde +1’ dan farkl bir SeT varsa 1, € H",

T" nin bir sabit noktasi olarak adlandinlir.



2.1.3 Sabit noktali inhomejen lineer doniisiimlerin simflandiriimas:

Eger LeJ{ birim tasvir degilse o takdirde en fazla iki sabit noktaya sahiptir. Le £ ¢’

nin ti¢ farkh noktasi ve bunlarin géruntiileri ile tek olarak belirlenir. L tasviri
Z, DWW, ,Z, D> W, ,Z, > W,
olmak tizere

WoW, Wy—W, _Z-Z Z;—Z 22)
W-W, W,-W, Z-Z, Z;—Z,

esitliini saglar. Buradaki terimlerden birinin o olmasi halinde uygun degisiklikler
yapilmalidir. Eger denklem (2.2)’ yi w’ye gore gozersek denklem (2.1) formundaki
L’ yi elde ederiz.

Z—-2, Z,—-Z
D(zla Zz> ZS’ Z) = ! : - ; (23)
-2, Z,—Z,

ifadesine z,,z,,z, ve z noktalariin iki kat oram denir. Burada dort noktann iki kat

orant defismez. Sabit noktalara dayanarak Le (' tamm agagida verelim.

Teorem 2.1:

i) z,,2, € ¢ ayrik iki sabit nokta olmak iizere Le £

L@)-z _,z-7 ret, 20
L(Z)"Zz Z—Zz

normal formundadir.



ii) z, €€ ve oo sabit noktalar igin Le £

L(z)~-z =Mz~z,), re€, A#0,1
formundadir.

iii) z, e ¢bir sabit noktast igin Le o/

+o, acC, a0

iv) oo tek sabit nokta ise Le £
L@)=z+a , azC, az0

formundadir.

Yukarida bulunan A # 0,1 ¢arpanmna L’ nin ¢arpan denir. L’ ye
A > 0 ise hiperbolik dontisim

[\ =1 ise eliptik doniigiim
A <0 ve |?»| #1 ise loksodromik dontiglim

tek sabit noktali bir lineer déniigiim ise parabolik doniigim denir.
2.1.4 Reel katsayil inhomojen lineer doniisiimler ve OKklid olmayan geometri
ab,c,d € IR ve ad-bc>0 ise o takdirde L reel ekseni kendisine déniistiiriir ve yine

L,7{ st yan diizlemi kendisine donistiiriir. Ozellikle L, reel eksene dik olan # daki

(diigey yant dogrular dahil) yann gemberlerin kiimesini, kendi tizerine dontigtiirir.



Eger noktalar, st yart diizlemin noktalart olan bu yart ¢emberler bir geometrinin
dogrulann olarak tammlanirsa, o zaman Oklid olmayan (N.E.) bir geometrinin

Poincore modeli elde edilir. Kesisim noktasinda, onlarn Oklid tegetleri arasinda
Oklid agist olarak 2 N.E. dogru arasindaki ag1 olgiliir. Tki z,z,e # noktas: arasindaki
NE. 8(z,z,) uzakligm tammlamak icin reel eksene ortogonal ve z,z
noktalarindan gegen Oklid-gemberinin reel oo, ve oo, noktalarim géz éniine alalim, oo
ve oo, noktalari Oyle nitelendirilir ki, bu gember tizerinde oo, z;, z; ve oo, noktalan

devirsel olarak birbirini izler. O zaman reel pozitif logaritmayla
6(z1,22) =log D (z1, z, 01, 03) (2.4)

tanimlariz. Eger bir lineer donigimle dort kathi (00), z1, 25, ©3), (0,1,A,00) iizerine

dontigturtlirse bu segimin miimkiin oldugu gorilir.

Isin, dogru pargast ve dairenin notasyonlart Oklid geometrisinden alinacaktir. Eger

Z—p
Z=p

K,u merkezli ve r yangaph bir N.E. gemberi ise, 0 zaman onun z—>w =

doniigimt altindaki gérintist (it ve W ’ntin kompleks eslenigidir) w=0 merkezli bir
E ¢emberidir. Cinkii z=p boyunca olan N.E.-dogrulart w=0 boyunca olan E-
dogrularina dénigturilir, reel z ekseni, w=0 civarindaki bir E.-gemberi {izerine tasvir
edilir ve lineer doniigiim altindaki iki kat oranin degismezligi, K’ min goriintiisiiniin
bir E-gemberi oldugunu gosterir. Bundan dolay,, N.E. K ¢emberinin bir E ¢emberi

oldugunu goriiriiz. Bununla beraber, onun E.-merkezi ve yarigap: farklidir.

Eger z; ve z; # da iki farkh nokta ise, o takdirde, onlardan egit N.E.-uzakliginda olan
H nin noktalarimin kiimesi, [z;,z;] dogru pargasiun N.E.-dikey agiortayt olan bir
N.E.-dogrusudur. z; ve z, reel eksenin yukarisinda aym yiikseklikteki noktalarin bir
¢ifti tizerine doniigtiriilerek bu gorulur. Bilindigi gibi, goz Onine aldigimiz
doniigimler #° mn konform tasvirlerinin kiimesinin kendi izerine olmast kosulu ile

aynidir.

T VIS RULY
mmmmwa mmmﬂ



2.2. Homojen Lineer Doniisiimler

2.2.1 Tamm: 4, ¢ iizerinde tersi alnabilir, 2x2 lik matrislerin grubu olsun. Eger

o B

Aea ise o,B,y,6e€ olmak zere Az( 5
Y

j > nmin  determinanti

|A| = a8 —By = 0°dir. Bundan baska L,¢* nin kendi tizerine olan terslenebilir lineer

dontigtimleri grubu olsun. Bunlara lineer homojen déniigiimler denir.

VAe A igin, Ly:¢?—»¢2, z—w=Az donisimi L’ ye aittir. Burada A.z, A’ mn

W.
z:(WIJetIZ kolonuyla bir matris carpimudir ve W=(Wl) dir. Buradan
2
o B[ (oo they) (W, elde ederiz.
vy 8)\o, Yo, +dn, W,

2.2.2 Homojen ve inhomojen lineer doniisiimler arasindaki iligki

=
I
>
i

oz +3

AL, A:[a B] icin A—>A:z—>w=A(z)=—= tekabili €¢"=C\{0}
y O YZ+90

gekirdegi ile bir homomorfizmadir. (al€ A olmak tizere e ¢ tammlamirsa). Eger o,

A= (0‘ E J ed, | A[ =oa8—PBy=1 birim modiilli matrislerinin 4" grubunu kendi
Y

tizerine kisitlarsa, o zaman ¢’ nin gekirdegi {+1} dir. A\¢'=.L A”| {+ I}= Ldir.

2.2.3. Aym sabit noktal doniisiimler

Sirastyla sabit noktalart z; ve z, nokta ¢ifti olan veya tek bir sabit zo noktasina sahip
olan tim A € £ lerin grubunu goz oniine alahm. Egleniklikten dolay: bu grup ya
sabit 0,00 nokta giftine sahip olan tiim A e £ grubuna yada tek sabit noktasi o olan

A e £ lerin grubuna izomorfiktir. Ayrica normal formlar sirastyla ya tiim At m



carpimsal grubu ile yada tim oe€ nin toplamsal grubu ile tim A€ £ grubunun

izomorfizmini gosterir.

2.3 Modiiler Grup

2.3.1 Tanmm: Bir homojen modiiler donlisim, elemanlari rasyonel tam sayilar ve
determinantt 1 olan bir homojen lineer dontsiimdir. Homojen modiiler déntigiimler

bir grup teskil eder. Buna homojen modiiler grup denir.

Bu grup tam birim modiiler

b
Fzz{(a )}a,b,c,dex,ad—bc:l}
¢ d

matris grubuna isomorfiktir. 2.2.3. incii bolimde verilen ¢ homomorfizmi,

- b
inhomojen I' = {A|A S F} moduler grubunu gosterir. Burada eger A = (a d) el ise
c
Az 20 g
cz+d

AeT elemanlarina inhomojen modiiler doniisiimler denir. Bu déniigiimler, iist yan

#H diizlemini IR reel eksenini ve Q rasyonel sayilar kiimesini korur.

I've T arasindakiiliski F\fF1}=T isomorfizmas: ile verilir.



2.4 Uretegler

Teorem 2.2:

. . 11 0 -1
Homojen modiiler grup, sonsuz mertebeli U :(0 J ve 4 mertebeli V =[1 O)

elemanlan ile tiretilir. Inhomojen modiiler grup sonsuz mertebeli U:z —z+1 ve iki

.= -1 .. -
mertebeli V:z — — doniigimleri ile Uretilir.
z

2.5 Esas Bolge

2.5.1 Tamm: (Esas kiime, esas bolge): Eger I altinda esdeger olan # m
noktalarinm her bir siifindan tam olarak bir tane nokta iceriyorsa & kiimesine %'

icin T modiiler grubunun bir esas kiimesi denir.

Eger & kiimesi bir esas kiimeyi igeriyorsa ve eger 1€ F,S(1)eF,I=SeT olmasi v’

nun F in bir siur noktasi olmasini gerektiriyorsa & e bir esas bolge denir.

Teorem 2.3:

Kiimesi #' i¢in T’ nin bir esas bolgesidir.

te i ,[ReT] <-;—,|r| > l}u{ioo}u{'c

Re‘cz——l,hl 21}U{‘C|‘t| :1,——1— <Re1< O}
2 2

B

- ———

o -

Sekil 2.1
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2.5.2 Ust yan diizlemin biliimlere ayrilmas:

Inhomojen modiiler dontistim p, i ve ico’ dan farkli bir Te F noktasinin goriintiisii ile
tek olarak belirlenir. Bu sonug su sekilde de formiile edilebilir. p, i ve i’ a denk
olmayan her te# noktas: T altinda kesin olarak bir kere  * deki bir noktanin
goriintiisti olur. Acgikga i’ ye denk olan bu noktalar iki kez, p’ ya denk olan noktalar
ti¢ kez, ico’ a denk olan noktalar sonsuz kez ortiiliir. Bir % modiiler ticgeni ile S
altinda & in goriintiisiinii belirtelim yani herhangi bir S eT i¢in & = S(F) olsun.
Tabi ki &’ de bir esas bolgedir. Modiiler iiggenlerin kiimesi iist yar1 % diizlemini

drter. Her modiiler % liggeni, {i¢ modiiler tiggene komsudur. S6yle ki

%, =SU(F) = SUSIS(¢) = SUS™ (%)
%, =SU (#)=SUS'S(®)=SU"S™ (%)

&, = ST(F) = STS™'S(F) = STS™ (%)

UI0T UIU

Sekil 2.2
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BOLUM 3
3.1 Modiiler Gruplarin Alt Gruplan
3.1.1 Homojen ve inhomojen gruplar

I';, T homojen grubunun bir alt grubu olsun.

a b

d)el‘, K:r——)ater

ct+d

0:AA, A:(
c

dontgimii T inhomojen modiller grubunun I3 :=¢(7) alt grubuna Iy’ in bir
homomorfizmi olur. Bu homomorfizma eger -Iel’; ise {ir I} cekirdegine sahiptir ve eger

-I¢T, ise bu bir isomorfizmadir.

Kargit olarak eger bir I’ doniisiimler grubu

- M, a,b,c,de”Z, ad-bc=1
ct+d

b
formunda verilmi§ ise 0 zaman i(a d) matris formlan kiimesi bir I cT" grubudur ve

c
verilen grup I} =o(})dir. Bu I'; grubu —I matrisini kapsar. Bununla birlikte I” nin —I’y1

kapsamayan alt gruplar da vardir.

Boyle gruplar igin I; U(-DI bir I3 = o(7) =(p(F1 u(—I)I'l) e genigletilmig uygun grup
olur. Ty, ~I matrisini kapsamadigi zaman bu T grubu I’nin I'p alt grubunun ¢ altindaki

gorintiistine isomorf degildir.
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— — 0 -1
Gergekten I' grubu o(I,)=I" ‘den elde edilir ki bu i(l OJ matrislerinden biridir ve

dolayisiyla karesi —I’ya esit olan bu matris I'o’1n iginde bulunur.

Simdi I'; 1, I' mun bir alt grubu varsayalim ve —I, I'; de bulunsun.

I'= LHJI';SV, Svel’

v=i

koset ayrigmasi
r-(Jis., §,<T

vl
ayrigmasin belirtir.
u=(:10), ©=(T:T)
indisleri i¢in, eger
-Iel'jise t=p

sonucu gikar.

Diger taraftan eger
o1
-Iglhise = Eu

olur.

Eger I', ['da normal ise 0 zaman T} = ¢(T}), T de normaldir ve tersi de dogrudur,
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Her AeTigin AI'NA'=T

oldugu zaman

her AeT igin AT,A™' =T}

oldugu sonucu ¢ikar ve bundan bagka -I€I"; olup olmadigindan bagimsizdir.
3.1.2 Esdeger Smiflar ve Sabit Noktalar

Moduler gruplar i¢in olan tanimlarnn bazilarini alt gruplara aktarabiliriz,
Eger, v =S(t)

gibi bir SeI'y varsa 1,7" € # noktalart (I" nin igindeki 'y lerin, her bir se¢imi igin) T’ nin

I = (p(l"l) alt grubu altinda egdeger olarak adlandirilir.

T altinda biri digerine egdeger olan 9{ 1n biitiin bu noktalar1 kiimesi I; alt grubu altinda

bir egdeger sinuftir.

T, igin bir ¥ esas kiimesi # 1n noktalarmmn kiimesidir, 6yle ki %' in her noktas: # nin

bir noktasina tam olarak esdegerdir.

(T:T,) sonlu indis durumundaki T} nin esas bolgesi bolim 3.4 de ayrntihi olarak

incelenecektir.
Eger,

S(‘Co)= To
olacak sekilde +1 dan farkl bir SeI'; varsa Toe#, I nin sabit noktas: olarak adlandurilir.
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T' nin bir I} = (p(Fl) alt grubu altinda esdeger olan noktalar hakkindaki iki teoremi

ispatlayalim.

1-) Eger toe#, LeTj stbstitiisyonunun bir sabit noktasi ise o zaman L; eI} olan

L,(t,)=1,, LL L, eT] sibstitisyonunun bir sabit noktasidir. Bu

L(’Co)= To

dan ¢ikar ki

(LILLI_I XLI (t0))="L1(30)
dir.

Elbette eger

L/=41 ise (LLL; MY =41
dir.

2-) r, ya bir rasyonel say1 yada ic ve r=A(ic) olsun 6yle ki Ael’ dir. Bundan bagka
AU*A™eT"; olan en kiigiik k dogal sayis1 K olsun.

Eger,
'=Li(r) , Liel’

ise ki, eger



15
A'=L,;A olan 1" = A’(iw)
ise 0 zaman
AU*A " eTy
olan en kiigiik k dogal sayisi K dir.

Bu

AUAT=L T A'URAIL,

den elde edilir ki

AUA™ ve A'U*A!

ayni zamanda Iy e aittir. A UA ™ dénisimii

ATYA™! T ile egdeger olan AU*A™ eI,

igin A(ico)=r sabit noktal: I den elde edilen biitiin devirli grubunun tretecidir.

3.2. Esas Kongriians Gruplari

Bir N dogal sayist icin modilii N olan zeZ igin belirtilen kalan simfi zy olsun ve N
modiillii biitiin kalan simflarimin belirtilen halkast Zy olsun. SL(2,Zx) 6zel lineer gruba
isomorf olan homojen modiiler déniigiimler grubunu 6nceki gibi I' ile belirtelim. SL(2,Zx)

grubu i¢in I'y semboliinti kullanalim.
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3.2.1 N. Basamaktan homojen esas kongriians grubu

Z’in Zy izerine z —> zy; homomorfizm halkasi

o:I'>TIy ,[: b)—{aN bN] (3.1

d CN dN
olan I' nin I'y Uizerine ¢ grup homomorfizmini saglar.

¢ nin

T(N):= {[i -t’Jer(z ZJE((I) ?} mod N} (3.2)

¢ekirdegi I"”nin bir normal alt grubudur ve N. basamaktan esas homojen kongriians grubu

olarak adlandinlir.

Biz o(I') gorintisiniin I'y tam grubuna isomorf oldugunu gosterecegiz. Bu asagidaki

lemmayla ifade edilir.

Lemma 1: a,b,c,d tam sayilar olmak fizere

ad—bc=1 mod N

nin her bir a,b,c,d, ¢dziimi igin

a'd -b'c'=1

olan a'=a ,b’=b,c'=cved =d mod N tam sayilan vardr.
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Ispat : Ispat iki adimda yapilir. (c,d)=1 in en biyiik ortak bslen oldugunu kabul edebiliriz.
ilk once (c’,d)=1 olan c¢'=cmod N ved'=d mod N olan c¢,d’tamsayilarnin
oldugunu gosteririz. Varsayimimizdan (c,d,N)=1 dir. Eger ¢=0 ise o zaman ¢":=N ve d’:=d

secebiliriz. Aksi halde form p bir asal say1 olmak tizere P:= Hp carpimidir ve 0 zaman

p/C,pxN
¢'=c,d =d+{x kimesidir ki ¢ burada d+/n=1mod P durumuna bagli olarak
segilebilir. Bu segim (N,P)=1oldugundan miimkiindiir. Simdi d'=1 mod P, ¢’=0 mod P
ve boylece istendigi gibi (c’,d’)r-l dir. (c,d)=1 kabuliimiizden ¢ikar. O zaman xd-yc=1

s - b :
esitligi ai,b; tam sayr ¢oziimiine sahiptir. A;:= [al dlj’ I' nin bir elemamdir. Eger
c

[a b) !
A= 1Se 0 zaman
¢ d

{3 e T o 1)
veya A =U*A, mod N bununla birlikte U*A, €T dur.

Bundan dolayi U*A, in girisiyle istenilen a’,b’, ¢’ ved’ ¢dziimiini verir.
Teorem 3.1 : ¢ homomorfizmi altinda I' nin goriintiistiyle I'n=SL(2,Zx) :
ocM)=I'/In)=Tn

dir.

3.2.2 I'y nin Mertebesi

Simdi I'y nin p(N):=| I'n| mertebesini belirleyelim. Bu

ad-bc=1 mod N
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nin kongrilant olmayan ¢dziimlerinin sayisina esdegerdir. Dolayisiyla (N1,N»)=1 igin

(N1, N2)= u(Np).u(N2)

d1r Dolayisiyla bir N=p* asal sayisnin kuvvetlerine kendimizi kisitlayabiliriz. Burada
o(P%), a#0 mod p olan a mod p* nin kalan siniflaridir. Burada ¢(n) Euler fonksiyonunu
tammlamak tlizere mod n kalan simflarimin sayisidir ki n’ye bagh olarak asaldir. a,b ve ¢
sayilari igin bu siniflarin her birine mod p® keyfi olarak segilebilir. d mod p® tek olarak
hesaplanir. Bu halde ¢(p®). p** larm hepsi ¢oziimlerdir. p*' , a=0 mod p olan a mod p*
kalan simiflaridir ve bunlarin her birine kargilik d mod p®* keyfi olarak segilebilir. Bu halde
(p,b,c)=1 oldugundan b mod p® yine tek olarak belirlenir. Buradan o( p%). p**' ek

¢ozumleri vardir, Hepsinden
o o 20 1 3a 1
R )=e(p"). p (1+;)=p (1—53)

elde ederiz.

Burada N sabiti i¢in

] =) =N a-=) (3:3)
p/N P

sonucuna variriz. Carpim N nin asal bolenleri tizerinedir.
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3.2.3 N. basamaktan inhomojen esas kongriians grubu

Simdi inhomojen durumu géz Oniinde bulundurahm. Inhomojen modiiler

siibstitiisyonlannin  grubunu  onceki I’ ile belirtelim. N. basamaktan inhomojen esas

kongriians grubundan

- b by (1 O

TN) =it R3O p i@ D) modN (3.4)
ct+dfic d c d) \0 1

grubunu anlanz.
I'[N]:=T[N]u (-DI[N] (3.5)

homojen grubu da esas kongriians grup olarak adlandiracagiz. {i I} cekirdegine sahip

_ i P
At ngia=l? °|5AE
ct+d c d

homomorfizmi T'[N] in goritiisi olarak T(N) elde edilebilir. N>2 igin Tjy] , T[N] i

kapsar bununla birlikte T[N]=T(N) dir. T(N) grubu T’ nin normal alt grubudur;
T, =T/T(N)

carpan grubu N’ inci basamaktan modiiler grup olarak adlandirilir. Bélim 3.1.1°in 1s1ginda

ve onceki sonugtan Iy ’nin mertebesi

eger N>2ise |T|= (C:T(N))=(T:T[N]) = %(I’ :T(N))

den belirlenir. N=2 i¢in olan sonugla birlikte
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un(2) icinN=2

T.|= 5

INI lu(N)zN_H[l——lyj icinN> 2 36
2 2 p/N p

elde ederiz.

N=2,3,4 ve 5 basamaklarinin Ty modiiler gruplan belirli diizenli rotasyon gruplarmna ve

dolayisiyla S, belirli simetrik gruplarma ve A, alterne gruplarina isomorf oldugunu

ispatlayacagiz. Ozellikle

T, = tiggensel grup = S; ve[ly| =6
T = dort yiizli grup = A4 ve IEI =12
T, = sekiz yiizlii grup= S, ve [Ei =24

TS = y1rm1 YU.ZIU grup = AS ve ’T5| =60
dir.

p asal basamaktan bir Tp moduler grubu, p elemanlt F, alam tzerindeki bir boyutlu [P;

projektiv uzaymnin, projektiv déniigiimlerinin grubu gibi yorumlanabilir. Oyle bir

Tp =PSL(2,p)

ye sahiptir ki burada PSL(2,p) belirtilen |P; {izerindeki projektiv gruptur. Buradan I,
p+1 elemanl permiitasyon grubu gibi ifade edilebilir. Modiler gruplarin bitin alt

gruplarinin asal say1 basamaklar biliniyor. P> 5 i¢in modiiler gruplar basittir.

T ve I gruplari en diisitk mertebeden devirli olmayan basit gruplardir.
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3.3 Kongriians Gruplar
Bu bolimde modiiler gruplarn alt gruplarinin daha genel bir sinifi tizerinde duracagz.

3.3.1 Homojen Kongriians Gruplar : Kondiiktér : I'” nm bir Ty alt grubu, eger N; inci
basamaktan homojen esas kongrilans grup I'(N;) i kapsarsa N; mertebeli homojen
kongriians grubu olarak adlandirilir. Bu N; sayis1 Iy ile tek tiirlii belirlenemez. Bununla

birlikte en kigiik mertebe F iyi tanimlanmugtir ve I'y in kondiiktorii olarak isimlendirilir.
I'1 igin I'y(F) yazilmas: daha uygundur. Kondiiktor asagidaki dzellikle karakterize edilir.

Teorem 3.2 : Bir I'; kongriians grubunun F kondoktorii en kiigiik N dogal sayisidir, dyle ki
keyfi Ael igin

AUNA el
dir.

ispat: Eger her Ael igin AUNA! T de olacak sekilde en kiigik dogal say1 N ise o
zaman N, I'1 in her basamagim boler ve sonug olarak F’yi de boler. Bundan dolay1 N <F

b
a dj € F(N) nin I'; in bir elemant ve N> F oldugunu gosterelim.

dir. Simdi de her M =(
c

Bu sonucu M eF(N) matrislerin ¢arpim gibi yazabilirizz M eI} olmasi durumunda bu

yol agiktir. Acik olarak her geZ i¢gin

G gﬂ eTy dir. (d,N)=(d,c)=1 den dolay:

a b)(1 gN) (a b+agN
c dJ)lo 1) (¢ d+cgN
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denklemindeki g tam sayisiu (d+cgN,F)=1 olacak gekilde hesaplamak miimkiindiir.

Bundan dolay1 M nin d eleman: igin (d,F)=1 farz edelim. Ayrnica

1 gN)(fa b) (a+cgN b+dgN
0 1)\c d) c d
ve (d.F)=1 den dolay1 geZ igin

b+dgN :(%+dg).Ns 0 mod F

i ¢Ozebiliriz. Bu genelligi bozmadan ayrica b=0modF oldugunu varsayabilecegimiz

anlamina gelir:

I ) il

matrisi bu ifadeden agik oldugu tizere I'; e aittir.

(d,F)=1 den dolay1

a b)(1 0) (a+bgN b
¢ dj{gN 1 c+dgN d
denklemi gerektirir ki g yi ctdgN=0 mod F olacak sekilde segebiliriz. Boylece ayrica

varsayabiliriz ki ¢=0 mod F ve

M=ab aomodF
¢ d 0 d

dir. ad =1 mod F den dolay:

_(a bEa OmodF
c d 0 d
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dir,

ad =1 mod F den dolay:

a b a ad -1
M—(c d)=[l-ad d(2—ad)] mod ¥ G.7)

dir.

Sonug olarak M=ML olan bir LeI'(F)cI'; e sahibiz. Burada My, (3.7) denkleminde sag

tarafta belirtilen matristir. My’1

1 0(a a-1)(1 d-1
MO_(I—d J'(l—a 2—aj (o 1)

Carpimu gibi yazabiliriz. Yukarida belirtilen gorisler 1518inda burada birinci ve son ¢arpan
I') dedir, d=1 mod N oldugunda ortadaki ¢arpan I'; de oldugu goruldigu sirece bundan
dolay1

a=1 mod N ve

e R T T

dir. Bu teorem 3.2 ’yi ispatlar.
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3.3.2 Ozel Kongriians Gruplar
Genellikle 3 6zel kongriians gruba 6zel isimler verilmesi aligila gelmistir.

T,(N):= {(3 Z] eTec=0 modN}

°(N):= {(Z bj eTp=0 modN} (3.8)

c
I,’(N):= {(: 2) elb=c=0 modN}

Yukaridakilerin gruplar oldugu hemen anlagilir,

I'(N) halinde 6ldugu gibi goruniir ki konduktorleri N dir. Agik olarak I" da ki I'o(N) nin
indisine egittir. (I":T'¢(N)) nin indisini hesaplamak i¢in

(Lo (N): T(N)) = N.o(N)
oldugunu goz ontine alinz. Clnki eger ¢c=0 mod N ise
ad—bc=1 modN

kongriianst tam olarak N.o(N) ¢ozimiine sahip oldugundan (3.3) denklemindeki gibi py,

olan

o ()= (T (0) = Dy H(+ 1 (3.9)
No(N) i

indisini buluruz. Eger b=c=0 mod N ise o zaman bizim kongrilansimz aym ¢(N)

kongriians olmayan ¢6ziimiine sahiptir. Boylece

¢ YOKSEROGRT 1 RILY
DOKUMANTASYGH MERKEZS
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(r;TOO(N))=$LEl=N2.H(1+%)

( ) p/N
dir.
3.3.3. T'o(q) Alt Grubu

q herhangi bir pozitif tamsay: olsun.

FO(Q):{(Z E]lcso (mod q)}

' b
seklindeki I nin tﬁm(a d) elemanlarinin kiimesidir.

C

I'o(q), I nin bir alt grubudur.

Asagidaki teorem p, asal say1 oldugu zaman I' nin her bir elemanimin, I'o(p) nin elemanlari

cinsinden gosterilebilecegini ifade eder.

Teorem 3.3: I" tam moduler grubunun tretegleri.

:—1- ve T=1+1
T

S, =
dir. I daki her bir V,UgI'o(p) i¢in, p herhangi bir asal say: olmak lizere,

V= PST*

olacak gekilde 0<k<p seklinde bir k tamsayis1 ve I'o(p) de bir P elemam vardir,
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Ispat: ¢ # 0 (mod P) olacak sekilde

A B
V= [C DJ verilmis olsun. Burada VeI oldugu igin VeT'o(p) den ¢ #) (mod p) dir.

a

pelo(p) idi. O zaman c=0 (mod p) olmak iizere Pz( 2) alalim ve V=PST* y1

C

olugturalim.

A B) (a bY0o -1y1 k) (a b)(0 -1
C D) {c dl1 0j0 1) lc d)J1 «k
olacak gekilde 0<k<p seklinde bir k tamsayist bulmak isteyelim.

Buradaki tim matrisler singiiler olmadigindan yani ad-bc#0 oldugundan matrislerin tersleri

vardir ve

0 -1
(1 i J matrisinin tersi ile her iki tarafi sagdan ¢arpalim

e o Ve o e §

0<k<p olmak tiizere kC=D (mod P) kongriansinin ¢6ziimii olarak k’ y1 segelim

[T,

A B
c¢¥0(modp) oldugundan bu mimkindir. Ciinki (C DJ el idi ve ¢¥0 (mod p) idi.

Ayrica kC=D den p|kC-—D ve kC=pt+D olur. Bu durum PXC halinde gergeklesir.

kC_ t+ b olur ve p,C yi bolmez. Yukandaki esitlikten
p

p

a=Ak-B b=A
c¢=Ck-D d=C
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yazilir. kC =D (mod p) den p]kC—D ve kC-D=pt seklinde teZ vardir. Buradan

kC=Pt+Dyazilir. Bu yazilirsa kc=Pt+D —D =c=Pt olur yani ¢=0 (mod p) ve PeIs(P)
olur.(p/c yani p/Pt)

3.3.4 inhomojen kongriians gruplar
T nin bir I alt grubu eger I ,
0:A>A AcT

doniisimii altinda N; inci basamaktan bir I'; homojen grubunun goriintiisiine homomorf ise

N inci basamaktan bir inhomojen kongriians grup olarak adlandirlr.
T nin bir I alt grubu T(N;) inhomojen esas kongriians grubu kapsar.

Eger T} , T nin sonlu indisli keyfi bir alt grubu ve ¢(I3)=1; ise I'; in kondoktérini Ij
nin kondiktérii gibi segebiliriz. Agik olarak iki (farkli olmalari gerekmeyen) I'y ve
I u(— I)I‘1 gruplani aym kondiiktore sahiptir, inhomojen grubunun kondiktori ileride

(teorem 3.6) agiklanacak olan bir geometrik anlami vardir.
3.4 Esas Bolge

I}, T deki sonlu p indisli bir alt grubu olsun. Burada ve bu bolimin asagidaki kisminda
I} nin -1 y1 kapsayan I'y grubunun ¢ altindaki goriintisine homomorf oldugunu

varsayalim. Genellikle inhomojen gruplarin ve elemanlarin isimlendirilmesinde gizgi ihmal

edilir. Bunun higbir diizensizlie neden olmayacagina inanilir.
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3.4.1 Esas bolge

# st yan diizleminin bir F kiimesine, eger I'; altinda esdeger noktalarin her bir smifinin
bir temsilini tam olarak icerirse, I'; grubu igin bir esas kiime denir. # kiimesine, eger bir

esas kiimeyi kapsarsa bir esas bolge denir ve eger

1eF,S(t)ef ,S=1 ve Selj ise 1, F in bir smir noktasidir. I'y igin bir i esas

bolgesinin varligi kolayca gosterilebilir.

Gergekten eger

38
r=ns,, u=(:1)

v=1

modiiler grubun koset ayrigmast ve eger F ,I" nin bir esas bolgesi ise 0 zaman

s =(Jrs, (@)

v=l

dir. Bundan dolay1

T, :=USV(T) (3.10)

v=l
I'; grubu igin bir esas kiimeyi kapsar. Eger — her zaman miimkiin oldugu gibi — Sy ler
v=v' igin S,(F)nS,(F)=¢

olacak gekilde segilebilir. O zaman #; in I'; in egdeger noktalart Fin sirinda bulunur.
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Teorem 3.4: I'; igin modiiler iggenlerden olusan bir # esas bolgesi vardir, dyle ki

bunlarin her bir ¢ifti ortak kenarli bir modiiler ticgenler zinciri ile baglanabilir.

Ispat : Genellikle sabit modiiler liggenden yola gikarak @ bélgemize 3 ile ortak bir kenara
sahip olan ve ® deki bagka bir modiiler iiggene esdeger olmayan bir modiiler iiggeni
ekleriz. Eger bu yolla T'; altinda her egdeger noktalar siufimin bir temsili bulunursa o
zaman ') igin F bir baglantili esas boélge olur. Eger biitiin esdeger simiflarin temsilleri
bulunamazsa o zaman her bir F>® esas boélgesi i¢in @ de bulunmayan bir A modiiler
tiggeni vardir. Bununla birlikte bu mtimkiin degildir. Varsayimimiz i¢in @ nin bir modiiler
licgenin bir i¢ noktas: ile, A’ mn bir i¢ noktasini ico, i yada p’ ya esdeger I” mn bir
noktasindan ge¢meyen gokgensel bir yol ile birlestiririz. O zaman @ den gegen bu yol
boyunca @ nin hig bir liggenine esdeger olmayan ilk modiiler tiggen @ deki bir ii¢genle
ortak kenara sahip olan bir iggene esdeger olmalidir. Bu ® nin olusturulmas: ile
celiskilidir. Modiiler iiggenlerden bu sekilde olusturulan #; esas bolgesi basit baglantilidir.
Aksi halde 7 de bir basit kapali £ egrisi vardir ki # de bir noktaya stirekli olarak
kiiglilemez. £ agikga birlesimi # yi kesmeyen modiiler ficgenlerin £ sonlu kiimesini
cevreler. Bu durumda & = V(%)< ¢ olan bir VeI'; siibstitlisyonu vardir. Aym1 zamanda
F basit baglantili degildir. Bu yontemin tekrari ¢ nin sonsuz g¢oklukta modiiler
tiggenlerden ibaret oldugu sonucuna gotiiriir. Yukaridaki inceleme ile bu bir geligkidir ve

teorem 3.4 ispatlanir.

Bagka tiirlii durumda olmadikga bir # in kenarlar1 boyunca baglantih olan modiiler
ticgenlerden ibaret oldufunu varsayacagiz. O zaman iki farkli esas bolgenin, ortak
kenarlari olan en ¢ok bir baglantih kiimeye sahip bir LeI'; siibstitiisyonlarla bagl

olduklarim s6yleyebiliriz.

# in basit baglantililiginin ispatindaki gibi FUL(#) bir ortak baglantili kenarlar kiimesi

birden daha fazla olan modiiler tiggenlerin iki kiimesinin birlesimi olarak gosterilebilir.
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3.4.2 Bir esas bolgenin simin

Simdi bir F sabit esas bolgesinin smirim géz oniine alalim. # de bulunmayan fakat # ile
ortak bir kenari olan her bir A modiiler tiggenini inceleyelim.

Bir VeI'| donilistimii vardir dyle ki V(A),# tiggeninin bir siuridir. Tersleriyle birlikte
boyle doniislimler sl siibstitlisyonlar olarak adlandinlirlar. V(F) ve & smur
slibstitiisyonlar1, esas bolgenin her bir komsulugunda # doéniisiimii kullamilmaya imkan

verdiginden agagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 3.5: Sinir siibstitiisyonlar1 I'; inhomojen grubunu iiretirler.

I" altinda p,i ve i a egdeger olan noktalarda # in sinirimin durumunu belirlemek istiyoruz.

243 yeya i’ye esdegerse I') in bir sabit noktasidir. O zaman F, in sur

Eger 1, I altinda p=e¢
noktasi olur. Yani 1, # in her bir se¢imi i¢in # in bir i¢ noktasi olmaz. Bu durumda I
altinda i ye esdeger bir t; noktasinda, t; ye degen F de bir modiiler iggen vardir. Diger
taraftan I altinda 1, da, p ya esdeger olan 1, da yada ¥ de bitisik iki modiiler tiggenden
biri I'; altinda 1, ya esdeger tam olarak bagka tek bir noktay: igerir. I'y altinda 1, ya
esdeger noktalarin ¢evresinde # in liggenlerinin i¢ agilarinin toplami bu son iki durumdan

birinde 2n/3 tiir. Bir sabit tpe# noktasi gevresi {L(‘EO)IL eI}, L(t,) eT{} noktalarinin

kiimesidir. Eger 1, I'; in bir sabit noktas: degil ise, 0 zaman t da bitisik modiiler tiggenlerin
hepsi I'y altinda esdeger degildir ve # daki T’nun 3 civarinin tamamu, I'; altinda esdeger
olmayan noktalardan ibarettir. Eger 1€ 0% ise 0 zaman 3 nun noktalarina esdeger olan &
deki noktalar kiimesi baglantili degildir. L(t) noktalarina karsilik gelenler T nun gevresine

aittir. L( 3 )N ¢ kismi kiimelerine sahibiz, bunun agilarinin toplami 27 dir.

Esas bdlgenin rasyonel kasplar1 genellikle sabit noktalardir ve bunun i¢in incelenen sinir
noktalaridir. I altinda 7., sabitine esdeger noktalarin gevresinde degen modiiler iiggenler
I'; in siibstitlisyonlar ile 1., daki bir yelpaze formuna doniigtiiriilebilir. T sabit noktali I
nin déniigiimleri formu I'y inkiler gibi bir devirsel grup oldugundan bu agiktir. Eer bu
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devirsel grubun trete¢ elemant AU*A? | x>0 ise 0 zaman v=0,1,2,...,k-1 icin AUY(F)
uggenleri, T a degen butln I'y in esdeger olmayan tggenlerinin olusturdugu bir yelpaze
formundadir. Esas boélgenin 1. kaspinda K genislifinde bir yelpazeye sahip oldugunu

sOyleriz.

Teorem 3.6: Bir I'; grubunun kondiiktorii rasyonel kasplar genigligindeki yelpazenin en

kiigiik ortak katina esittir.

3.4.3 Eslenik Alt Gruplar, Normal Alt Gruplar

I'; e eslenik bir alt grubun bir esas bolgesi I'; in F esas bolgesinden agagidaki teorem ile

bulunabilir.

Teorem 3.7 : Eger 77, I'; icin bir esas bolge ise ve eger Lel ise o zaman

F=L'(%)
I'y’e eslenik
I"=L"TL

alt grubu igin bir esas bglge olur.
Ispat : & , I) in bir esas bolgesi olsun. O zaman 3= Ty(Fy) dir ve
3= (LU'L)LY(R)

dir ve o halde L')(#), I"niin bir esas kimesini igerir. I'y’ altinda egdeger noktalar, I'y

altinda benzer egdeger noktalara kargilik gelir.
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Ilk énce I'y’in, I'da normal oldugu durumu g6z oSniinde bulunduracagiz. Bir yan tiggen
notasyonu tammlamak faydali olacaktir. Bu bir AeI™ olan A(F)bolgesidir ki burada T

*

yansima yoluyla genigletilmig modiiller grubu belirtir ve F
F= {1’

Eger I';, I'da normal ve eger # , I'i igin bir esas bolge ise o zaman her Lel igin L(F)

1€ 7{,———;— <Re1<0,1= 1} Uico} dur.

oldugu teorem 3.7’den ¢ikar.

Teorem 3.8 : Eger I';, I'da normal ise, o zaman sirastyla p, i veya ico a egdeger noktalarda

bitisik esdeger olmayan bir ¢ok yar: tiggen vardir.

Ispat : Varsayahm ki 1o bazi LI ler igin L(to)= 7o olan bir noktadir ve Mel, 10’1 T1’e

d6niigtarir, o zaman
LM (t))= M'(xy) dir dyle ki MLM'(t,)= M(1y) dir.
I'; normal varsayildigindan MLM ™ €T'; dir. Boylece iddiamiz ispatlanr.

I" altinda p, i veya i a esdeger noktalarda bitisik I'; in esdeger olmayan yari tiggenlerin

yar sayilar strasiyla n,, n; ve n ile belirtiriz ve (n;, n,, n.) Ugliisine normal alt grubunun
dallanma semas1 deriz. Agik olarak n=1 ve 2, n,=1 veya 3 ve n., U™ eI olan en kiigiik

tamsayidir. ©;,6, Ve Cw strastyla I' altinda i, p ve ico a esdeger olan ve I'; altinda egdeger

olmayan noktalarin maksimum sayilarint gostersin ve indis p=(I":.I'1) ise 0 zaman

0;=—, G, =— Ve 00 =— (3.11)

olur.
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Sonugta I'[N] esas kongriians alt grubu igin dallanma semas: ¢izilir. Agik olarak n.=N ve

. o 0 -1
N =2 i¢in ne T(i)=i olan :I:Tz(1 O) ve ne de R(p)=p olan iRzi{cl) . ) ozdes N

modiiline kongriiant degildir. Boylece ni=2 ve ny,=3 tiir. Dolayisiyla IIN] , N>2 nin

dallanma semas (nj, 0, , Nwo)=(2,3,n) formuna sahiptir.
I'1 i¢in dallanma semasi (1,1,1) dir.

3.5. Ozel Alt Gruplar I¢in Esas Bolge

3.5.1 I'[2] Esas Kongriians Grubu i¢in Esas Bolge

Teorem 3.8 ile n,=3 oldugu sonucuna vardik. Bunun igin I" altnda p ya esdeger bir
noktada bitigik olan yari tiggenlerin hepsi I'[2] altinda egdeger degildir. u=6 ya gore —p
da bitisik alt1 modiiler iicgeni esas bolge gibi secebiliriz. Simir eslemeleri U, TU™T ve
(UTUXUT)! ile verilir. (Sekil 3.1)

66=U2(61) ) e3=TU'2T(e2) 5 65=UTU2TU164
tir.

Eger esas bolgeyi 3.2 sekildeki gibi degistirirsek sinir siibstitisyonlarindan I'(2) igin daha

basit tiretecler buluruz.
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Sekil 3.1 ve Sekil 3.2

Bu yeni bolgeye karsilik gelen sadece iki farkh simir siibstitiisyonun oldugunu goririz.
Soyle ki

ﬁz ‘T>1+2 ve S: 1>

27+1

ve de bunlar T[2] nin iretecidir. T[2] nin U? ve S? iizerinde serbest grup oldugu ispatsiz

ifade edilir.

3.53I = T[Z]UF [Z]T Theta grubu esas bolgesi

T?=-1 dan dolay: I'[2] , T'; deki (I';: T[2])=2 indisli bir alt gruptur ve dolayistyla (I": T)
indisi 3’tiir. U? ve T T'j de olduguna gore esas bolge 3.3 sekildeki gibi verilir. Bu sekil I

nin sabit noktalarindaki durumu nedeniyle I';’in I" da normal olmadigint dogrular.



Sinir eglemeleri olarak
es=U%e)) , e=T(e2), e=(UT)U(UT)(es)
elde ederiz.

3.4 sekildeki ikinci esas bolge, I igin iireteglerin daha basit sistemine gegisi gosterir yani

U? ve T dir. Bundan dolay: Theta fonksiyonunun déntsgiim formiiliiyle baglantis

O = mie’“mz‘

aym zamanda I theta grubu olarak adlandirilir.
I'=T's theta grubuna eslenik gruplar
r’@e)=uvryu

olur,
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U (AUFUT(F) esas bolgesiyle

ve U?, U'TU ,UTU siur eslemeleri

ve [o(2)=(UT)'T'UT grubudur.

3.5.4 I'y:=T'[2]UT[2]UTUT[2}(UT)* Grubunun esas bolgesi

Ayrica theta grubu ve onun iki esleniginin yam sira I'[2] yi igeren yalnuz bir bagka grup

vardir, soyle ki I} yukanda tamimlandigs gibidir.I' da iki indise sahip ve boylece I' da

normaldir. UgI'; ve Tgl'; oldugundan 3.5 veya 3.6 gekillerde verilenlerden birini esas
bolge olarak segebiliriz. Simr bagintilan yukaridaki gibi gergeklenebilir.

Sekil3.5  Sekil 3.6
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3.5.5 I'[N] Esas kongriians alt grubu icin esdeger olmayan kasplarin sistemi

Esdeger Olmayan Kasplarin Sayisi:

(3.11) dan —nﬂ— dur, burada n.=N ve p=[Iy| (3.6) da verilendir. $imdi Tve &
© ) 81

indirgenmis formdaki iki rasyonel say1 olsun. Buna dayanarak I" da

L(ic) = 2 ve L, (i) = :—1 olan
1

L:=(r bj,Ll :=(rl blj (3.12)
s d 51 dl

iki matrisi vardir,
V:=LUL!  keZ

dontigimleri

V(E) =h
S 51

olan modiller déniigiimlerdir. Bu V donistimleri arasinda I'[N] de bulunan biri ancak ve

ancak
keZigin L]L=FU* mod N

olan matris kongriiansini saglayabilir. Bu asagidaki kongriiansa esdegerdir:
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dir-bjs=+1 modN, 1"
-8;r+s=0 modN, 2)
-s)b+rd=+1 mod N, 3"

(1" ve (2') den

r=Fn ve s=¥s; mod N (3.13)

¢ikar ve sonug olarak (3") de sag taraftaki aym igaretler kullamildiginda saglanir.

Kargit olarak eger (3.13) kongriians: gegerliyse, o zaman (3.12) deki matrislerin elemanlar

A y1 saglar.

3.2.1 de gosterildigi tizere (r,5,N)=1, N>2 olan iki r,seZ tamsayisina kargilik (r,s;)=1 olan
N modillii r;=r ve s;=s herhangi iki tamsayis1 vardir ve (3.13) den dolay: sadece bir igaret

kullanilir.
Teorem 3.9: Eger N>2 ise I'[N] i¢in egdeger olmayan rasyonel kasplarin c.(N) sayist
(a,b,N)=1 olan mod N’ye esdeger olmayan (a,b) ¢iftinin yar: sayilarina esittir. Eger N=2

ise 0w(N) bu giftlerin sayisina egittir.

I'[N] icin bir esas bolge rasyonel sayilara egdeger olmayan I'IN] nin bir maksimum

sisteminin her bir noktasinda N genisliginde bir yelpaze gibi ¢izilebilir.

N=5 durumunda egdeger olmayan rasyonel kasplarin bir sistemi i¢in bir 6rnek veriyoruz.



39

3.5.6 q bir asal say1 olmak iizere I'"(q) grubunun esas bolgesi

Burada -I€I'(q) dur. ¢>2 i¢in I"” nin

g1 =1 igin 8, =U" olan

|v]s—_—1— ve S .
2 2
r=Ur'ws,

koset ayrisimina sahip oldugu kolayca gosterilebilir. Béylece I'°(q) igin bir esas bslge

a:=Js, (®

dir. 0 <|v] SqT—l olan v tam sayisina gore sinir eslemelerini ¢calismak icin v merkezli 1

yaricaph ¢ember yayin €, ile gosterelim. €,’yi €, ne donustiiren iki tane doniisiim vardir,

soyle ki U™ ve UYTU™ dir. Bununla birlikte v#v' igin U¥ ¥ ¢I'(q) oldugundan yalmz

urru =V W
1 -V

donistimi elde edilir. Eger vv'+1=0 mod q ise o zaman bu I'°(q) nun bir elemandir.
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Boylece buluruz ki: €, ve €y gember yaylan ancak ve ancak

vv'+1=0 mod q

q>2 olan I'’(q) altinda egdegerdirler.

Yukandaki teoremin 1151 altinda agafidaki esdeger taraf ciftlerine sahip olan g=11

ornegini gézden gegirelim.

E,>E, , E,4>E, , €, E, , E,OE, , B, OF

dir. Buna kargilik ¢=5 i¢in

€,¢>E, , €, 4>E, , E, 8

elde edilir.

I'°(q) grubu 3.5.3 de ele alind1.
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3.6 #*/T"1 Boliim Uzay:

Bu bolimde I'; tekrar I" daki sonlu indisli bir alt grup ve IeI'; olsun.

3.6.1 7 ve 3*/Ty Topolojik Uzaylar

()= MM eT;}

elemanlarindan meydana gelen

R= 3*/T",

Bolim uzaym olusturalim.

c:H —>R,1—>(1) (3.14)
kanonik doniigiminii ¢ ile gosterelim.

Eger I'; i¢in bir esas bolgenin F kapamsinin I'y egdeger noktalarini tammlarsak R nin bir
temsilini buluruz.

R i¢cin bir topolojik yapiyt ele almadan 6nce #* iizerindeki bir topolojiyi tamimlayalim.
Boyle yaparak asagidaki yonteme gore her bir te#* igin B, kiimelerinin bir ailesini

agagidaki gibi segeriz:

1-) Bir te# igin noktasi igin B; , 0<r<1 olan

U, = {v eI :

<r} (3.15)

kiimelerinin bir ailesi olsun.
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Sekil 3.9

2-) Eger T=i , (c,d)=1 ise 0 zaman T altinda ico a egdeger olan bir noktadir. B; yu ,
c

a
0<r<1 olmak tizere (
c

b
dj eI mn keyfi bir segimi olan

UT,,::{VGH:ImaVJFb l}u{r} (3.16)

cv+d 1
kiimelerinin bir ailesi olarak tanimlanz. #* in M kiimesi agiktir denir ancak ve ancak

M= U‘t,l‘ dir.
Boylece #* bir topolojik uzay ve ¥/,eB; bir komsuluk tabant olusturur. Bundan sonra #*,

bir nokta kiimesinden daha gok bir topolojik uzay olarak inceleyecegiz.
Teorem 3.10 : % bir baglantili Hausdorff uzayidir. 9 lokal kompakttir.

Ispat: Bir iddiamiz hemen gorilir. Ikincinin ispat: igin rasyonel noktalarin kompakt

komsuluklara sahip olmadigim gosterecegiz. Eger !/ 1€6 mmn bir kompakt komsulugu

olsaydi o zaman !/ bir kapali kimeyi ve bundan dolayr ¥/ ., kompakt diskini igerirdi.
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Simdi {t,} nin Oklid topolojisindeki t’ya yakinsayan ¢/ .. nin smnndaki bir dizi

oldugunu varsayalim. O zaman (3.16) deki her bir komsuluk, 1, lerin hemen hemen hepsini

igerir. Bu bununla birlikte, r'<r olan ¥/ i¢in mimkiin degildir.

Boliim topolojisi R den bahsetmeden 6nce G, X toplojik uzay: tizerinde bir grup olmak

tizere G/X boliim uzayimn bir Hausderff Uzay: olamasi igin gereken sartlar1 verelim.

Lemma 3.1: X’in x,y gibi herhangi iki noktas: i¢in gx#y olan her geG igin gUnV=z¢
olacak gekilde x’in U ve y’nin V komguluklariin var oldugunu kabul edelim. O zaman
G/X bir Hausdorff uzay:dir.

Ispat: ©, X in G/X tzerine bir kanonik doniigimi olsun. Béliim topolojisinin tamimindan
7(U) ve n(v) sirasiyla n(x) ve 7(y) nin komsuluklaridir. Yalmz ve ancak gUn#g olacak
sekilde geG varsa n(U)nn(V)#¢ oldugu goruliir. Varsayimdan dolay: son sdylenilen gx=y
olacak sekilde geG nin varligim séylemeye esdegerdir yani n(x) = n(y) dir. Bu G/X in bir
Hausdorff uzay1 olmasim gerektirir.

Lemma 3.2 : Eger I grubu, bir X Hausdorff uzay: iizerinde siireksiz ise o zaman I'/X bir

Hausdorff uzayidir.

Ispat: X’in her hangi iki noktasi x,y olsun. Varsayimdan dolay: # {y € FlyUO NV, # ¢}< e
olacak sekilde X’in U ve y’nin Vo komsuluklan vardir.

{y € F|yU0 NV, # d)}: {yl Y2 ,....,ym} diyelim. Indislerin yeni bir numaralamayla
NX=y (lsksl) , YKX2Y (2+1$k$m)

oldugunu varsayabiliriz. WinVi=¢ olacak sekilde k>£ igin yx’in Wi ve y’ nin Vi

komguluklarim alabiliriz.
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U=U,n (Wi W, V=V, [V

k=t+1 k=0+1
olur.

O zaman U ve V sirastyla x ve y’nin komsuluklandir ve

YUNV£P S ye{y1,....¥,} & V=Y
oldugunu goriiriiz.

Buradan Lemma 3.1 I'/X in bir Hausdorff uzay1 olmasini gerektirir,

Simdi béliim topolojisi R den bahsedelim. Ancak ve ancak o”™'(#/) ters goriintiisii # da

agik oldugu zaman R deki ¥/ kiimesi agiktir, O zaman agagidaki teorem 3.11 i elde ederiz.

Teorem 3.11 : o kanonik doniigtim{i hem stirekli hem de agiktir. R bir baglantili kompakt

Hausdorff uzayidir.

Ispat: Boliim topolojisinin tamimimndan o stireklidir. Eger 4, 7 da bir agk kiime ise, o

zaman

o”'o() = M)

Mel

Aciktir ve bdylece o bir agik doniistimdiir.

#, Ty altinda esdeger simiflarin kesigimi olan bir baglantili kompakt kiimeyi igerir. Yani
F1’in kapamgidir. R= /T in baglantih ve kompakt oldugu ¢ikar. Ayirma aksiyomlarim

R de sagladigindan bu ispat1 tamamlar.



45

3.6.2 4T, Yiizeyi

Asagidaki tanim yeniden hatirlayalim. Oklid diizlemindeki agik kiimelere homeomorf olan
acik kiimelerin bir Ortiistiyle beraber bir baglantih Hausdorff uzaymna bir yiizey denir.
Homeomorfizm eslemesiyle beraber bu &rtiiniin bir elemanina bir harita denir; haritalarin

birlesimine bir atlas denir.

Simdi bir yiizeyin R yapisitm1 vermek istiyoruz. R nin <t> noktasiun belirli
komsuluklarim

U<1>:=G( U’z,r) (3 . 1 7)

olarak buluruz. Bunun igin r’yi dyle kiigiik segelim ki ya {/;, bir modiiler iicgeni tamamen

kapsasin yada t da bitisik yar tiggenlerin birlesimini kapsasin. Her te<t> i¢in aymi r’yi

kullanalim. O zaman [/ <> iyi tammlanmig bir komsuluk simifidir. o agik ve Orten
oldugundan biitiin /<. larn ailesi R i¢in bir agik ortiidiir. r sabit oldugundan /., nin

yerine kisaca /; yazariz.

Simdi bir /<> komgulugunu Eucklid diizleminin bir agik €., kiimesi tizerine doniistiiren

bir ¢<T> homomorfizmini olusturalim. Eger ., 6 nin {/; ya kisitlamasin belirtirse o zaman

!> nun nceki goriintiisii Uy=c,"'( Y<r) olur. Eucklid diizlemi igine stirekli dyle bir

P>t UiE: (3.18)

doniiglimiine ihtiya¢ duyarnz ki

¢<1:>3= ¢‘EOGT-1 U c>Eer>



46

bijektivdir. Burada o, eslemesinin mutlaka bir doniisiim olmas: gerekmez. @, nun uygun
se¢imi igin, €, kiimesinin t temsiline bagli olmadifin ve @, homeomorfizminin bir iyi

tanimh fonksiyon simfi oldugunu ispatlayacagimizdan €., ve @» yazmaya devam

edelim. Iki durumu ayiralim.
1-) t,I'; in bir parabolik sabit noktas1 degildir:
Bir tpe<t> temsilini sabit olarak alalim. O zaman her bir te<t>, baza SeI'} ler i¢in

b
=S5(10) gorintiistidiir. Eger S =(a dj ise
c

v—T ct,+d

] (v—-"; Cto+d)k
0. (V)=| — ,vels (3.19)

yu tamimlariz. Eger T bir sabit nokta degilse yukaridaki denklemde k=1 varsayariz ve k=2

c, +d

k
ve k=3 durumunda < bir eliptik sabit noktadir. o0 zaman ( i " d] carpani Tg ve T ile tek
C—

tiirlti belirlenir. k=2 veya k=3 durumunda 1 degerine sahiptir.

6.}, U «» nun her bir elemamna !/ nun tam olarak k tane degerini esler. Bunlar
8<T>:=¢T( U/.) daki bir tek goriintiiye dénﬁsﬁr.gﬁtoc{l carpimi bunun i¢in agik, siirekli ve
bijektivdir. ¢, bir holomorf fonksiyon olarak siirekli ve agiktir. Aksi halde onceki

teoremden o, agik ve siireklidir. Dolayisiyla @e=dhoo.” siirekli, agik ve bijektivdir.
s=(? ®) icin
e d ¥

_ VO_.TO C.L.0 +d

s » V=5(vo) (3.19)
T

V-
v

VO —?0 C;o‘ +d
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Ecr> V€ Pers iyl tanimhidir.

2-) 1, I'; in bir parabolik sabit noktas: :

Bu durumda (d,c)=1 olan t= -d ve
c

A(V)

¢. (V)= ex ,vell; (3.20)

b
segeriz ki burada k, yelpazenin genisligi ve (a d) eI dur. Yukarida anlatildig: gibi ¢.00,
c

! hin bir homeomorfizma oldugunu bulmustuk. 1 kaspi, e nin bir garpimna bagh ¢ yu
belirler. ¢, A nin segimine gdre sabittir. Eger t ve v’yi Sel’; siibstitlisyonuna baglarsak o

zaman A1:=AS'l olan

2w 2xi
CT{Ax(S(V)) — eYA(V)

(3.20")

denklemini elde ederiz. A; in segimi A;j(S;)=iw a gore yapilir. Bunun i¢in €, gers ile

beraber temsilin se¢iminden bagimsizdir. Sonugta teorem 3.12 yi elde ederiz.

Teorem 3.12: R bir yiizeydir. R i¢in bir atlas
A={(Uc>,Pers): <> R}

Sistemidir.
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3.6.3 H*/I'1 Riemann Yiizeyi

Genellikle tamimladigimiz gibi, eger bir ylizeyin haritalar1 holomorf bilesenleri ise yani
6rtiintin iki elemaninin kesisiminin Oklid diizleminde gériintiileri bir holomorf fonksiyonla

baglantili ise bu yiizeye Riemann ylizeyi denir.

A atlashi R ylizeyinin bir Riemann ylizeyi oldugunu gosterecegiz.D, <t;>#<1,> olan Z/(,l) ,

u () nin belirtilen kesigimi ve F:= ¢(tx) D), B:= ¢(TZ) (D) Oklid diizlemindeki D’nin

2

gbriintlisii olsun. O zaman
¢(Tl) 0 ¢("2) = ¢‘2 0G T 0¢Tl B

F’e kisitlanan F den % ye bir doniisiim olur. F, i, p ve ico a I} altinda egdeger noktalarin
gortinttilerini igermedii i¢in o oo , 0@ U#) e kisitlamas: T in bir elemanimn
kisitlamasi1 oldugundan dolayr bu déniisim holomorftur. Béylece teorem 3.12°yi elde

ederiz.
Teorem 3.13: R, A atlashi bir Riemann yiizeyidir.

3.7 Esas Bolgenin Tipi
3.7.1 Cok yiizlii iizerindeki Euler Teoremi

Son boliimde olusturulan Riemann yiizeyi kompakttir ve agik olarak dondiiriilebilirdir. Her
Riemann yiizeyinin oldugu gibi kompakt dondiirtilebilir 3 ylizeyini tanumlayalim.

S deki bir reel kapali birim araliin homeomorf goriintiisine 3 {izerindeki basit yay
denir. 3 tizerindeki bir egri basit yaylarin bir sonlu dizisidir ki burada bir yayin ug noktas:
digerinin baslangi¢ noktastyla ¢akigir. Eger bir egrinin son noktas: ilk noktasiyla ¢akisirsa
buna bir kapali egri denir. Oklid diizleminde kapali bir diskin 3 deki homeomorf
goriintiisti I {izerinde bir cokgen olarak adlandirilir. Kesigimin sonlu ¢oklukta noktalariyla

LC. YOKSEKOGRETIM KURULY
DOKUMANTASYON MERKEZI
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o~

sonlu ¢oklukta egrilerin bir ¢ sisteminin J {iizerinde verildigini varsayalim. Ayrica bir
taraftan @ nin tiimleyeninin baglantihi bilesenlerinin kapanisinin gokgenler oldugu ve bir
diger taraftan da ara kesitlerinin ya bir tek nokta, ya bir tek kenar yada bos kiimeden

meydana geldigini varsayalim.
Egrilerin bdyle bir sistemi J iizerinde bir ¢okgensel ayrigma olarak adlandirilir.

Bir ¢okgensel ayrismanin kosesi, kenar1 ve ylizeyinin anlami o zaman agiktir. Bunlarin

sayilarini sirasiyla v,e,f ile belirtelim. Bu notasyonlar ile simdi formiile edelim.

Cok yiizlii iizerindeki Euler Teoremi: Her bir ¢okgensel ayrisma v-e+f sayis1 bazi

degerlere sahiptir. Bunun ispatina burada yer vermeyecegiz.

f sayis1 kesismeyen kapali egrilerin en biiyiik sayisidir ki J i ayristirmaz.

Bu 6nemli topolojik invariant J in tipi olarak adlandirilir.
3.7.2 Modiiler grubun alt gruplarmna c¢okyiizlii iizerindeki teoremin uygulamalar

Simdi I" modiiler grubundaki sonlu indisli bir I'; alt grubunun R Riemann ylizeyine geri
dénelim. ¢ kanonik doéniisiimii altinda yar1 tiggenlerin gériintiilerinin kenarlari denklem
(3.14) agik olarak R nin bir ¢okgensel ayrigim formundadir. Bu ayrnisgim igin =2p diir.
Eger koseleri Vi, Va,..., Vy ve V, de bitisik yar1 liggenlerin sayisin1 2k, ile gosterirsek, o

Zaman

v v

e=z Ko, v=21
v

v=] =1

dir. Béylece,
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g=1-p+ 3 (K, 1) 621

v=l]

tip formiiliintin ilk formunu buluruz aym: zamanda g’ ye I'; grubu igin esas bolgenin tipi

denir.

Eger I';, I da normal ise o zaman sirasi ile p, i ve i a egdeger I' noktalarimin o altindaki
goriintiileri olan R nin V, koselerinin her birinde bitigik olan bir ¢ok yar1 tiggenlerinin

oldugunu teorem 3.7 den biliyoruz. 2n;, 2n, ve 2n., ile bu sayilar belirtmistik. Bu

notasyonlarda sirast ile p, i ve ico a karsilik R nin kdselerinin sayisi i¢in ﬁ—, oo B
n. n n

i p ©

bulduk. Buradan,

Eger I'1, I da normal ise, o0 zaman

g=l-p+— 4. e (3.22)
n.

dir.

I'[N], N>2 esas egdeger alt grubu (2,3,N) dallanma semasina sahiptir. Boylece esas bolge

N>2 i¢in p= &(EN—) olan g=1 +§~N—1;—6 ve N=2 i¢in p=p(2) (3.23)

tipine sahiptir. Bu denklem (3.3) de verilen u(N) igin bir formiildiir. Ozellikle

N=2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
g0 0 0 0 1 3 5 10 13 26 25
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3.7.3 Dallanma semasi ve normal alt grup eslemesi

Bir normal alt grubun dallanma semas: yalmz (1,1,n), (2,1,n), (1.3.n) veya (2,3,n)

formunda olabilir. Bu durumlan gorelim:

Denklem (3.22) den tip negatif olmayan bir tam say1 oldugundan

(ni,np,nw)z(l,l,n)

g:l—p.i.“.n___l__l_ﬁ.ﬁl_()
n 2 n n

a gOtlirlir. L oldugundan Gyleyse ayn1 zamanda ——2—1 dir ve boylece n=1 ve p=1 dir.
Q n+

Dallanma semast (1,1,1) olan bir ve yalmz bir alt grup vardir, yani tam modiiler gruptur.

Yukaridaki gibi

(ni,np,nw)=(2,l,n)

a gotlirlir ve BelwN oldugundan n=p=2 oldugu ¢ikar. Boylece en fazla (2,1,2) semasi
n

olusabilir. Bununla birlikte 3.5.4 de, bu semaya karsilik gelen bir grup buluruz, yani

I = er[z](UT)v

dir.
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Siir eslemeleri ile beraber verilen esas bélge dallanma semas: ile daha 6nceden
hesaplandigina gore, Iy dallanma semasi bu olan tek gruptur. I' daki I'; indisi iki
oldugundan I'; normal bir alt gruptur.

(ni,np,nw)=(l,3,n)

durumu

1 gerektirir ve boylece n=p=3 olur. Eger dallanmas: bdyle olan bir grup varsa, esas bolge

sekil (3.10) de gosterildigi gibi olmak zorundadir. Sonug olarak
S;=U%, 8,:=T,8;=UTU"!, 8§, =U"'TU

sinir siibstitiisyonlardir.

oS \"\.:\‘
\
NN

NN
.,
NN

i

RSN D AN
M
Q}\ Ny ._E\ S C

\‘
AXRY
Ay
N
\\"\\

c! <
e
ci

i
o

Sekil 3.10
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Simdi, kolaylikla ispat edildigi gibi

bir gruptur ve I' da normaldir. (I'I'\)=3 e gore I, U ve U ve I'; modiilli ¢ift yonlii
kongriiant olmadigindan, sekil I'; igin bir esas bolgeyi gosterir. Dolayisiyla (1,3,3)

dallanma semasina sahiptir. Onunla olusturulma tek olarak belirlenir ve
(ni, np, noo) = (2,3,n)

durumu elde edilir. Bu dallanma gemast her n>2 igin I'[n] esas kongriians alt grubundan

gergeklestirilir.

Bu sema igin g=0 ve g=1 tipinin normal alt gruplarim digtinelim. Denklem (3.22) den

dir. g=0 dan :1_26 €IN oldugu ¢ikar. Buradan n ve p eslemesi i¢in agagidakini bulmak
n—

miimkiindir.

ol Gl RGN
uls l12‘24|60|

Ayrnica T'[N], Ne{2,3,4,5} esas kongrians gruplarinin aym dallanma semasina sahip olan
bu dort durumda bagka hig bir grup yoktur.

Eger g=1 ise n=6 dir ve p hesaplanamaz. =72 olan I'[6] esas egdeger grubunun yanmnda

bu dallanmaya sahip olan daha bagka gruplar da vardir. Bir 6rnek verelim. Bir matris grubu
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olarak I y1 ve komitatér alt grup olarak I” nii goz o6niine alalim. Daha 6nceki
bilgilerimizden -I¢I"" ve (I:I"")=12 oldugu ¢ikar.

I =I"u(-DIr

olsun. O zaman I'*,T" da normaldir ve p=(I":T")=6 dir. I' modiiler grubunun R ve T

ireteglerinin terimlerinde

lerin T deki T* nin temsilleri olduklarmi gériiriz. R=T U ve R®=1I y1 kullanirsak
1,U, 0%, U040

temsillerinin bir esdeger sistemini buluruz. Boylece n.=6 oldugu gikar. T¢T* oldugunda
n=2 ve ReI" oldugundan n,=3 oldugu cikar. Boylece I'" icin bir esas bolge
orneklendigi gibi sinir sibstitiisyonlann eglemesi bulunur. (2,3,6) dallanma gemasindan

dogrudan dogruya g tipinin 1 oldugunu goriiriiz. I'* nin bir esdeger grup ve dogal olarak
F=6 kondiikt6rii oldugunu kolayca saptayabiliriz.

X
N\,
N
N
N

N

]
<
DN

5

S

c

]

LIS Yoz

N
cl
3

N\
\\Y\ \:
N
N
)

W
NN
3

AN et

2 y // \’/%% .,//f\/ﬁm

N
DN

IS
\

Sekil 3.11
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3.7.4 Tip formiiliiniin incelenmesi

v

1
g:I-u+EZ(KV -1)

v=]
genel tip formtiliinii belirli durumlardaki tipi hesaplamaya yarayan bir forma déniistiiriiriiz.

I’ nin I'y alt grubunun —I matrisini kapsadigim ve
1

r=Jrs, (3.24)
=]

oldugunu varsayalim. Burada S,, Iy modilli esdeSer olmayan matrislerin bir sistemi
icinde bulunmaktadir. (3.7.2) deki gibi Vi, Va, ... ,Vu R=#"/T; in gokgensel ayrisiminin
koseleri olsun. Eger V,, <p> mod I" siufimin bir noktasin o altindaki goriintiisii ise o
zaman, I'; in bir sabit noktasimn goriintisiic V, ise xy=1 ve bunun digindaki biitiin

durumlarda x,=3 tiir.

Eger V,, <i> mod I" smifimin bir noktasinin goriintiisii ise o zaman, V,, I'; in bir sabit

noktasinin goriintiisii ise k,=1 ve bunun digindaki bitiin durumlarda x,=2 dir.

x,~=1 olan <p> mod I ya eslenen V, lerin sayisim ¢, ile ve x,=3 olanlarin sayism o, ile

gosterelim <i> smifina ait olan Vy nin eslenenlerinin sayisini €; ve o; ile gosterelim

v

2(&,=1)

v=l

toplamina karsgihk I' altinda <io> simfindaki onceki goérintiisii ile V, koseleri c. un

dagilim p-6, dur. Buradan
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g=l-p+o +loc +-l—p,—lc
Pt 2m 27"

u elde ederiz.
2g, +60a, =2¢; +40,; =21
den, tip igin istenen formiilii buluruz:

B % & O

=142 L}
s 12 3 4 2
yukardaki formiilde €,

"
F=Js.(®)

v=l

(3.25)

formundaki I'; i¢in 7 esas bolgesindeki <p> nun I'; — egdeger olmayan sabit noktalarinin

saysidir ve € ve G, <p> ve <ico> igin eslenen sayilardir.

€, sayilarint biraz daha inceleyelim. Bir S(p), SeI" noktasi, I'y igin bir sabit noktadir ancak

ve ancak

LS(p) = S(p), yani S”LS(p)=p

olan bir I'eT";, L=+ vardir, boylece

S'LS=4R* veya SR*S™ eI}, o=1 veya 2 dir.

Bu son sonug -IeT7 iken elde edilir. Bununla birlikte, SRS™ eI}, SR*S™ eI ile egdeger

oldugundan yalmz ve ancak SRS™ €T ise S(p) nun I'y igin bir sabit nokta oldugu ¢ikar.
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Eger S(p), I'; igin bir sabit nokta ve g1€I'; olan S;=g;S ise o zaman S(p) da T'; i¢in bir

sabit noktadir ve

SRS™ eI, ve SRS el
y1 elde ederiz.

S,RS™ =(5,S™)(SRS) eT,
oldugu ¢ikar ve boylece

S,Sel, yadé S;, 'y modiillii S* e esdegerdir. Eger ek olarak <i> deki benzer durumu

kabul eder ve <ico> daki bilinen durumu kullanirsak asagidaki teoremi buluruz.

Teorem 3.14 <p> simfinda, I'; altinda kongiirant olmayan sabit noktalarn €, saysi

SRS™ €T, (3.26)
in I'; modiillii kongiirant olmayan S ¢6ziimlerinin sayisina esittir.

O SayIsl

SU"SeT; (3.27)

in '} modiilli kongiirant olmayan S ¢6ziimlerinin sayisina esittir, burada F, I'y in

konduiktoridir.

Bundan bagka



n
C,=,

1
v=1 Kv

dir. Burda xy, S.(ic) kaspindaki yelpaze genisligi, en kiigiik k dogal sayih

S, U*S' T,

dir.

3.8 I'g(N) nin Esas Bolgesinin Tipi

(3.25) formiiliinden bu tipi bulalim. (3.3.2) de, I da indisi

Ho =NH(1+lj

p/N p

olan

LN = a b el':c=0modN
c d

grubunu gormiistik. -IeI'o(N) dir deriz.
3.8.1 Mod I'o(N) kongriiansi
Eger AA;' , I'o(N) nin bir eleman ise yani

cd’-c’'d=0 mod N

’ dl

58

(3.28)

(3.29)

b b
ise, 'nin A= (a d] ve A, = (a j iki matrisi I'o(N) modiiliine kongriianttirlar.
c
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Diger taraftan denklem (3.29) i saglayan (c,d,N)=(c’,d’,N)=1 olan (c,d), (c’,d") iki say1 ¢ifti
miimkiin bir degisiklikten sonra mod N genellikle I'o((N) modiiline kongiirant, I’ mn
matrislerine tamamlanabilir. Denklem (3.29) deki durum

c=0c’mod N ve d=3d' mod N (3.30)
1 saglayan bir 6€Z nin varligina esdegerdir. Gergekten, (c,d,N)=(c’,d’,N)=1 den dolay1

b b
ci=c, d;=d, ¢’1=c’, d’;1=d' mod NolanI"da A = (a dj’ A= (al dl) iki matris vardir.
c c, d,

Eger cd’-c'd=0 mod N ise o zaman belirli o, 3,6 €Z igin

B

3 (oc
AAT =|
0 &

j mod N

dir.

a b _ (o B [ b mod N

c d 0 6)\c d

den (3.30) kongriansmm buluruz. Kargit olarak denklem (3.30) un denklem (3.29) i
gerektirdigini goriiriz. Eger denklem (3.30) saglanirsa, (c,d) ve (c’,d") iki say1 giftine
mod N orantilidir diyecegiz.

Bunu biraz 6nce yukarida ispatladik, eger (c,d) say: ¢iftini

1) (c,d,N)=1

2) (c,d) say gifti I nin matrislerine mod N’ e gore orantili degildir.
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Olacak sekilde, I'o(N) modulli I' nin egdeger olmayan matrislerinin her bir sinifinin bir

temsilini buluruz.

Bunlan belirttikten sonra I'o(N) i¢in €,, € ve G degerlerini buluruz. Burada bir kuadratik

cisimdeki rasyonal asal sayilar hakkindaki teoremi kullaniriz.

3.8.2 g, ve g; nin bulunmasi

(3.7) de g, nun ARA™ eI (N)olan T'o(N) modilli kongiirant olmayan, Ael' nn
b
maksimum sayisi oldugunu kabul ettik. A = (a dj i¢in bu yukandaki 1), 2) ye egdegerdir
c

ve
3) ¢?-cd+d*=0 mod N

dir. Eger (c,d) say1 giftine Q(p) kuadratik sayr cismindeki w=c-dp tam sayisim
birlestirirsek bu li¢ durum basit bir anlama sahip olur. O zaman 1), 2) ve 3) den

1) (o,N), X\{£1} de bolenlere sahip degildir.
2") o'#wa, bir geZ\{0} i¢in @' #gwo mod N i gerektirir ve
3') Mw)=0 mod N, burada Ma) ®’ nin normunu belirtir. N nin negatif olmayan a ve

positif m, olan

N=3z‘lilp’:'v

v=1

asal carpimina sahip oldugunu varsayahm. Eger P, arasinda (_—3] =-1 olan Legendre
p

Sembolii igin bir p asal sayist varsa, o zaman N(0)=0.0=0 mod p, p boler (o,N)

olmasim gerektirir. Bu 1') ile geligir. Eger a>2 ise o zaman N (0)=0.0=0 mod g,
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3/(@,N) den elde edilen =0 mod 3 olmasim gerektirir. Béylece bu durumlann her ikisinde

€,=0 dir. Kalan durumlarda a=0 veya a=1 dir ve her v igin (—_—E) =1 dir. Boylece her bir N

v

bolenli py#3 rasyonel asal sayisi, esdeger olmayan w, ve T, asal sayilari ile Q(p) nin Z(p)
tamsayilarmin halkasinda bir py=7.T, ¢arpimna sahiptir. w sayisinin 1) ve 3') sartlarin
sagladigini varsayalim. Eger =0 mod w.T, ise o zaman p,=xn.7%,, 1') ile gelisen N ile

beraber w’ yi boler. Boylece bir @, ve T, Oyle segilebilirki,

reZ(p) igin ©=A8 ve (A,8)=I (3.31)

dir. Burada
y=a=3"m™,

dir. (3.31) formundaki biitin o sayiarn 1°) ve 3") sartlanim saglar. Diger taraftan 2’), A
garpanimn 17), 2") ve 3’) niin birlikte verilen ¢oziimlerinin sayisi {izerinde bir etkiye sahip

olmadigini gosterir.

Eger (A, 8)=1 olan A’'eZ(p) verilirse A'=g), mod ¥, ge Z (p) igin ¢oziilebilir. Mod ¥ kalan
siniflar;, z=0 mod ¥ olan her bir ze Z igin hem de z=0 mod N’ e sahip oldugumuzdan
dolay1 rasyonel sayilarla gosterilebilir. Boylece Z de g secebiliriz. v ile garparak A'=g)

mod ¥ den ®'=go mod N elde ederiz.

Bununla birlikte ge Z ic¢in o'=go mod N ve o=Ay aym y ile o'=A'y olmasim
gerektirmesinden dolay1 1’), 2') ve 3’) nin aym =zamanda birlikte verilen farkh
¢6ziimlerinin y igin farkli olasiliklar ile bulunduunu goriiriiz. Bunlann sayist €, igin
nie{m,n';} olan (n'y,..,n'r) lerin saywisidir. Dolayisiyla g,=2" dir. Daha onceki

sonuglanmizla beraber
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0 eger 9/Nise,

&= H(l-{%ln eger 9/N degilse

P/N

(3.32)

yi elde ederiz.

g;’ nin hesaplanmas: benzer yolla elde edildiginden dolayr Q(p), Q(i) Gauss say:1 cismi ile

yer degistirdigi zaman ve en son olarak

0 eger 4/Niseve
5= I 1—{1)] eger 4/Ndegilse (3.33)
PN TP T

sonucunu ifade ederiz.
3.8.3 0 un hesaplanmasi

(3.7) den I'y(N) esdeger olmayan rasyonel kasplarin say1si

Ko (N)

0.=>

V=

1
KV

-

dir. Bu formiilde x,, A,UA;' eI,(N) matrisi igindeki en kiigiik k dogal sayidir,

C Cc

v v v

b .
burada A, = (a“ "] el ve El, o altinda v. vy kosesinin onceki goriintiisii olan # m bir

rasyonel kaspidir. A UA] (Z EJ mod N den ¢2k, =0 mod N buluruz. Béylece
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dir. Eger t:=(c,N) ve t,:=(c,,N) dersek, o zaman (cﬁ, N): tv(t"’tﬁJ ve

dir.

Simdi bir ¢ mod N sabit noktasinin ¢, ler arasinda ne siklikla kullanildigim goz Oniine

alalim. Her bir ¢ mod N e, d mod t nin tam olarak ¢(t) degerleri kargiik gelir. Boylece N

modulli d i¢in kongiirant olmayan ?(p(t) degeri vardir. Daha 6nceden mod N orantili

olan (c,d) ¢iftlerini dahil ettigimizden dolay1 6, u bulmak i¢in bu toplam: @(N) ile

bolmeliyiz. Boylece

TNt t

dir.

n,) o(n;,n,)

o(n,)o(n,)=o(n, - (0,1,)

den

O, = Z@((h?)) (3.34)

yi elde ederiz.

Bu ¢oziimleri teorem 3.15 de toplanz.
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Teorem 3.15 : T'o(N) kongriians grubunun esas bolgesinin tipi

ile verilir. Burada po(N), €, € Ve 0. un degerleri (3.9), (3.32), (3.33) ve (3.34)
denklemlerinden hesaplanr.

N<25 igin I'¢(N) gruplarinn tipini bu formiillerden buluruz:

N=1,...,10,12,13,16,25 icin g=0;
N=11,14,15,17,...,21 i¢in g=1;
N=22,23 A i¢in g=2;
N=24 i¢in g=

tir.
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4. SONUCLAR

Bu galismada modiiler gruplann alt gruplan baghg altimda homojen ve inhomojen
dontisimler, modiiler grup ve Gretegleri ve esas bolge incelendi. Modiiler grubun tanimt
igin gerekli olan homojen ve inhomojen déniisiimler ele alindi ve sabit noktalara gore
smiflama yapildi. Modiiler grup altinda esas bolgenin goériintiileri ile iist yar diizlem,
egrisel liggenlerle ortiilecek gekilde boliimlere aynldi. Modiiler gruplann alt gruplan
lizerinde aynntih olarak galigthp, 6zel alt gruplar ve bunlara ait esas bolgeler gosterildi.
#H*/T'1 bolum uzayi verildikten sonra esas bolgenin tipi incelendi. Son olarak da T'o(N) nin
esas bolgesinin tipi izerinde duruldu.



66

KAYNAKLAR

Apostol, T.M., (1976), Modular Functions and Dirichlet Series in Number Theory,
Spinner-Verlag. New York, Heidelberg, Berlin.

Klein, F. ve Fricke, R., (1966), 1. Vorlesungen iiber die Theorie der Eliptishen
Modulfunktionen. Ausgearbeitet und vervollstdéndigt von Robert Fricke. 2 vol
Leipzig:Teubner 1890 and 1892. reprint 1966

Miyake, T., (1989), Moduler Forms, Spinner-Verlag., Berlin, Heidelberg.

Schoeneberg, B., (1974), Eliptic Modular Function on Introduction. Translated from the
German by J.R Smart and E.A Schwandt, Spinner-Verlag. Berlin, Heidelberg, New York.



67

OZGECMIS

Adi Soyadi : Kadriye SIMSEK

Dogum Tarihi : 06.09.1969

Dogum Yeri . Sefaatli

Lise : 1984-1987 Kayseri Stimer Lisesi

Yiksek Ogrenim : 1987-1993 Hacettepe Universitesi Egitim Fak. Matematik

Ooretmenlm (Almanca) Bolimiu

Calistig Kurumlar ~ : 1994-1998 Milli Egtim Bakanlig1
1998- Y.T.U. Fen-Edebiyat Fak. Matematik Bolimi

LC. YUKSEROGRET M KURULY
DOKUMANTASYON MERKEZ{



