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SiIMGE LISTESI

Bi=Bixt :tdiigiim noktalan tizerindeki i. k mertebeli B-spline.
C"[a,b] : {f: [a,b] >R ; f, n kez stirekli tiirevi olan fonksiyondur}.

D'f : f fonksiyonunun j. tiirevi.

f(ah : limy_o+ £ (a+h) , sagdan limit.

jump,f : f(a")-f() , f* nin a daki sicramasi.

Py : k mertebeli polinomlar uzay:.

Py : € kinlma noktalarindaki k mertebeli pargali polinomlar uzayi.

Pre,v : Siireklilik kogullart v ile belli olan elemanlarin olusturdugu Py, 'deki alt
uzay.

R : Reel sayilar kiimesi.

[a,b] : {xeR : a<x<b} , kapal: aralik.

(a,b) : {xeR : a<x<b} , agik aralik.

(x)+ : max {x,0}, uyarh kuvvet fonksiyonu.

T, (1) 5 (1)"1 » (71)"i=1 V€ (T1seeee Tn) ¢ 1 boyutlu bir vektoriin gesitli sekilde gosterimleri.
St : t diigiim noktalan {izerindeki k mertebeli spline'larin lineer uzayi.
[Tigeeess HIf ¢ £ nin 7;,....., Tj noktalarindaki j-i mertebeli bsliinmiis farki.

E=(E)"= :Kinlma noktalar dizisi.
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OZET

Spline fonksiyonlar1 , diferansiyel denklemlerin sayisal ¢&ziimlerini elde etmede
elverigli fonksiyonlardir. Bu ¢aligmada , adi diferansiyel denklemlerin yaklagik-sayisal
¢Ozlimlerini , spline fonksiyonlan kullanarak elde etmek amaglanmigtir.

Bu amaca yonelik olarak , spline fonksiyonlarinin tamimi ve etkin hesaplanmasi ,
pargal1 fonksiyonlarin spline’lar ile temsili ve tiirevlerinin hesaplanmasi gibi ¢dziim igin
gerekli konular agiklanmigtir. C6ziimiin nasil yapildig teorisiyle birlikte verilmigtir.

Son kisim uygulamalara ayrilmis ve spline yaklagimi gesitli denklemlerde
uygulanmigtir. Gergek ve yaklagik ¢oziimler arasindaki farklar tespit edilerek , sonuglar
yorumlanmgtir.



ABSTRACT

The spline functions are convenient functions to obtain numerical solution of
ordinary differential equations. Our goal in this study is to ontain numerical solution of
ordinary differential equations by using spline functions approximation.

Because of this , definition of spline function and their efficient evaluation ,
representation of piecewise polinomials and calculation of their derivatives which are
needed for solution are explained. Solution methods are also given together with its theory.

Last section is devoted to applications. Spline approximation is used on several
ordinary differential equation. The differences between analytical solutions and numerical

solutions are determined and the results are evaluated.



ONSOZ

Diferansiyel denklemlerin sayisal olarak yaklagik ¢dziimii i¢in son yillarda bir ¢ok
metot gelistirilmistir. Ozellikle elektronik hesaplayicilarin gelismesi ve hizlarnin artmasi
bu alanda daha ¢ok galigmanin yapilmas: sonucunu dogurmugtur. Spline metodu da bu
¢alismalarin tirtintidiir ve sayisal ¢6ziimlemelerde avantajh bir kullanima sahiptir.

Caliymamizin birinci bdliimiinde tanimlar i¢in gerekli olan boliinmiis farklarin
Ozellikleri , noktalarin tekrarlanmas1 durumunda ortaya ¢ikan osculatory interpolasyon ,
calisacagimiz fonksiyonun yapisini tanitan pargali polinomlar konusu 6zetlenmistir.

Ikinci boliimde konunun temelini olusturan B-spline bazi tamitilarak , 6zellikleri
siralanmigtir. Daha sonra sayisal ¢oziimde kullamlacak olan, 6zellikle de programlama
algoritmasina ¢ok iyi uyum saglayan ardisik tekrar bagintilar1 sunulmustur. B-spline’larin
ve tiirevlerinin hesaplanmasi amaciyla hazirlanmig programlar ve bunlarin ekran
goriintiileri verilmigtir.

Ucgiincii boliimde Kollakasyon metodunu kullanarak adi diferansiyel denklemlerin
B-spline’lar ile ¢6ziimii anlatilmigtir.

Son olarak da tiim bu bilgiler 15131nda 6rnek bir diferansiyel denklemi ¢6zen bir
program sunulmus ve denklemin gergek ¢6ziimii ile yaklagik ¢6ziimii kargilagtiriimagtir.

Calisma igerisinde kaynak kodlar1 verilen programlar C dilinde hazirlanmigtir.

Tez galismam siiresince , bana her konuda yardimei olan degerli hocam Prof. Dr.
Abdullah YILDIZ’ a tegekkiirii bir borg bilirim.



BOLUM I GIRiS

Miihendislikte genel olarak birbirine paralel ve birbiriyle yakin iligkileri bulunan iki
¢6ziim yolu vardir. Bunlardan birincisi deneysel digeri ise teorik ¢aliymalardir. Deney
sonuglan ¢ogu kez tablolar halinde verilen kesikli sayisal degerlerdir. Teorik ¢alisma
sonuglan siirekli degerler oldugu halde ¢ogu kez deney sonuglanyla kargilagtinlmasi
amaciyla kesikli degerler halinde niimerik olarak ifade edilirler. Bazen verilen bir
problemin teorik yolla kapali bir ¢dziimii ya yetersiz kalmakta ya da buna hi¢ imkan
olmamaktadir. O zaman problemi deneylerle ¢6zmek ve kesikli degerler elde etmek yararl
olur. Deneyler ile bulunan sonuglar1 degerlendirmek veya bdyle bir problemi hi¢ deney
geregi olmadan kesikli degerler kullanarak niimerik yolla ¢6zmek ve sonucu yine kesikli
degerler halinde vermek miimkiindiir. Béyle bir yola , niimerik metot veya mniimerik

analiz yolu diyoruz. Ornegin ,

%+2xy=l

diferansiyel denkleminin kapal bir ¢6ziimii
y=e* (Le"zdt)
olarak verilebilir. Boyle bir ¢oziim , siirekli oldugu halde ¢ok az degerlidir. Sonucun

kullanilabilmesi i¢in e™ ve Ie"zdx degerlerini veren 0zel tablolarin kullanilmasi

gerekir. Bazi problemlerde , iyi veya kétii kapali bir ¢6ziim elde etme yetenegi olmaz.
Bugiin artik bu tiir problemlerin ¢6ziimii niimerik metotlarla elde edilmektedir.

Niimerik metotlarin en biiyiik sakincasi , elle yapildifinda gok fazla sayida hatta
bazen imkansiz Slglide islem ve zaman gerektirmesidir. Fakat bugiin igin elektronik
hesaplayicilar islem sayisim ve toplam siire problemini biiyiik Sl¢iide azalttig1 i¢in niimerik
metotlarin  gelismesi ve buna bagli olarak niimerik hesaplamalarda kesme ve
yuvarlatmadan dogan hatalarin azaltilmasi ile en iyi yaklagimla problemlerimizin
¢oziimlenebilmesi i¢in yeni yeni metotlar gelistirilmekte ve gesitli durumlarda neticelerin
kargilagtirlmas1 miimkiin kilinmaktadir, Iste giin gectikce tiirlii problemlerde daha ¢ok
kullamlan Spline metodu , bu tiir metotlardan biridir. Spline fonksiyonlar1 , parg¢a par¢a
(piecewise) veya kesikli polinom tipli fonksiyonlarin bir simifidir. Polinomlardan biraz
daha fazla siireklilik sartin1 saglarlar. Bu nedenle polinomlarin genel bir hali olarak



tammlanabilirler. Spline fonksiyonunun adi , miihendislikte kullanilan ve spline ad1 verilen
bir mekanik aletten gelmektedir. Bu alet muntazam bir egri ¢izebilmek igin teknik
ressamlar tarafindan kulanilmaktadir. Aletin esasi1 , ¢izilecek egrinin grafikte igaretlenmis
belirli noktalardan gegmesini saglamak i¢in kullamlan gelik veya plastik bir gerittir.

1.1 Spline interpolasyonu

Bir Spline fonksiyonu kesin siireklilik sartlarinda birlegtirilmis polinom
pargalarindan olugur.

173750 1 PSR ,tn  (n+1) nokta olmak iizere bir fonksiyon tablo formunda
verilsin ve tp < t; <......... < t, kosulu saglansin. Bu noktalar diigtim noktalar1 / knots olarak
isimlendirilir.

k, bir tam say1 ( k 20) olmak iizere; to, t, ............ , tn noktalarina gore k. dereceden
bir Spline fonksiyonu dyle bir S fonksiyonudur ki;

@) S, [ti-1, ti] yan agik arahifinda derecesi k’dan kii¢iik veya egit ( < k) bir

polinomdur.

@ii) S’in[ty, t;] arahfinda (k — 1). mertebe tiirevleri siireklidir.

O halde SPLINE FONKSIYONU pargali fonksiyonlardir ki; verilen aralikta (k-1).
mertebe tiirevleri siireklidir.

0. dereceden Spline fonksiyonu , parga parga (piecewise) sabit fonksiyonlardir Bir
0. dereceden Spline fonksiyonu” nun agik formu asagidaki gibidir:

( So(x) =¢, x e[to,t,) \
S,(x)=¢, x e[tl,tz)

S(x) =1 : : ’

~Sn—l (x) = Gy x e[tn—l’tn)J

Bu araliklar [t , t;] birbirini bolmezler. Alt1 noktadan olusan tipik bir Spline
fonksiyonu Sekil 1.1 de gosterilmistir.
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Sekil 1.1 0. dereceden bir spline

AN

Sekil 1.2 1. Dereceden bir spline

Sekil 1.2 de dokuz noktadan (node) olusan tipik bir 1. dereceden Spline fonksiyonu
goriilmektedir. Agik formu ise asagidaki gibidir:

( Sy (%) =a,x +b, x e[to,tl) ‘
Si(x)=a,x+b, x e[tl,tz)
S(x) =9 : : q

S,(x)=a,,x+b,, xe [t,,_1 o1, )J

Kiibik Spline’lar
Asagidaki tablo degerlerinin verildigini varsayalim :

X top t1 ..t
Y Yo Y1 oo ¥n



Kiibik Spline (S) , tabloyu interpole etmek igin kurulmustur. Her aralikta
[to,til, [t1,t2],.-..... s [ta-1 » ta] S farklt polinomlarda verilmigtir. S; , [t;, ti.1] aralifinda
bir kiibik spline olsun. Boylece

3§

( So(x) x e[to,tl)
S,(x) x e[tl,tz)
S(x)=9 : :

5.0 xeftt,)
Si.1 ve S Polinomlari t; noktasinda aym1 degeri interpole etmistir. Yani
Sia (t)=yi=Si(t) (1<i<n-1)

Béylece S otomatik olarak siirekli olur. S’ ve S” niin siirekli oldugunu varsayalim.
Bu sartlar kiibik spline fonksiyonunun tiirevinde kullanilacaktir.

S, S’ ve §” niin siirekliligi acaba kiibik spline ’ in agklanmasinda yeteri kadar
sartlar1 sagliyor mu? Kiibik polinomda 4n tane bilinmeyen var (n tana polinom , her
polinomda 4 bilinmeyen). Her [ti, ti+1] alt aralifinda iki interpolasyon denklemi vardir.
S(t;) = yi ve S(ti+1) = yi+1 olmak tlizere bize 2n adet denklem verir. S’ niin siirekliligi her bir
nod’da bir denklem verir. $'i;1(t)) = S'i(t;)) , (n-1) ilave denklem veriyor. Aym sekilde S”
niin stireklilifi de (n-1) denklem verir. Béylece (4n-2) denklem (4n) bilinmeyen igin
belirlenir. Geriye kalan iki gart da keyfi olarak segilir.

1.2. Biliinmiis Farklar ve Ozellikleri

Tamm 1.1 ; ...t noktalarinda, bir g fonksiyonunun k. béliinmiis farki, bu
noktalarda g fonksiyonuna uyan k+1 mertebeli polinomun bas katsayisidir. Bu katsay:
notasyon olarak

[tis-...ti+k]
seklinde gosterilir.



Ozellikleri:

(i) i=k ve k+1 i¢in p;eP; polinomlar tl,...,ti noktalarinda g' ye uygun ise,
Pr+1(x) = P(x) + (x-t) ....... (X-ti)[t15eeeeestirt]g
olmaktadir. Buna gére n. mertebeden bir polinom
Pr(x) = [t1]g + (x- t)[ t1, t2]g + (x- t1)(X- )] t1, t2, t3]8 + ceoeH(Xe t1)uerees(Xm tet)] thyeeeey tn]E
seklinde ifade edilebilir. Bu yaziliga Newton Formu denmektedir.
(ii) [t;,......,tic]g arglimanlarina gore simetrik bir fonksiyondur.
(iii) k. boliinmiis fark operatérii lineerdir.
(iV) (Leibniz Formtilti) Eger her x igin, f(x)=g(x).h(x) ise

[tipeeeonstith]E = Tesi™® ([tiyeereenstr]g I [trsernensstivi]B )
dir.
(V) g, derecesi < k olan bir polinom ise [t,......,ti]g sabit bir fonksiyondur. gePy ise,
[ti,......,ti+x]g = O olur.
(Vi) g e C® durumunda [t;,.......twm]g , (titiw) arah@inda k+1 argumaninin siirekli bir
fonksiyonudur.
(Vii) g € C¥ ise, [ti,.......tiuilg = g™(&) / k! olacak bigimde bir & vardir. Bu £, Ti,..... Tisx yi
iceren en dar araliktadir.

(Viii) Boliinmiis farklar asagidaki bigimde hesaplanmaktadir.

g®(z)/ k!, b=t ==t veg eC("). '
[tiseestin ] = Eisenst gty oo ti 18 = [ty st s ot ys i 18 1 VE L.t dizisinde farkl iki
t,—t, * nokta olmak kosulu ile

L3. Tekrarh(Osculatory) interpolasyon

Tamim 1.1'e gbre 1. ve 2. derece boliinmiis farklar hesaplanacak olursa,
ftilg=g(t)

g(t)—g,)

t,t]=
lh]= 50—

elde edilir. Eger g, birinci tiirevi siirekli bir fonksiyon ise bu durumda, t, > t; igin
t)—g(t
lim g(t,)—g(t,) _

LAl t,—t
1 2

g')



oldugu da bilinmektedir. Bu da

p(x) = g(t:) + (x-t1) g'(t1)
anlamindadir. Yani t; = t; durumunda bdliinmiis fark,
[ti, ]g=g'(t)
olarak ifade edilmektedir.
Tammm 1.2; Bu sekilde noktalarin tekrari halinde elde edilen interpolasyona
tekrarli("osculatory") interpolasyon denir.

1.4. Parcah Polinomlar

Tanm 1.3; &= (&) kesin artan bir noktalar dizisi olsun. k pozitif bir tamsay1 ve
Pl <eeeee , p1 1 tane k mertebeli polinom dizisi ise k. mertebeden f pargali polinomu
pp(x) =pi(X) , X€ [&i, Eiv1] , 1= 1,2, eyt
seklindedir. Fonksiyonun R iizerinde taniml1 olmas: i¢in ilk ve son polinom pargalan
B(x), x<digin
P(x), & <x
seklinde disiiniilebilir. &, , ..... , &1 i¢ noktalarinda fonksiyonun tanimli olabilmesi i¢in
f&7) = Pia (&) ve f&") = Pi(&)
degerlerinden biri segilir. Burada sagdan siireklilik segilmistir. Yani,
fE) =& , i=23, ..., igin

pp(x) = f(x)= {

olarak alinacaktir.

k. mertebeden, & = (€)' kirilma noktalarina sahip tiim pargali polinomlarin
olugturdugu kiime, Py ; ile ifade edilecektir. Py, £ , k.1 boyutlu bir lineer uzaydir. Her bir
eleman 1 polinomdan olugmaktadir ve herbir polinom pargas: k katsayiya sahiptir. Béylece
P,z , uzayinn 1 kez tekrarinin bir bilesimidir.

Pargali polinomun j. tiirevi Djf , f' yi olugturan polinom pargalarinin j. tiirevleri ile
olusan, f ile aym kirilma noktalarina sahip (k-j). mertebeden bir pargali polinomdur. Kosul
olarak;

(i) Polinom pargalarimn sayist ve mertebe igin 1 ve k tam sayilari,

(ii) Kinlma noktalar: olarak, artan degerlere sahip &, &, ...... , € dizisi



(iii) Kirllma noktarindaki sag taraf tiirev degerlerini veren bir ¢ = (cj) , j=1.k ;
i=1..1 matrisi,
Gi=D''EN) j=1, ..., k;i=1, .1
degerlerinin bilinmesi durumunda fe Py i¢in pargali polinom ve tiirevlerinin tanim

k-1
D f(x)=D.Cp,(x=E)"7 I(m=j)!, j=0l,....k

m=j
seklindedir. Burada i degeri,
i=1 ,x<&; i¢in,
I<i<i ,&<x<&4 icgin,
i=1 , <X igin

olarak segilecektir.
Tanim 1.4; Py, uzayi :

f € Py fonksiyonu i¢in &; i¢ diiftim noktalarinda sag ve sol limitlerin farki olarak

sigrama miktar1("jump") tammlayalim ve bunu
jumpgif = f(&;") - (&)
seklinde yazalim. Eger
jumpe; Df=0 G=1,2,.....,vivei=2,3,.....,0)

ise, f' nin kendisinin ve tiirevlerinin siirekliligini ifade etmis oluruz.

v=(v;)"2 negatif olmayan tam sayilarin olugturdugu bir vektor olsun. v; degerleri, &;
noktalarindaki siireklilik kogulunun mertebesini belirten bir sayidir. Ozel olarak v; = 0
ifadesi, & noktasinda herhangi bir siireklilikten s6z edilmemesi anlamim tasimaktadir.
Boylece Py uzaymin bir alt kiimesi olarak Pyp, tammlanmaktadir. Bu uzay; uyarh
kuvvet fonksiyonlarim da kullanarak

6= DO @)= E) 11+ 3 Gump, D )~ £ 11

J<k i=2 j<k

seklinde ifade edilmektedir.

Bu tamma gore yapilan baz1 hesaplamalar i¢in problem kotii-kogullu olmaktadir.
Katsayilardaki kiigiik bir degisim kendisinden sonra gelen terimleri olumsuz
etkilemektedir. Ayrica £ dizisinin diizgiin dagilmamas:1 durumunda, baz fonksiyonlari



sanki lineer bagliymis gibi olabilmektedir. S6zii edilen sakincalar1 ortadan kaldirmak,
ancak B-spline temsilleri ile miimkiin olmaktadir.



BOLUM II. B-SPLINE’LAR iCiN ETKIN HESAPLAMA YONTEMI
2.1. B-Spline Baz Fonksiyonlarmin tanimi

Reel say1 dogrusu iizerinde

[T={t} . t.st., tim iler iin
boliinttisiinti ele alalim. B-spline'larin yerel olma 6zellikleri nedeni ile ¢alisma sonlu bir

araliin sonlu bir boliintiisti tizerinde de yapilabilir. k pozitif tam say1 olmak iizere,

(x—ﬂf‘={

seklindeki uyarl1 kuvvet fonksiyonu g6z 6niine alinsin. Bu fonksiyon vasitas: ile agagidaki
Onemli tanimu verelim.

(x-0%1 x>t
0 , X<t

Tamm 2.1; t = (t);"* azalmayan bir dizi olmak fizere, t diigiim noktalarindaki k.

mertebeden (normalize edilmis) i. B-spline fonksiyonu B;; seklinde yazilir ve
Bixi(X) = (tisk - t)[tise-rros i (&%), VxR
olarak tanimlanir.

Tammda x ve t gibi iki degiskene sahip olan (t-x).*" fonksiyonunun k. bslinmiis
farki, t degiskenine gére alinir. Sonug x degerine bagh bir fonksiyondur. Eger k>1 ve []
boliintiisiinde en gok k-1 ardigik t; tekrarlaniyorsa B;x, fonksiyonu iyi-tanimh stirekli
fonksiyondur. Aksi halde katli noktada

k-1
Exﬁ
tiirevinde siireksizlik gériiliir. Bu durum ortaya ¢iktifinda , tamim x = t; igin siireksiz, x # t;
icin anlamh olacak bigimde diigtiniiliir. Ornegin k=1 durumunda

(x-ni"

1,5, <x<t,, Iigin

Bi,l (x)= {

0 .diger durumlarda

dir.
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Tanmm 2.2; $x; spline uzay1:
t diigiim noktalan igin k. mertebeden bir spline fonksiyonu, aym diitimlere sahip

k. mertebeden B-spline'larin lineer bir kombinasyonudur. Bu yapidaki tiim fonksiyonlarin
kiimesi $k,t

$, J={Za,B,’k,,: a, reel, tim i'ler igin}
i
dir.
F(x)=2,0,B,(x), xelt;t;]
i

gibi bir spline fonksiyonunu hesaplamak icin k adet Bix(x), (i=j-k+l,....,j) hesaplanmasi
gerekmektedir.

2.2 B-Spline Baz Fonksiyonlarmm Ozellikleri

(i) B; = Bix, fonksiyonu xe&[t;, ti] igin sifirdir. Yani sonlu aralikli bir destege
sahiptir. Bunun sonucunda [t;,tj+1] arahginda yer alabilecek sifirdan farkh B-spline say1s1 k
tanedir.

4 —>
« —p

l ti1x f111 I i1 j g
Sekil 2.1

Sekil 2.1, (t;,ti+1) araliginda, sifirdan farkli olan en sagdaki ve en soldaki B-spline
fonksiyonlan i¢in destek bolgesini gdstermektedir.
(ii) Bir destek bolgesindeki k adet spline toplami
J
2. B(x= 2B
i

i=j+l~k

/ J
= Vil = Dl (=00

i=j+1-k i=j+l-k

- k-1
= [tj+l serestjun 1(—x); - [tj+1—k senes b J(—%)
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=140
seklinde hesaplanabilir. Buna gére

s-1

ZB,.(x)= ZB,(x):l, tim t,<x<t, igin
i

i=r+l-k

esitligi bulunmaktadir.
(iii) t; <x < tisx igin Bi(x) > 0 'dir. Bu 6zellik sonraki bsliimde ispatlanacaktir.

2.3. Ardisik Tekrar Bagintisa

B-spline'larm, tammdan yararlanilarak yapilan hesaplamalar sirasinda, boliinmis
farklarin birbirinden gikartilmasi, bazi anlamli basamaklarin kaybolmasina neden
olmaktadir. Ustelik kath noktalar icin 6zel hesaplamalar gerekmektedir. Biitiin bu
dezavantajlani ortadan kaldirmak igin ardigik tekrar bagintis1 kullanmak uygun olmaktadr.

(t=x)*T = (t-x)(t-x) +<2 2.1)
garpiminin k. bolinmils farkina, Leibniz Formiilti [ Bélim 1.2'deki ozellik (iv) ]
uygulanarak ardigik tekrar bagintis: elde edilmektedir. (2.1) deki garpima Leibniz Formiilii

uygulanacak olursa,
[tigereeens tiskd( o) = 610 -X)[tiynreney tisse] (%) <2
Htiy tirt JCX tivts conees » it %) 252
Hti, tir1, tiv2] (=X) [ tir2, cooeee , tisr] (X)X
+......

elde edilir. (t-x) birinci dereceden bir polinom oldugu igin birinci bsliinmiis fark: sabit,
daha sonraki farklar ise sifir olacaktir. Buna gére yukandaki esitlik;

[tiyeereees tittd (X" = [t X)[tisernnrer titi] (X)e52+ 1 [ tivy cornne 5 tina] (%) 52
olarak diizenlenir. Diger taraftan,
Litseoostini 18 =[t5eeeistinp i 18
[t',....,tu'k]g:[ i+l k i i+k—-1
Lk =4

olarak hesaplanmaktadir. Buna gore,
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w1 (G —%) U (7)) )
[ti’-.....,ti+k](-_x)+ = : [t,+|,----,t,+k](.—x f' 2 ___‘__'[ti,..,,’t’“k_l](._x)f 2
ik~ i ta—t
&~
+[tl+l’ ..... ’ti+k—1](-—X)+ 2
L —x s t, —x ]
=[t —t +1][t1+1’ ...... ,ti+k ](°—x)+ —'[ —t +l][t1, ...... ’ti"'k—l](‘—x)i 2
ek d i+k i
e L (2 0) 2, L =X -
[ti’ """ slivk ](‘_x)+ '= __I_[tu-...,tuk-l](-_x)f 2 4t [lm, ...... sbivk ]("JC)I: 2
L =4 L~
bulunur.

En son yazilan esitlik B-spline tanimina gére yeniden diizenlenirse,

Bl,k _ (x-t) Bl,k—l +(ti+k_x) Bi+l,k—l
L =t L =t biga — L =4 Ly —lia
seklindeki, ardigik tekrar bagintis1 elde edilmis olur. (2.2) bagintisindaki katsayi

fonksiyonlarinin toplami her zaman 1 dir.

(2.2)

x—1t

i tl+k —-X

=1

L =4 by~
Ayrica t; < X < tiy durumunda tiim katsay1 fonksiyonlan pozitiftir. Bu durumda eger,
Bjk1(X) > 0, t; <X < tjne1 , (tlim j ’ler i¢in) olduBu biliniyorsa,
B,(x)>0, t, <x<t,,
saglanmig olur. Bunun i¢in

1 ,t,<x<t,, igin
L 23)
0 ,diger durumlarda

B i x)= {
tammu ile baglay1p, tiime varim ile ispat kolayca gosterilebilecegi gibi, B-spline'lar kendi
destek bélgeleri iizerinde pozitiftirler.

(2.2) deki ardigik tekrar bagintist
x~—t ty =X
B, (x)= — B, (x)+ S By pa(x) (2.4)
L =14 Lk =t
seklinde yeniden yazlabilir ve (2.3) ile baglamak tizere her bir B;x(x) , pozitif niceliklerin
pozitif olan lineer kombinasyonlar1 bi¢iminde ardisik olarak hesaplanabilir.

olarak bilinmektedir. Ancak (2.4)'deki tamimda diizgiinlik ozellikleri kolayca
goriilmemektedir. Gergekte ise, ardigik tekrar bagintisindaki sonug Bix.1 ve Bi+1x.1, ' nin
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ozel bir kombinasyonudur. Oyle ki, elde edilen fonksiyon, bilesenlerinden bir fazla siirekli
tireve daha sahip olmaktadir.

2.4. B-Spline Fonksiyonlarinm Hesaplanmasi ve BSPLVB.C Program

ti < ti1 ve xe [ t;, tia] olsun. x noktasinda, sifir olmayan B-spline'lar (2.4)
bagintisina gore agagidaki bigimde bir tiggen dizi olugturmaktadir.

0
0
Bi—k+1,k
0 : Bl—k+2,k-1
0 : Bi—k+2,k
0 B/-z,s ) Bi—k+3,k—l
Bi—1,2 ’ Bi—k+3,k
B, Bi—l,3
Bx,z
0 B:,s : Bi-l,k—l
0 Bi-l,k
0 - B,,
B,
0
0

Agikga goriiliiyor ki, bu degerler stitunlar halinde kolayca iiretilir. B;; ve Biji,
hesaplanirken, soldaki komsu degerlerden birinin sifir olacagina dikkat edilmelidir. j

sayidaki Bij+1,§(X),......, Bisj(x) deferi hesaplandiktan sonra bir b= (b,)] vektoriinde
saklanir. Bijyj+1(X),....., Bisj+1(x) degerlerinin saklandig bir sonraki &' = (b!)/*! vektorii bu
kez j+1 elemanhdir ve

b

H ¢ —p— 25)

ir
t

1
br =(x _ti+r—l—j)

Livra _ti+r-l-j i+r ~ Civr-j

r=1,...j+1 ve be=b;+1=0 kosullan ile hesaplanir. Daha etkin bir hesaplama igin

SOL
S

G
=x-t,+1_r, J'.SA =t'+l_x ; r=l, ----- ,k_l

degerleri 6nce hesaplanir. Buna gére (2.5) bagintis1
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br—l G br .
b:=6}s,g€,w—+5’&4 W’ r=1l...j+1 (2.6)

421 JHl-r
seklinde diizenlenir. Ancak unutulmamasi gereken sey t < ti+; olacagidir, boylece payda
sifir olmaktan korunur.
Bu algoritmay: kullanarak C dilinde yazilmig bir program ve ekran goriintiileri
asagida verilmigtir.

/* BSPLVB.C */

# include "stdio.h"
# include "conio.h"

# include "math.h"

int *bsplvb(float t2[] , int jhigh , int index , float x , int left);
int interv(int LXT,float X,float XT[]);
float biatx[100];

main() {

int Ixt,left,index,jhigh,i,j,k,p,index = 1;
float deltal[100],deltar[100],saved,term,bas,top=0.0,x;
float t[] = {-1.0,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,6.0,7.0,8.0,9.0,10.0,11.0,12.0} ;

clrscr();

printf("\nMertebeyi girin = ");scanf("%d",&jhigh);
printf("\nHesaplanacak noktay1 girin = ");scanf("'%f",&x);
left =interv( 13 ,x,t);

p =bsplvb( t, jhigh, index, x, left );

/* Sonuglar */

clrscr();
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printf("B-Spline degerleri :\n");

top = 0.0;
for (i=1 ; i <=jhigh ; i++)
{

top += biatx[i];
printf(" %3.3f ",biatx[i]);
}
printf(" %3.3f",top);
getch();

int *bsplvb(float t2[], int jhigh , int index , float x , int left)
{

int Ixt,i,j = 1,jpl.k;
float deltal[100],deltar[100],saved,term,bas,top=0.0;

switch (index ) {

case 1 : goto index];

case 2 : {j =jhigh - 1; goto index2; }
}

index1 :

i=1
biatx[1]=1;
if (j >= jhigh ) return;

index2 :

do

{
jpl=j+1;

deltar[j] = t2[left-1+] - x;
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deltal[j] = x - t2[left-j];
saved = 0;
for (i=1 ;i<=j;it+)
{
term = biatx[i] / (deltar[i] + deltal[jp1-i]);
biatx[i] = saved + deltar[i] * term;
saved = deltal[jp1-i] * term;
}
biatx[jpl] = saved;
j=Jpl;
}
while (j <jhigh);
return;
}

int LXT,ILO,IHLISTEP;
float X,XT[100],MIDDLE;

int interv(int LXT,float X,float XT[]) {

ILO=1,;
IHI=ILO +1;

if (IHI<LXT)
{
if (X >= XT[IHI-1] ) goto SUB40;
}
else
{
if (X >=XT[LXT-1]) return LXT;
elseif (LXT <=1) return 1;
}
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ILO=LXT -1;
IHI =1LO;

if (X >= XT[IHI-1] ) goto SUB40;
if (X >= XT[ILO-1] ) return ILO;
ISTEP=1;
do {
IHI=1ILO;
ILO =1IHI - ISTEP;
if (ILO<=1)
{ ILO=1;
if (X <XT[0] ) return 1;
goto SUBS0;
}

}
while (1);

SUB40 :

ISTEP =1,
do {
ILO =IHI;
IHI =ILO + ISTEP;
if (IHI >=LXT)
{
if (X >= XT[LXT-1] ) return LXT;
IHI =LXT;
goto SUB50;
}

if ( X < XT[IHI-1] ) goto SUB50;
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ISTEP =ISTEP * 2;

}
while (1);

SUBSO0 :

do {
MIDDLE = (ILO + IHI)/ 2;
if (MIDDLE == ILO ) return ILO;

if (X < XT[MIDDLE-1])
IHI = MIDDLE;
else
ILO = MIDDLE;
}
while (1);
}
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Cizelge 2.1 BSPLVB.C programinin ekran ¢iktis

X |B14 B0 BT B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9
1 05 05 0 0 0 0 0 0 o o0 o
1.2 | 032 066 0,02 0 0 0 0 0 0o o0 o
14 | 0,18 0,74 0,08 0 0 0 0 0 0o o0 o
16 | 008 0,74 0,18 0 0 0 0 0 0o 0 o
1,8 ] 002 066 0,32 0 0 0 0 0 0o 0 o
2 0 05 05 0 0 0 0 0 0o 0 o
2,2 0 032 066 0,02 0 0 0 0 0O 0 o
2,4 0 018 0,74 0,08 0 0 0 0 0 o0 o
2,6 0 008 0,74 0,18 0 0 0 0 6 0 o
2,8 0 002 066 0,32 0 0 0 0 o o0 o
3 0 0 05 05 0 0 0 0 0O 0 o
3,2 0 0 032 066 0,02 0 0 0 0o 0 o
3.4 0 0 018 0,74 0,08 0 0 0 0O 0 o
3,6 0 0 008 074 0,18 0 0 0 0 0 o
3,8 0 0 002 066 032 0 0 0 0 o0 o
4 0 0 0 05 05 0 0 0 0 0 O
4,2 0 0 0 032 066 0,02 0 0 o 0 O
4,4 0 0 0 0,18 0,74 0,08 0 0 0O 0 o
4,6 0 0 0 008 074 0,18 0 0 0 o0 o
4,8 0 0 0 002 066 0,32 0 0 0 0 o©
5 0 0 0 0 05 05 0 0 6 0 o
52 0 0 0 0 032 066 0,02 0 0 o0 o
54 0 0 0 0 0,18 0,74 0,08 0 0 0 o
5,6 0 0 0 0 008 0,74 0,18 0 0O 0 o
5.8 0 0 0 0 002 066 0,32 0 0O 0 O
6 0 0 0 0 0 05 05 0 0 0 ©
6,2 0 0 0 0 0 032 066 0,02 0 0 o
6,4 0 0 0 0 0 0,18 0,74 0,08 6 0 o
6.6 0 0 0 0 0 008 074 0,18 0 o0 o
6.8 0 0 0 0 0 002 066 0,32 0 0o o
7 0 0 0 0 0 0 05 05 0 o0 o
7.2 0 0 0 0 0 0 032 066 002 0 O
74 0 0 0 0 0 0 018 0,74 008 0 O
7,6 0 0 0 0 0 0 008 074 018 0 O
7.8 0 0 0 0 0 0 002 066 032 0 0
8 0 0 0 0 0 0 0 05 05 0 O
8,2 0 0 0 0 0 0 0 032 0,66 0,02 0
8,4 0 0 0 0 0 0 0 018 074 0,08 O
8,6 0 0 0 0 0 0 0 008 074 0,18 ©
8,8 0 0 0 0 0 0 0 002 066 032 0
9 0 0 0 0 0 0 0 0O 05 05 0
9,2 0 0 0 0 0 0 0 0 0,32 0,66 0,02
9.4 0 0 0 0 0 0 0 0 0,18 0,74 0,08
9,6 0 0 0 0 0 0 0 0 0,08 0,74 0,18
9,8 0 0 0 0 0 0 0 0 0,02 066 0,32
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 05 05
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18
22
2,6

Sekil 2.2 BSPLVB.C programinin verdigi sonuglara gére [1,10] araliginda B-Spline
fonksiyonlarimn grafigi.
2.5. B-Spline FonksiyonlarmmmTiirevinin Hesaplanmasi ve BSPLVD.C Programi

g(x) = (t - x)* polinomunun x'e gére tiirevi
D, (t-x)i" =—(k-1t-x);”

olarak hesaplanmaktadir, Diger taraftan
;AR L] [ O () Ll [ O S | )

DB,y (%) = ([syseveeesting 1= [l perseestiug s DD, (=)

k-2
+

tanimindan tiirev alinacak olursa,
DB, (x) = =(k = D[t,yseeereestig =) 2 + (K= D[t yeeeens by 1(—)

ifadesi elde edilmektedir. Bu esitlik yeniden yazilirsa,

dB, , (x B B
1,k( ) - ( k- l) i+1,k=1 + ( k- 1) i k-1 (2.7)
dx e~ b i+k-1 ~ %

baglantisina ulagilir. (i-1) i¢in bir bagint1 daha yazalim.
dB,_ (%) B, By
—— — _1 — _N——— §
=D - @8
(2.7) deki ikinci terim ile (2.8) deki ilk terimin birbirinin tekrar olduguna dikkat edilirse

i+k=2 ~ b1
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DB =F k-0 R,  (29)

1+k—1 i
esitligi kolayca gorilliir. Demek ki, YioBjx spline fonksiyonunun birinci tiirevi, B-spline
katsayilarnin farklan ile elde edilmektedir. (2.9) daki esitlik sonsuz toplam ifade etmektedir.
Sifir terimler atilirsa, a,.; = a5:1 = 0 olmak kogulu ile

s+1

DIY.a,B B,1=D (k- 1)

i=r {=r l+k— -t i

al—l
B .

yazilir. Eger [t,t;] aralifinda galisiliyorsa spline fonksiyonu

s=—1
zaiB,,k = ZaIBi,k » ([t,,t,] tizerinde)
i d=r—k+1
seklindedir ve birinci tiirev
s-1
D[YaB,l= ), (k- 1) By, (t,.t,] uzerinde)
i i=r-k+2 l+k 1%

olarak elde edilir. B;y.; degerleri [t.,t;] aralifinda, i¢[r-k+2,s-1] igin sifira dzdestir.
(2.9)’deki uygulama j kez tekrar edilirse,

D'D.aB,l=Y.a' B, ,  (210)
i i

olur. Burada o/*!

a, , j=0 igin
a® = o —al) . 2.11)
Gy -t (—p) » 170 i

dir. Ancak ¢,,,_, —t, =0 durumunda B, ,_, =0 olacafindan, bu /"' degerini hesaplamaktan

kaginilmalidir. Sonug olarak f=Xo;B; spline fonksiyonunun m. tiirevi

k-m

fP@) = 2@ Bemrsn @ (212)

r=1
seklinde bir toplam ile ortaya ¢ikmaktadir.
Bu ydntemi kullanarak C dilinde yazilmig bir program ve programin ekran goriintiisii
asagida verilmigtir.
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/* BSPLVD.C */

# include "stdio.h"
# include "conio.h"

# include "math.h"

int *bsplvb(float t2[] , int jhigh , int index , float x , int left);
int interv(int LXT,float X,float XT[]);
float biatx[20];

main()

{
int k,left,nderiv,ideriv,il,jlow,jp1mid,kp1,kp1mm,ldummy,m,mhigh,gec;
float a[10][10],dbiatx[10][10],x,faktor,sum;
float t[] = {-1.0,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,6.0,7.0,8.0,9.0,10.0,11.0};

int *p,s,1,j;

clrscr();

printf("B-Spline mertebesini girin : %d",k);
printf("Hesaplanacak noktay: girin : %f",x);
printf("Hesaplanacak tlirev mertebesini girin : %d",nderiv);

for(i=0;i<=k;i+)
for (j =0 ; j <= nderiv ; j++) dbiatx[i][j] = 0.0;
gec = ( nderiv <=k ) ? nderiv : k;
mhigh=(gec>=1)?gec: 1;
kpl =k +1;
left = interv( 13, x,t);
p =bsplvb(t, kpl-mhigh, 1,x, left);
for (s =1 ; s <=kpl-mhigh ; s++ ) dbiatx[s][1] = biatx][s];
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if (mhigh == 1) goto sonuc;
ideriv = mhigh,;
for (m =2 ; m <= mhigh ; m++)
{
jplmid =1;
for (j =ideriv;j <=k, jt+t+)
{
dbiatx[j][ideriv] = dbiatx[jplmid][1];
jplmid +=1;
}
ideriv -=1;
p =bsplvb(t, kpl-ideriv, 2, x, left);
for (s =1 ;s <=kpl-ideriv ; s++ ) dbiatx[s][1] = biatx[s];
}

jlow =1;
for(i=1;i<=k;i++)
{
for (j =jlow;j <=k;j++) a[j][i] = 0;
jlow =1i;
afi][i] = 1;
}

for (m =2 ; m <= mhigh ; m++)

{

kplmm =kpl -m;

il = left;

i=k;

for (1dummy = 1 ; ldummy <= kplmm ; ldummy++)

{
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faktor = kplmm / ( t[il+kp1mm] - t[il] );

for G=1;j<=i;j++)alillj] = (alillj] - a[i-1][j] ) * faktor;
il=1;

}

for(i=1;i<=k;it+)
{
sum = 0;
jlow=(i>=m)?i:m;
for (j =jlow ; j <=k ; j++ ) sum = a[j][i] * dbiatx[j][m] + sum;
dbiatx[i][m] = sum;
}
}

sonuc :

clrscr();

printf("dbiatx = \n");

for(i=1;i<=k;it++)

{
printf("\n");
for (j =1 ;j <=nderiv ; j++) printf("%3.3f ",dbiatx[i][j]);
}

getch();

}

int *bsplvb(float t2[] , int jhigh , int index , float x , int left)
{

int Ixtij = 1,jpl,k;
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float deltal[100],deltar[100],saved,term,bas,top=0.0;

switch (index ) {

case 1 : goto index1;

case 2 : { j =jhigh - 1; goto index2; }
}

index1 :

=L
biatx[1]=1;
if (j >=jhigh ) return;

index2 :
do
{
jp1=j+1;
deltar[j] = t2[left-1+j] - x;
deltal[j] = x - t2[left-j];
saved = 0;
for (i=l;i<=j;it+)
{
term = biatx[i] / (deltar[i] + deltal[jp1-i]);
biatx[i] = saved + deltar[i] * term;
saved = deltal[jp1-i] * term;
}
biatx[jp1] = saved;
i=ipl;
}
while (j <jhigh );
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return;

int LXT,ILO,IHLISTEP;
float X,XT[100],MIDDLE;

int interv(int LXT,float X,float XT[]) {

ILO=1;
IHI =1ILO +1;

if (IHI < LXT)
{
if (X >= XT[IHI-1] ) goto SUB40;
}

else

{
if (X >= XT[LXT-1]) return LXT;
else if (LXT <=1 retumn 1;

}

ILO=LXT -1;
IHI=1L0O;

if (X >= XT[IHI-1] ) goto SUB40;
if (X >= XT[ILO-1] ) return ILO;
ISTEP=1;
do {

HI=ILO;

ILO =IHI - ISTEP;
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if(ILO<=1)
{ ILO=1;
if (X <XT[0] ) return 1;
goto SUB50;
}

}
while (1);

SUB40 :
ISTEP=1;
do {
ILO = IHI;
IHI =ILO + ISTEP;
if (IHI >=LXT)
{
if (X >= XT[LXT-1] ) return LXT;
THI = LXT;
goto SUBS50;
}
if ( X < XT[IHI-1] ) goto SUB50;
ISTEP =ISTEP * 2;

}
while (1);

SUBS50 :
do {
MIDDLE = (ILO + IHI) / 2;
if (MIDDLE = ILO ) return ILO;

if (X < XT[MIDDLE-1])



IHI = MIDDLE;
else
ILO =MIDDLE,;

while (1);
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Cizelge 2.2 BSPLVD.C Programinin ekran ¢iktist (1.tiirev)
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B Spline fonksiyonlan

Knotlar

—e— Seriler1
—f@— Seriler2
—a— Seriler3
—>— Seriler4
—¥— Seriler5
—e— Serileré
—+— Seriler7
—=— Seriler8
—==— Seriler9
—o— Seriler10
—&— Seriler11

Sekil 2.3 BSPLVD.C programinin verdigi sonuglara gore [1,10] aralifinda B-Spline

fonksiyonlarimin 1. mertebeden tiirevlerinin grafigi.
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Cizelge 2.3 BSPLVD.C Programimn ekran ¢iktisi (2.tiirev)
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B Spline fonkslyonlan

—e&— Seriler1
—&— Seriler2
—a— Seriler3
—»— Seriler4
—x%— Seriler5
—e— Seriler6
—+— Seriler7
—e— Serller8
~a=— Serilerd
—o— Seriler10
—&— Seriler11

Sekil 2.4 BSPLVD.C programimn verdigi sonuglara gore [1,10] araliginda B-Spline

fonksiyonlarimn 2. mertebeden tiirevlerinin grafigi.
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BOLUM II1. ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN KOLLAKASYON
YONTEMI iLE COZUMU

3.1. Kollakasyon Metodu

Bu bolimde kollakasyon yontemi ile adi diferansiyel denklemlerin sayisal
¢oziimlerinde, B-spline'larin nasil kullamldigi anlatilmistir. Diferansiyel denklem ve sinir
kogullar

(D" g)(x) = F(x;8(%),.....,(D" ' g)(x)), x €la,b] igin,
pg=c, i=12,...m 3.1)
formunda olacaktir.

Burada F=F(x;z,,....Zm-1) fonksiyonu, R™!  {izerinde reel degerli siirekli bir
fonksiyondur. Bu fonksiyonun yeterince diizgiin oldugu varsayilmaktadur.

Siur kogullar ise

jZ:w,J.(Dj"g)(x,) =fg=c, i=l..,m (31l
seklindedir. Burada da wj deBerleri sabitler, x; noktalan ise a<x, <.....<x, <b olarak
belirlidir. Bi,......., Pm ise C™D [ab] 'de siirekli lineer fonksiyonellerdir ve son olarak
€1,C2,-..,Cm belli sabitlerdir.

Verilenlere gére simir kogullar lineer, diferansiyel denklem ise lineer degildir. Bu
durumda (3.1) probleminin birden fazla ¢dziimii olabilir. 0 halde arzu edilen, g'nin herhangi
bir komgulugunda g'den baska bir ¢6ziimiin bulunmamasidir. Yani g aynk (isole) ¢6ziim
olmalidir. (3.1) denklemi lineerlestirilerek g¢oziileceginden, lineer olmayan bu denklemin
¢6ziimii ardigik yaklagimlarla elde edilecektir. Bundan sonra yapilacak is, g'ye yakinsayan bir
¢6ziim dizisi elde etmektir. g'nin komsulugu igersinde bir ¢6ziim baslangig olarak ele alimr ve
ardisik islemler ile aranan ¢dziime bir yakinsak dizi ile yaklagilir.

gye yaklagm, Pimg N C™

pargali polinomlar sinifinda aranacaktir.Yani bir
f € Prme N C™D ¢bziimii £ = (£){*' dizisi ile verilmig olan kirlma noktalarina gore pargah

polinom olarak belirlenecektir.
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Kollakasyon yontemi ile yukaridaki diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise; kollakasyon
noktalar1 denilen 6zel noktalarda diferansiyel denklemi ve verilen kosullari tam olarak
saglayacak bir f € Primg M C™D fonksiyonu olugturmaktir. Buna gére

(D" )(7,) = F(5;5 £ (5)sereeees (D™ )(7,))s i =1y, Kl
Bf=c¢c, i=12,...m 3.2)
olmahdir, (z,)¥ kollakasyon noktalarini, kirilma noktalarimn olusturdugu her alt aralikta aym
dagilima sahip olarak ele alinsin. Ornegin

-1<p <p; <o <p <1 (3.2.a)
olmak iizere, bu noktalar

Typpeey =[G +E+P, (80 —EN/2  v=1k =11 (3.2.b)
bagintis1 ile hesaplanabilir. Bu ¢alismada p=(p)f segimi k. mertebeden Legendre
polinomunun kokleri olarak belirlenmistir.

By=c , i=l....m

(D"y)(5)+ 2, (5 XD’ Y)(5) = B(T,), i =Lyueeeens Kl G-3)

I<m

H(x) = F(2; f,(%)ye0rnes (D™ £,)() + 2 v, (6D £,)(x)

J<m
problemini goézoniine alalim. (3.3) problemindeki y fonksiyonu, B-spline'larin uygun lineer
kombinasyonlandir. ¢ = (£)7***" azalmayan noktalar dizisi, i¢ noktalarda (k) kez, & ve &
sinir noktalarinda ise (k+m) kez tekrarlanarak olusturulmaktadir. Bu durumda, boyutu n=ki+m
olan spline uzay1,

Sk+mt = Prrme N ctmn
seklinde parcali polinomlar uzaym temsil etmektedir. O halde , (3.3) probleminin aranan
¢Oziimii

n
y= ZlaijJHm.t
j=
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bigiminde bir spline'dir. B; degerleri 6nceden bilindigi igin B-katsayilarim ifade eden a
vektdriintin hesaplanmasi ile amacimiza ulasacagiz. o 'lar ise
D (LB)z)a, =h(z) , i=l,...H

o (.4)

Jj=1
lineer denklem sisteminin ¢oziimii olarak belirlenecektir. Yukarida kullamlmis olan L lineer
diferansiyel operatorii

Ly=D"y+).V,()D'y

Jj<m

olarak tammhdir, B; ’ler ise (3.1.1) ile tammli olan operatérlerdir.
3.2. Denklem Sisteminin Olusturulmasi

(3.4) sisteminin yapisimt1 biraz daha yakindan inceleyelim. Eger sinir kosullan (3.2)
kollakasyon denklemleri arasinda uygun dagilmis iseler, elimizdeki sistem blok késegenli bir
yapiya sahiptir.

Ornek olarak ikinci mertebeden, iki nokta smir deger problemini ele alalim. Dért arahk
lizerinde tammli bir pargali polinom, 6. mertebeden spline'lar ile olusturulan bir yaklasim
fonksiyonu olarak segildiginde (3.4)'deki sistemin sol tarafi, sifirdan farkli elemanlan x ile
belirtilecek olursa,

xxx,x’x
XX X X X
x,x’xxx
X X X X|X'X x x x

XXX XX

/

XXX X[XXXXX
/

XX/XX

XXX X

/

XXX XX XXX

’
XX/XX
X/XXX
XXX XX|XXXX
XXX X X|XXXX

XXX XX

XXX XX XXX

XXX XX
XXX XX
XXX XX
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formunda bir yap: gbstermektedir.

Yukanda i. blok, (&;, &+1) aralifindaki k kollakasyon noktalarina ait denklemler ile bu
aralik igerisinde tanimli olan yan sart denklemlerinden kaynaklanmaktadir (i =1,...,1).

Biz bu lineer denklem sisteminin ¢6ziimii i¢in, blok 6zelligini g6z Oniine almadan,
skale edilmis satir pivotlama (scaled row pivoting) yontemi ile klasik Gauss Eliminasyonu
kullanacagiz.

o katsayilan elde edildikten sonra, y spline yaklagim fonksiyonu bulunur.
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BOLUM IV. UYGULAMA

y'+y=2e
y0=2 , y()=e+Cosl
denklem sisteminin ¢6zlimiinti B-Spline yaklagimi ile bulan program ve ekran goériintiileri :

/* MAIN.C */

# include "stdio.h"
# include "conio.h"

# include "math.h"

int *bsplvd(float t[] , int k , float x , int left , int nderiv);
int *bsplvb(float t2[] , int jhigh , int index , float x , int left);
int *kokbul(float km[][] , float sag[]);

int interv(int LXT,float X, float XT[]);

int *colpnt(int k);

int *knots(float breakp[] , int 1, int kpm);

int n;

float t[100];

float dbiatx[10][10];

float biatx[10];

float xk[100];

float rho[10];

main()

{

/I float breakp[] = {0.0,0.0 ,0.1,0.2 ,0.3 ,0.4,0.5 ,0.6 ,0.7 ,0.8,0.9,1.0};
float breakp[] = {0.0,0.0,0.2 ,0.4 ,0.6 ,0.8 ,1.0};
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intl=5,k=3,m=2, *p *p2 *p3 ,*p4,1,j left,s,kpm;
float colp[100] , w[100]{100] , b[100] , coz[100] , gcoz[100];
float hata[100];

rho[0] = 0.0;
colp[0] = 0.0;
xk[0] = 0.0;
coz[0] = 0.0; coz[1] = 0.0;
geoz[0] = 0.0;
hata[0] = 0.0;
for (i=0 ; i<=99 ; i++)
for (=0 ; j<=99 ; j++) w[il[j] = 0.0;
for (i=0 ; i<=99 ; i++) b[i] = 0.0;

clrscr();
kpm =k + m;
p = knots(breakp , 1, k+m);
p2 = colpnt( k );
/* Kollokasyon noktalarim hesapla */

for(i=1;i<=1;it++)
for(j=1;j<=k;j+t)
{
s=(i-1)*k+j;
colp[s] = (breakp[i+1]+breakp[i]+rho[j]*(breakp[i+1]-breakp[i]))/2;
}

/* Katsayilar matrisini bloklar halinde olustur */

left = interv( n+k+m+1 , breakp[1] , t )-1;
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p3 = bsplvd(t , kpm , breakp[1] , left, m+1);
for (j=1;] <=kpm; j++)
w[1](j] = dbiatx[j}{1];
for(i=1;i<=k*;it++)
{
left = interv( ntk+m+1, colp[i] , t)-1;
p3 = bsplvd(t , kpm , colp[i] , left, m+1);
for (j=1;j<=kpm;jt++)
wli+1][left-kpm+j] = dbiatx[j][1] + dbiatx[j]1[3];

left = interv( n+k+m+1 , breakp[1+1] , t )-1;

p3 =bsplvd(t , kpm , breakp[}+1] , left , m+1);

for (j=1;j<=kpm;j++)
w(n][left-2*kpm+j] = dbiatx[j][1];

/* Denklemin saj tarafim olugtur */
b[1]=2;
for (i=1;i<=k*;i++)bli+1]=2 * exp(colp[il);
b[n] = exp(1) + cos(1);
/* Denklemi ¢z */
p4 = kokbul(w ,b);
/* Kollokasyon metoduyla yaklasik cozum */
left = interv( n+k+m+1 , breakp[1] , t )-1;

p3 = bsplvd(t , kpm , breakp([1] , left , m+1);
for (j=1;j<=kpm;j++)
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coz[1] +=xk[j] * dbiatx[j][1];
for(i=1;i<=k*l;i++)
{
left = interv( n+k+m+1 , colpl[i] , t )-1;
p3 =bsplvd(t, kpm, colp[i], left , m+1);
coz[i+1]=0.0;
for(j=1;j<=kpm;j+t)
coz[i+1] += xk[left-kpm+j] * dbiatx[j][1];
}
left = interv( n+k+m+1 , breakp[l+1], t )-1;
p3 =bsplvd(t , kpm , breakp[l+1], left , m+1);
coz[n] = 0.0;
for(j=1;j<=5;j+)
coz[n] += xk[left-2*kpm+j] * dbiatx[j][1];

/* Gercek cozumu hesapla */

geoz[1] =2;
for (i=1;i<=k*l;itt+) gcoz[i+1] = exp(colp[i]) + cos(colp[i]);
geoz[n] = exp(1) + cos(1);

/* Hatay1 hesapla */

for (i=1;i<=n;i++) hata[i] = fabs( gcoz[i]-coz[i] );
/* Hesaplanan cozumu , gercek cozumu ve hatay: ekrana yazdir */
clrscr();

for(i=1;i<=n;i++)

{
printf("%f %f %f\n",coz[i],gcoz[i],hata[i]);
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if (=20 {getch();clrscr();}

}
getch();

int *knots(float breakpf] , int 1 , int kpm)
{

int iside,j,jj.ijj.k,1,m = 2;

float xside;

k=kpm - m;
n=1*k+m;
jj =n+kpm;
jJi=l+1
for(1=1; 1l <=kpm ; ll++)
{
t[jj] = breakp[jjjl;
=1
}
for(j=1;j<=1;j++)
{
=1
for(l=1;ll<=k;1l++)
{
t[jj] = breakpl[jjj];
=1
}
}
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for (1=1 ;11 <=kpm ; I1++ ) t[1l] = breakp[1];
return;

}
int *colpnt(int k)
{
int j;
float fkm,;
switch (k ){
case 1:rho[1]=0.0;
return;
case 2 :rho[2]=0.57735027,
rho[1] = -rho[2];
return;
case 3 :rho[3]=0.77459667,
rho[1] = -rho[3];
rho[2] = 0.0;
return;
case 4 :rho[3]=0.33998104;
rho[2] = -rho[3];
rho[4] =0.86113631;
rho[1] = -rho[4];
return;

case 5 :rho[4]=0.53846931;
rho[2] = -rho[4];
rho[5] = 0.90617985;
rtho[1] = -rho[5];
rho[3] = 0.0;
return;
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case 6 :rtho[4]=0.23861919;
rho[3] = -rho[4];
rho[5] = 0.66120939;
rho[2] = -rho[5];
rho[6] = 0.93246951;
rho[1] = -rho[6];
return;

case 7 :rho[5]=0.40584515;
rho[3] = -rho[5];
rho[6] = 0.74153119;
rho[2] = -rho[6];
rho[7] = 0.94910791;
rho[1] = -rho[7];
rho[4] = 0.0;

return;

case 8 :rho[5]=0.18343464;
rho[4] = -rho[5];
rho[6] = 0.52553241;
rho[3] = -rho[6];
rho[7] = 0.79666648;
rho[2] = -rho[7];
rho[8] = 0.96028986;
rho[1] = -rho[8];
return;

fkm=(k-1)/2;
for(j=1;j<=k;j+t)rho[jl=(j-1)/fkm-1;
return;

}



int *bsplvb(float t2[] , int jhigh , int index , float x , int left)
{

int Ixt,i,j = 1,jpl,k;
float deltal[100],deltar[100],saved,term,bas,top=0.0;

switch (index ) {

case 1 : goto index1;

case 2 : {j =jhigh - 1; goto index2; }
}

index1 :

=5
biatx[1] =1;
if (j >=jhigh ) return;

index2 :

do

{
pl=j+1;
deltar[j] = t2[left+]] - x;
deltal[j] = x - t2[left+1-j];
saved = 0;

for (i=1 ;i<=j; it++)

term = biatx[i] / (deltar[i] + deltal[jp1-i]);
biatx[i] = saved + deltar[i] * term;
saved = deltal{jp1-i] * term;
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}
biatx[jpl] = saved;
i=ipl;
}

while (j <jhigh );

return;

int LXT,ILO,IHLISTEP;
float X,XT[20],MIDDLE;

int interv(int LXT,float X,float XT[]) {

ILO=1;
IHI =1LO +1;

if (IHI < LXT)
{
if (X >= XT[IHI-1] ) goto SUB40;
}
else
{
if (X >= XT[LXT-1]) return LXT,;
elseif (LXT <=1) return 1;
}

ILO=LXT-1;
IHI=ILO;



if (X >=XT[IHI-1] ) goto SUB40;

if (X >= XT[ILO-1] ) return ILO;

ISTEP =1,

do {
HI=1LO;
ILO =1IHI - ISTEP;
if(ILO<=1)
{ ILO=1;
if (X <XT[0]) return 1;
goto SUBS50;
}

}
while (1);

SUB40 :

ISTEP =1,
do {
ILO =IHI;
IHI =ILO + ISTEP;
if (IHI >=LXT)
{

if (X >= XT[LXT-1] ) return LXT;

IHI = LXT;
goto SUB50;
}
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if ( X < XT[IHI-1] ) goto SUB50;
ISTEP =ISTEP * 2;

}
while (1);

SUBS0 :

do {
MIDDLE = (ILO + IHI) / 2;
if (MIDDLE = ILO ) return ILO;

if (X < XT[MIDDLE-1])
IHI = MIDDLE;
else
ILO = MIDDLE;
}
while (1);
}

float E(float km[][] , int i);
int p[100];

int *kokbul(float km[100][100] , float sag[])
{

inti,j=0,c,k2;
float piv,z,s[100],max;

clrscr();
s[0] = 0.0;
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p[0] =0.0;
/* Maximumlari bul */

for(i=1;i<=n;i++)
{
max=km[i][1];
plil=i;
for(j=1;j<=n;+4)
if(fabs(km([i][j])>max) max=km(i][j];
s[i]=max;

}

/* Satir sutun islemleri */

for(k2=1;k2<=n-1;k2++)
{
piv=0;
for(i=k2;i<=n;i++)
{
if((fabs(km([p[i]][k2])/s[p[i]])>piv)
{
piv=fabs(km[p[i]][k2])/s[p[i]];
=1
}
}
c=p[k2],p[k2]=p[j].p[j]=c;
for(i=k2+1;i<=n;++i)
{
z=km[p[i]][k2}/km[p[k2]][k2];
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km[p[i]]l[k2]=z;
for(j=k2+1;j<=n;++j)
{
km[p[i]][j]}=km[p[i]][j]-z*km[p[k2]][j];
}
}
}

/* Denklem sistemini ekrana yaz */

for(i=1;i<=n;i++)

{

for(j=1;j<=n;j++) printf("%+.4f " km[i][j]);
printf(" p(%d)=%d\n",i,p[i]);

}

/* Cozumu bul ve kokleri ekrana yaz */

for(k2=1;k2<=n-1;++k2)
{
for(i=k2+1;i<=n;i+t+)
sag[p[i]]=sag[p[i]]-km(p[i]][k2]*sag[p[k2]];

}

for(i=n;i>=1;i--)
xk[i]=(sag[p[i]}-E(km,1))/km[p[i]][i];

for(i=1;i<=n;i++)
printf("x(%d)=%f\n",i,xk[i]);

return;
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float E(float km[100][100], int 1)
{
int j;

float t=0.0;

for(j=i+1;j<=n;j++) t=t+km[p[i]]li] * xk[j];
return t;

}

int *bsplvd(float t[] , int k , float x , int left , int nderiv)
{
int ideriv,il,jlow,jplmid kp1,kplmm,ldummy,m,mhigh,gec;
float a[10][10],w[10][50],y[50],faktor,sum,;

int *p,s,1,j,2,*p2;

for(i=0;i<=k;it+t)

for (j=0;j<=11;j++) wli][j]1 = 0.0;
for (j=0;j<=11;j++) y[i]=0.0;
for(i=0;i<=k;itt)

for (j =0 ; j <=nderiv ; j++) dbiatx[i][j] = 0.0;

gec = ( nderiv <=k ) ? nderiv : k;
mhigh=(gec>=1)?gec:1;

kpl=k+1;

p =bsplvb( t, kpl-mhigh, 1, x, left);

for (s =1 ;s <=kpl-mhigh ; s++ ) dbiatx[s][1] = biatx[s];
if ( mhigh = 1) return;

ideriv = mhigh;
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for (m =2 ; m <= mhigh ; m++)
{
jplmid =1;
for (j =ideriv;j<=k;j++)
{
dbiatx[j][ideriv] = dbiatx[jp1mid][1];
jplmid +=1;
}
ideriv -= 1;
p =bsplvb( t, kpl-ideriv, 2, x, left);
for (s =1; s <=kpl-ideriv ; s++ ) dbiatx[s][1] = biatx[s];
}

jlow=1;
for(i=1;i<=k;i++)
{
for (j=jlow;j<=k;j++)a[j][i] =0;
jlow =i,
afi][i} = 1;
}

for (m =2 ; m <= mhigh ; m++)
{
kplmm =kp1 - m;
il = left;
i=k;
for (ldummy = 1 ; ldummy <= kplmm ; ldummy-++)
{
faktor = kplmm / ( t[il+kplmm)] - t[il] );
for G=1;j<=i;j++) ali](j] = (ali][] - ali-1]{j] ) * faktor;



il=1;

for(i=1;i<=k;

{

sum = 0;

i++)

jlow=(i>=m)?i:m;
for (j =jlow ; j <=k ; j++) sum = a[j][i] * dbiatx[j][m] + sum;
dbiatx[i][m] = sum;

}

}
} // end of bsplvd()

Cizelge 4.1 MAIN.C programinin ekran giktis1 ( L=5 i¢in )

X

YAKLASIK GERGEK

HATA

0,000000
0,022540
0,100000
0,177460
0,222540
0,300000
0,377460
0,422540
0,500000
0,577460
0,622540
0,700000
0,777460
0,822540
0,900000
0,977460
1,000000

2,000000
2,036139
2,160402
2,284971
2,357733
2,483474
2,610520
2,685271
2,815526
2,948683
3,027824
3,167233
3,311813
3,398761
3,553771
3,716985
3,258584

2,000000
2,022542
2,100175
2,178475
2,224586
2,305195
2,388179
2,437883
2,526304
2,619359
2,676056
2,778595
2,888635
2,956637
3,081213
3,216827
3,258584

0,000000
0,013597
0,080227
0,106496
0,133147
0,178279
0,222341
0,247388
0,289222
0,329324
0,351768
0,388638
0,423178
0,442124
0,472558
0,500158
0,000000
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Kollokasyon noktalart

Sekil 4.1 MAIN.C programinin verdigi sonuglara gére B-Spline fonksiyonlarini kullanarak
bulunan yaklasik ¢oziimiin grafigi ( L = 5 i¢in).

Fonksiyon

I EENYNEEYEEEE EE
§°EY"E8§°EYEY 75
o Qo O o o o o o o

(=)
Kollokasyon noktalari

Sekil 4.2 MAIN.C programimn verdigi sonuglara gére B-Spline fonksiyonlarim kullanarak
bulunan gergek ¢6ziimiin grafigi (L =5 igin).
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Cizelge 4.2 MAIN.C programinin ekran ¢iktis1 ( L=10 igin )
X YAKLASIK GERCEK HATA

0,000000  2,000000 2,000000 0,000000
0,011270  2,014489 2,011271 0,003218
0,050000  2,064296  2,050021 0,014275
0,088730  2,114161  2,088851 0,025310
0,111270  2,143228  2,11i1513 0,031716
0,150000  2,193288  2,150605 0,042682
0,188730  2,243543  2,189958 0,053585
0,211270  2,272905  2,213011  0,059894
0,250000  2,323600  2,252938 0,070662
0,288730  2,374662  2,293337 0,081325
0,311270  2,404578  2,317103 0,087475
0,350000  2,456378  2,358440 0,097938
0,388730  2,508749  2,400497 0,108252
0,411270  2,539529  2,425347 0,114182
0,450000  2,592993  2,468759 0,124233
0,488730  2,647272  2,513174 0,134098
0,511270  2,679280  2,539531 0,139748
0,550000  2,735064 2,585778 0,149287
0,588730  2,791947  2,633345 0,158602
0,611270  2,825605 2,661690 0,163915
0,650000  2,884472  2,711625 0,172848
0,688730  2,944759  2,763239 0,181521
0,711270  2,980553  2,794110 0,186444
0,750000  3,043368  2,848689 0,194679
0,788730  3,107970  2,905347 0,202623
0,811270  3,146451  2,939343 0,207108
0,850000  3,214195  2,999630 0,214565
0,888730  3,284137  3,062437 0,221700
0911270  3,325923  3,100222 0,225701
0,950000  3,399698  3,167393  0,232305
0,988730  3,476131  3,237570 0,238562
1,000000  3,258584  3,258584  0,000000
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