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OZET

Integral denklemler, ilk olarak XIX. yiizyihn ilk yansinda ABEL tarafindan bir
mekanik problemin ¢oziimii esnasinda ortaya ¢ikmig ve daha sonra en unlileri Louiville,
Volterra, Fredholm olmak iizere bir gok matematik¢inin de katkilaryla literatiirde
bugiinkii yerini almigtir. Bu tezin itk béliimiinde ABEL'in karsilash@ integral denklem ile
diger denklem tipleri hakkinda genel bir bilgi yer almaktadr,

Integral denklemlerin ¢oziimiinde genel olarak iki yaklagim kullamlmaktadir.
Analitik ve Sayisal yaklagim. Analitik yaklagimlar tezin konusunun digindadir. Sayisal
yaklagimlara 6n hazirlik olmas: amaciyla liglincli boliimde kullamlan yoéntemlerin bilinen
uygulamalarina ikinci boliimde yer verilmigtir.

Son olarak tgiinc bolimde integral denklemlere sayisal yontemlerle yaklayim ve
bu yontemlerin kullamlabilirliligi incelenmigtir. Son béliimde de goriilecegi gibi sayisal
yontemler analitik yontemlerle ¢oziilemeyen problemlerin ¢oziimiine énemli katkilarda
bulunmaktadir. Buna ragmen ¢ok az sayida sayisal ydontem bulunmaktadir.
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ABSTRACT

The Integral Equations initially was found in the first half of the 19th century by
ABEL during the solution of a mechanic problem and afterwards it has reached its
current value in literature by the involvement of many mathematicians, among which the
most popular ones are Louiville, Volterra, Fredholm. In the first section of this study
there exist general view about the integral equation that ABEL came across and other
types of equations.

In the solution of integral equations generally two approaches are used. Analytic
and Numerical approach. The analytic approaches are subjects out of this study. In order
to be an initial preparation to the numerical approaches, the known applications of the
methods used in the third section exist in the second section.

Finally in the third section the numerical approaches to the integral equations and
their utility is examined. As it is clearly seen in the last section the numerical methods
highly contribute to the solutions of the problems that cannot be solved by analytic
solutions. However only a few numerical methods exist.



BOLUM I
INTEGRAL DENKLEMLERE GIRIS

1.1. TANIM

Bilinmeyen fonksiyonun, y(x) gibi, integral isareti altinda bulundugu denklemlere
Integral denklem denir. Bilinmeyen fonksiyon sadece integral isareti altinda mevcutsa
denklem 1. tipten, integralin disinda da mevcutsa denklem 2. tiptendir. Yine bu
fonksiyonun lineer olup olmamasina bagh olarak denklem lineer ya da lineer olmayan
denklem adimi alir. Ayrica integral denklemde integralin smirlan sabitse denklem bir
Fredholm tipi integral denkem; simirlardan biri, genellikle iist sinur, bagimsiz degigken ya
da bagimsiz defiiskenin bir fonksiyonuysa denklem Volterra tipi bir integral denklemdir.

Baglica denklem tipleri :

b
f(x)= J' K(x,t)y(t)dt homojen olmayan 1. tip Fredholm denklemi,

2

b
y(x) = f(x)+A[K(x,t)y(t)dt  homojen olmayan 2. tip Fredholm denklemi
b
y(x)=AK(x,t)y(t)dt  homojen 2. tip Fredholm denklemi,
y(x) = f(x)+A[K(x,t)y(t)dt  homojen olmayan 2. tip Volterra denkemi,

f(x)= JK(x,t)y(t)dt homojen olmayan 1. tip Volterra denklemi.

Bu denklemlerin tiimiinde gekirdek fonksiyon olarak adlandirilan K(x,t) ve f{x)
fonksiyonlan ile A parametresi bilinmektedir. Yukanda da gorildagi gibi f{x)#0 ise
denklem homojen olmayan integral denklem adim almaktadir. Bu nedenle fix)'e
homojenlifi bozucu fonksiyon da denilmektedir.

Bir integral denklemin, smurlanindan biri sonsuz olursa, Kxy) veya f(x)
fonksiyonlarinda tekillik varsa ya da bu yapilann baz kombinasyonlan bulunuyorsa;
boyle integral denklemlere tekil (singiiler) integral denklem denir.



1.2. ¢OZUM KAVRAMI

Bir integral denkemi 6zdes olarak saglayacak bir y(x) fonksiyonunun bulunmas:
siirecine denklemi ¢6zmek denir. Denklemin ¢éziimi olarak bulunan y(x) fonksiyonu
integral isareti i¢indeki yerine konulup islemler ilerletildifinde, sonugta esitlifin diger
yamndaki fonksiyon bulunur ki bu da ¢6ziimiin saglamasidir.

Bugiine kadar integral denklemlerin ¢oziimiinde iki genel yaklagim kullamlmustir.
Bunlardan ilki analitik yaklagimdir ve serileri, transformlan, ozel fonksiyonlan v.b.
kapsar. Diieri sayisal yaklagimdir ve analitik yaklagima gére daha geneldir. Buna ragmen
sayisal yaklagimlar tam olarak gelistirilmemigtir. Bunlardam birkag pratik yéntem (B6liim
I1I)'te incelenmistir.

1.3. INTEGRAL DENKLEMLER ILE DIFERANSIYEL DENKLEMLER
ARASINDAKI iLISKI

Baslangig kosullanyla verilmig bir lineer diferansiyel denklem, bir simr problemi
olarak bir integral denkleme karsilik gelebilir. Benzer sekilde bir integral denklem belirli
kogullar altinda bir diferansiyel denkleme doniigtiiriilerek incelenebilir. Bu dénisiimlerin

her zaman kolaylikla gerceklesebilen uygulamalan olmamakla birlikte bazi durumlarda
konuyla ilgili 6nemli katkilann bulunabilir.

1.3.1. integral Denkiemlerin Diferansiyel Denklemlere Déniigtiiriiimesi

y(x) = £(x)+4[K(x,t)y(t)dt

gibi homojen olmayan 2. tip Fredholm denkleminde Leipnitz formiilii uygulanarak
integral denklem bir diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir.

Hatirlatma: Leipnitz formiili;

b()‘) b x)
dx If(x tydt = ] —'%,{(_‘tldt"'[ (x b(x ))]db(x) [f(x a(x))]da(x)

a(x) a(x)
Leipnitz formiliiniin 2. tip Fredholm denklemine uyarlani ise,

da(x) _ db(x) _ 0

a(x)=a, b(x)=b = . ™




d t o
= j K(x,t)y(t)dt =!5;[K(x,t)y(t)]dt (1.1)

seklinde olacaktir. Denklem Volterra tipinde olursa
yO=Reer+ K (x, Dy (D)dt

_ da(x) _ db(x)
a(x)=a, b(x)=x = ™ =0, " =1

%IK(x,t)Y(t)dt = ng-[K(x,t)y(t)]dt +K(x,x)y(x) (1.2)

seklinde olur.

Elde edilen (1.1) ve (1.2) denklemlerinde integral isaretinden kurtuluncaya kadar
sirdirilecek ardigtk tiirev iglemleri ile integral denklemler diferansiyel denklemlere
donigtiirilmils olacaktir. Ulasilan bu sonug her zaman verimli olmayabilir. Elde edilen
diferansiyel denklemin bilinen bir ¢oziimii varsa yani ¢oziilebiliyorsa integral denklemin
¢6zimiine yardim edebilir. Diferansiyel denklemin ¢6ziimii genel .¢6zim formunda
olacagindan integral denklem igin bir ¢6ziim olugturmaz. Ancak diferansiyel denklemin
genel ¢oziminiin igerdidi keyfi sabit sayisina bagh olarak, bu da diferansiye! denklemin
derecesiyle iligkilidir, integral denklemden elde edilen baglangi¢ kosullaniyla yeniden
diizenlenen ¢oziim aym zamanda integral denklemin de ¢oziimii olacaktir.

Ornek 1.1.

y(x)=2x+ j.4(x —t)y(t)dt

integral denklemini diferansiye! denkleme déniigttirelim.

Terim terim tiireterek, Leipnitz formiili uygulanirsa,

yx)=2x+ I4(x— t)y(t)dt.
4]

y)=2+ -&d;:[‘t(x —-t)y(t)dt



yx)=2+ I-a%-[4'(x ~t)y(t)]dt +4(x~x)y(x)

y'(x)=2+ ]‘4y(t)dt

X

y'(0) = [ Z(ay()de +4y(x)

y' (%) = 4y(x)
Buradan,

y'-4y =0 diferansiyel denklemi elde edilir. Elde edilen bu denklemin ¢oziimii;
P-4=0 — P=4 -—>r==2
y = c,e+c,e™ formunda olacaktir.

Bu sonucun integral denkleme ait olabilmesi i¢in ¢;, ¢, keyfi sabitlerinin integral
denklemden elde edilecek baglangi¢ kosullanyla belirlenmesi gerekir.

y(0) = 0+ [4(0-t)y(t)dt, y(0)=0

(]
y'(0) =2+ [4y(t)dt y'(0)=2
0
Bu baslangi¢ kosullaryla,
y=ceX+ce™, 0=ce’+ce’, O=c +¢, € =-C

Y =-2c,6% +2c,6%, 2=-2¢,e"+2ce’, 2=-2¢+2¢, olur.
Elde edilen iki denklemden,
-ch + 2(‘01) =2

“4c, =2

, c, =—;— olugturulur.

y= —le”z" +Le  elde edilir.
2 2

=]



1.3.2. Diferansiyel Denklemlerin Integral Denklemlere Déniistiiriilmesi

Konunun kolay anlagilabilmesi igin ikinci derece lineer diferansiyel denklemden
olugan bir baslangig deger problemi alirsak,

y" + AX)y +B(x)y = f{x) (1.3)
ve baglangi¢ kogullan da,

y@=yo . Y@=y (1.4)
seklinde olacaktir.

Denklem (1.3) y" igin ¢6ziliir ve (a,x) aralifinda integre edilirse,

:‘[y"(t)dt = —TA(t)y’ (t)dt— jB(t)y(t)dt +]f(t)dt

denklem (1.4) kullamilarak,

¥ (X)=y'o == A1)y (t)dt - [ B(t)y(t)de+ [£(t)dt

elde edilir. Sagdaki ilk terime kismi integrasyon uygularur ve denklem diizenlenirse,

¥ () = ~AX)Y(x) - [[B) - A'(D]y()dt + [£(1)dt + Aa)y, +Y's

elde edilir. Tiim ifade bir kez daha integre edilirse,

y(x)-y, = —]‘.A(t)y(t)dt ~ IT[B(t) —A'(t)y(t)dedt, +]'Tf(t)dtdt2

X

+{[AGa)y, +y's it

a

Asagndaki bagint: kullandarak,

£ oy K

T"'Tf(t)dtdtz...dtn= 1

P j (x— )™ F(t)dt

buradan,



y(x) = — j A()y(t)dt~ j (x-t)[B(t) - A'(H)]y(t)dt + j (x - t)f(t)dt

+[A(a))'o +y' ](X —a)+y,

Bu ifade diizenlenirse,

X

y(®) =-[[A@®+x-)[BM-A'®](0dt+ [ (x- ) (t)dt

a

(1.5)
+[A(a)YO +y's ](X —a)+y,

K(x,t)= (t-x)[B(t) - A'(1)] - A(t) ve

F(x) = [(x- ()t +[A(a)y, +¥', [(x—a) +Y,

olarak alirsak, denk. (1.5);
y(x) = [K(x,t)y(t)dt+ F(x) seklini alr.

Bu sekilde bir lineer diferansiyel denklem bir integral denkleme déniistiiriilmiis

olur. Dikkat edilecek olursa, elde edilen integral denklem 2. tip Volterra integral denkemi
goriniimiindedir.

Ornek 1.2.
d’y  dy
—4+2—=+43y=0, ) =v'(0)=1
e Pl T y(0)=y'(0)

denklemini integral denkleme doniigtiirelim.
y'=-2y -3y

_Ty"(t)dt = —Izy' (t)dt —T3y(t)dt

y' (x)-y'(0) = -2[y(x) - y(0)] - 3 y(t)dt



Y(x)1=-2y(x)+2- 3jy(t)dt

Tekrar integre edersek,
[ytdt=-2 [y(tydt+[3dt-3[ [y(t)atdt,
0 0 0 00

y(x)-1=-2

(= 1

y(t)dt+3x— 3j(x -1)y(t)dt

y(x)=3x+1- j[3(x -t)+ Z]y(t)dt bulunur.

1.4. ABEL INTEGRAL DENKLEMI

1.4.1. Tanim

Abel, 1823'de bir mekanik problemi incelerken, agafidaki sonugla kargilagmig ve
boylelikle integral denklem kavrami ortaya gikmustrr.,

Abel'in inceledifi mekanik problem:

Diigey diizlemde verilmis bir egri tizerindeki herhangi bir A(x,y) noktasindan, ik hiz
olmayan bir cisim serbest olarak birakiryor. Bu cisim,

F=mg

kuvvetinin etkisiyle hareket edecektir. Koordinat sisteminin baglangig noktas: olan 0
noktasina gelmesi i¢in gegecek olan siire T olsun. O ve A noktalan arasindaki bir B(E,n)
noktasi alahm. OA yay s ile gésterilirse, B noktasinda cismin iz,

A(xy)
& D)

dt

B(&m)
olur. Integre edersek,

(= _}___ds___
a2e(x—&) ©



Biitiin siireyi hesaplamak i¢in;

yazilabilir.

o A

Tres lmx 3)

Eger egrinin denklemi verilmisse, s yay:  cinsinden ifade edilebilir. Dolayisiyla ds'de;
ds=u(§) d&

seklinde d€ cinsinden ifade edilgbilir. Bu yukandaki ifade de yerine konursa,

_]“ u(€)dg
o v28(x-¢&)

bulunur. Diger yandan egrinin tamam igin T siiresi x'in bir fonksiyonudur. Bunu f{x) ile
gosterirsek,
f(x)= ————*—u(&)d& (1.6)
‘[\/2 (x-8)

seklinde Volterra tipi bir integral denklem elde edilir. Bu denkleme Abel integral
denklemi denir.

1.4.2. Abel integral Denkleminin Géziimii

Denklem (1.6)'da ,

V2ef(x) = F(x)

olarak gosterilirse,

F(x) = I—“@—da elde edilir.

o vx—§

Burada gekirdek fonksiyonun

K(x,8) =

1
Vx-¢



x=E igin tekil bir fonksiyon oldugu goriilmektedir. Bu da Abel integral denkleminin bir
tekil (singiiler) denklem oldufunu gosterir. Bu denklemi ¢dzmek igin, esitlifin her iki
yam 1/+u—x ile arpilir ve x'e gore, 0 ile u arasinda integre edilirse,
u(€)dg -
dx elde edilir.
‘[ 5 Vu— x‘[

2 0

Integrasyon sirasimt degistirmek amaciyla su durum gozoniine ahnabilir: x, 0 ile u
arasinda degismektedir. x'in her deZeri igin de &, O ile x arasinda bir deger almaktadir.

Yani her £ degeri igin x, £'den u'ya kadar defigirken, £ de O ile u arasinda degigecektir.
Boylelikle,

u—x

u

tF(x)dx _ t dx
‘! Ju-x —'([u(g)dg',[\/u—x\/x-é

yazilabilir. Burada,
]’- dx
xJu—xe—&

integralinde, x=£ + (u-£)t doniigiimii uygulanirsa,

u dx 1
;[\/u—x\/x— ;[\/1 t4t

olur. t=sin’a déniisiimii ile bu integralin degeri © olarak bulunur. Buradan,

4
j e = x[uE)d
veya
j (E)E == j i
bunu da E'ye gore tiiretirsek,

F(x)

(&)-—-—~—j -
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elde edilir. Eger F(x) sabitse,
F(x) = 2g f{x) = sabit=¢

demektir. Bu durumda diigme zamani yiikseklikten bagimsizdir,

& =u(g)

oldugu hatirlanirsa,

ds _1 dJ- F(x) o

g Tk

g nd?’;

olur. Buradan,

4
=lj F(x) - ix yaziabilr
KO

Yukandaki sart uygulanirsa,

—-X

2¢ % i
s= Vg j—f(.’idx -<f dx
T3 Ty ,/F, —-X
olur ki, boylece islemler ilerletildiinde,

Ve

elde edilir. Burada s, verilen egri yayinin uzunlugudur.

Ss=

all
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BOLUM II
SAYISAL YONTEMLERE BIR BAKIS

2.1. GIRIS

Bu bélimde bulunan birkag sayisal yontem (Bolim IIT)'de kullanilan yéntemlerin
temel halleridir. Bolim III'de bu yontemlerin integral denklemlere uygulamglan soz
konusudur ve konunun daha iyi anlagilabilmesi agisindan burada incelenecektir.

2.2. LAGRANGE INTERPOLASYON FORMUL{

En basit sekliyle egrinin iki noktasindan gegen dogruyla, egriye yaklagimdir.

Dogrunun denkemi,
y=ax+b dir.
dir. x, ve x, noktalan igin
Yo=axtb
yy=ax;+b
Bu denklemlerden,
¥1 - Yo = a(X; - Xo) (21)
elde edilir. Buradan,
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Y1~ Yo
Xy~ X,

a= elde edilir.

X;/  yo=axytb

X/ yi=ax+tb

X1¥o = aXeX; + bx,

- Xoy1 = aXgX; T bx,

X1 Yo = Xo¥1 = b(X;-X5)
Buradan da,

b= 1Y2 " %Y1 elde edilir.
X~ X
Bulunan a ve b degerlerini denklem (2.1)'de yerine koyarsak,

= X —-X
Yi—Ys X+ Yo ~ XY
X, =X, X, — X,

y:

(x, —X)+ (x—x,)

Y=Y Y. 2.2)
X, — X, X, — X,
y = P1(X), Lh() = XI —X ve Ll,l = X xo
X, — X, X, — X,
alirsak denklem (2.2),
Pi(x) =yoLio+yiL; olur.
Nokta sayisini 3'e gikartirsak,

_ (x—x, )(x-X,) (x—x,)(x~-X,) (x—x,)(x—x,)
F2(0) =¥, (%o —x; )(%, —x2)+ ] (x; —x4)(x, "x2)+ : (x; =%x0)(x, — %)

elde edilir. Bu aym zamanda,

Py(x) = yo Lop T y1 Loy +yola,
seklinde de ifade edilebilir. n+1 nokta igin n. polinom ise,
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P.(x)=Y¥Loi Lagrange polinomu
i=0
2 (x—x;)
Lo = : Lagrange garpan
(%) lj:! (xi _ xj)
Jei
Ornek 2.1.

X 0 1 2
y 1 2 4
Lagrange interpolasyon formiilii ile f{x)=P(x)'i bulun.

3 nokta verilmig. O halde,
P )=yl tyi Lo tyls, 'n kuﬂanaca}glz.

L. = (X'—X,)(X—Xz) ___(x-—l)(x-—?.)
0 (xg =% )(x4 —X,) 2

x(x—-2 x{x—-1
Lz,oz—(—:_l—)' I-‘z,zz'—(",,—'2

Buradan, Pz(x)=% x? + ;1’—x +1 bulunur.

2.3. SAYISAL INTEGRAL

3.3.1. Trapez (Yamuk) Ydntemi

(2.3)

(2.4)

Bu yontem en basit anlamda (a,f{a)) ve
(b,f(b)) noktalanndan gegen dogru
yardimiyla f{x) fonksiyonuna yaklagim
esas alir. Yani gekilde de gorildiigia gibi
flx)in olusturdugu alana, yamugun
alantyla yaklagilmaktadur.
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I= (b a)[f(a)+f(b)]

fix)e en iyl yaklagm (ab) araiginin mimkiin oldugunca kﬁ{:ﬁk olmasiyla
gerceklesecektir. Bu amagla boyle bir integrali genig aralikta hesaplayabilmenin en iyi
yolu; integral aralifim n kugiik pargaya bolerek olusturulan bolgelere yontemin
uygulanmasidir. Boylelikle integralin yerine gececek bir toplam elde edilir. Hesaplamanin
kolay olmasi igin n kiigiik arahg: esit olarak ahrsak,

b-a

nzl h= . X; = atih (i=0,1,...,n)
n

I= j fx)dx=3" f £(x)dx

i=1 X1

n

Z{ [F(x)+f(x )]}

i=]

flx) =1 olmak iizere,

In=—l;—(f0 +2f + 26+ .+ 26+ £) 0>l (2.5)

olur. d; agirlik katsayilan olmak iizere,

In = ngfx
pasy
di=[d;, dy, ...., d.] =h[1/2, 1, 1, ...,1, 1/2] (2.6)
Ornek 2.2.

3
[ 3x*dx integralini n=4 igin Trapez yontemi ile hesaplayalim.
1

b—a=§—.4—>_l'=0’5; x0= 11 xl=l75, X2=2, X3=2,5 vex4=3 01ur'
n

fix) = 3x°
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Denklem (2.5)den, I= -g(f0 +2f, +2f, +2f, +f,)
fix)=£=3.1"=3, £=3.(1,50=6,75 £=3(2)=12
f,=3.2,50=18,75, f,=3.(3)=27

I=9;§[3 +2.(6,75) +2.12 +2.(18,75) + 27]

I=26,25

Integralin gergek degeri ise,

3
j3x2dx=3x2 f =31 =27-1=26"dr.
1

n biyiidikge trapez yontemiyle bulunan deger gergek degeri daha iyi yansitacaktir.

3.3.2. Simpson Yoéntemi

(2.2)de verilen Lagrange interpolasyon polinomlan ile [a,b] arahfinda f{x) fonksiyonuna
ikinci dereceden bir polinomla yaklagalim.

_ a+b
Xo=a, X =-—0,

a—~

X, = b olmak iizere

b
12=Jl|: (X—X‘)(X"xz) f(x0)+ (x_xo)(x-—xz) f(xl)+ (x"xo)(x"xl))f(xz)}jx

(% =%, )(%4 —X;) (x; = %4)(%; —%,) (x; =%,)(x; - %,

= %[f(xo ) +41£(x,) +£(x,)]

Simpson yéntemi [a,b] aralif igin,

h a+b
12=—3—|:f(a)+4f( 5 )+f(b)]

Simpson yontemi, trapez yonteminden daha yakin sonug verir. Ancak bu ydntemde de
[a,b] aralif genis bir aralik ise, bu arah@ n>2 olacak gekilde ift n tane alt aralifa bolerek
daha iyi bir yaklagimda bulunuruz. Béylelikle genel formiil;
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h= R X; = atih (i=0,1,...,n) olmak tizere

n/2 X

I= J-f(x)dx z J-f(x)dx Zh[le 2 H4f5, +f21]

i=1 x,, 2 i=]

seklinde yazilir ki bu da,

I, =%(ﬁ,+4f‘1 +2f, +4f+ .+ 2f, +4f,, + 1] 2.7

seklinde ifade edilir. Agirlik katsayilan ile gosterirsek;

I, =§n:difi

i=1

d=[di,d,....d.] = /3 [1,4,2,4,....2,4,1] (2.8)

Ornek 2.3.

Ornek 2.2'deki integrale bu sefer Simpson yéntemini uygulayahm.

b-a 3-1

n=4 — h= —_—
n 4

=0,5

Denklem (2.7)'den,

I=h/3 (f, + 4f, + 2f, + 4f, + £,)

I1=0,5/3 [3+4(6,75) + 2.12 + 4.(18,75) + 27]
=26

Gorildagi gibi bulunan defer gergek defere esittir ve Simpson yontemi trapez
yonteminden daha iyi sonug vermigtir.

2.4. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI

2.4.1. Ikinci Derece Runge-Kutta Formiili

y =f{x), y(xo) = Yo (2.9)
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baglangi¢ deger problemi verilsin ve h = x; - x;, adim uzunlugu olsun.

k; = hf{x,y)

k, = hf{x+mh,y + mk,) (2.10)
olmak iizere,

y(x+h) - y(x) = ak; + bk, (2.11)

oldugunu diiinelim. a,b,m sabitler olmak iizere 2. dereceden tiirevli terimlere kadar
Taylor seri agilimi yapalim.

y(x+h) = y(x) + hy'(x) + 1/2 h’y"(x) (2.12)
veya,

y(x)=fixy)=f , y"(x)=f + f, f=F, olmak tzere,

y(c+h) - y(x) = b + ZHFF, @13)

olur. Benzer hesaplama iglemleri ile k; ve k;;
k,=hf k,=h[f+ mhF]
olur. Bunlan denklem (2.11)'de yerine koyarsak,
y(x+th) - y(x) = ahf + bh{f+mhF,]
= (at+b)hf + mh’F, (2.149)
bulunur.Denklem (2.13) ile denklem (2.14)'iin ikinci taraflan da esitlenirse,

b +Lh?F, = (a+ b)hf + bmh?Fden
2

athb =1 ve bm=% bulunur. m'i 1 veya % almak kural haline gelmistir. Ornegin m=1

alinirsa, a=—;— b=%— bulunur. O zaman 2. dereceden Runge-Kutta formiilii, genelde m=1
i¢in;
k, =hflx,y;), k,=hf{x+h, y+k) ‘ 2.15

olmak (izere,
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1
Y =Y+ ‘2‘(k1 +ky) (2.16)

bulunur.

Ornek 2.4.

y = 2xy, y(0)=1 baslangic deger problemine 2. dereceden Runge-Kutta
yontemini uygulayalim.

h=0,1 olsun. x,~0, x,=0,1'deki degeri denklem (2.15) ile,
ki =h(2xy), k=0,1(2.0-(-1))=0,1

ks, = h(2(xgth)-(ys7k), k; = 0,1(2(0+0,1)-(-1+0,1)=0,11

Denklem (2.16)'dan

1
¥Y1=Y +;(k1 +k,)

y, = —1+-;—(o,1+0,11) = —1+—l-(0,21) =-1+0,105

y; = -0,895 bulunur.
y=¢e™+2x -2 problemin ger¢ek ¢6ziimiidiir. Bu noktadaki gergek deger ise,

v(0,1)=¢" +2(0,1) - 2 = -0,8952 'dir.

2.4.2. Dérdiincii Derece Runge-Kutta Yontemi

ki = hf{x,y)
k, = hf{x+mh, y+mk,)
k; = hf{x+nh, y+nk,) (2.17)
k, = hf{x+ph, y+pks)
olmak uzere,
y(x+h) = y(x)+ak,+bk,+ck;+dk, (2.18)
olsun. a,b,c,d,m,n,p sabitler olduunda 4. dereceden tiireve kadar Taylor seri agihmu ile,
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y=fixy)=f

y'=f+ff=F

y" = £, + 2ff, + {2 £ + £(fHT) ,
F,=f, +2ff, + f*f, alnarak, y"=F,+£F, (2.19)
ve

§O = £+ 3T, + 362, + 3, + G 2M, + 76,) 3EHDEHE, HLEAS)
F, = f + 3., + 3%, + £f , alinarak

y™ =F,; + £F, + 3F (§,+,)+*F,
alindiginda, Taylor agihm,

y(x+h) =y(x) + hy'(x) + é‘hZY"(x)*-é‘WY'"(X) + -;Zh“y‘m(x)'den
yOxrh) =y() + hE + B, +=h° (F, +£,F,)

+-;Zh4 [F, +8,F, +3F, (£, + ) + % |+... (2.20)

haline gelir. Denklem (2.17)'deki, k., k;, ve k ifadelerini yine Taylor seri agihmu
yardimiyla, 6rnegin,

21,2

Y Germb) = ﬂx)w‘mhy"(x))r%‘?‘ y o+ 2

3

yV(x)+...

oldugundan, denklem (2.19)'daki kisaltmalar: kullanarak,
kl = hf

k: = h[FrmhF, + - m*h’E, +%m3h3F3+...] @.21)
= h[f+ b, +-;~h2 (n°F, +2mnfyF,)+%h3[n3F3 +3m?nf,F, + 6mn’ (£, + 5, )F, ]+]

k, = h[f+ phF, + %h’(p’FﬁanF, )+—16-h3[p3F3+3n2pf,F sHonp?(f,+HE,)F, +6mnpf’F, 1+...]
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seklinde yazabiliriz. Denklem (2.21)'de bulunan bu degerler denklem (2.18)'de yerine

konup, denklem (2.20) ve denklem (2.18) ile elde edilecek bafintinin sag taraflan
esitlenirse, yani

y(x+h) = y(x)+(a+b+c+d)hf+(bm+cn+dp)th,+% (bm*+¢n’+dpH)h’F,

+% (bm’*+cn*+dp*)h*FsHcmn+dnp)h*f F ,+—;— (cm’n+dn’p)h*fF, (2.22)

+ (cmn*+dnp’)h*(f,+,)F, +dmnph*fF,+...
ile denklem (2.20) esitlenirse,

atb+c+d =1

bm+cn+dp=

|-

bm* + cn’® + dp* =

seklinde sekiz denklem bulunur. Genellikle keyfi bilinmeyenler m=n=-2— segilir. Buna gore
¢oziim yapilirsa,

p=1, a=d=-1-, b=c=-—l- olur.
6 3

O zaman 4. derece Runge-Kutta formiilleri,
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h k
k, =hflxy) , k= hﬁx""i', y+-;)’-) (2.23)

k3 = hKX+%3 y+% )a k4 = hf(x-l'h’ y+k3)

olmak iizere,

y(x+h) = y(x) + é(kl+2k2+2k3+k4)+0(h5) olarak bulunur.

Ornek 2.5.

y =2y-%x, y(0)=i— olan baslangi¢ deger problemine 4. derece Runge-Kutta yéntemini
uygulayarak y(0,1)=?
Gergek ¢oziim: y = %(sz +2x +1)'dir.

h=0,l » ﬂx,y)=2y_x2
Denklem (2.23) ile,

k, =0, 1(2.%-02) =0,05

k, = 0,1(2(:1{+9’79§)- (o+—°—;1)2) =0,05475

1 0,05475
k3 =0, 1(2(24‘ >

)-(0 +0—;l—)2 ) =0,055225
k, =0, 1(2.(% +0,055225) - (0+0,1)*) = 0,060045
Yiv Vi + ‘é’(k; + ?-kz + 2k3 + k4) ‘den

y(0,1)=0,25 + %(o,os+2.(o,os475) +2.(0,055225) + 0,060045)

=0,304999166
yuvarlatilmig y(0,1) = 0,305 olur.
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Gergek ¢oziimden
y(0,1) = %(.’Z.(O,l)2 +2.(0,1)+1)

y(0,1) = 0,305
4. derece Runge-Kutta yontemi gok ¢ok kiigiik bir hata ile sonuca yaklagmustir.

Runge - Kutta yontemi bu sekilde R-derece'ye kadar yazlabilir. Ancak uygulamalarda
genellikle, islem sayisinin azhifs ve sonuglannin yeterince yakin olmasi yiiziinden, 4.
derece Runge-Kutta yontemi kullamlmaktadr.

2.4.3. R-derece Runge-Kutta Yéntemi

Genel olarak R-derece Runge Kutta yontemi

Ynﬂ - Yn = h¢(xnayn,h)

o(xy,h) = Z c.k,

k; = f{x,y) (2.24)
r-1
k.= flx+ha,, y+h} b k,) r=23,.,R
s=1
r-1

&=»b,, r23..R
s=1

formiilleriyle hesaplanir. Burada c,, a,, b sabitlerdir.
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BOLUM i
INTEGRAL DENKLEMLERE SAYISAL YAKLASIM

3.1. GIRIS

Integral denklemlerin ¢6ziimii igin (Bolim 1)de de bahsedildigi gibi iki yaklagim
bulunmaktadir. (Analitik ve sayisal yaklagimlar) Bunlardan biri olan sayisal yaklagimlar
integral denklemlerin ¢oziilmesi i¢in daha iyi yontemler olmakla birlikte fazla
gelistirilmemiglerdir. Bu boliimde baz saysal yéntemler incelenmigtir,

3.2. CEBIRSEL DENKLEM KUMELERIYLE FREDHOLM DENKLEMLERINE
YAKLASIM (SONLU FARKLAR YONTEMI)

Fredholm integral denklemi, n—<o iken n tane cebirsel denklemin toplamimn limiti olarak
g6z online alimirsa, bu yolla elde edilen ¢6ziim Fredholm denklemi igin bir yaklagik
¢oziime denk gelebilir.

Bu amagla ,
b
I=[f(t)dt GB.1)
seklinde bir belirli integral,

1= lim 3" £(x, J(Ax), (3.2)

olarak tanimlanmgtir.

Gorildugii gibi (a,b) arais (Ax),, ..., (AX), boyutlannda n alt aralifa béliinmiigtiir. Ve x,
k. alt aralifin bir noktasidir. I'y1 (a,b)'de x,, x;, ..., X,..., X, geklindeki n tane noktada f{x,)
ordinatlaninin afirlikh toplam olarak ifade edersek,

o3 duf(x,) (3.3)

olur. Burada d,, x, noktasina bagh bir agirhk katsayisidir. x,, X, ..., X, noktalan esit
aralikta ise trapez (yamuk) ya da Simpson kurali ile daha iyi yaklagimlarda bulunulabilir,
X; Ve X, sirastyla x=a ve x=b ug nolctalanylg tantmlanir ve sabit ara.lﬂc h olarak segilirse,
yani,
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(n-Dh=b-a (34
afurhik katsayilan da denklem (2.6) ve denklem (2.8)'deki gibi segilir.
Ayn yol ile,

y(x)=F(x)+le(x,t)y(t)dt 3.5

integral denklemine asafiidaki sekilde yaklagilabilir.

¥ = FE) + A3 d, K (x,%,)y(x,) 3.6)
k=1

burada x/lar (a,b)de segilmis noktalardir. d, sabitleri ise afirhk katsayilarina kargihk
gelmektedir. Denklem (3.6)'min her iki yanunin n noktada egit oldugunu kabul edersek,

YO =FG) + A K (s, xy(s) i=12,..n 3.7)
k=1

n lineer denklem ve n tane bilinmeyen y(x;),...,y(x,) elde edilir. y(x;)ler bilinmeyen y(x)
fonksiyonunun n noktadaki yaklagik degerleridir.

y=y(x), F=F(x) ve ki=K(x,x;) (3.8)
kisaltmalarim kullanirsak.
vi=F+1> d,K,y, (i=1,2.....n) 3.9)

k=1

olur. (Burada K;; x=x; ve t=x; oldugiunda K(x,t)nin degeridir). Denklem (3.9)'u matris
formunda yazarsak,

Y =F + AKDY (3.10)
Burada,
f Y,
f )
F= .2 , Y': ')’.. , K"—'—'K‘J (311)
f, Ya

ve
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Dz{dfdi i=j
d;=0 1#]

seklinde diagonal bir matristir. Dolayisiyla istenen denklem sistemi,
[I-AKD]Y=F (3.12)

I, n. dereceden birim matristir.
Ornek 3.1.

y(x) =x+ [K(x,t)y(t)dt

integral denklemine sonlu farklarla yaklagalim,

K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu,
x(1-1) x<t . .
K(x,t) = klindedir.
(x.1) {t(1~x) X>t >

Bu integral denklem, y(0)=0, y(1)=1 smnir kogullanyla birlikte —3%+ y = 0 diferansiyel
denklemine karsilik gelmektedir. Kesin sonug buna gore, y(x) = %’f seklindedir. n=5
alirsak, esit aralikh noktalarimiz,

=0, x,=1/4, x;=1/2, x,=3/4 vexs=1
olur. K matrisi ise,

Ki =K(x, x;) =0(1-x)=0

Kis=x; (1-1)=0

K,;=0(1-x)=0

Ki=x(1-1)=0 (,=1,2,...,5)

. 1 1 1
ve 6rnegin Ky; = K(x,, X3) = Z(l -5)= 3

boylelikle K matrisi
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0 0 o© 0
0 3/7 1/8 1/16
K={0 1/8 1/4 1/8
0 1/16 1/8 3/16
0 0 0 0

o O O O O

L

seklinde olacaktir. h=1/4 alndiginda, denklem (2.3)den yamuk kuralmin agrhk

katsayilari,

[dl’ d2a d3a d4a dS] = h[llza 1’ 1: 1’ 1/2 ]

dl = 1/8, d2= 1/4, d3= 1/4, d4 =1/4 ve d5 =1/8

D matrisi ise, kosegeni afirhk katsayilanindan olugan diagonal matristir. Buradan KD

¢arpimi, K'nin 6zel durumundan dolay1 %K'ya esittir.

Y=lyi 2 Vs V4 ¥5 ]T F=[f, £, £; £, §; ]T
f{x) = x oldugundan; f=x, f;=x,, ..., fy=x;'tir.
[[-AKD]Y = Ften, A=1

[I - %‘K}Y = F sistemimizin ifadesidir.

Y1=0
et r. 1. _1
64Y2 E)ﬁ 64Y4—4
oo 1o 1
327271673 T3 Y T
1,1t e 3
6472 327 s Y T

ys=1

Bu denklem sisteminin sonucu,

denklem sistemt olugur.

y1 =0, y,=0,2943, y,=0,5702, y,=0,8104, y;= 1'dir.
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x =0, 1/4, 1/2, 3/4, 1 noktalannda y(x)in sonuglarina ait bu yaklagik degerlen,
y(x) = ‘den elde edilen gergek yuvarlatilmig deZerlerle kargilagtinrsak,

y:=0, y,=0,2940, y;=0,5697, y, = 0,8100, y;=1 sonuglann uygunlufu goriilecektir.

Ornek 3.2.
Aym 6rnegi n=4 igin incelersek, esit aralikh noktalanmiz x; =0, x, = 1/3, x;=2/3,
xs=1 olur.
K matrisi ise,
Ki=Kiu=K;;=K;=0 (i,j=1,.2,3,4)
ve dregin K, = 1/3(1-1/3) =2/9

buradan K matrisi,

0 o0 0
0 2/9 1/9
0 1/9 2/9
0 O 0

olur

O O O O

h=1/3 alindiginda, agirlik katsayilar,
[d, d, d; d;=h[1/2, 1, 1, 1/2]
d, =16, d,=1/3, d;=1/3 ved,=1/6
D kégegen agirlik katsayilan olan (4x4) diagonal matris

0 o0 0

ofu6 o o o] fo o o o
102/9 /9 oo 13 0 0| |0 (42) (33) o
“lo 179 2/9 ol 0 0o w3 o |0 (42) (£2) o
0 6 o0 0flO0 o0 O0 16/ |0 0 0 0

gorilldiga gibi, KD = 13 K
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Y=[y1 ¥ ¥: Vs ]T F=If f2f3f4]7
fx)=x >fi=x, h=x, fi=x;, fi=x, vedA=1
[I-AKD]Y=F ——>[I-—;—K]Y=F
Buradan,

y1=0

25 1

:,_7)’2 ‘57?3

W | -

25
—”?FY2 +§T7'Y3 =

Wl

y.=1
denklem sistemi olugur.

sin X

Bunun sonucu, y,=0, y,=0.3890, y;=0.7360, y,=1 dir. x=0, 1/3, 2/3, 1 in y(x)=— ;
sin

'den elde edilen sonuglar, y,=0, y,=0.3334, y,=0.6667, y,=1

Goriildagin gibi n=5, n=4'e gére daha iyi sonu¢ vermigtir. Yalmz buradan
anlaglmamahdir ki n biyiiditkge sonuglar daha iyi olacaktir. Aksine n'in fazla biyiik
alinmas: daha fazla islemi de beraberinde getireceginden kullanigsiz olacaktir. n'i istenen
hassashifia gére (hata mertebesine gore) yeterince biiyiik almak en elverislisidir.

3.3. BELIRSIZ KATSAYILAR YONTEMLERI

y(x) =F(x) + XjK(x,t)y(t)dt (3.13)

denkleminin sonucu, 6zel olarak asafidaki gibi n adet uygun segilmis q;, ¢z, ..., Gn
fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu ile yaklagtinlabilir.

Y09~ 36,0, (x) (.14
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Burada n tane c,, c,,...,c, sabitleri dyle segilmelidir ki denklem (3.13), (a,b) araliinda,
denklem (3.14) tarafindan miimkiin oldugunca iyi saglansin. Denklem (3.14)'in denklem
(3.13) 't saglamas: beklentisi agafida esitligi getirir:

360,00 =F) +A Y e, [Kex,1)g; (1)t (asx<b) (.15)
Asafdaki kisaltmayla

809 = [K(x,1)q; (t)de (3.16)
bu kogul,

Folu-M@]zF  (asxsh) e
sekline doniigiir.

Bundan sonra ci, ¢, ..., ¢, katsayillan denklem (3.17)nin her iki yamim (a,b) arahifi:
uzerinde bir denkleme indirgemeye yonelik n kogullu sistem yardimiyla tammlanabilir.

3.3.1. Siralama (Collocation) Yéntemi
Asafdaki kisaltmay: yaparsak,
b

$(%) = q(x) - Mi®) = q(x) - A [K(x, t)q, (t)dt (3.18)
denklem (3.17),

Yes(x)=F(x)  (asx<b) (3.19)

i=l
seklini alir. ¢;, ¢, ..., ¢, seklindeki n katsaymimn belirlenmesine yarayan n kogullu denklem
sistemi denklem (3.19)'un (a,b) aralifinda n bagimsiz noktada bir esitlik olmas: kosuluyla

elde edilebilir. Bu noktalan x(j=1,2,...,n) olarak alirsak, olugan kogullar;

icis.i (x;) =F(x;) (i=1,2?..‘,n) (3.20)

=1
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seklinde olacaktir. Matris formunda yazarsak,

S.C=F (3.21)
Burada,

S = [sy] = [si(x))], C=[ci], F=[F]=[F(x)]
seklindedir.

Ornek 3.3.

Omek 3.1'deki integral denklemi gdzoniine alam. Daha kolay anlagilmast igin y(x)'in 3
terimli bir polinom oldugunu varsayalim.

y(x) = ¢ +ex+ e
boylece; q;=1, ¢, =%, g=x" olur.
Denklem (3.16)'dan

6 =

to | —

x(1%), ¢2=—§x(1-x2), 3= —-x(1-x)

seklinde belirlenir. Buradan,

X X
$1=q-Ap = 1"1-[",;(1"‘)]: 1- ';(1"()
ayni sekilde,

X

5 (1-x*) bulunur.

xS -

Denklem (3.19)'dan,

cl[lf——:—(l-— x)]+c2[x~%(l -x? )}+c3[x2 —%(1— x° )] =x (0<x<1) (3.22)

olusturulur. Bu iligkinin x=0, x=1/2 ve x=1 noktalaninda bir esitlik olmasim istersek,

¢ =0
R A W |
g8 ' 16 > 192 * 2
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kosullanimi elde ederiz. Bu sistemin yuvarlatiimis sonuglari,
¢, =0, ¢=12791, ¢;=-0.2791
ve boylece istenen yaklagik ¢éziim,
y(x) = 1.2791x - 0.2791x%°
seklindedir.

Ornek 3.4,

Ayni1 6rnegi, y(x) 4 terimli bir polinomken ¢ozersek,
y(X) = ¢ + ox + eX + X
G=1 =X =X, =X

Denklem (3.16)'dan

1 1 1 1 4
¢l = Ex( 1 -X), ¢2 = 'gx( 1 _x2), ¢3=Ex( 1 _x3)’ ¢4="—?:6X( 1= )
Buradan,

X
5= q - My = 1-32‘-0-x) ;= - (1)

X r X
5= - E(l-)é) 84~ X - —26(1- 4)

Denklem (3.19)'dan

X X 2 2 _X 3 3_ X 0 av]|.o
c‘[l—z(l—x)]+cz[x—g(l—x )i|+c3[x -—la-(l—x )]+c4[x 20(1 X )] &~ X
0<x<1 (3.23)
olusturulur. x=0, x=1/3, x=2/3 ve x=1 noktalan i¢in birer esitlik olugturulmasin istersek,
G = 0

8 23 41 1

=c¢,+—¢C,+——C, =~

486 243 3

8 49 197 131 2

—C, +—Cp +——C; +——C, ==
9 81 486 486

Gt tgte=

sistemi elde edilir.
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¢, =0, ¢,=1.1958, ¢;=-0.021, ¢,=-0.1748

boylece istenen yaklagik ¢oziim

y(x) = 1.1958x - 0.021x* - 0.1748%* olur.

X 3 terimli polinom ile 4 terimli polinom ile Gergek y(x)
bulunan yaklasik y(x) bulunan yaklasik y(x)

0 0 0 0
0.1 0.1251 0.1192 0.1186
0.2 0.2446 0.2369 0.2361
0.3 0.3586 0.3521 0.3512
0.4 0.4670 0.4637 0.4628
0.5 0.5698 0.5708 0.5697
0.6 0.6670 0.6721 0.6710
0.7 0.7586 0.7668 0.7656
0.8 0.8446 0.8537 0.8526
0.9 0.9251 0.9317 0.9309
1.0 1.0000 1.000 1.000

Tablo 1

Tablo 1'de goriuldiii gibi x=0.5 noktas: hari¢ tim noktalarda 4 terimli polinomla
hesaplanan yaklagik ¢oziim digerine gore daha yakindir. Ancak her zamanki gibi
polinomun terim sayis1 artikga iglem adedi fazlalasacak ve boylelikle yontemin
kullamghhis ortadan kalkacaktir.

3.3.2. Agirlikli Fonksiyonlar Yéntemi (Galerkin Yéntemi)

istemektedir.

Bu yolla elde edilecek kogullar,

Katsayilarin belirlenmesi igin n tane kosulun elde edilmesinin ikinci bir ydntemi,
Galerkin yontemi olarak da adlandinlir, denklem (3.19)un her iki yam arasindaki farkin
(a,b) araliginda n lineer baZimsiz yi(x) (i=1,2,...,n) fonksiyonlarina ortogonal olmasim
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n b b
Yo Jws,dx= [y fx (i=1,2,...0) (3.24)
k=1 8 a

formunda olacaktir. Matris ile ifade edersek;

M.C=B (3.29)

burada,

Mz[mij]=j\uisjdx ve B=[bi]=j\yi1=dx

n tane afirlikl fonksiyonun tamamen 6zel, uygun bir ¢dziimii 1,x,%,...,x™" dizisidir.

Ornek 3.5

Omek 3.1'deki integral denklemi gozoniine alalm ve bu prosediri 1,xx* icin
uygulayalim.

Denklem (3.22)'nin her iki yamum 1,x,%° ile ard arda carpar ve (0,1) aralifinda integre
edersek,

cljf[l—-’;(l—x)}ixa—czj.[x——z-(l—-xz)]dx+csj[[x2 ——l’%(l—x?’)]dx:j.xdx

1 1 1
c, jx[l—3:;-(1—x)]dx+c2‘(‘:x[x—-)é(l—x2 )j‘dx -l~cg'(l;x[x2 -——%(1—‘x3)}lx = ‘([xzdx

0

1

clsz[l——;s(l—x)}ix-i- (:2jgx2 [x—%(l—xz)]dwr c3‘(':x"[x2 —]i;—(l—xS)]dx= j'x3dx

0 0

buradan,

11 11 37 1
—C, +—C, +——C; =—
12 24 120 2

1. 14, 17 1

=

¢, +—=C, +==¢C
24 ' 45 127% 3
37 17 321 1

ToT v—

——C, +—C, +———C;,
120 72 1680 4
kosullarim elde ederiz. Bu sistemin ¢oziimii;

¢, =-0,0088, c,=1,2968, c;=-0,2798
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ve buna bagh olarak da yaklagik ¢oziim;
y(x) = -0,0088 + 1,2968x - 0,2798x2 olur.

Ornek 3.6.
Ayni 6rnekte bu prosediirii bu sefer 1,x,x°,x’ igin uygulayalim.

Denklem (3.23)'i bu sefer 1,x,x*,x* ile ard arda garpar ve (0,1) aralifinda integre edersek,

c, J;[l—g(l—x)]dxﬁ-cz}[[x —365(1-— x?) x+c3}[[x2 —%(l-—xﬂ}x

1 1
+c4v“:[x3 ——1)—(6(1~x‘)}dx = ‘[xdx

1 1 1
X X
c, !x’[l—-—;ﬁ(l-x)]dx+c2_gx3[x—-—6—(l-x2) x+03.([x3[x2 —E(l—xs)}ix

1 1
+c, Jx3[x3 - %(1 -x* )]dx = Ix“dx
4] - Q
Buradan,

n a3

C,+—C, +——C3;+—
12" 247% 120°

c,=—
30 ¢

11 14 17 4 1
—C, +—C, +=——C, +—C, = —
24 45 72 21 3

37 17 321 77
—C, +—C, +——C, +——¢C,
120 72 1680 480

4

77 218 1

;(—)cl +ET°2 +%°3 +B—_Ec4 =3
kogullarini elde ederiz. Bu sistemin ¢oziimi,
¢, =0,8107, ¢,=1,0909, ¢;=2,7922, ¢,=-3,1366
ve buna bagh olarak da yaklagik ¢6ziim;
y(x) = 0,8107 + 1,0909x + 2,7922x* - 3,1366x* olur.
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X 1,x,x* dizisi ile bulunan 1,x,x x° dizisi ile gergek y(x)
yaklagik y(x) bulunan yaklagik y(x)
0 -0.0088 0.8107 0
0.1 0.1181 0.9446 0.1186
0.2 0.2394 1.1155 0.2361
0.3 0.3550 1.3046 0.3512
04 0.4651 1.4931 0.4628
0.5 0.5696 1.6621 0.5697
0.6 0.6685 1.7929 0.6710
0.7 0.7618 1.8666 0.7656
0.8 0.8495 1.8645 0.8526
0.9 09316 1.7676 0.9309
1.0 1.0081 1.5572 1.0000
Tablo 2

Tablo 2'de de gorildiugi gibi 1,x,x*x° dizisi kullanilarak elde edilen yaklasik
degerler gergek degerleri higbir sekilde yansitmamaktadir. O halde dizinin sadece 3 terimi
yaklagiklik agisindan yeterlidir. Fazlasi sonucu saptirmaktadir ve kullamgsizdir,

3.3.3. En Kiiglik Kareler Yontemi

Bundan 6nceki iki yontemle elde edilen dogruluk siralama (collocation) ya da
agirlikli fonksiyonlanin yaklagik noktalarinin segimine baghdir.

Belirsiz kogullanin sayis;, nokta sayisina egit oldugunda integral denklemin
saglanmasim istemek yerine, (a,b) araliinda denklem (3.19)un her iki yam arasindaki

farkin karesinin integralinin miimkiin olduBunca kiigiik olmas: istenebilir. Boylece temel
kosul;

J[Z cusy () - F(x)] dx = minimum . (3.26)

s L k=1

Denklem (3.26)'nin saglanmast igin sol tarafin her c; parametresine kars gelen tiirevi yok
edilmelidir ki
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fs, (x)[i ¢,8, (X) - F(x)]dx =0 (=12,...n) 3.27)

esitlifine sahip olunabilsin. Bu kogullar;

n b b
Y, fss,dx = [s;Fax (=1,2,....n) (3.28)
k=1 a a

formunu alir. Gorildigu gibi elde edilen denklem, (3.24)'deki sarta denktir. Burada
yalmzca y; afirhkh fonksiyonun yerinde s; fonksiyonu bulunmaktadir. Béylece su sonuca
vanhr; integral denklemin (ab) iizerinde (en kiigiikk kare anlaminda) saflanmasi
gerekiyorsa, agirhkh fonksiyonlar s;(x) fonksiyonlan ile belirlenmelidir.

s; fonksiyonlaninin yapismdan dolayi denklem (3.28)'deki integrasyonlar her

zaman uygulanamazlar. Bu ylizden bu metod hesaplamada kiigiikk miktarda artma ile
tekrar formiile edilmistir.

(3.26) ve (3.27)deki integraller N tane uygun olarak secilmis noktadaki ilgili
ordinatlann afirhkh toplamlanyla yaklashnlmg ise denklem (3.27),

$'D,s(x, )[Z o8, (x.)-F(x, )] 0 (=12,.n) (3.29)

formunu alir. Burada D, (r=1,2,..,N) sayilan yaklagik integrasyonlardaki X1, Xz, ...y Xn
noktalarina ait uygun agirlikh katsayilardir. (3.29) sartlar,

n N N
e, [Z D,s. (x,)s, (x, )] =3 D,s;(x,)F(x,) (=1,2,..,n) (3.30)
k-1 =1 =1
formunda da ifade edilebilir.
N
P, =2 Disisy (331a)
r=1
Ve
N
q; = 2. D,s,F, (3.31b)
r=1

kisaltmalanin kullanarak, denklem (3.30);
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chpik = qi (i=l)2r~-’n) (332)
k=]

formunda yazilabilir.
8 = 8 (x;) (3.33)

olmak iizere, (3.31a) denklemi indislerde degisiklik yapilarak,

N
i = 2. suDysy (i,§=1,2,...,n) (3.34)
k=1

seklinde yazlabilir. Matris formunda ifade edersek,

P=8'D.S (3.35)
Burada,

P=[pl, S=[s;]=[S{(x)] ve D=[Dg;] dir.
Ayni gekilde,

q=S"Df (3.36)
elde edilir. Burada q={q;} ve f={F;} dir. D diagonal matris oldugundan,

S'™D = (DS)’
olur. Boylece denklem (3.35) ve denklem (3.36)

P=(DS)'S, q=DS)'f 337
seklini alir. Béylece matris formunda toplam prosediir,

P.C=q (3.38)
olur.

En kiigiik kareler yonteminin algoritmast;

1. (a,b) aralifinda x,, X, ..., Xy yeklinde N nokta segilir ve N adet denklem asagidaki gibi
yazilir.

zn: c. s, (x,)=F(x,) (=1,2,....N) (3.39)
k=1

2. Bu denklem sisteminin Nxn katsayilar matrisi S ile gosterilir ve ilgili agirlik matrisi,
S'nin i. sirastm N noktay: iceren yaklagik bir integrasyon semasinda x; noktalan ile ilgii
afirlik katsayisi D, (i=1,2,...,n)'leri garpmak yoluyla olugturulur.
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S*=D.S

3. Denklem (3.39)'un arttinlmig matrisi agirhik matrisi S*'nin transpozesi ile garpilr.
Sonu¢ matris ¢,, C;, ..., C, sabitlerini tamimlayan n adet lineer denklemin beklenen
kiimesinin arttiritmig matrisidir.

Ornek 3.7.

Onceki boliimdeki 6rnegi ele alalim. N=5 ve x=0,1/4,1/2,3/4,1 segelim. n=3 alalm.
(3.39)Ya karsihk gelen 5 denklem, denklem (3.22)nin her iki yamna x'in 5 degeri
esitlenerek agagidaki denklem sistemi elde edilir.

29 27 43 1
—C +——Cy+——Cy =—
32 128

29326, + ¢, + g, =5
128 1024 4

Gtete=1

Simpson kuralinin agirlik katsayilarini kullanarak, agirhk matrisi;

$*=DS§,
1/2 T 0 0]
2 20/32 27/128 43/1024
§*= 1 7/8  7/16  41/192
2 20/32 89/128 539/1024
i /2] 1 1 1]
P=(S¥)S,
[ 1 0 0 0]

29/32 27/128 43/1024 1/4
P=(SY'| 7/8 7/16 41/192 1/2
29/32 89/128 539/1024 3/4

1 1 1 1

ve 3 ondalikli yuvarlatilmig degerlerle,
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5.051 2,525 1717 2.750
=12.525 1.747 1343 1867 | elde edilir.
1717 1343 1103 1417

Q=(8*)" Fden
Q'=[2.75 1.867 1.417] olarak elde edilmistir.
P.C=Q'dan
5.051c, +2.525¢, + 1.717¢; = 2.75
2.525¢, + 1.747¢c, + 1.343¢c; = 1.867
1.717¢; + 1.343¢, + 1.103¢; = 1.417
bu denklem sisteminin sonucu
¢, =-0.0079, ¢,=12939, ¢;=-0.2783
ve
y(x)= -0.0079 + 1.2939x - 0.2783x’
elde edilir.
Ornek 3.8.

Aym ornekte N=6, n=3 ve x=0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1 segelim. q; = 1, g~ ve q; = x?
olur.

Denklem (3.22)'den

¢ =0

23 21
“=¢, +——c, ==

1 +—C;
25 125 1875 5

22 18 161 2

C,+—=C, +——¢, ==
25 125 1250 5

22 67 401 3

C,+—C,+——¢C, =
25 125 1250 )

23 94 1139

¢c,+—¢C, + C
25 1252 1875 °

—

4
5

agtete=1
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Yamuk kuralimin agirlik katsayilariyla agirlik matrisi;

S*=D.S,
[1/2 T 1 0 0 ]
1 23/25 21/125 44/1875
gh - 1 22/25 18/125 161/1250
- 1 22/25 67/125 401/1250
1 23/25 94/125 1139/1875
i /2] 1 1 1]
P=(S%)TS,
[ 1 0 0 o}
23/25 21/125 44/1875 1/5
P (59" 22/25 18/125 161/1250 2/5
- 122/25 67/125 401/1250 3/5
23/25 94/125 1139/1875 4/5
i 1 1 1 1__
Q=(SM"F
Q"=[23 15144 1.2347]
P.C=Q'dan

4.2416¢, + 1.9448c, + 1.476¢;=2.3
1.9448c, + 1.4018¢c, + 1.1512¢c; = 1.5144
1.476¢c, + 1.1512¢, + 0.9891¢c; = 1.2347
bu denklem sisteminin sonucu;
¢, =0.1442, ¢,=0.7207, ¢;=0.1943
ve '
y(x) = 0.1442 + 0.7207x + 0.1943%
elde edilir.
Tablo 3'de goriildigi gibi N'i (segilen nokta sayisi) arttirmak yéntemin daha iyi sonug

vermesini sajlamadif gibi tutarsiz yaklasima sebep olmustur. Bu da N'i yeterince buyik
almamn gerekli ve yeterli oldugunu gosterir.
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X N=5 i¢in yaklagik N=6 i¢in yaklagik gercek
y(x) y(x) _¥(x)

0 -0.0079 0.1442 0
0.1 0.1187 0.2182 0.1186
0.2 0.2398 0.2961 0.2361
0.3 0.3552 0.3779 0.3512
0.4 0.4652 0.4635 0.4628
0.5 0.5695 0.5531 0.5697
0.6 0.6683 0.6466 0.6710
0.7 0.7615 0.7439 0.7656
0.8 0.8491 0.8451 0.8526
09 0.9312 0.9502 0.9306
1.0 1.0077 1.0592 1.000

Tablo 3

x = 0.4 noktas: hari¢ tim noktalarda bir uzaklasma gozlenmigtir. x=0.4 noktasinin
yakinhg tesadiifidir.

3.4. GAUSS YONTEMI

Yontemin esast, (a,b) arah@imin n adet esit olmayan aralifa béliinerek, buradan
elde edilen noktalann ve bunlarin fonksiyon deferlerinin bulunmasi, bulunan bu

fonksiyon degerlerinin uygun agirhk katsayilanyla garpilarak bir yaklagim elde edilmesi
islemine dayanir. -

d/ler afirhk katsayilan olmak tizere, Gauss yaklagimu;

J£(x)dx = (b-2)[d,£(x,) +d,£(x,)+...+d,£(x,)] (3.40)

seklindedir. d; ve x/lerin uygun secilmesi halinde elde edilecek (2n-1). dereceden tam
fonksiyon kolayca integre edilebilir. x; noktalannin olugturulmasi, simr degerlerine ve
araliklarin segimine baghdir. Genel olarak x;ler

x; = a+ (b-a)§; (3.41)
ile hesaplanacaktir. n=2,3,4 i¢in Gauss'un &, ve d; deZerleri sunlardir:



n=2 igin
£,=021
d, =05

=3 i¢in

£, =0.11
d, =028

n=4 i¢in
£,=0.07
d;=0.17

&2 =0.79
d2 =0.5

E.,z =0.5
d2 =0.44

&2 =0.33
dz =0.33
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Bu sayilar incelendiginde asafidakilere vanhr.
1. &; sayilaninin toplami n/2'ye egittir.

E_,3 =(0.89
d;=0.28

£, =067
d3 =0.33

£,=0.93
d4=0.17

2. &, sayilanindan, bagtan ve sondan ayni uzaklikta olanlarinm toplam 1'e egittir.

3. d; sayilarinin, her n igin, toplami 1'e esittir.

4. d; sayilarmin diziliginde simetri vardir.

Bunlan homojen olmayan 2. tip Fredholm denklemine uygularsak, integral denklem,;
yi(1-AK},d1)-AK,dsy-.. -AK doy, = fi

-AKodiys + (1-AK2ds)y, - .- AKodoyn =12

.....

-AKadiy: - AKpdyy; - ..+ (1-AK d)ya = £

(3.42)

denklem sistemi haline gelir. Bu sistemin ¢oziimiinden elde edilen y; (i=1,2,...,n) yaklagik
degierleri x; defierlerine karsiik gelen degerler olacaktir.

Ornek 3.9.

y00) = x* + [ (x—1)y(1)dt

integral denklemini alalim. Denklemin elemanter yontemlerle elde edilebilecek olan

¢O6ziimii;

y(x) = x>+ 0.23x - 0.22 'dir.
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n=4 alalm
€ =0.07 £,=0.33 £,=0.67
d, =0.17 d, =033 d;=0.33

fix)=x*, K(xt)=x-t, A=1, a=0 ve b=1"dir.
Denklem (3.41)den
x; = 0+(1-0)¢; = £; olur. Buna gore,

X, = 0.07 X; = 0.33 X3 = 0.67
olur.

X; =t dir.
f, = f{x,) = f(0.07) = (0.07)" = 0.049
£, = f(x,) = f{0.33) = (0.33)* = 0.1089
f, = f{x;) = {0.67) = (0.67)* = 0.4489
f, = f{ix,) = f{0.93) = (0.93)* = 0.8649
K, =K(x, t;})=x,-1,=0.07-0.007=0
K: =K(x,,t;) =%, - £, =0.07- 0.33 =-0.26
Ki; =K(x, t;) =x; - t = 0.07 - 0.67 =-0.60
Ko = K(x;, ) = X, - t, = 0.07 - 0.93 = -0.86

Ay sekilde,
Kn=026 Knp=0 Ky=-034 K, =-0.60
K;; =060 K;=034 K;=0 K3, =-0.26

Ky=086 K;=060 K;=026 K,=0
olur. Bu degerler (3.42)'de yerine konursa,
y; + 0.0858y, + 0.1980y; + 0.1462y, = 0.0049
-0.0442y, +y, + 0.1122y, + 0.1020y, = 0.1089
-0.1020y, - 0.1122y, + y; + 0.0442y, = 0.4489
-0.146y, - 0.1980y, - 0.0858y; + y, = 0.8649

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimii;

v, =-0.1953 y,=-0.0312 y,=03873 y,=0.8633 dir.

£,=0.983
d4 =0.17

x,=0.93



Lagrange interpolasyon formiilii uygulanarak y(x) ¢6ziim fonksiyonu belirlenebilir.

y(x) =y,

(x-x )(x—x%,;)(x—-x,) (x—-x)(x—-%x;)(x—x,)
(X)( X, )(X, =X, )X, —%X,) yZ(X)(xz"xl)(xz"xs)(xz“xa)

PN D TCEL S Tt WP Cont 6 St C St W)

(%3 =% )(X; =%, )(X; —%,) (x4 =x))(x, —%x,)(X, —Xx3)

(x-0.33)(x-0.67)(x-0.93) —0.0312 (x-0.07)(x-0.67)(x-0.93)

y(x)=-0.1953
(0.07 -0.33)(0.07 - 0.67)(0.07-0.93) {0.33-0.07)(0.33-0.67)(0.33-0.93)

+0.3873 (x-0.07)(x-0.33)(x-0.93) +0.8633 (x-0.07)(x-0.33)(x-0.67)

(0.67-0.07)(0.67-0.33)(0.67-0.93)  (0.93-0.07)(0.93-0.33)(0.93-0.67)
y(x) = -0.0006x° + 0.9959x* + 0.2363x - 0.2176
yuvarlatirsak,

y(x) =x*+0.24x - 0.22

Elde edilen sonu¢ gergek ¢ozimle kargilagtinldifinda sadece x'li terimin katsayisinda
0.01'lik bir fark bulunmaktadir. Bu fark yaklagiklik igin normaldir.

Ornek 3.10.
Aym 6mekte bu sefer n=3 alalim.
£,=011  £=05 £,= 080
d,=0.28 d,=0.44 d; =028
Yine f{x) =x%, K(x,t) = x-, A=1, a=0, b=1, x=E, vex; =t
Ohaldex; =0.11 x,=05 x;=0.89
f, = f{0.11) = (0.11)* = 0.0121 f, = f{0.5) = (0.5 = 0.25
= £{0.89) = (0.89) = 0.7921
ve
Ki=Kx,1;)=0.11-0.11=0
K,; = K(x,,t;) = 0.11-0.5 = -0.39
Kiz = K(x),t;) =0.11-0.80=-0.78
Ayni sekilde, |
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K;; =039, K;,=0, K;5=-039, K;;=0.78, K;,=0.39, K;;=0 olur.
Bu degerler denklem (3.42)'de yerine konursa

y, +0.1716y, + 0.2184y, = 0.0121

-0.1092y, +y, + 0.1092y, = 0.25

-0.2184y, - 0.1716y, + y; = 0.7921
denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢6ziimil;

v, =-0.1825 y,=0.1452 y,=0.7771 'dir.
Lagrange interpolasyon formiilii uygulanirsa,

_ (x"xz)(x_xs) (X—Xl)(X—XS)
y(x)= yl(X)(xl ) —xy) Y (X)(x2 Tx )0, =%,

(x—x,)(x-x,)
(x; —x;)(%;5 —Xx,)

+y,(x)

= 01825 (X=05)(x—0.89) . .o, (x-0.11)(x—0.389)
(0.11-0.5)(0.11-0.89) (0.5-0.11)(0.5-0.89)

(x—0.11)(x~0.5)
(0.89-0.11)(0.89 - 0.5)

y(x) = 1.0001x + 0.23x - 0.2199

+0.7771

Yuvarlatilirsa,
y(x) =x*+0.23x - 0.22

kesin ¢ozimiine ulagtlir. Bu da gosteriyor ki daha hassas hesaplamak i¢in n'i biiytiltmek
gerekmemektedir. 0.0001'hik bir hata ¢ok 1yi bir ¢oziimdir. n>4 almak iglemi
zorlagtiracag gibi gereksizdir, ayrica hatay: bityiiltme olasthif1 vardur.

3.5. ARDISIK YAKLASIM

b
y(x) = f(x) + A J' K(x,t)y(t)dt integral denklemini



b
Ry = JK(x,t)y(t)dt seklinde bir operatorle,

y = f+ A Ry yazabilriz. Buradan,
I-AR)y=f (3.43)

vektorel formuna gegebilirizz Burada R tamamen siirekli, f en azindan kare
integrallenebilir olsun. Bu da,

Ru=v igin
RIY(Ru)=R'v
R'Ru=R"v
u=R'v —>u=R'v
oldugu g3zoniinde tutulursa,
y= AR (3.44)
olur. (IFAR)", | R|[<1 i¢in Neumann serisi ile ifade edilirse,
I-AR)' ="+ R+ R>+ ..
bu aym zamanda [x[<! igin
(1-x)" = 1+x+x’+... bino.n agilimina benzemektedir. Denklem (3.44),
y = ([+R+R>+.)f clur.
Bu denklemden iteratif bir ¢6zr. m metodu elde etmek i¢in, y=f olmak Gzere ilk yaklagim:
y; = f+ ARy, kabul ederek
y; =f+ ARfolur.
y,=f+ ARy, > y, =f+ AR (f+AR()
=f+ AR+ VRT

Yn = f+ men'-l

¥Ya=f+ D MRS (3.45)
k=t
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olur. Kesin ¢6ziim,

y=limy_ (3.46)

n—»w

dir. yoo) = ) + 3 R4 (x)

Kesin ¢oziim y ile n. yaklagimin farkinin normu

lly=yall = 1| D> A*R“f|| 1 verir ki bu agagidaki toplama baglanmugtir,

k=n+1

Tpfe< Sl e

=n+l

|Ifl] < oo iken y, dizisi y vektoriine ortalama olarak yaklagir.

Diger yandan uniform (diizenli) yaklagim [a,b]de Vx igin y,(x) dizisinin degerlerinin
y(x)in degerlerine yaklagsmasim gerektirir. Bu y,(x)-y(x) iken VxX'in |ly,-y||->01 ima
ettifi fakat tam tersine olmadifn hallerde ortalama yaklagima gére daha kuvvetli bir

durumdur. Uniform yaklasimin durumunu arastirmak igin gekirdek fonksiyonun integral
operatorii

j [KCx, ) dt (3.47)

'nin degerinin Vxe[a,b] i¢in sonlu oldugunu kabul ederek sinirlandinnz ve c,’ ile en

kiiglik Gist simint olugturarak gosteririz. Kuvvet operatérii R*nin ¢ekirdek fonksiyonu K,
agsagidaki sekilde tammlanmstir.

b
Ka(x,t) = j K(x,u)K(u,t)dt

Daha yiiksek dereceden R™ kuvvet operatorlerinin K, ¢ekirdek fonksiyonlan m=3,4...
igin,

b
Ku(,t) = [ K., (%, 0)K (u, t)dt 'dir.

Boylece,
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KalOP < f[K oy 5, 0)] du K (u,t)]dt

t ile integrasyon sonrast,

j|1<m (x,0)f dt <R’ j13|1<,,,_l (x,w)f'du  m=23...
halini alir. c.?, K. 'nin integral degerlerinin en kigiikk st siurlanm olugturabilirse,
denklem;

Cn’ <[RS
olur ki bu da,

Ca < ||R|™'c, sonucunu verir.

R™f(x) degeri agafidakilerle siirlanmigtir.

IRRX)F < | J’ K_ (x,t)f (t)dt[

<P 1K (x. 0] dt

<l e’

Boylece,
IARRx)] < A" [fll.c, IR]™ olur.

[A| |R}I<1 ve gekirdek fonksiyonun (3.47) ile simrlandinlmas: sartiyla y,(x) yaklasim
dizisinin degerleri her yerde y(x)'e yaklagir. Ayrica agafndakilerden diziyi n. terimde yok
eden hata hakkinda bir fikir elde edebiliriz.

00 - vl < S s

k=n+]

s TP ellr e,

k=n+

Son terim geometrik serinin kalamdir ve asagidaki sonucu verecek gekilde
degerlendirilebilir. B
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= M o
909 - 3l = e < Ml o1 7 (3.48)

Yukandaki hata ortalama yaklasimda da tamamen aym formda hesaplamir. Fakat ¢, || Rl
ile degistirilmistir ve |ly-y,|| degerine bir Gst siur verir.

Ornek 3.10.

1
y(x)=x+ J‘xty(t)dt integral denklemini alalim. Burada, f{x) =x, A=1, K(x,t) =xt dir.
0
tE 1 2 1
.. 2 __ 1 _ 2
Boylece, |19 = ! J; af dtdx=2, £ =7 bulunur.

b 1 2
JIKeeoffat — [ixt[’dt="- boylelikle c=1/3 olur. Buradan da yola gikarak
a 4}

yaklagimin |A|<3 igin tniform oldugu tahmin edilebilir. Direkt hesaplamayla,

1
mﬁx)=jxt.tdt=§-
0

1
t X
RAM(x) = | xt—dt =—
J;3 9

Rf(x) = (%)n X

Boylece, y(x) = f{x) + i?&“ﬁ"f (x)

=X+ i(——) X= ] (A<3 igin)
3 (1-3%)



50

Yaklasgim tiniform iken max. hata denklem (3.48)'de verilmigtir. Daha direkt olarak, n=2
igin

yalx) = x(1+-;-x + %9@ ) dir.

Eger A =11se,

y(x) = %x iken y,(x) = —1§3—x dir.

Kolaylikla gérilebilir ki,

ly(x)-y-(x)| < 1/18 'dir. Bu denklem (3.48)'de verilen iist sirdir. Bu 6rnek az ¢ok
yamlticidir. Genelde kuvvet g¢ekirdek fonksiyonu K, igin gerekli integralleri
defierlendirmenin gicliit, birka¢ iterasyondan fazlasim hesaplamada karsilasilan
zorluklar ve kullanilan emegin fazlahd: olduk¢a engelleyicidir. Bu yiizden hata tahmini,
istenilen derecede kesinlik elde etmede kullamlacak yontemin ne kadar devam edecegini
belirtmek i¢in son derece énemlidir.

Ornek 3.11.

yx) =2+

&ty

(x-t)’y(t)dt — e, < 0.06 ¢dziimiine bir y, yaklasimi elde etmek
istiyoruz.
11

A=1, [RIP= [ [(x-t)*didx =
0

0

1 _
Tg, “ﬂl =2

1
¢, = max _ﬂx - t|4dt =-;—
0

Denklem (3.48)'den &, = 0.09 ve €; = 0.024 bulunur. Bu durumda y, tatmin edici bir
yaklagim olur. Efer tiniform yaklagim degil de ortalama yaklagim istenmigse, formiil
yonin st smrmin 0.05 oldufunu gosterir ki y, bu durumda yeteri kadar iyi bir
yaklagimdir.
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3.6. MONTE-CARLO YONTEMI
X &(a,b) noktasinda, y(x) degerinin yaklagimin,

b
y(x) = f(x) + XJ.K(x,t)y(t)dt Fredholm denkleminin ¢oziimiinde aliyoruz.
[A] IR]] < 1 oldufunu ve K'nin bir gercel deger oldugunu kabul ediyoruz, boylelikle
Neumann dizileri yakinlagiyor.

x.tefa,b] icin P(x,t) > 0 olacak sekilde bir olasihik yogunluk fonksiyonu P
varsayiyoruz. Ayrica P fonksiyonunun,

b
px) =1 - J‘ P(x,t)dt seklinde, [a,b]'de mutlak pozitif bir p fonksiyonu
tanimhiyoruz.

Y = {X X1, ..., X} 'mn [a,b]'de bir 'random walk' (rastgele yiirilyilg) parcas: gosterdigini,
bunun x,, Xi,..., X, noktalaninda durakladifint ve x; 'den x;.,'e adimin olasiifini P(x;,x;.,)
seklinde gosterdigini kabul edelim. Béylece p(x), x; noktasinda duran bir 'walk’
(yuruyiig)'tin olasiifini gosterir

V fonksiyonunu;
V(x,t) P(x,t) = K(x,t)
olarak tammliyoruz ve afirhii

Xo=>X1, X| —>Xg, Xa—>Xs, .0y Xy —> Xy

dizisinin adimlanna bagliyoruz.
V) = V(Xo, X))V (X1,X2)... VX1, Vi)

Bundan sonra x, = X'da baslayan ve x,'da biten her rastgele yiirityiise (random walk),
X((v/x) = Vi()Rx)/p(x)

skorunu baghyoruz. X(y,x) beklenen degerinin (y/x) seklindeki her yiiriiyiiste,

i R (X) = y(X) 'e esit oldugu Neumann serileri sonuglarindan gosterilebilir.

o :

Monte-Carlo yonteminin ¢ahgmasi rastgele bir yiirilyily tammlamak igin bir P
segiminden ve b.s. ya da bagka gekilde simillasyondan, her biri x noktasindan baglayan
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yeterli sayida siradan olugur. Her sira igin V(y/X) skoru hesaplanir ve bu skorlann
ortalama degeri y(§)'e yaklagmay: verir. En biiyiik zorluk P'nin secimidir. Basit ancak
ideal olup olmadid: tartiilabilecek bir segim,

P(x,t) = [AK(x,1)|
ve V(x,t) = sgn{AK(x,t)} cebirsel isarettir.
Rastgele yiriiyiisii uygulamak igin €,€(a,b) herhangi sayisim aliyoruz ve

b
q(s)= IP(i,t)dt 'yi hesaphyoruz.

Daha sonra, efer bazi s€(a,b) igin,

q(s) = &, ise ilk adim1 X —s yani x; =s olarak aliyoruz. Aksi takdirde yiiriyiigiin
bittifini varsaylyoruz. Bundan sonra ikinci rastgele say1 §; aliyoruz ve x, elde etmenin
karsisinda

b
q ()= JP(xl ,t)dt degerini test ediyoruz.

Ornek 3.12.

1
ye) =x+ [K(x,)y(t)dt
0
integral denklemini alahim. Burada,

K(x,t)={t t<x

Xt>x
seklindedir. Goriildagii gibi A=1 ve K pozitiftir. Béylece P=K ve V(x,t)=1 alabiliriz.
Buna gore,

P(x)=1- j P(x,t)dt 'den

P(x)=1 -1n:+;,1-x2

-
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skor;
X(y/x) = Vi(y) x) / p(x) ile veriliyor.
X(¥/X) = x/p(%)

1 . .
X = = olarak, bir bozuk parayla yazi-tura atarak 50 simiilasyon rastgele yiiriiyii§ iiretme

s

deneyi yapilmig ve bunlardan 45'inin 0.800 skorunu vererek ilk adimda sona erdii
bulunmug. Geri kalan S skor; 3.765, 0.582, 2.462, 0.582 ve 0.692 olmus ve ortalama
deger; 0.87 tam deger ise: y(1/2) = 0,887 'dir.

Genel olarak %5'den daha iyi bir tahmin bekleyemeyiz. Buna ragmen yontem yiiksek
boyutlardaki ¢ekirdek fonksiyonlarda ve komplike sekillerde aynca daha klasik
yontemlerle uygulanabilirlik gostermektedirr. Bu da Monte-Carlo metodunun
kullanirh@imin genigliini gésterir.

3.(7). I':IJ(INS:I TiP VOLTERRA DENKLEMININ RUNGE-KUTTA YONTEMIYLE
cOzZzumuU

Ikinci tip Volterra denkleminin genel hali,

fix)=gx) + iW(x.s. f(s))ds (3.49)

seklinde yazlabilir. Burada,
fx) =g(x) vex,<x<b 'dir.

R-derece bir Runge-Kutta metodu denklem (3.49)daki integrali baz sabit x'ler igin
yaklagtirmada kullamlabilir. R-derece Runge-Kutta metodu,

Xn+t

Y0) =y0) + [ Z(x,y(x))dx (3.508)

olarak tanimlanmigtir. Burada,

Xl

j Z(x,y(x))dx = h.ER: c.k, (3.50b)

Xp

Ve
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ky = Z(x,,y.)
k. = Z(x,tha,, y(x,;+ha)) r=2.3,..R (3.50c)
ve
r-1
y(x,tha) =y(x,) +hY bk, . (3.50d)
s=1
a, katsayilan da,

0=a;<a,<a, .., <az=1 olmak iizere

a, = b, r23.R (3.50¢)

olarak tamimlanmigtir. (3.50a) ve (3.50d) arasindaki iligkiler kullanilarak,

Xy t+agh

1
[2(x,y(x))dx = h3 b Z(x, +ha,,y(x, +ha,)) (3.51)
Xq s=1
Bu yiizden Volterra denkleminde

Xg+ach

flxo + ah) = glxotah)yt  [W(x, +a,h,s,£(s))ds

Xo

denklem (3.51) kullamilarak integral kisim yaklaghnlabilir. Bu yaklasm kullandarak,
denklem (3.49),

r-1

fixctah) = glxotah) + h)" b, Wixsta, xsta, fixeta,)) r=2,3,..R (3.52)

halini alacaktir.

f., f{x;+a,)'yi gostermek tizere,

r—1
for = g(%ota) + D b G(x, +a,h,x, +a,h,f,)

s=]

halini alacaktir,
Burada,

foo=8(x) ve fixs+h)=1fix (3.53)
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p=1 igin x=x+ph'larda f{x)'in degerini elde etmek igin,

f(x) = Fy(x) + IW(x,s, £(s))ds

Xp

kullanilabilir. Burada,

F(x)=F.x)+ fW(x,s,f (s))ds

ve
Fo(x) = g(x)
denklem (3.54b) soyle yazlabilir.
p~1 Xin
F®)=g®)+ Y, [W(x,5f(s))ds
=0 x;
denklem (3.51) kullamilarak integral yaklasgtinlirsa,
p-1 R-1
Fi(x)=g(x) +h) > b, W(x,x; +a,h,f,)
=0 k=1
elde edilir. Son olarak x = x, = x;+ph noktalan i¢in denklem (3.54a)

Xp+agh

F(o+ah) = Fy(xahyt [W(x, +a,h,s,£(s))ds
X?

seklini alir. Integrali yaklagtirirsak,

r-1
f(xp+a,h)§Fp(xp+a,h)+hZ b, W(x, +ah,x, +ah,f.)
s=]

elde edilir. Burada,

fp.l = fp-l.R (pzla‘?'r',N)
(3.50b) sonuglan diizeltmek i¢in kullamlabilir.

(3.54a)

(3.54b)

(3.54c)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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Xo+h

f(x,+h) = g(x,+h) + j W(x, +h,s,f(s))ds gibi bir denklem

Xo

R
fixsth)=g(xth)+h Y ¢ W(x, + h,x, +ha,,f,)

r=]

seklinde yaklagtinlabilir.
Genel olarak diizeltici formiil (saglama) su sekilde yazilabilir:

P R
fx,+h) = gl +hy+hY" > ¢ W(x, +h,x; +ha_,f,) (3.59)

j=0 r=1

Ozet olarak ikinci tip Volterra denklemi,

fx) = g(x) + jﬁW(x,s,f(s))ds

su sekilde ¢oziilebilir:

fix,ta;h) = g(x,)

r—1
fixrah)y=g(xtah)y+th) b W(x, +a,h,x,ah,f(x, +ah)) (=23, .R)

=
Burada,

0=3a<a,<..L;=1

f(x, +a,h) = f{xstagh)
x=x,+ph p= 1 noktalan i¢in,

r-1

fix,rah)=F(xtahyth> b W(x, +a,h,x, +ah,f(x, +ah))
s=1

ve burada,
p-1 R-1
F(+ah) = g(xtah)yth )" > by W(x, +a,h,x; +a,h,f(x; +a,h))
j=0 k=1

ve f{x,+a;h) = f{x,, + agh) 'dir.
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Diizeltici formiil (saglama);

P R
fix;th) = g(x;th) +hY > ¢ W(x, +h,x; +ha, f(x; +a.h))

=0 r=1
Ornek 3.13.

f(x) = e* (1+x%)+x-1- j x*e™f(s)ds integral denklemini O<x<2 igin katsayilartyla beraber
0

4. dereceden Runge-Kutta yontemi kullanarak ¢ozelim.

4. dereceden Runge-Kutta yoénteminin sabitleri;

Lol 2 2 1
6 26 6 6
a = 0 as 12 a = 12 a, 1
b21=1/2

by, = 1/2 (kalan b;=0)

by=1

Adim uzunlugu h=0.1 alaim. Bu integral denklemin kesin ¢6ziimii f{x)=x 'tir.
g(x) = e*(1+x)+x-1, x,=0
f(xs+a,h) = g(x,)'dan
f(0+0.0,1) = g(0) —> f{0) = g(0) =e°(1-+0)+0-1 =0

r-1

fixorah)=g(xstahyth) b W(x, +a.h,x, +a,h,f(x, +2,h)) 'dan
s=]

1
f(X0+aZh) = g(x0+a'2h) + hz b2sw(x0 + azh, X + ashs f(xo + ash))

P
f{x+azh)=g(Xo+ash)+hb, (xotah)e st fix +q h)
Xo+ah=0+1/2.0,1=0,05

£{0,05) = g(0,05) + 0,1.1/2 . (0,05)? **® f{0)

£(0,05) = g(0,05)
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f{0,05) = e“*7(1+(0,05)*+0,05-1
£(0,05) = 0,04999688 = 0,05
Aym: gekilde,

fx,tazh) = f(0+% 0,1) = f{0,05) = 0,05 olur.

3
flx, + ash) = g(x+ah)y+h > b, W(x, +a,h,x, +a,h,f(x,,a,h))
' s=1

bs, = by, = 0'dir. O halde,
f(xotash) = g(xotash)thbe(xetash)? e ®or*@Eoram fix+a,h)
X, +ah =0+1.0,1=0,1
f(0,1) = g(0,1) + 0,1.1(0,1)%e*" X% f0,05)
f(0,1) = eV (1+(0,1)%+0,1-14+0,0005
f{0,1) = 0,09995 + 0,00005
f{0,1) = 0,1 olur.
f{x,+a;h) = f{x,+agh) dan,
f{x,+a,h) = fix;+a,h) £0,1+0.0,1)=f0,1) — f0,1)=0,1

Islemler bu sekilde ilerletildifinde tablo 4'deki degerler elde edilir. Tablodan da
anlagilacag: gibi Runge-Kutta yontemiyle elde edilen degerler, integral denklemin kesin
¢oziimiinden elde edilen degerleri oldukga iyi yansitmaktadir. Ve R=4 ydntemin iyi sonug
vermesi i¢in yeterlidir. R=4 igin bile elle hesaplamamin zorlufu Ornegimizden de

gorilmektedir.
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X ~ gercek f{x) R-K ile bulunan f{x)
0.1 0.10000 0.10000
0.2 0.20000 0.20000
0.3 0.30000 0.30000
0.4 0.40000 0.40000
0.5 0.50000 0.50000
0.6 0.60000 0.60000
0.7 0.70000 0.70001
0.8 0.80000 0.80002
09 0.90000 0.90003
1.0 1.00000 1.00005
1.1 1.10000 1.10008
1.2 1.20000 1.20011
1.3 1.30000 1.30014
14 1.40000 1.40018
1.5 1.50000 1.50022
1.6 1.60000 1.60025
1.7 1.70000 1.70027
1.8 1.80000 1.80030
1.9 1.90000 1.90031
2.0 2.00000 2.00032

Tablo 4




SONUG

Integral denklemler giiniimiizde mekanikte olduk¢a stk kargimiza gikan
problemlerdir. Gelisen teknolojinin ortaya c¢ikardifi bu tip problemleri analitik
yontemlerle ¢6zmek oldukga sikintih ve zordur. Bugiin karsilagh§imiz problemlere artik
bilgisayarlanin da yardimiyla sayisal yaklagimlarda bulunmak zaman, dofru ve yakin
sonug elde etmek agisindan gok 6nemlidir. Integral denklemler i¢in goérdigiimiz bu
birkag yontem konuyu agiklamak agisindan oldukga simurl ve yetersizdir. Ozellikle
Volterra tipi integral denklemler i¢in hem analittk hem de sayisal yontemler fazlaca
gelistirilmemigtir. Bugtin artik her tiir integral denklemin ¢dziimine yardimc: olacak
sayisal yontemlere biiylk ihtiyag vardir. Az da olsa bu birkag sayisal yontemi sizlere
sunmug olmaktan mutluluk duyuyorum.

Handan Anh
Istanbul 1995



61

KAYNAKLAR

AKSQOY, Prof. Dr. Yavuz, Integral Denklemler, Cilt I, Yildiz Universitesi Yaymlan,
Istanbul, 1983

AKTAS, Prof. Dr. Ziya, Numerical Analysis, Part II, M.E.T.U., Ankara, 1974.
GCAGAL, Prof. Dr. Behig, Sayisal Analiz, Se¢ Yayin Dagitim, Istanbul, 1989.

FROBERG, Carl-Eric, Introduction to Numerical Analysis, Addison-Wesley Pu. Comp.,
1974.

GREEN, Christopher D., Integral Equation Methods, Nelson, London, 1969.

HILDEBRAND, Francis B., Methods of Applied Mathematics, 2nd Edn, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, N.J. 1965.

KELLY, Louis G., Handbook of Numerical Methods and Applications, Addison-Wesley,
1967.

KOPAL, Zdenic, Numerical Analysis, 2nd Edn, John Wiley, New York, 1961

LAMBERT, 1.D., Computational Methods in Ordinary Differential Equations, John
Wiley and Sons Ltd., London, 1973




OZGECMIS

f
i

Adi Soyad:
Dogum Tarihi
Dogum Yen
Ik Ogrenimi
Orta Ogrenimi

Yiiksek Ogrenimi

: R. Handan ANLI

: 19 Ekim 1972

: Ankara

: 1983 yilinda Istanbul Nevzat Ayasbeyoglu lkokulu'nda tamamiad:
: 1989 yilinda Istanbul Erenkéy Kiz Lisesi Matematik kolundan

mezun oldu.

: Ekim 1989'da girdigi Yildiz Teknik Universitesi Kimya-Metalusji

Fakiiltesi Matematik Mihendisligi boliimiini Haziran 1993'te bitirdi
ve ayni yil Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Miihendislifi Anabilim Dalr'nda Yiiksek Lisans
programina bagladi.



