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OZET

Bu caligmada birinci béliimde konveks kiimelerin elemanter
incelenmesi bashg altinda tanim ve teoremlere, Caratheodory

teoremine yer verilmistir.

Ikinci bélimde konveks kiimelerin genel incelenmesi baghg
altinda bir kiimenin konveks ve salt (mutlak) konveks oOrtiisii, bir
konveks kiimenin cebirsel siniri, yari uzaylar, konveks bodiler ve
onlarla birlesmis Minkowski fonksiyonelleri, konveks koniler, hiper

konilere yer verilmistir.

Uciincii bolimde ise konveks kiimelerin ayrilmasi Hahn-Banach
teoremi baghgi altinda ayirma teoremi, Hahn-Banach teoremi, Hahn-

Banach teoreminin analitik ispati konularina yer verilmistir.



SUMMARY

In this study, in the first section convex seis have been
researched in elementary form in which definitions, theorems and

Caratheodory theorem.

In the second section, the convex sets have been researched in the
general title which has the convex and absolutely convex couver of a
set. the algebraic boundary of a convex set, haif-spaces, convex bodies
and the Minkowski fonctionals associated with them, convex cones,

hypercones.

In the third section we mentioned the separation of convex sets,
the separation theorem, the Hahn-Banach theorem and the analytic

proof of the Hahn-Banach theorem.



KONVEKS KUMELER
BOLUM 1.
1. Konveks Kiimelerin Elemanter Incelenmesi.

1.1 Tanimm: Eger x,y € E™ (n boyutlu 8klit uzay) ise : 57. dogru pargasi
tim ax+Py tipindeki noktalarin kiimesidir. Burada «>0,B20 «+p=1 dir.

1.2 Tamim: Bir S kiimesi bir x€&S noktasina gére y:ldlzﬂdlr eger V yeS
icin XycS sarti saglamyorsa.

1.3 anlm: S kiimesi cger V X,y nokta cifti igin E);CS gartini sagliyorsa

konvekstir denir.
1.4 Tamm: K={xeS | VyeS igin xy<S} herhangi bir S kimesinin K

cekirdegi V yeS icin xycS sartim saglayan tim x€S lerin kiimesidir.

L ' L
% e
% [ - —
x
Sekil 1 Sekil 2 Sekil 3 Sckil 4

Bir kiime konveks ise ¢ckirdegi ile gakigir, ( S = K ) sekil.l. Sekil2'de K =Sz
cekirdek S, dir. §; dcki hangi noktay: segersek segelim k ile've S, deki hangi

noktay1 segersek secelim k™ ile birlestirdigimizde kiimenin iginde degildir. Sekil.3'te
ise Ker(SIUSZ) =K, , Ker (SZUSQ =K, K NK,=o oldugundan gekirdegi

yoktur.
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Sekil4 KerS ={x} bu kiimenin g¢ekirdegi konvekstir. Qekfrdck ayni zamanda

konveks olmayan bir kiimenin konveks bir alt kilmesidir. Bu 6mekte kilme konveks

degil fakat cekirdegi konvekstir.
1.5 Lemma: x,yz iic farkli nokta wexy w+#x , w2y efer vezu ise
vexw olacak sekilde wezy vardm.
ispat: g=oax+Ay (a20,A20,a+A=1) x=0 icin g=Ay 0O<i<1
burada dogru pargasinin  i¢ noktalarim elde ediyoruz. Sekil.5'e
bakimz. p=q"w , O<a<l yazabiliriz. ( x=0 dan dolay)
v=ocz+(1—a)ﬁ 0<A<l A

vardir.

v=az+{1-a)dy , A20 a0 (1-0)A=0

o . d-a)A

=3 -+ =1
a+{l-a)A o+(d-a)i » BT

(¥) a+(@-a)r =

W= Z+L,Y €zy

Buradan
1
w=——— [oz+A1-0Jy]
OH(1_00?\[ (1-oy]
v=[a+AM1-aj]w , (a*=a+A(1-o)) , v=a'w
olur. Sckil.5.
, zeS
W
v
x &K u gek
Seki.5 Sekil.6

1.6 Teorem: Herhangi bir S kiimesinin K gekirdegi konveks bir kiimedir.
ispat: Sekil.6 xeK , yeK , x=y olsun. O<o<i igin

g=ox+(1-o)y , ueK %Y,z S in keyfi noktalari olsun. Eger z=x veya z=y ise
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uzCS dir. (u yildizildir.) Eger Z=y ve z=x ise¢  vyeuyz Lemma'dan dolay:
yexw olacak sekilde wezy ~ vardir.  yeK zeS , weS  den
CS = weS , xeK , veS dir.  xeK , weS , xwCS = ve§  dir
uzCS = ueK = Kkonveksti. E" de x IS J 5 elemanlanndan olugan
sonlu bir kiime ve }\1,}\,2,,",)\,’” reel sayilarin elemani olsun. Sayet }\1,}\2,“,,)\";
in hepsi birden sifir olmadan }\,lx1+}\, 2x2+,,,+‘/\nxn=e gercekleniyor ise
XX pseeesX, € lineer bagimlidir denir. Sayet bu bagint1 ;\,i lerden hepsi birden 0

oldugunda gergekleniyorsa XX 000X elemanlan lineer bagimsizdir denir. E?®
nin bir alt vektdr uzay1 L nin lineer bagimsiz maximum elemanlarinin teskil etigi B

nokta kiimesi L alt vektdr uzay: igin bir baz 'dir. Her L alt vekt6r uzaynin bir bazi
vardir. L nin her bazi aymi sayida nokta ihtiva eder. Genel olarak bu elemanlann

sayisina L nin boyutu denir. JE® nin agikar dogal bazi
81= (19@9940’0),0&098n= (090903091)
noktalarindan ibarettir. Béylece JE™ nin boyutunun n oldugu sylenir.

1.7 Tanim: E® nin lineer bir alt uzayinin bir 6telemesi bir manifold olarak
adlandirilir.
iki manifold eger biri digerinin bir 6telemesi ise paraleldir. Bir manifoldun boyutu buna
karg1 gelen paralel alt uzayin boyutudur. S kiimesinin boyutu S i iceren en kiigiik
manifoldun boyutuna esittir ve dimS ile gosterilir. Bir boyutlu manifolda dogru denir.

(n—1) boyutlu manifolda hiperdiizlem ad: verilir.

E3® te @ nm has alt vektor uzayi, § dan gegen tiim dogrular ve tiim

diizlemlerin olugturdugu kiimedir. Béylece [E? te has manifoldlar, noktalar (sifir—
boyut), dogrular (bir-boyut) ve diizlemler (iki-boyut) dir. Bunlar orijinden geger veya
gecmeyebilirler.

1.8 Notasyonlar: Bir S kiimesinin i¢i onu igeren minimal manifolda gore relatif

ici relintS ile gosterilir. S yalmzca bir x noktasindan ibaret ise relintS=relint{x}=x . S

yalmzca bir x noktsindan ibaret ise pelingxy dogrunun igidir. Ozel olarak



>0 , p>0 ve a+p=1
olmak iizere  relintxy={ ax+By | A>0 , p>0 ,A+p=1} dir
1.9 Teorem: C konveks kiime olsun. Eger xeintC ve
yeC = relintxy c intC dir. ,
ispat: yeC ve y=0 alalim Sekil.7. Buradan xeintC - B(x,0)cC
uerelintxy , u=Ax , (0<A<1) bir A vardr. (Ug noktalar dahil
degildir) B(Ax,A8)= AB(x,8) ve y=8 eC , C nin konveksliginden
AB(x,0)cC

dir. Boylece
B(u,Ad)cC ve ueintC

dir. ( f<i<i igin }\.B(x,ﬁ)CB(x,B) W ? ) . Bunu gostermek igin en basit
konveks kiime olarak dogru pargasimi alalim. Burada

B(Ax,A0)=AB(x,3) (?7)

esitliginin dogrulugunu gdsterelim.
BOx,A8) =t | A2x242<2282 } = {¢] A.z(x2+(-;:)2)< 2252 )

- 2.¢8\2 . x2
{t|x+(k) < 8%}

{Ay | x%+y% < 82}
Ay | x2+y% < 82 )

N
A B(x35) x|~

Sekil.7 Sekil.8



1.10 Sonug: C konveks ise fngC de konvekstir.
Y xye intC ~ xycintC (%) teoremden
relintxy cintC , xy=relintxy U {x,y) < intC dir.
1.11 Teorem: C konveks ise jpgC de konvekstir.
ispat: x,y € C = u=ax+fye C (?) , a20,p20 «+p=1

;j cC.ue }} —~ue C Sekil9 ‘a bakimiz.

s B(& ) —
x_ \\_ [‘; /;?\f(uréj ’//—:\6(5‘{)
T f\ ) } — o\.
X u 4 y /
\ . / N\ - \\
[N S \__//
Sekil.9

xeC = x, € Bxd)NC #o x#x;

yeC = Yo € B@,O)C =0 y=y,

burada

uy=axy+py, € B(u,0)

oldugundan

d(u,ug) =d(ox+By,axy+Pyy <d(ox+By,0xy+By) +d(ax,+By,axy+By,)

=ad(rye) +BdQy)< ad+pd=(a+p)s=5

ifadesinden

d(u,uy)<d

sonucu ¢ikar. C konveks ise
Xo¥p €C » x9,cC ; upexy,<cC = u,eC , uyeBu,8) , d(uu)<d
dan  u e B(u,8)\C = ueC dir.



Konveks kiime tanimindan hatirlanacag gibi W xyeC icin <A <i olmak
izere Ax+(1-A)yeC olmasi gerekiyordu. §imdi V AeR sayilan igin
Ax+(1-A)y e C gerceklenirse bu kiimeye afin kiime denir.

1.12 Tamm: Bir S kiimesi V x,yeS, V AeR icin Ax+(1-A)y €S
kosulunu sagliyorsa bu S kiimesine afin kiime denir.

1.13 Teorem: Bir S kiimesinin afin kiime olmasi igin gerek ve yeter kosul bir
manifold olmasidir.

ispat: (Gereklilik) S afin bir kiime olsun ve x , S in sabit bir noktasi

olsun. §=x+{/ olacak sekilde [/=-x+§ 'itammlayalim. U, E?® in alt uzayidir.

Gergekten; ul,uzeU olsun. Bu halde U =-X+8) 5 Uy=—X+5, olacak sekilde

§155, € S dir. Her ) icin
1 1
Ug+ A, =(-x+5) +A(-x+5,) =—x+A[2(Esl+Esz) -x]+(1-A)s,

yazabiliriz. S afin oldugundan y:.l_s 1+..1. 5, € S dir. Fakat 2y+(-1)x € § ve
2 2

A(2y-x)+(1-A)s; € § oldugundan gy +Au, € -x+§=U  dur. Boylece
U, E® nin alt uzayidir ve §=x+{/ bir manifold 'dur.

(Yeterlilik) Tersine bazi xeE®™ ve bazi U altuzay: icin S=x+I gergek—
lensin. Bu halde §;=X+Uy o §,=X+1, olacak gekilde 3 u19u2€U dir. Her
A€R icin
Asy+(L-A)s,=A(x+u) +(1-A)(x+u) =x+ A u, +(1-A)u,
yazabiliriz. U altuzay oldugundan
Auy+(1-Vu, € U ve As;+(1-2A)s, € x+U=§

Béylece S afindir.



1.14 Tamm: §=12,..k , A,ie R olsun ve A1+e,,+A,k=1 sart1 saglansin.

Bu halde ;
Y=A X, toet A X,

denklemine 3 nokfalarinin afin kombinasyonu denir. Sayet burada
17%2905% g 4

yukaridaki kogullara V¢ igin )Liza kosulu da konursa y ve X5Xpp0005X

noktalarinin konveks kombinasyonu denir.

Bir kiimenin konveks (afin) olmasi i¢in g.y.k elemanlannin ikili kombinasyonlarn
altinda kapali olmasidir. Gergekten bir sonraki teoremde bunun keyfi sayida eleman icin
dogru oldugunu gosterecegiz.

1.15 Teorem: S kiimesinin konveks olmasi i¢in g.y.k S nin noktalarinin her
konveks kombinasyonlarinin S i¢inde kalmasidir.

ispat: (yeterlilik)

xlﬁzyeoogxk € S ® Eli 2 ).iZO k1x1+coe+kkxk € S = S
i

konvekstir (tanimdan), ispati matematik indiksiyon metodu ile yapalim.

m=1 igin xe8,Ax=x;¢e8

m=2 igin Ayth,=1, 4,20, 4,20 icin x,.x,€ S

x=A X +A, %, € §

m=k igin dogru olsun.
m=k+1 igin dogrulugunu gdsterelim.
k+1
Xy5%gs00%; € § icin Aizﬁ olmak iizere i‘}i A i=1
olsun.

= Y4
x‘Alxi""Azxz+aoe+kkxk+lk+1xk+l € S ( o )

x=A"y+h, %0 €8 (7)) 5 A"+d =1



oldugunu gérelim. }‘k-:-l:i ise S nin elemanm: olan X=X dir ve S ye
aitfir. A,k+1<1 olsun. Bu halde

Agtentdpetde =1 = Aj+eetd =1-2,
ve

A
=y toret A — X e b — 3 )+
=yt Al Agteethy 1 Agtosatdy DAt

Ay X

xl +oeu +

( x)=yeS

Agtesthy ).1+e..+).k

indiksiyondan. Boylece
x=(1-A, Jy+A, 1%

S nin iki noktasinin konveks kombinasyonudur ve xe§ dir.

1.16 Teorem: Bir S kiimesinin afin olmasi icin g.y.k S nin noktalarinin her afin
kombinasyonunun S iginde kalmasidir.

ispat: Bir Onceki teoremdeki gibidir.

1.17 Tanim: X 15X g90005% lerin olugturdugu sonlu nokta kiimesini g6z 6niine
alalim. Eger }.1+A2+,.,+A,m=0 ve A,lxl Fooo+ A,mxm= 6 gergeklenecek sekilde

hepsi birden sifir olmayan reel sayilann varsa bu kiimeye afin bagimh

196@99Am
denir. Aksi halde afin bagimsizdir.

b2
Afin bagimliligin bu tanimmdan 3, } ;=0 elde ederiz.
i=1

x=hgtethyx, > EA=1
icin g.y.k
xl-llxl_oaa—lkxk:"e

nin sol tarafindaki tiim katsayilarin sifir olmasidir. Bu hal ise tanim 1.14 ile gakigur.
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Gereklilik: X=X et Ao Xy, %Ai: i olsun. 1-(A;+0e+A)=1-1=0 dir.
1=

Yeterlilik:  x-A g e A = O nin solundaki katsayilarin toplami O olsun

1-(Aj+eetdJ=0 = 1=A;+..+A, olur

Bdylece afin ve lineer bagimlilik kavramlar benzerdir ve bu benzerlik agagidaki
teorem ile ifade edilir.

1.18 Teorem: E® nin enaz (n+1) farkli noktadan olugan altkiimesi lineer
bagimhidir. E® nin enaz (n+2) farkli noktasindan olusan herhangi bir altkiimesi afin
bagimhdir.

ispat: E™ nin boyutu n oldugundan lineer bagimsiz noktalarin maximum sayis1

n dir. Boylece enaz (n+1) farkli noktadan olusan alt kiime lineer bagimlidir. Simdi

teoremin ikinci kismin: inga edelim. g >p+2 olmak iizere X5 s0005% ler E®
de farkli noktalar olsunlar. Bundan dolay:

xz —xi,‘X3 —xz,aeoyxm —xl
(m-1) vektdr lineer bagimlidir. Buradan :

az(xZ —xl) + as(x3 —xi) +o0o + am(xm _xl) = 9
gercekienecek gekilde hepsi birden sifir olmayan ¢ B, 2% skalerleri vardir. Yani

—(Oy Uy taeat O )X+ O X, teet 0t X, =6
veya
== (0, + oyttt )
olmak {izere
0 X tootet X =0
dir. Boylece

e
%afﬁ Ve X X ppeees¥
=
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noktalar afin bagimlidir.

Burada JE?® deki noktalarin kombinasyonlarnim alirken {i¢ yol kullanmig
oluyoruz. Bunlar sirasiyla lineer, afin, konveks 'lik kavramlaridir.

Bir kiime biitiin lineer kombinasyonlan altinda kapali ise bu bir alt uzaydir. Eger
afin fonksiyon altinda kapal1 ise bir manifold 'dur. Sayet konveks kombinasyon altinda
kapal: ise konveks kiimedir.

Ote yandan lineer cebirden, altuzaylarin herhangi bir toplulugunun arakesitide bir
alt uzaydir. Benzer sonug afin kiimeler ve konveks kiimeler i¢in sdylenebilir.

1.19 Teorem : {Sa} , et  konveks kiimelerin herhangi bir toplulugu ise

N Sa da konvekstir. Sayet {TB} , peB afin kiimelerin herhangi bir toplulugu
acRh

ise N TB de afindir.
BeB

ispat: x’-VCnSa = V o Iigin xyeS, - Va icn S  konveks
oldugundan V ¢ igin ;ycSa dir. Afin olma halinde de ispat benzerdir.

xyeNT, = VB icn xyel, dr. VB icn T, lar afin

oldugundan ¥ AeR icin x’yeTB dir. Ax+(1-A)ye Tﬁ = YV B icindogru
oldugundan Ax+(1-A)y € NT, = N T, da afindir.
BeB P BeB p

1.20 Tanmm: Bir S kiimesinin afin zarft S 1 igeren tiim konveks kiimelerin
arakesitidir ve convS ile gosterilir.

1.21 Tamim: Bir S kiimesinin afin zarf1 S i igeren tiim afin kiimelerin arakesitidir
ve affS ile gosterilir.

S in konveks olmasi igin g.y.k S=convS ve S in afin olmasi icin g.y.k S=affS
oldugu agiktir.

Gereklilik: S konveks olsun

S=convS= N K,
Sk,

xeScK, = xeK, = (Vaigin) xe NK, = ScNK,
Sk, Sk,
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Yeterlilik: S:ﬂSa =convS olsun. ¥V ¢ icin Sa konveks oldugundan (1.19

Teoreminden) S konvekstir.

Dogal olarak convS S i igeren en kiiglik konveks kiimedir ve affS de S i iceren
en kiigiik afin kiimedir. Afin kiimeler ve manifoldlarin esdegerliliginin gériisii altinda
S nin boyutunu affS in boyutu olarak tanimlariz.

1.22 Teorem: Herhangi bir S kiimesi igin S in konveks (afin) zarfi tam olarak S
in elmanlarmin biitiin konveks (afin) kombinasyonlarindan olusur.

ispat: Teoremi konveks zarflar igin ispatlayacagiz. Afin zarf igin benzer ispat
yapilabilir. T, S in elemanlarnnin tiim konveks toplamlarin gostersin. conv$ in konveks

ve ScceonvS oldugundan (Teorem 1.15) den Tccony$ dir.
Tersine; X=0X i+t X, Ve y=B.y +..+By,
T nin herhangi iki eleman: olsun. $<A<1 , V AeR icin

z=Ax+(1-A)y=Aax+..+ro x +(1-2)B y; +... +(1-A)By,
her bir tamsay1 O ile 1 arasinda oldugundan ve
T g r §
Yha+2(1-1) B;=A Ta+@A-2)X B;=A(D+1-A)(@)=1
i=1 j=1 i=1 j=1
oldugundan T nin bir elemanmidir. Bbylece T , S i igeren konveks kiimedir ve
convScT dir. Bundan dolayi convS=T dir.

Asagidaki teorem  konveks kiime c¢aligmalarinin en temel teoremidir. Bu
teoremden S nin konveks zarfi igindeki bir x noktasi S nin noktalarinin (sonlu birgok)
bir konveks kombinasyonudur, fakat bu kombinasyon yapiminda arzulanan S nin
noktalarinin sayis: {izerinde bir kisitlama getirmez. Caratheodory teoremi g6yle der ; n
boyutlu bir uzayda konveks kombinasyonda S nin noktalar sayisi asla (n+1) den fazla
olmak zorunda degildir.

1.23 Teorem: (Caratheodory): S, E® nin bostan farkli bir altkiimesi ise
V x econvS (m+1) veyaenazS ninelemanlanninkonveks kombinasyonu olarak

ifade edilebilir.
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ispat: xeconvsS
olsun. Bu halde Teorem 1.22 den

A20 5 A +eetd =1 ve V ie(lsesk)

igin xies olmak {lizere
=Ry teeatAp Xy

yazilabilir. Bizim amacimiz béyle birx in k<n+1 igin varligim géstermektir. Eger

k>n+l ise x sesX, afin bagimiidir. Boylece (Teorem 1.18) den
17%g9000X

k k
Yo=0 ve Yax=0
i=1 i=1

gerceklenecek sekilde hepsi birden sifir olmayan ¢ goes skalerleri vardir. Bundan
dolayt A x,+..+Ax,=x alabilitizve o x +..+ex,=0 dr Ikinci denklemin
uygun bir katini birinciden ¢ikartarak %, lerden birini elimine ederek ve S nin k dan

daha az elemanlannin x 'e esit olan bir konveks kombinasyonunu clde ederiz. a; lerin
hepsi birden sifir olmadigindan ¢ k>0 ve “i>0 sartim1 saglayan V § igin

A . A
_k < —% farz edebiliriz. 1<i<k igin Bf A i'("—k)“i alalim. Bu takdirde
o
k

Bk=0 ve
k k Ak
>B,=TA-—ETq=1-0=1
=1 sl Ogi=l
elde edilir. Bunlardan bagka her bir Bizﬁ dir. Gergekten ; savet aigﬁ ise

Ay Ay
B=a(—-—)20
o, o

dir. Béylece ik

k-1 k k k A
ZBx=IBx=Thx =T -—a)x,
=1 i=1 i=1 =1 o
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k k k
=XAx—Tax=YAx~x
=1 Gpisl sl

Boylece biz x'i XpeeesXy noktalarinin (k—1) konveks kombinasyonu olarak gostermis

oluyoruz. Bu da x 'i S nin noktalarinin en fazla (n+1) konveks kombinasyonu olarak
gosterilinceye kadar tekrar edilebilecegini ortaya ¢ikarir.

Bir S kiimesinin konveks zarfi S nin noktalarimin Dbiitiin  konveks
kombinasyonlannin kiimesi oldugundan Caratheodory teoremini §6yle ifade edebiliriz:
x 'in S nin konveks zarfinda olmasi i¢in g.y.k x 'in (n+1) yada daha az noktalarinin
konveks zarfinda olmasidir. Genelde bu sonucu daha iyi sekie sokamayiz. Gergekten

E? de verilen dogrusal olmayan ii¢ noktadan olusan iiggenin merkezi noktalarin
iictiniinde konveks zarfindadir.

Xy +X,+X '
Xy= 1 _3.2___3 % +% +.§ = X, €convS

fakat herhangi ikisinin konveks zarfinda degildir.

Eger S, E™ de enfazla n—-tane bagh bilesenlerden oluguyorsa o zaman S nin

konveks zarfinda her nokta S nin n yada daha fazla noktalarin konveks

k
kombinasyonudur. | (Ssz,,,,,,Sk) ikiser ikiger ayrik USi bilegen tanimu.]
i=1

Simdi bir polytop'un genel kavramini ve simplex 'i tammlayacagiz. Burada sunu
sOylemeliyiz ki bostan farkli herhangi bir konveks kiime bostan farkli relintint ‘e

sahiptir.
1.24 Tanim: Sonlu nokta kiimelerinin zarfina polytop ad1 verilir.

S={~x19°°°9xk+ 1} ve dimS=k ise ConvS k-boyutlu simpleks olarak adlandirilir.
X (5% p50005%y . 'ler kdseler olarak adlandinlirlar.

. . . .y e s
S nin boyutunun S={x19°°°?xk+1} k 'ya egit olmasi XX gg0005Xy 1 vektorlerinin

afin bagimsizlig ile esdegerdir. Yani (xz ~XygeeesXy,q ~x) vektorleri lineer bagimsiz
olmak zorundadir. Sifir boyutlu bir simplex bir noktadir. Bir boyutlu bir simplex dogru

pargasidir. Tki boyutlu bir simplex iiggendir. Ug boyutlu bir simplex dortyiizli 'diir.



14

(Teorem 1.22) den biliyoruz ki § ={C0nv{x19“°9xk+l} } simplex'indeki x noktast,
koselerin konveks kombinasyonu olarak ifade edilebilir ve bu yazilig tektir.

E+1 k+1

Diyelim ki x ‘'in iki gosterilimi 3 =1, > ﬁi=1 olmak iizere
1 i

kel ke
x= ? ax;= % Px;

olsun. Buradan, esitlik oldugundan

k+1

E(ai-ﬁi)xi=e

yazabiliriz. ai—ﬁi= ,xi diyelim.

() x=2Ax,=

olacaktir.

k+1 k+1 E+1 k+1

Yi=X(a¢,~B)=Ta,- X p,=1-1=0
1 i=1 1 1
olur. Boylece
Ay==(Aytetdy j)

dir. (*) dan yazarsak

AgXytentdy  X,,1=0
_(12 Fooe +Ak+l)x1 +o00 +Ak+1xk+l =6 =

Az(xz—xl) +A§(x3 —xl) +e00 +Ak#1(xk+l —xl) =8
elde ederiz.
Diger taraftan S nin boyutu k oldugundan bu esitlik ancak Ai 'lerin sifir olmasi
ile miimkiindir. (2<i<k+1) = A i:ﬁ dir. O halde ui'_'Bi dir. Bu halde

gosterilig tektir. Boylece biz asagidaki teoremi ispat etmig oluruz.
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1.25 Teorem: S={x19"29°°°sxk+1} E™ ‘'nin k-boyutlu altkiimesi olsun. S nin

(konveks zarfinin) simpleksindeki her nokta kosgelerinin bir konveks kombinasyonu

olarak tek tiirlii yazilabilir.
1.26 Tanmim: Farz edelim ki Conv{xv““’xkd} bir x noktasim igeren k—boyutlu
simpleks olsun. x'in kdgelerinin konveks kombinasyonu olarak bir tek gosterilisi

x=a1x1+000+ak+lxk+1

ile verildiginde ¢ N . sayilarina x noktasinin horizontrik koordinatlar

denir.
xo—m(xl ove +xk+1)

noktasina simpleksin merkezi denir. Merkezden yararlanarak bostan farkli her konveks
kiimenin reletif ice sahip oldugunu ispatlayacagiz. ik ispat simpleksler igindir.

1.27 Teorem: S={Cony {xvm’xkq} } k-boyutlu simpleks olsun. S nin reletif

ici bostan farklidir. pelintS§ = @ dir.

ispat: S nin reletif icinin bogtan farkli oldugunu goéstermek, S kiimesinin onu
ihtiva eden minimal manifolda gére iginin bogtan farkl: ocldugunu géstermeliyiz. Daha
Onceki teoremden ise biliyoruz ki bir S kiimesinin manifold olmasi i¢in g.y.k onun
afin olmasiydi. O halde minimal manifold olmas: afinS 'nin arakesiti olan afin zarf affS
'ye denktir. Béylece bizim S nin, S yi iceren afin zarfa affS 've gore iginin bostan farkli
olmasini gostermemiz yeterlidir. (Yani affS ‘te bir nokta konveks kombinasyon olarak
yazilabilmektedir.)

Simpleks k-boyutlu oldugundan {xl?xz,..,,,xkq} noktalan1 afin bagimsizdir.
Bdylece S nin afin zarfindaki her nokta bu noktalar cinsinden tek tiirlii yaziliga sahiptir.

affS bir manifold oldugundan E®*1 ‘e
fiaffS ~ EF
Sl gy +et oy g J=(0 150050, )
fonksiyonunu tamimlayabiliriz. Bu fonksiyon bilegenlerce tanimlanmig (1-1), tizerine

ve siireklidir. S nin merkezi X, olsun. O zaman;
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xl +oea +xk+l 1

e =R k+1 k+l)

dir. Xy o noktasinda f fonksiyonu siirekli ve her koordinat fonksiyonu pozitif

1
)=( P

oldugundan, X, etrafinda bir B acgik civan bulabiliriz éyle ki Bﬂaffs deki her

x noktasi igin koordinat fonksiyonlan pozitiftir. Boylece Bﬂaffs deki her x noktasi

XypnoesX g noktalarinin bir konveks kombinasyonudur. Teorem 1.22 den

B N affS < ConvS

olur ve
xqerelintS
dir.
ele do 1 a1
3°3 3 333

1.28 Senug: S, E™ nin k-boyutlu konveks altkiimesi olsun. S 'nin reletif igi

bostan farklidir.

ispat: S k-boyutlu oldugundan S de X 15X p50005% 1 noktalar: afin bagimsizdir.

Bu noktalarin konveks zarfi k-boyutlu simplekstir bunu T ile gdsterelim. Bir onceki

teoremden
reliniT + o
dir.
relintT < relintS
oldugundan
relintS # o
dir.

Bazen bu teorem Caratheodory teoremini simpleksler icin su sekilde aktarmakta
yardimc olabilir.
" X 'in S nin konveks zarfinda olmasi icin g.y.k x 'in kdseleri S deki noktalar

olan » simpleksinin i¢inde olmasidir.”
Bu teorem bize kiimenin igi hakkinda bir gey sOyleyemez. Hcf te biz x i

konveks zarfimn i¢ noktasi1 oldugunu bilsek x, o nm i¢ noktasidir sonucuna
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varamayiz. Gergekten; S bir karenin dért kdégesinden ibaret olsun. O zaman karenin
merkezi S nin konveks zarfindadir fakat S nin kdselerinden olusan herhangi bir liggenin
i¢ noktasi degildir. Bir kiimenin konveks zarfindaki x noktas: daima kiimenin
koselerinden olusan minimal boyutlu simpleksinin reletif icindedir. Konveks zarflarin
topolojik 6zellikleri tanimli iki teorem ile bu bahsi kapatiyoruz.

1.29 Teorem: Eger S acik kiime ise S nin konveks zarfida agiktir.

ispat: ConvS=intConvS oldugunu gosterelim.

i) intConyS < ConvS
her zaman vardir.
ii) ConvS < intConvS (7)

S acik oldugundan

S N bdConvS =0
dir. Gergekten

bdS =8\intS =S N(intS)*
bdConvS =ConvyS \intConvS
ScConvS = intS c intConvS

=ConvS\intConvS < ConvS\intS
(S agik intS=S)

=ConvS\intConvS < ConvS\S
S N bdConvS = S N({ConvS N S
=8N S*N ConvS =0

Daima § < CopyS dir. O haldle § = intS < intConyS  olmalidir.

QonvS=Kouveks kiimelerin arakesitidir, konvekstir. Konveks kiimelerin igide konvekstir.
Oyleyse 1.10 dan: intConvS (=konveks) S 'yi Orten herhangi bir konveks kiime

oldugundan konveks zarf tanim: geregince
ConvS c intConvS

dir. Boylece
ConvS=intConvS

dir. Konveks kiimelerin konveks zarfi kapali olmayabilir. 5% de bir 6mek verelim.

S ={xy)! x%y? =1 ve y>0}
S kapalidir fakat konveks zarfi W Y Y
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ConvS ={(x,y)| y>0}
list yann diizlem kapalt degildir. Eger biz S kapali ve smirli olsun dersek 0 zaman
ConvS de kapali ve smirldir.
1.30 Teorem: Eger S tikiz ise ConvS 'de tikizdir.

ispat: B, E®1 ‘'in tikiz bir altkiimesidir.
B={Gy)! x+y=1, x>0,y>0}
x+y=1 = y=1-x
B < §(6,1)

sinirlidir.

0=(0,00 B c E?

olsa

B ={(xy2)| x+y+z=1, x20,y20,z>0} . |

Bir kiimenin smirl: olmasi bir yuvarin (topun) i¢ine almabilmesidir.
B c 8(6,1) 6=(0,0,0)

( R™ 'de bir A altkiimesinin tikiz olmasi i¢in g.y.k kapali ve sinirhi olmasidir.)
Genellestirirsek

X =(08 3500050 1)
Sinirlilik;

ai+a§+m+ai+l =1
xed(6,1) , 6=(0,...,0)
Kapalilik ; {x:}c E?* bir dizi segilsin ve ¥V peN igin

x,eB<E? , x - x*
Eger kapali ise x*gB olmalidir.

X, =(x,y) = x+y.=1 , x>0, >0
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x*=(x,y) . R™ dekibir {y } -y yakmsiyorsa

Yu=Wppmendy b = 3=y, }

gy.k ynj - Y olmasidir.

¥4 =(y1,pmsy 1 ’,,)

¥y= 02919°~°9y 2 ,,,)

................. Yo, = ¥

.................

yn = (J’n,l,'°°9yn,n)
y= (yp“%y ,,)

Bizim problemimizde x, - x , V oce iin A nm eN , Vnan,

icin
¥, >y » lx -xl<e , x20 , ly_-yl<e , y>0
xn+yn=1 = yn=1_xn
x, ~x =y, » 1l-x=y = x+y=1 , VYV neN
igin

x,€eBcE™ 5 x - x*

x}: =(xn,19°°°9xm’n+l) V je [lgooo’n +1] i§in xnjzo allrsak '

n+l
X, = X" =(XpXpeeeX, ) x*€B (?) Yx, =1 jellymm+1]
j=1
icin
Osxnjsi » Xo X
biliyoruz.

xn’l =1 —(xn,2 +xn,3 Fooe +xn’n+])
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X

i " X =l-(erxteerx, o)

= 0<x,+uetx, ;<1 = O<x;<1

B kiimesi tikizdir. Ispata devam edelim. E2Z de

f:E*<ExE - E
ye siirekli bir fonksiyon olsun.

f:BxSx8 - CcE

f(“v“zﬁi,pxz,l) =0 %y 4 T 0%, 20, oc220 5 a1+az=1

konveks kombinasyon

ScE"™ , ConvScE"™
F(TikzKiime) K -~  flK)

fstirekli
tikiz.

FiB XS X xS = X +0,X, 040 X

5+1"n+1
v x (n+1)tane
Eu+l ED

xleScE” fakat

x,=(x, 1% g3eeesX ’")

-----------------------
.......................

Xl =(xﬂ+1,19x1,29°“9xn+1,n)

S ye ait m tane noktanin konveks kombinasyonu olacaktir. Konveks
kombinasyonda (n+1) tane sabit gereklidir.

f‘.‘E(n*l)z -~ E®

n+l

f(a 190609un+1,xl,IOQ@xl’n’xz’l,Oahyxz,nﬁtﬁ9xn*I’IQQGOJ" +1’n) = g ax'( i’l,QDQ,xi’m)
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bu ise gercekte S ye ait (n+1) tane noktanin konveks kombinasyonudur.

n+l

= X a %, jyos%,,) €ConvS
i=1

= f(x)cConvS

=  fBxSX...x8) = ConvS

f stirekli oldugundan ConvS de kompakttir.

BOLUM 2

2 Konveks Kiimelerin Genel Incelenmesi.
2.1 Bir kiimenin konveks ve salt (mutlak) konveks ortiisii.

Keyfi reel yada konveks vektdr uzaylanndaki konveks kiimeler esas olarak n-boyutlu
haldekinden daha karmasik olan 6zellikler tagirlar. Eksiksizlik igin herhangi bir ¢aba
gostermeden bu kiimeler teorisine kisa bir giri§ verecegiz.

p-konveks ve p-saltkonveks kiime tamm1: §<p<1 olmak iizere K cismi iizerinde
bir E vektdr uzaymnmn bir M altkimesi eger x ve y noktalanni igerdiginde tx+aoy
top— laminida igeriyorsa bu M kiimesine p-konvekstir denir. Burada 7>0 , 020
ve 1P+gP=1 dir. M kiimesi eger x ve y vyi icerdiginde [|/P+|g/P<] olmak
kogu- luyla her tx+gy toplamim iceriyorsa M kiimesi salt p-konveks adimi alir.
Burada t ve g ,E ninreel yada konveks bir vektdr uzay: olmasina bagl olarak
reel yada kompleks sayilardir. Eger p=1 1se sirasiyle konveks ve salt konveks kiimeleri
ele alacagiz. Bir M kiimesinin PP(M) salt p-konveks ortiisi M yi igeren tiim salt
konveks kiimelerin kesigimi

n n
T (M) . Elaikl , Elaixi

seklindeki tiim terimlerden olusur. O<p<1 kosuluyla p igin ispat tamamen
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esitsizlig: kullanilarak 1.(1) de verecegimiz p=1 igin yapilacak ispata benzerdir. Salt
konveks kiime kavrami reel yada kompleks uzaylar igin farkli oldugu halde, konveks
kiime kavrami hem reel ve hemde kompleks uzaylar i¢in aynidir. Bundan dolayi, zaman
zaman reel yada kompleks salt konveks kiimelerden s6zedecegiz. Her kompleks E

vektor uzay:i reel bir vektdr uzay:r olarak da yorumlanabilir. Eger { x, }, E nin
kompleks bir cebirsel tabani ise, 0 zaman x, ve ixa vektorleri birlikte E nin reel

bir cebirsel tabanini olusturur. Keyfi olarak birgcok konveks (karsilik olarak salt
konveks) altkiimenin kesisiminin yine konveks (salt konveks) oldugu tanimdan dogrudan
gikar. Keyfi bir M kiimesinin C(M) konveks 6rtiisii, onu igeren (kapsayan) E nin tiim
konveks altkiimelerinin kesigimidir. C(C(M))=C(M) dir.

Eger M =UMa ise, yine C(M) i¢in C M_ yazacagiz. T'(M)
[+ 4
yada I‘szaL salt konveks Ortiisii (reel yada kompleks) benzer sekilde tanimianir.
] )23
2.1.1 C(M), }; ax, » a20 , ?aiﬂ , X, €M
Ii=
seklindeki tiim elemanlardan olugur. Aym sekilde
n 3
F(M) s szxi ’ p‘EK ’ Elpx|51 3 xiGM
1 1

seklindeki tiim elemanlardan olugur.

ispat: Verilen elemanlarin M yi kapsayan konveks (karsilig: salt konveks) bir kiime
olusturduklan derhal saglanabilir. Kargit olarak bu elemanlarin M yi igeren her konveks
(salt konveks) kiimenin eleman: oldukiarini gbsterecegiz. Bunu C(M) igin

ispatlayacafiz. T'(M) icin ispat benzerdir. n-1 i¢in yukardaki gekildeki her
ﬂfl
ox,
1

elemaninin C(M) de yer aldiginin gosterildigini varsayalim.
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» -1
Za ’xi verildiginde z a’=a
11 1
n-1 g
alalim . Time varim hipotezinden y:E _‘xi C(M) de yer alir. Bu nedenle
i«
O<a <1 oldugundan

»
ay+(1-a)x =Y o x,
olur. i=1i
2.1.2 Bir M kiimesinin salt konveks ortiisi M in dengeli Ortiisiiniin konveks
ortlisiidiir. Bir kiime ancak ve ancak konveks ve dengeli ise salt konvekstir. Bir M

kiimesinin konveks Ortiisiiniin dengeli Ortiisiiniin konveks olmas: gerekmez.

sonug: Eger M, kiimeleri dengeli ise

TM,=CM,
dir. Y
ispat: a) Her salt konveks kiime dengeli oldugundan, dengeli bir M kiimesinin

konveks Ortlisiiniin  salt konveks oldugunu gdstermek yeter. (2.1.1) den
» »

C(M), piz() ; Epfl kosuluyla tiim Eplxi lerden olusur ve dolayisi ile (2.1.1)
1 1

»
den C(M)<I'(M) oldugu sonucu gikar. Kargit olarak E] B i|51 kosulu ile K da
1

p,#0 verildiginde, eger

T8l [Bsl
a.=B.= "% y¢ p.=
Lty LTy

alimirsa x, C(M) in elemani olacak sekilde

» n
2p=1, 2p=1. |a]<1l, axeM
1 1

kosuluyla her
x=Xpx,eT(M)

elemanmin
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Epia X seklinde yazilabilecegi goriiliir. O halde ayni zamanda

r'M) < C(M)

elde edilir.

b) (0,0),(1,0) ve (1,1) noktalarimin konveks 6rtiisiiniin ne T2 deki kompleks dengeli
ortiisii nede P%  deki reel dengeli Ortiisii konvekstir.

¢) Sonug: Eger Ma _Iar dengeli ise U M, nin dengeli oldugu gergeginden gikar
ve dolayisiyle (2.1.2) den

CM,=C(UM_)=T(UM )-TM,

elde edilir.

2.1.3 Eger Cl,,,,,Cn konveks (salt kon\}eks) VE O gecnsll,, K nin keyfi
clemanlan ise, 0 zaman a1C1+,.,+oszn konvekstir (salt konvekstir).

C konveks yada salt konveks oldugundan C’1+C'2 igin iddiay1 kurmak yeterlidir.
Konveks C1 ve C2 icin iddia

X% €Cpyy €Cp0<t<l
ise
t@+y) +@-1)(x 4y Y=[ex+1-0)x T+ [ry+(1-)y ]
bagmntisinin sonucu olarak gikar. Salt konveks halide benzer sekilde ispatlanir.

Eger C konveks ise , x,+C acikca konvekstir. Bununla birlikte bu sonug §
noktasinin Ozel bir rol oynadigi sait konvekslik igin gecerli degildir. Eger C salt
konveks ise, x0+C ye X, civarinda salt konvekstir diyecegiz.

2.1.4 Bir konveks yada salt konveks kiimenin lineer goriintiisii ve lineer ters
goriintlisli sirasiyla yine konveks yada salt konvekstir.
A, E vektor uzayindan, F vektdr uzayi igine bir lineer tasvir olsun.

A(tx+(1-1)y)=tdx+{1-1)Ay

oldugundan, eger C konveks ise A(C) de konvekstir. Ax ve Ay, M nin elemanlari ise,
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o zaman A{VD(#4) konveks olacak sekilde A(rx+(l1-t)y)e M  dir. Salt
konveks kiimeler igin ispat benzer gekilde yapilir. Burada E nin bir E[Z] topolojik
vektdr uzay: oldugunu varsayiyoruz.

2.1.5 E[Z] de konveks yada salt konveks bir C kiimesinin ¢ kaplamy,
sirasiyla yine konveks yada salt konvekstir. Bunu salt konveks kiimeler igin
ispatlayacagiz. Konveks kiimeler igin ispat benzer tarzda yapilir.

Eger Xy Ve ¥4, C nin Hx lemanlari ise, 0 zaman eger |a|+|ﬁ| <1 ise,

ax,+By, » C icinde yeralir. § 1nbir Ukomsulugu verildiginde, V+V < U

koguluyla V 0 1in dengeli bir komsulugu olsun. Xo Y Yg s C icin
Xo=% € vV, Yo~y € ¥V kosguluyla C de x ve y elemanlan kargilik gelir. Oysa bu
takdirde

axy+By, € C
olacak gekilde
(axy+Byp) -(ax+Py)=a(xy-x)+B(y-y) € V+V c U
dir.
Eger M , E(Z) nin bir altkiimesi ise M yi kapsayan kapali konveks tiim kiimelerin

kesigimi M nin kapali konveks értiisti adim alir. Kapali salt koneks ortii benzer bir
tarzda tanimlanir.

2.1.6 M in kapali koneks Ortiisi M in konveks Ortiisiinin - C(M) kaplamma

esitti. C(M) de C(ﬁ) ye esittir.

Kapali salt konveks ortii I'( M )=I'( M ) ye csittir. Bunu yine salt konveks
kiimeler igin ispatlayacagiz. (2.1.5) ten dolay1

T'(M) kapali ve salt konvekstir ve bu kiime M in kapal salt konveks 6rtiisti olacak

sekilde M yi kapsayan tiim kapal: salt konveks kiimeler tarafindan kapsanir. Son iddia

M yi kapsayan her kapali salt konveks kiimenin T'(M) yide kapsamasi gerektigi

gerceginin sonucu olarak ¢ikar.
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2.1.7 Eger M acik ise, o zaman C(M) ve T(M) kiimeleride agikir.

T'(M) nin bir eleman
n 23
?a,xi , }l:iaJ=asl > o, #0

seklindedir. Tiim x+V kiimelerinin M tarafindan kapsandigi {§ 1in dengeli bir V

komsulugu vardir. Oysa bu takdirde her
»
Yax+az , zeV
1

elemam , T'(M) icinde yer alir. Ciinkii bu elemanlar

n «
Yo (x+—z) 5 zeV
1 a,

3

seklindedir.

Eger M kapali ise, C(M) ve T'(M) 1 kapali olmas1 gerekmez. Bunun bir

omegi (~1,0), (1,0) noktalar ve y ekseninden olusan diizlemde kapali M kiimesinin
reel salt konveks Ortiisiiyle verilir.

2.2 Bir Konveks Kiimenin Cebirsel Sinin.

C, E vektor uzayimn konveks bir alt kiimesi olsun.
2.2.1 C-C kiimesi reel salt konvekstir. (2.1.3) den dolayr C-C kesin olarak

konvekstir. Eger {$<t<1 ve szzec ise, 0 zaman

t(z;-2) =7, (vz,+(1 -1)zy)

C-C iginde yer alir. Ciinkii C konvekstir. C-C=~(C-C) oldugundan, bundan C-C nin
reel dengeli oldugu sonucu gikar. Burada iddia (2.1.2) nin sonucu olarak gikar.
Eger C, E nin keyfi bir alt kiimesi ise, C-C nin tim elemanianyla gerilmig E nin
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reel lineer alt uzay: ile reel lineer [L(C) uzay:1 C ile birlesir.

2.2.2 Eger C konveks ise L(C)= U n(C-C) ve eger C salt konveks ise

n=1

L(©)=Un(C-0)
dir. n-1

Yukaridaki (2.2.1) den  Up(C-C) nin reel salt konveks oldugu sonucu gikar.
Bundan bagka (ayrica) eger xelUn(C-C) ise her ax,aep Un(C-C) iginde
yer aldigindan, Un(C-C) bir reel vektdr uzayidir. Salt konveks kiimeler hakkindaki

iddia benzer bir tarzda ispatlanir.
2.2.3 C, E nin keyfi bir alt kiimesi olsun. C yi kapsayan enkiigiik reel lineer
M(C) manifoldu

C+L(C) =x,+L(C)

ye esittir. Burada Xg > C nin herhangi bir noktasidir.
Eger bir z+H lineer manifoldu C kiimesini kapsarsa, 0 zaman ona paralel H lineer

uzayi C nin elemanlarnnin tiim X, —%, farklarnini kapsar ve dolayisiyle C-C yi kapsar.
Ohalde H > L(C) dir. Ote yandan eger xoeC ise, 0 zaman acgikca
x0+L(C) > dir. Sonucta keyfi yxe icin
x=x,+(x-x)) dan x+L(C)=X,+L(C)
oldugu sonucu ¢ikar. Bir (' cE kiimesinin bir Xg noktasi, eger C, M(C) de
g civarinda sogurgan ise, yani M(C) icinde yer alan X, dan gegen her dogru bir
i¢ nokta olarak X 1 icerirse C nin bir icil noktasi adim alir.

M(C)=E oldugunda, C nin bir igil noktas1 C nin bir cebirsel i¢c noktasi adim alir.
Tiim cebirsel i¢ noktalarm toplulugu C nin ! cebirsel gekirdegi adim alir.

Cnin (¢ cebirsel zarfi (kabugu) , [x,p)cC olacak sekilde bir xe¢C

nin var oldugu tiim bu yeE noktalarindan olugur. (Burada [x,y) , x in dahil oldugu
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ve y nin dahil olmadig1 x ve y yi birlestiren reel dogru pargasim gésteriyor.)

C nin cebirsel bir i¢ noktast oimayan ¢ nin bir noktasi, C nin cebirsel bir

simir noktasit adimi alir. C nin tim cebirsel smir noktalarinin toplulugu C nin bir

cebirsel sinirt adini alir. Bir C kiimesi e§er C = ¢ ise, cebirsel kapalidir ve eger

C=C?! ise cebirsel agikfir denir.
Topolojik bir vektdr uzayinn bir alt kiilmesinin bir cebirsel sinir noktasi daima bir
topolojik sinir noktasi oldugunu belirtelim. Agagidaki 6mek 2 , kiime konveks olsa bile
tersinin dogru olmadigint gosterir.

P™ de, her konveks C kiimesi icil bir nokta igerir. Gergekten eger

M(C)=P™ ise C m-boyutlu bir simplex (basit, yalinca) kapsar ve bunun agirlik

merkezi (centroid) C nin bir icil noktasidir. Bu sonug¢ sonsuz boyutlu uzaylar i¢in her

zaman gegerli olmaz.

ornek I: x 8o feB sonsuz boyutlu E vektdr uzayimmn bir cebirsel tabani ve C

, § vetim x_ larn konveks 6rtiisii olsun. M(C)=E. Burada C nin yalniz cebirsel

p
sinir noktalarindan olugacak gekilde, hicbir cebirsel i¢ noktaya sahip olmadigmi

gosterecegiz. (2.1.1) den dolay1 C nin her z eleman1
n
z=§“:xp, » 8,20 , Ta,=1

geklindedir. Efer f= B, i=1,2,...,n ise o zaman z, C nin bir i¢ noktasi
olmayacak sekilde, X, vez den gecen Z+°(xp -z) dogrusu [xwz] parcasinda
C ye rastlar.

2.2.4 Eger C konveks ise (% cebirsel zarfi (kabugu) ve (! cebirsel

cekirdegi yine konvekstir (Bos kiime konveks olarak alinmugtir).
ispat: a) Eger ¥ Ve ¥, C*?% nm iki noktasi ve eger x; ve
Xy g [xi,yl]cC ve {xvyz]CC koguluyla C nin iki noktasi ise , 0 zaman

XXy ¥y, 1€ noktalarinin tiimii C nin eleman: olan bir dortyiizliiniin dort kogesidir.
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Oysa bu takdirde simir noktalart ¢ mnn elemamdir ve dolayisiyla D’pyz]CC @
olur.

b) X, Ve x, nin C! de yeraldigin, X in X, Ve x, arasinda herhangi
bir nokta oldugunu ve g nin , X den gegen herhangi bir dogru oldugunu varsayalim.
Buna gdre g ye paralel X, den gegen (karsiiik olarak x, den gegen) dogru
iizerinde C ignde yer alan bir [y 19z1] araligi (karsilig [y29Z2] araligl) vardir. g
nin V19%15%2375 dortgeni ile kesigimi C tarafindan kapsanir. Bu kesigim bir i¢ nokta
olarak x i iceren g de bir araliktir. Boylece x, C'! nin elemamdir.

(224) de (C%*=C? oldugunu gosterecegiz. Burada (C%®=C“ mn her zaman
gegerli olmadigim gbstermek igin bir aykin émek verecegiz.

ornek 2: E reel ve sonsuz-boyutlu ve X, ,0€ A , E nin bir cebirsel tabam

olsun. Tim sifir olmayan

x=2E %,
[+
lerin kiimesini C ile gosterelim. Buradaki katsayilar negatif degildir ve

Z£>1

* n)

esitsizligi saglanir. Ayrica burada n(x)9§a¢(} kosuluyla ¢ min sayisidir. C
konvekstir. Ciinkii eger x ve y ¢ C olmak iizere

2=XE 7, =tx+(1-1)y , y=En,x,

ise , 0 zaman

n(z)> max(n(x),n())>0

olup, sonug olarak
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1 +1—'c 5 1
nx) ny) n@)

olur. Buda ze oldugunu gosterir. (¢ belirlenmig olsun. ¢ nin, &a >0

YE = tXE +(1-t2n, 2

4

ve p(x)>0 kosuluyla tim

x=XE x,

lerin kiimesine esit oldugunu iddia ediyoruz. Eger £ " >0 kosuluyla x:)jgaxa

sifir olmayan herhangi bir eleman ise , 0 zaman
1

2E >—

m

esitsizligin saglandig1 pozitif bir m tamsayisi var olacak gekilde E§a>-0 dir. Bu
takdirde

Cicinde yer alir . Eger o leri, X in Ea katsayilarinin sifirdan farkli olduklarn tiim

bu ¢ damgalarindan farkli olarak secilirse , 0 zaman {(<t<1 kosuluyla herbir
tx+(1-7)ze C

dir. Bu nedenle x , [z,X) pargasinin ug noktasi olarak ' nin elemanidir. Ayrica eger

y , C nin herhangi bir elemam ise [y,0) par¢asinin tiimii C iginde yer almaz fakat

0 . C?% nin elemam olmayacak sekilde yalmz

n(y)Xn,

icinde yer alir. Sonugta C%=(% olacak sekilde e olur.

[y,

Biraz Once goriildiigl gibi , ¢'® nin cebirsel kapali olmasi gerekmez. Bununla

birlikte simirsiz olarak (sonlu o&tesi) cebirsel zarfi (kabugu) olusturmanin iglemi
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tekrarlanabilir. C%=C1 alahm.Bir y+1 suwalsayisiicin CY*1=(C")* alalim

ve bir {3 limit siral sayis1 igin

cP=U v

¥<P
alalim. Eger C konveks ise (2.2.4) den dolay: tim Y*! kiimeleri konvekstir ve
dolayisiyle CP kiimeleridir. Yeter derecede biiyiik bir p swal saysi igin
CH1-CP  elde edilir. Boylece (" , C yi kapsayan en kiigiik cebirsel kapali
konveks kiimedir.

(2.2.5) Her C konveks kiimesi, yine konveks olan cebirsel kapali bir ¢

zarfina sahiptir. Agagidaki sonug, sonsuz boyutlu uzaylarda konveks kiimelerin doagal
karmagikliginin bagka bir 6megini verir. '

(2.2.6) Her sonsuz boyutlu E vektér uzaymda C é=E kosuluyla konveks bir
C 6zalt kiimesi vardir. Yine X, s G€ A , E nin bir reel cebirsel tabant ve damga

kiimesi son elemani olmayacak bir tarzda siralanmis olsun. C sifir olmayan son katsayis1
pozitif olan tiim

Eilx%ae() , n=12....
i=1

lerin kiimesi olsun. C agikca E nin konveks bir 6zalt kiimesidir. Eger

2223

E nin keyfi bir noktas1 ve eger i=1,...,n igin ¢ >0, ise, 0 zaman z, C iginde yer

alan, [xag) parcasinin u¢ noktalaridir.

2.3 Yari Uzaylar

Simdilik E reel bir vektdr uzay: olsun. E deki bir hiperdiizlem ya 1-egboyutlu

lineer bir H alt uzayidir yada bir xotH kiimesidir. H a kargilik gelen, sifir uzay:
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tamamen H olan JE* cebirsel dual uzayinda daima reel bir u fonksiyoneli vardir. Bu

durumda xo+ H hiperdiizlemi

u(x)=u(xy=vy

oldugu tiim xeE clemanlarinin kiimesidir. Xo+ H hiperdiizlemi, sirasiyla

u(x)<y ve wu(x)>y iletamml iki cebirsel acik yar1 uzay belirler. Benzer gekilde

aym hiper dizlem gy(x)<y ve wu(x)>y ile tammli iki cebirsel kapali yar1 uzay

belirler. U nun lineerliginin basit bir sonucu olarak tiim bu yar1 uzaylar konvekstir,

sirasiyla cebirsel agik yada cebirsel kapahdir ve  z(x)<y . u(x)<y nin cebirsel
kabugudur. Xyt H hiper diizlemi dort yan uzayin herbirinin cebir simiridir.
Bir baska sonu¢ da sudur; Bir E[z] topolojik vektdr uzayinda, eger u siirekli ise

u(x)<y yar uzay kapahdir. Eger durum bdyle ise n(x)<y yan uzay: agiktir.

Eger u siirekli degilse her dort yan uzay E[z] de yogundur. Eger E kompleks bir vekior

uzay: ise JE* , E iizerindeki kompleks lineer fonksiyonellerden olugur ve kompleks

lineer fonksiyonel vasitasiyla bir reel hiperdiizlemin yari uzaylarimi nasil karakterize
edilecegi sorusu ortaya gikar.

(2.3.1) Eger E kompleks vektdr uzay bir reel vektdr uzay: olarak g6z Oniine
alinmig ise ve eger u onun iizerinde reel bir lineer fonksiyonel ise, 0 zaman vekt6r

uzayt y(x)=R(vx) oldugu kompleks E vekibr uzay: iizerinde belirlenmig bir tek

kompleks lineer v fonksiyoneli vardir.
Eger u kompleks bir E[z] topolojik vektdr uzay: {izerinde siirekli ise, 0 zaman v
de siireklidir. Kargit olarak, kompleks lineer v fonksiyonelinin siirekliliinden reel lineer

u(x)=R(vx) fonksiyonelinin siirekli oldugu sonucu gikar.
ispat: Eger ux , vx in reel kismina esit ise, o takdirde Jvx imajiner kismi
J(vx)=R(~ivx)=—R(v(ix))=-u(ix) saglanir. v ye miimkiin olan yegane genigleme bu
nedenle
2.3.2) vx=ux-iu(ix)
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dir. E reel bir uzay olarak g6z Oniine alindiginda, (2.3.2) ifadesi kesin olarak E iizerinde
kompleks degerli lineer bir fonksiyondur. Bununla birlikte v de kompleks linegerdir.
Ciinkii

v(ix)=u(ix)~iu(-x)=ifux—-iu(ix)]=ivx

dir. Eger E[z] de § 1 kompleks dengeli bir U komgulugunun elemam olan her x
icin lyxi<e ise, 0 zaman eger u siirekli ise v siirekli olacak sekilde (2.3.2) den

dolay1 U iizerinde lvxl <2e olur. Karsit olarak val <e dan [R(vx)l<e sonucu
cikar.

Kompleks bir E uzayindaki yar1 uzaylar ve Xo+ JH reel hiper diizleminin analitik
karakterizasyonu (2.3.1) in sonucu olarak ¢ikar : x,+H m noktalarmn
R(vx) =R(vx0)=y denklemi ile karakterize edildigi x0+H a karsilik gelen
kompleks lineer bir VeE™ fonksiyoneli vardlr. Cebirsel yar1 agik uzaylar
R(vx) v ifadesiyle verilir. Bu yan uzaylar ancak ve ancak v siirekli ise topolojik

olarak agiktir. {§ dan gegen her reel H hiper diizlemi, tam kompleks bir hiper diizlem

olan H (NiH vyi kapsar. Eger H, ux=0 ile verilmigse K iH , vx=0 ile verilir.

Burada v (2.3.2) ile R(vx): y tamimlanmigtir.

2.4 Konveks Bodiler ve Onlaria Birlesmis Minkovski Fonksiyonelleri.

Konveks kiimelerin 6zellikle 6nemli bir sinifi en az bir cebirsel i¢ noktas: olan

kiimelerle olusur. Bunlara konveks cebirsel bodiler yada konveks o -bodiler

denir. (2.3.2) nin paradoksal olanaklari gbriilecegi gibi boyle konveks kiimeler igin
ortaya gikmaz. Her sogurgan salt konveks kiime { cebirsel bir i¢ nokta oldugundan
bir konveks o -bodi dir. Eger gbz 6niine alinan uzay (underlying) bir E[z] topolojik
vektdr uzay: ise bir C kiimesine eger C kiimesi z topolojisi anlaminda bir X, i¢

noktasina sahipse ve dolayisiyle eger C X, I bir konveks z komsulugu ise bir

konveks z-bodi 'dir denir. Her konveks z-bodi bir konveks ¢ -podi 'dir. Fakat tersi
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dogru degildir. Eger {cE cebirsel bir i¢ nokta olarak { ile bir konveks
o -bodi ise asagidaki (2.4.1) denklemi ile g(x) Minkovski fonksiyoneli

tanimlanir.

(2.4.1) qgx)=infm p (p=20)
xepC

(2.4.2) Cebirsel bir i¢ nokta olarak {§ ile bir konveks ¢ -bodi C nin

Minkovski fonksiyoneli E tGizerinde negatif olmayan, pozitif homojen, alt toplamsal bir

fonksiyondur. Yani bu fonksiyonel x,yeE icin agagidaki kosullart saglar:

(o) g(x)>0
(g) g(ox)=cq(x) , o0 igin,
Cy) q(x+y)<q(x) +q(¥)-

ispat: C sogurgan oldugundan dolay1, Vxe & icin q(x) tanimhidir ve ( ¢ ) ve
( B ) kogullan acgikga saglamr. ( y ) kogulu agagidaki gibi ispatlanr.
g(x)=p odle qg(y)=0 0 olsun. Bu takdirde eger p>p o V€ 0>0, ise

x ve J elemanlan C i¢inde yer alir ve C konveks oldugundan dolay:
4]

P
P X G X _ X+y

—_— —=

p+o p p+CG C p+a

olur. O halde

glx+y)< Pe*0q
olacak sekilde

x+ye(p+0)C

dir. ( § ) ve ( y ) dan q(x) 'in E iizerinde bir konveks fonksiyon oldugu sonucu
cikar. Yani VY x,y eE icin,
(2.4.3) grx+{1-t)y) <tgx)+(1-1)g(y) , O<z<1 dir.
(2.44) Eger q(x) cebirsel bir i¢ nokta olarak § ile g-podi C nin
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Minkovski fonksiyoneli ise, 0 zaman (7 , g(x)<1 kosuluyla tim x lerden olugur
ve C?® ,C nin cebirsel smin q(x)=1 ile verilecek sekilde g(x)<1 kosuluyla tim
X lerden olusur. Aynca ( i bir cebirsel agik konveks g -Bodi 'dir ve C9
cebirsel kapalidir.

ispat: Eger xeC ise (2.4.1) den dolay1 g(x)<1 dir. Eger q(x)<1 ise, o
zaman kargit olarak xe dir. Burada bdyle bir x elemanmin da ! iginde yer
aldigimi gosterecegiz.

g(x)=1<1 ve Q<o<li-t

olsun. x+gC konveks o -podi cebirsel bir ic nokta olarak x 'i icerir q(x)<1

koguluyla her x noktasi ? icinde yer alacak gekilde zeC igin
g(x+0z) <q(x)+oq{@) <t+0<1

den x+oCcC sonucu gikar. Gergekten bdyle her nokta (C%? iginde yer alir,
glinkii x € nin cebirsel bir i¢ noktas: olacak gekilde g{x+oz)<1 den dolay:
x+0CcC* sonucugikar. Buradan (! aym zamandabir konveks ¢ -bodi 'dir.
Eger q(x)=1 ise 0 zaman ( B ) dan dolay1i g(x)<1 kosuluyla tim bu
noktalar '@ iginde yer alacak sekilde [0,x) arahigx C iginde yer alir. Karsit olarak xe C @

olsun. Bu takdirde bir [z,x) cC araligi vardir. Bu durumda her §<t<1 icin

z+t(x-z)eC
oldugundan

x=z+t(x-2)+(1-1)(x-2)
den

q(x) <qz+t(x-2)) +(1-7)q(x-z) <1+(1-7)q(x-2)
dir. -1 icin g(x) <1 dir. Bu nedenle (2 , g(x) <1 ile karakterize edilir.
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Eger q(x)=1ise x¢C! dir. Aksihalde [0,0x] , o>1 pargasi Ciginde yer
alirdi. Oysa (2.4.2( B )) dan bu miimkiin degildir. Sonug olarak (C%)* ve C?
kiimeleri sadece q(x)<1 esitsizliginin sagladig1 noktalar: igerir. Dolayisiyla bu kiimeler

bdyle noktalarn toplulugundan olugur. Bu nedenle ¢ cebirsel olarak agiktir.
Sonugta bir Onceki paragrafta C i¢in verilen yaklasim % ya uygulanusa ( 2 )
cebirsel kapali olacak gekilde (C9)®=C*® elde edilir. Aym zamanda (2.4.4) den
dolayr (C i)“ = so;mcu ¢tkar. yeC*® oldugunda [{,yjcC oldugu icin C

nin her cebirsel sinir noktasina C deki bir dogru vasitasiyla her cebirsel i¢ noktadan
erigilebilir. (2.4.4) {in karsitim1 verelim.

24.5 Eger q(x) E tizerinde ( ¢ ), ( B ) ve ( y ) kosullarim saglayan bir
fonksiyon ise q(x)<1 (yada g(x) <1 ) kiimesi Minkowski fonksiyoneli g(x) olan bir
i¢ nokta olarak {§ ile cebirsel agik (yada kapali) bir ¢ -podi tanimlar.

ispat: g(x) <1 olacak gekilde tim x lerin olugturdugu C kiimesi agikca

sogurgandir ve ) C nin cebirsel bir i¢ noktasidir. (2.4.3) den dolay1 C nin konveks

oldugu dogrudan elde edilir. C nin Minkowski fonksiyoneli q(x) dir ve daha sonra
(2.4.4) iin sonucu olarak teoremde iddia edilen diger iddialar elde edilir.

Sifirdan farkh bir x i¢in q(x)=0 ise, bunun anlam: sifirdan x boyunca gegen yan
dogru C iginde yer almasi demektir. Ozellikle E nin kendisi (bir vektdr uzayidir)

q(x)=0 fonksiyoneli vasitasiyle tamimlanir. Bir konveks C dodi ile baglayarak ve onun
Minkowski fonksiyonelinide olugturarak (! ve (¢ kesin olarak elde edilir. Oysa
Ckimesi C!cCcC*® yisaglayan herhangi bir keyfi konveks kiime olabildigi halde
C nin kendisi tekrar elde edilemez.

Eger C kiimesi reel (yada kompleks) E vekt6r uzaymin salt konveks bir alt kiimesi
olacak sekilde C iizerinde yeni bir ek hipotez konursa 0 zaman () mnin yerine keyfi
reel (yada kompleks) o icin g(ax)= lalg(x) bagmntist elde edilir. Bundan dolay:

bu durumda q(x) reel (yada kompleks) bir yarn normdur. Sonug olarak agagidaki teorem
ifade edilebilir.
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(2.4.6) Sogurgan salt konveks bir kiimenin Minkowski fonksiyoneli bir yan

normdur ve terside dogrudur. Bir E[z] topolojik vektér uzayinda bir konveks
o -bodi ne zaman bir z-podi olur sorusunun yamit1 agagidaki sekilde verilir.
(2.4.7) Sifir cebirsel i¢ noktali E[z] uzayinda bir konveks C ¢ -podi ancak
ve ancak bu kiimenin Minkowski fonksiyoneli silirekli ise bir z-podi dir. Eger
durum béyle ise ! , C nin igidir ve© ¢ da C nin kaplamidir. Bu nedenle C nin
cebirsel ve topolojik simirlari aymdir.
ispat: a) ¢ 1 C nin bir i¢ noktasi oldugunu varsayallm o zaman {§ 1n
¢C komsulugundaherxicin g(x)<e dir. Yaniq fonksiyoneli { da siireklidir.
Bununla birlikte q(x) in {§ daki siirekliliginden dolayr q(x) in keyfi bir yeE
noktasinda siirekli oldugu ve gercekten q(x) in diizgiin siirekli oldugu sonucu cikar.

Eger ze eV ise 0 zaman

q(y+z) <q@)+e
dir. Benzer sekilde -zgeV oldugundan

q() = ¢((y+2)-2) <q(y+2) +q(-2)

esitsizliginin sonucu olarak

q(y)-e <q(y+z)

bulunur. Béylece zegV¥ icin

lgy+2)-q)l < ¢

bulunur.
b) Kargit olarak eger q(x) siirekli ise q(x)<1 kosuluyla tiim x lerin olusturdugu

kilme yani (' kiimesi agiktir ve sifir noktasmm icerir ve q(x) <1 kimesi yani
C¢ kiimesi kapalidir. Oyle ki burada % ,Cninicive ¢ da Cnin kaplami
olsun. { 1 bir i¢ nokta olarak alan konveks badilerin geometrik 6zellikleri dogal

olarak bir i¢ nokta olarak genel bir Xy noktasi ile konveks badiler icin yine gegerlidir.

Eger X noktast C nin cebirsel bir i¢ nokias: ve eger q(x) (- X, m Minkowski
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Fonksiyoneli ise 0 zaman

C?, glx-xp<1

ile verilir.

Burada bu diigiincelerin en genel konveks kiimelere nasil uygulanabilecegini
belirten bir agiklama verecegiz. Eger C kiimesi (¢ nin bog oldugu bir konveks
kiime ise 0 zaman (2.4.4) den asagidaki genel sonug elde edilecek sekilde (C ¥
kiimeside bogtur.

(2.4.8)  Eger C keyfi bir konveks kiime ise (C¥)!=C*? dir.

Eger C kiimesi karsilik gelen M(C) lineer manifoldu ile keyfi bir konveks kiime

ise ve eger C nin en az bir i¢ noktasi varsa C kiimesi M(C) de bir konveks ¢ -padi
dir. Yine (2.4.4) den dolay1 icil noktalar kiimesinin M(C) de cebirsel acik oldugu ve

(CH*=C* oldugu clde edilir. Ozellikle bu sonu¢ n—boyutlu bir uzayin konveks alt
kiimelerinin tiimiine uygulanabilir. Ciinkii bu alt kiimeler (2.4.2) den dolay: i¢il noktalara

sahiptir. Eger bir konveks kiimenin en az bir igil noktas: varsa ve eger C%=M(C)
ise yine (2.4.4) den dolay1 C=M(C) olmahidir ve (2.2.6) 6meginin uygun olmayan
davranig1 bu nedenle uygun olan higbir uzunlukta degiidir.

2.5 Konveks Koniler.

Bir E vektdr uzaymin bir K(xﬂ) alt kiimesi eger bu altkiime x 'i igerdiginde
her xo+e(x-x)) , >0
noktalarim da igerirse X, tepeli bir koni adim1 alir. Bu nedenle { tepeli bir koni
x i icerdiginde gx , o> da igerir. K(xo) konisi { tepeli bir K(0) konisinin
bir xo-;.K(G) Otelemesi olarak daima elde edilir. Bir K(0) konisi eger x ve y
noktalarim igerdigi zaman daima x+y toplaminida igeriyorsa konvekstir denir. Karsit
olarak eger bir K(0) konveks konisi x ve y noktalarini iceriyorsa keyfi 4 ve p

pozitif sayilan i¢in Ax+uy toplamm igerir. Eger K(0) bir koni ise benzer gekilde
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- K(0) da yine bir konidir. En genel halde X, -K(0) ifadesine K(xo) =X, +K(0)
'a kargilik ¢capsal koni adi verilir ve K *(xo) ile gosterilir.

Bir K(xﬁ) =Xy+ K(0) konveks konisine kargilik gelen L(K(xn)) reel vektor
uzayi (2.2.2) den dolay1 K(0)-K(0) a esittir. Bu koni eger tepesinden gegen hicbir
reel dogru igermiyorsa buna 6z koni ad: verilir. Bir koni eger tepesini icermezse kesik
koni 'dir ve eger tepesini iceriyorsa noktali koni adini alir. Bir kesik koni daima bir 6z
konidir. Eger orijinal koni olursa konvekstir. Karsit olarak eger tepesi bir kesik koniye
eklenirse 0 zaman bir 6z noktali konveks koni elde edilir. Bir K(0) konisi ancak ve
ancak ya

K(@O)NK*(0)=0
veya
KO)NE©O)=2
ise 6z konidir. Her lineer manifold bir konveks konidir. Bir cebirsel agik yari uzay bir
kesik konveks konidir ve simirly hiperdiizlemin herhangi bir noktas: koninin bir tepesi

olarak segilebilir. (2.2.6) nin C konveks kiimesi hicbir cebirsel i¢ noktasi olmayan §

tepe noktal: bir kesik konidir. Eger K(0) bir koni ise (K{(0))® da konidir. Bu dmek
eger K(0) bir 6z koni ise (K(0))® nin 6z olmas: gerekmedigini gosterir. § tepeli
bir koninin lineer goriintiisii ve lineer ters goriintiisii yine {§ tepeli konilerdir. Aym

tepeli tiim konilerin kesigimi yine aym tepeli bir konidir ve bu 6zellik birlesim igin de
gegerlidir.

(2.5.1) Konveks konilerin bir Ka(i)) toplulugu verildiginde tiim Ka(ﬂ)
konilerini iceren en kiiglik konveks koni EK‘! () a esittir. EK« (0) konveks koni
o a

oldugu igin EKG(()) daki iki elemanmin toplami yine aymi toplamin elemani
o
oldugundan ve dolayisi ile en kiigitk konveks koni tiim Ka(ﬁ} konilerini icerdigide

sonugtan gikar. Ote yandan bir M kiimesi tarafindan diretilmig X tepeli koni M nin
tiim elemanlarim igeren X, tepeli en kiiglik konidir.

(2.5.2) Eger M konveks ise M tarafindan tiretilmis ¢ tepeli koni konvekstir
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ve U oM e csittit. Eger (¢M ise M tarafindan iretilmig koni kesiktir ve

>0

bundan dolay: 6z 'diir. |J oM bir konidir ve
e>0
xyeUogM A>0, p>0
>0
iken
Ax+py

yi igerir.

Eger Q¢M isc O tepesi UM icinde kalmaz. Topolojik vektdr
Q>9
uzayinda asagidaki teorem ifade edilebilir.

2.5.3) Eger K, E[z] topolojik vekidr uzayinda bir konveks koni ise K
kaplami da bir konveks konidir. Eger K bir icil nokta kapsiyorsa K , K min igidir
ve K! yine bir konveks konidir.

ispat: Tepe noktast @ olsun. (2.1.5) den dolayt1 K  konvekstir.

Eger z, xeK noktalarinin bir kaplama noktas1 ise oz , >0 , K koni
olmak kaydiyla aym zamanda K iginde yer alan px noktalanimin bir kaplama
noktasidir. Eger Ki=p ise o takdirde 2. iddia dogrudur. Eger Kizg ise o
takdirde K sirasiyla ya bir konveks cebirsel bodi yada bir konveks z-podi dir ve

K! yine bir koni oldugundan ikinci iddianin dogrulugu (2.4.4) ve (2.4.7) den sonug

olarak elde edilir.

2.6  Hiper Koniler.

Xq tepeli E deki bir normal konveks kesik koni X, noktasinda bir hiper koni

adim alir. Asagida énemli varlik teoremini verelim.
(2.6.1) Eger M konveks ise ve eger X, & M ise o takdirde M yi iceren x de

bir hiper koni vardir.
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ispat: (2.5.2) den dolay1 M yi iceren X, tepeli bir kesik konveks koni vardir.

Boyle konilerin bir tiimel sirali toplulugunun birlegimi (kapsama ile sinirli) yine kesik
ve konveks oldugundan Zorn yardimci teoreminden bdyle bir maksimal koninin var

oldugu sonucu gikar. Eger K(xo) bir hiper koni ise kargilik ¢apsal K "(xo) konisi
de bir hiper konidir.
(2.6.2) Eger K(xe)) bir hiperkoni ise o takdirde

KxJUK (x)=E~{x)} ve K@x)NK (x)=0

dir. Bunedenle K(x,) hiperkonisinin timleyeni K ”(xﬂ)U {xo} konveks konisidir.

Bir hiperkoni konveks, kesik ve dolayist ile 6z oldugundan
K(x) N K*(x)=0

olacag: aciktir. Birinci iddia maksimalligin geregi olarak elde edilir; x ,=0 oldugu
varsayilabilireger K U (-K) , E ~ {0} esitolmasaydi, K U (-K) birlegimi
icinde yer almayan reel bir JAx  dogrusu bulunurdu. Oysa bu takdirde

yeK , 020 olmak kosuluyla px+y noktalan ile birlikte ve o [ olmak
tizere @x noktalarmmn toplulugu bir kesik konveks koni olustururdu ( gx+y=0
oldugundan ) ve bu bir dzaltkiime olarak K yi1 igerirdi ki buda olanaksizdir.

2.6.3 Karsit olarak eger K(xﬂ)

K@x) U K*(x)=E ~ {x}

K(x) N K*(x)=2

kosullari ile bir konveks komi ise ¢ zaman K(xo) bir hiperkonidir. Konveks
kiimelerin incelenmesinde hiperkonilerin 6nemi agagidaki teoremle kendini gosterir.

2.6.4 E nin her 6z konveks C altkiimesi onu igeren hiperkonilerin kesigimidir.
Ciinkii, eger x, & C ise (2.6.1) den dolay1 C yi igeren ve X, T icermeyen x o

noktasinda bir hiperkoni vardir. Yukardaki (2.6.3) den dolay: asagidaki teorem ifade
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edilebilir.

2.6.5 E nin bir lineer H altuzayi ile bir K(0) hiperkonisinin kesigimi yine H ta
bir hiperkonidir.

ornek Cebirsel zarfi E ye esit olan bir hiperkoninin 6megini olusturur. Eger
(3.1) deki (3.1.2) teoremi uygulanirsa o zaman 0zellikle (2.6.2) den bir hiperkoninin
cebirsel kapali zarfinin ya E oldugu yada onu sinirlayan hiperdiizlemin, hiperkoninin

cebirsel sinir1 oldugu ifadesinden cebirsel kapali yan uzay olacag: sonucu ¢ikar. Bu son

halde hiperkoni bir konveks o.~body dir. Birinci halde ise hiperkoni higbir cebirsel
i¢ noktaya sahip degildirr P?® de bir K(0) hiperkonisi cebirsel simir olarak bir

hiperdiizleme sahip olacak gekilde bir konveks o -body dir. Bu uzay icinde yer alan

K(0) 1n noktalar1 yine bir hiperkoni olustururlar v.b. Bunun kolay bir sonucu P 7 de
bir hiperkoninin daima asagidaki sekilde oldugudur. K(0) sifir olmayan son

koordinatinin pozitif oldugu tiim
n
Yox=0
i=1

noktalarindan olusacak sekilde P# in bir X tabani vardir.

BOLUM 3
3 Konveks Kiimelerin Ayrilmast Hahn-Banah Teoremi.
31 Ayirma feoremi.

K reel yada kompleks cisim olmak iizere E, K cismi lizerinde bir vektor uzay: olsun.

3.1.1 A, ve A,, E nin iki ayrik konveks 6zaltkiimesi ise

C,D4, ve C,DA, .
teoremin iki ayri ispatini verecegiz.
a) (2.1.3) ten dolay1 A,—A, farki E nin bir konveks altkiimesidir ve 0 noktasim
icermez yine (2.6.3) ten dolay1
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KDOA-A,
oldugu 0 tepeli bir K hiperkonisi vardir.

C, = N&,+K)
Mt

&

olsun A, C x,+K olacak gekilde Al_x2 C K oldugundan A1 C ¢, sonucu
gikar. (2.6.2) den dolay: C, in tiimleyeni tiimleyenlerin
C, = A,+( K*Uo} )

birlesimine egit olacak gekilde bir x,+K kiimesinin tiimleyeni

x+(K*U{0})

toplamina esittir. Yine (2.1.3) ten dolay: da C, konvekstir ve C, D A4, dir.
b) Asagidaki ispat hiperkoniler teorisinden bagimsizdir.
B, DA, ve B,DO A,
olmak {izere ayrik konveks kiimerlerin ( B,,B, ) ikililer toplulugunu g6z 6niine alalim.
B, CB, ve B,CB,
oldugunda eger
(B,B,) = (BB, )
alinirsa bu ikililer toplulugu kismi siralidir.
B, UB, = E

oldugunu varsayalim.
(B,B,) < (BB, )

olacak gekilde bagka bir ( B . ’,Bz ’ ) ikilisinin var oldugunu gdsterecegiz.
X&B,UB, oldugunu varsayalim. Bu durumda ya x, ve B, in konveks &rtiisiiniin
B, ile bog bir kesigime sahip oldugu yada x, ve B, nin konveks ortiisiiniin B, ile bog
kesigime sahip oldugunu iddia ediyoruz. Eger durum béyle olmasaydi o zaman bir
¥,EB, i¢in [x4y,] pargasinda bir z,EB, noktasi yer alird1 ve bir y,EB, igin [%,y,]
pargasinda bir z,EB, noktasi var olurdu. Oysa bu takdirde [y;,z,] ve [v,,z,] pargalarinin
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kesigim noktas1 bir geligki vererek B, ve B, nin her ikisinde de yer alirdi. Zorn yardimci
teoreminin (B,,B,) ikililer topluluguna uygulanmasiyla aranan sonug elde edilir.

3.1.2 Eger C, ve C,, E nin 6ztiimler konveks altkiimeleri ise o takdirde C,"NC,;*
ya E ye yada reel bir hiperdiizleme esittir. Ikinci halde yani eger C;' ve C,} nin her
ikiside bog degilse C,' ve C,’ nin herbiri bu hiperdiizlemle tanimli iki cebirsel agik yan
uzaydan biriyle gakigir.

ispat: C,*NC,*=H olsun. C,UC,=E oldugundan

E-H - ¢’ Uc,

olup C, ( yada C, ) nin herbir sinir noktas1 C, ( yada C, ) nin de bir sinir noktasidir ve
dolayisi ile H iginde yer alir. Aymi nedenlerle H bog degildir. (2.2.4) den dolay:
C,’NC,* kesigimi konvekstir. Aynica eger H, z, ve z, gibi iki nokta igerirse bu
noktalardan gecen dogrunun tiimiinlide igerir. Bunun bdyle olmadigini ve z tin H 1n
clemani olmayan ([z;,z,] pargasi diginda 'yer alan dogrunun bir noktast oldugunu
varsayalim. z, nin z ve z, arasinda yer aldifin: varsayalim. O zaman z noktas: ya C;!
icinde yada C,’ iginde yer alirdi. zEC,' oldugunu varsayalim bu takdirde (2.4.5) de
verilen uyan geregince (z,,z] pargasimin her noktasinin C,' iginde yer aldig sonucu gikar.
Dolayisiyla z, de C;' iginde yer alir. Oysa bu olanaksizdir. Béylece H in bir lineer
manifold oldugu gosterilmis olur.

Bukezde H=E oldugunu varsayalim. H bir lineer alt uzay olacak sekilde O0EH
oldugu varsayilabilir. x,&H ve 6megin x,&C,' oldugunu kabul edelim. Bu takdirde —x,
H 1n elemam olmaz yada -x,&£C,'UC, olur. Oysa ~X, C,’ nin elemamida olamaz, aksi
takdirde O noktasi [x,,—X,] parcasinin bir noktas: olarak C,' konveks oldugundan
(2.4.4) den C,' icinde yer alird1. Béylece —x, noktas1 C,' nin eleman olur. [%,], X, in tiim

reel skaler katlarinin uzay: olmak {izere

H®[x,1=E
oldugunu iddia ediyoruz.
Eger x€C, ise
C,CH®[x,]

olacak sekilde [x,—x,] parcasi H 1n bir noktasini icerir. Eger yEC, ise

C,CH®[x,]
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olacak sekilde [y,x,] pargas1 H in bir noktasim igerir. Dolayist ile sonug olarak

HO[x,]=E
dir.

E~H-= CI' U Czi

oldugundan cebirselacik yari-uzaylardan biri C,' ile ve digeri C,' ile cakigir. M ve N
gibi iki kilme eger H tarafindan tamimli, farkli cebirsel kapali yan uzaylar tarafindan
kapsanirsa bir reel H hiperdiiziemi ile aynimistir diyecegiz. Ayrica bu kiimelere H 1n
karsilikli kenarlari iizerinde yer alir diyecegiz. M ve N birlikte H 1n noktalarinada sahip
olabilirler. Eger M ve N kiimeleri H tarafindan tanimli, farkli cebirselacik yari—uzaylar
tarafindan kapsaniyorsa bu kiimelere H tarafindan kesin olarak aynilmigtir diyecegiz.
(3.1.1) ve (3.1.2) den ayirma teoreminin cebirsel sekli elde edilir.

3.1.3 Eger A, bir konveks a-body ve A,, A, in hicbir cebirsel i¢ noktasini
icermeyen konveks bir kiime ise o takdirde A, ve A, yi ayiran bir H reel hiperdiiziemi
vardir ve bu A, in higbir cebirsel i¢ noktasini igermez.

Eger A, ve A, ayrik cebirsel agik konveks a~body ler ise o takdirde kesin olarak
ayiran bir reel hiperdiizlem vardir.

ispat: Hipotez geregi A’ bog degildir ve A,NA,= tur. (3.1.1) den dolay:
C, 04, , C,DA4,

tiimlerleri vardir. C,' bog olmadigindan (3.1.2) den dolay: bir H hiperdiizlemi vardir ve
bu nedenle A’ cebirsel agik yariuzaylardan biri iginde ve A, tiimler cebirsel kapal: yan
uzay iginde yer alir. Bdylece teoremin birinci kismi ispatlanmig olur.

Eger A=A, ve A=A, ise 0 zaman

A CC)
oldugundan A, diger agik yari uzay tarafindan kapsamr. Bu durumda bu nedenle ayirma
kesindir. Bir E[Z] topolojik vekt6r uzaymda ayirma teoremi agagidaki geometrik gekli
alir.
3.1.4 Eger A,, E[Z] de bir konveks z-body ise ve eger A,, A, in higbir ig
noktasim igermeyen bir konveks kiime ise o takdirde A, in higbir i¢ noktasim icermeyen
A, ve A, yi ayiran kapal1 bir reel H hiperdiizlemi vardir.

Eger A, ve A, ayrik konveks agik z-body ler ise o takdirde onlar1 kesin olarak



46

ayiran bir kapali reel hiperdiizlem vardir.

ispat: Yogunluk kavramindan dolay:r H hiperdiizlemi ya E de yogundur yada
kapalidir. Ote yandan (2.4.7) den dolay1 A,! kiimesi agik ve H tan ayrik oldugundan
dolay1 H hiperdiizlemi kapal: olacaktir.

A, ve A, gibi iki ayrik cebirsel kapali konveks a-body leri kesin olarak ayirmak
her zaman milmkiin degildir. Diizlemde A; i E<( yan diizlemi olarak alalim ve A,
yide Enzl , E,n > 0 kosuluyla tim (Em) ikililerinin kiimesi olarak

alalim.

32 Hahn~Banach Teoremi.

Ayirma teoreminin cebirsel geklinin 6zel bir hali gézdniine alinarak elde edilir.

3.2.1 Eger C bir E vektdr uzayinda bir konveks a-body ise ve eger MV C nin
higbir cebirsel i¢ noktasimi igermeyen bir lineer manifold ise o takdirde yine C nin hicbir
cebirsel i¢ noktasini icermeyen M vyi iceren bir H hiperdiizlemi vardir. C ve M yi ayiran
hiperdiiziem M nin bir noktasindan gecen paralel bir hiperdiizlemle yer degistirirse reel
E igin (3.2.1) ifadesi (3.1.3) iin 6zel bir hali olarak elde edilir. Bu yeni hiperdiiziem
M nin timiind icermelidir. Eger E kompleks ise yine (3.1.3) den dolay1 gerekli
Ozellikler ile bir reel H hiperdiizlemi vardir. Burada M nin 0 dan gegmesi halini
gdzOniine almak yeter. Ancak o zaman (2.3) den HNiH yine M yi igeren bir kompleks
hiperdiizlemdir. Ciinki MMNiM=M dir ve daha sonra C nin hicbir i¢ noktasini icermez.
Ayima teoreminin geometrik seklinden Mozar tarafindan kurulmus agagidaki teorem
elde edilmistir. Ancak bu teoreme Burbaki tarafindan Hahn-Banach teoreminin
geometrik sekli adi verilmigtir.

3.2.2 Eger C bir E[Z] topolojik vektdr uzayinda bir konveks z-body ise ve eger
M, C nin higbir i¢ noktasini icermeyen bir lineer manifold ise o takdirde M yi kapsayan
ve C nin higbir i¢ noktasini igermeyen kapali bir H hiperdiiziemi vardir. Eger 6nceki
kisimda kurulmusg olan konveks bodylerin ve yariuzaylarin analitik tanimlari uygulanirsa
(3.2.1) ve (3.2.2) teoremleri analitik olarak ifade edilebilir. Burada reel ve kompleks hal
arasindaki farki ele alacagiz.

3.2.3 Negatif oimayan pozitif homogen alttoplamsal bir q(x) fonksiyonunun bir
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E reel vektdr uzay: ilizerinde verildigini varsayalim.

Eger bir lineer F altuzay: lizerinde tamimli lineer bir 1(z) fonksiyoneli zEF icin

324 I?) = q@)
esitsizligini saglarsa o takdirde 1(z) x€E igin
3.2.5 ux < g(x)

esitsizligini saglayan E nin tiimii iizerinde tammmli lineer bir u fonksiyoneline
genigletilebilir.
Eger E bir topolojik vektor uzay1 ve q(x) siirekli ise o takdirde ux de siireklidir.
ispat: (2.4.5) den dolay1 g(x)<1 esitsizligi OEC bir cebirsel agik konveks
o~body tanimlar. I(z) nin F nin timi {izerinde degersiz olmadigini kabul edelim. (Aksi
halde 6zdeg olarak degersiz olan lineer fonksiyonel yukardaki (3.2.5) esitsizligi igin bir

¢bziim olur.) 1, F, lizerinde 6zdeg olarak degersiz olmak iizere 1(z)=1 ve

F =[z] ® F,
olmak kosulu ile z,€F vardir. Bu nedenle 1, z,+F, lineer manifoldu tizerinde 6zdeg

olarak tektir. (3.2.1) den dolay1 C nin higbir noktasini icermeyen F1 C H kosulu
ile bir zyg+H hiperdiizlemi vardir. E nin herbir x noktasi x=oazy+y , yEH olacak
sekilde z,, H iginde yer almaz. ux=u(az,+y)=¢ ifadesi ile u yu tanimlayalim. u. I nin
bir geniglemesidir ve yine u 2zg+H 1n timii izerinde 1 degerini alir. C body si 0 nn
eleman alan px < 1 yan uzay iginde yer alir. Burada (3.2.5) esitsizliginin gegerli
oldugu gériiliiyor. q pozitif homogen oldugundan 0 dan gegen her bir 1ginin bir noktasi
icin (3.2.5) 1 ispatlamak yeterlidir. Eger bir i1gin bir x noktasinda z,+H 1 keserse o

takdirde x engok C nin bir sinir noktasi olabilir. Yani

qgx) =z 1 = ux
dir. zg+H 1 kesmeyen bir 1gin (3.2.5) ifadesi saglanacak sekilde ux=0 oldugu noktalar
icerir ¢linkii q(x)=0 dir. Son olarak eger q(x) siirekli ise C kiimesi bir konveks z-body
dir ve dolayisiyla H 1 tamimlayan lineer u fonksiyoneli siireklidir. Kompleks vektor
uzaylan igin asagidaki ifadeler elde edilir.

3.2.6 Negatif olmayan pozitif homogen alttoplamsal bir q(x) fonksiyonunun bir
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E kompleks vektdr uzay: {izerinde verildigini varsasyalim. Eger bir kompleks lineer F

alt uzay1 tizerinde tanimli bir i(z) fonksiyoneli (3.2.7) esitsizligini saglarsa

3.2.7 Ri@) =< q@) zeF
den o zaman I(z) x€E igin
3.2.8 Rvx < gx)

esitsizligini saglayan E nin tlimii {izerinde tamimli kompleks lineer v fonksiyoneli
tamimlanabilir.

Eger E topolojik bir vektdr uzay: ve q(x) siirekli ise v de siireklidir. Bu iddia (3.2.3)
iin sonucu olarak elde edilir giinki $}(z) Dir reel vekedr uzay: olarak gz Oniine
alinmig F vektdr uzay: iizerinde (2.3.1) den dolayr bir kompleks lineer v(x)
fonksiyonelinin reel kismi olarak tek sekilde yazilabilen bir lineer fonksiyonele

genigletilebilir v nin siirekliligi benzer sekilde $Ry nin stirekliliginin bir sonucu
olarak clde edilir.

33 Hahn~Banach Teoreminin Analitik Ispati.

Hahn-Banach teoreminin konveks kiimelerin 6zelliklerinin sonucu olarak ortaya
gikan baglica iki geometrik ispatim verecegiz. (cf. Helly [1],[2]. Hahn [2]. Banach [2])
yaymlarinda yer verilen klasik ispat analitik davranislt olup konvekslik kullanilmaz.
(3.2.3) den birazdaha genel bir sonu¢ q(x)=0 hipotezinin ihmal edilebilir olmasiyla elde
edilir.

3.3.1 (Hahn-Banach Teoremi): q(x) in reel bir E vektdr uzay: iizerinde pozitif
homogen alttoplamsal bir fonksiyon oldugunu varsayalim. Eger bir F lineer alt uzayi

izerinde tanimh bir I(z) lineer fonksiyoneli zEF igin

332 @) = q(@)

esitsizligini saglarsa o takdirde 1(z), X€E igin

333 bix = q(x)
esitsizligini saglayan E nin timi {izerinde tammli lineer bir u fonksiyoneline
genigletilebilir.

Eger E bir topolojik vektdr uzayi ve q(x) 0 da siirekli ise o takdirde u da stireklidir.
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ispat: 1(x) in Fi O F igin tanimh oldugunu ve (3.3.2) nin F, {izerinde

saglandigini varsayalim. Eger x,&F, ise 1(x) lineer fonksiyonelinin (3.3.3) saglanacak
sekilde

[x] © F,

e genigletilebildigini gisterecegiz. Eger zve 7z~ F, in keyfi elemanlan ise o takdirde

(3.3.2) ve q(x) in Ozelliklerinden dolayi

-q(-z2-x)-l(z) = q@z"+x)-I@)
olacak sekilde

Iz)-1@) = lz'-2) = qlz +x)+(-z-x)] = q(z +x)+q(-z-x,)

elde edilir. Bu esitlik ve esitsizlikler herbir 7z 7z ¢ /4 icin gegerli oldugundan

supr[-q(-zy-xp)-I(2)] = infmlg(z +x)-1(x )]

zeF, T EF,
elde edilir. y bu iki deger arasinda yer alan bir say1 olsun yani V zE€F, igin

3.34 [-g(-z-x)-I@)] = v = qlz+x)-I@)
olsun. Burada V z€F, igin

Hox,+z) = ay+l(z)

alalim. Bu tarzda 1, [x,] ) F, e gbre genigletilebilir. Bu kezde (3.3.2) nin

saglandigini gosterelim. Once >0 oldugunu varsayalim (3.3.4) {in sag tarafindan
V4 Z
Y = q(—=+x)-I(=)
a a
oldugu ve dolayisi ile
Z Z
ay = og(=+x-od(=) = gz+oxy)
04 o
yani

lz+axy) = ay+l(z) = qz+ouxy)
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oldupu sonucu gikar. Ote yandan a=-g , ¢>0 oldugunu varsayalim. Bukezde
(3.3.4) iin sol tarafindan

Z <
—q(=-x)+l(=) =y
Q e
sonucu gikar. Her iki taraf ¢ ile carpilarak

-qz+ax)+l(z) < oy
bulunur ve dolayisiyla

lz+roxy) = ay+l(z) = g(z+ouxy)

olur. u nun varlig: ya tiimevarim kullanilarak yada Zorn yardimci teoremi kullanilarak
islemlerin tekrarlanmasi ile elde edilir. Eger q(x) 0 da siirekli ise o takdirde 0 1n dengeli

bir U komsulugundaki her x i¢in q(X)<€ olur. ux=qx)=<€ ve -ux=u(-x)<q(-x)s€E

egitsizliklerinden X€U i¢in  |ux| < ¢ oldugu sonucu gikar ve bu U nun siirekli
oldugunu gosterir. Bir dnceki numarada oldugu gibi kompleks hal bunun sonucu olarak

elde edilir. Bu kompleks hal q(x)=0 hipotezinin ihmal edilmesi disinda (2.2.6) ile
Ozdestir.

formu veya (2.2.3) den de elde edilebilir. q(x) bir cebirsel ignokta olan 0 ile bir C
konveks a~-body nin Minkowski fonksiyoneli olsun. C', q(x)<1 ile veriliyor. M,

%,+F geklindedir burada F bir reel vektOr uzayidir. Tim Xg+y € x,+F ler igin q(x,+y)=1
dir. [X,J+F lizerinde l(axy+y)=a alalim. Eger ¢ > { ise

Hoxg+y) = al(x0+4y—) =gl < aq(x0+l) = g{axy,+y)
o o

dir. Eger @ <@ Iise, E lizerinde q(x) > § oldugundan

Haxy+y) < qlaxy+y)
olacak sekilde

Hax,+y) < 6

dir. O halde (3.3.1) deki hipotezler saglamir ve dolayis1 ile y ¢ F igin
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ux < q(x) » u(xo) =1 ve uy=0 olmak iizere I nin bir u geniglemesi vardir.

Sonug olarak (! ux<1 vyari—uzay: tarafindan kapsanir ve xo+F ux=1

?
hiper diizlemi tarafindan kapsanir. Bu yine reel halde (3.2.1) i ispatlar. Kompleks halde
(3.2.2), (3.3.2) deki gibi ¢ikar.

Hahn-Banach teoremi daha ziyade onun (3.3.1) genel sekliyle uygulanmaz fakat

reel ve kompleks vektdr uzaylar icin aym olan daha 6zel bir sekilde uygulanir.

3.3.5 p(x) birE vektor uzay {izerinde bir yar1 norm olsun. Eger I(z), zeF igin

336 - i)l < p(@)

esitsizligini saglayan bir lineer F altuzay: iizerinde bir lineer fonksiyonel ise, o takdirde

iz), xeE i¢in

33.7 lexl < p(x)

esitsizligini saglayan E nin tiimii {izerinde tanimli bir lineer u fonksiyoneline
genisletilebilir. Eger E topolojik vektér uzay ve p(x) siirekli ise o takdirde u da
stireklidir.

ispat: Reel halde F izerinde [(z) < p(z) nin sonucu olarak E nin timi

izerinde zx < p(x) kosuluyla bir u geniglemesinin var oldugu ¢ikar. Oysa bu
takdirde

—ux = u(-x) < p(-x) = p(x)
de elde edilir, yani (3.3.7) ifadesi E nin tiimii {izerinde gecerlidir. Kompleks halde ise

@) = R@)

alalim. Bu takdirde F {izerinde
L&) < p@)

dir. Biraz evvel gosterildigi gibi. E nin tiimi {izerinde lulxl < p(x) olmak iizere
Zl in reel bir Uy lineer genislemesi vardir. (2.3) den dolay:

ux = ux-iu(ix)
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ifadesi E nin tiimii Gizerinde kompleks lineer bir geniglemesidir. Keyfi bir xeE icin yx = re®®
olsun. Bu takdirde (3.3.7) saglanacak sekilde
bexl = e Pux = u(e™x) = u,(e™x) < p(e™x) = p(x)

dir. Asagidaki sonug sik¢a kullamian (3.3.5) in 6zel bir halidir.

3.3.8 Eger p(x), E[Z] lizerinde siirekli bir yar1 norm ve X, - E nin keyfi sabit
bir noktas: ise o takdirde

d < p(x)  ve uxy=p(xp)
olmak {izere E ilizerinde siirekli lineer bir u fonksiyoneli vardir. Clinkii
lax) = ap(xy)

E nin tek boyutlu [x,] altuzay: iizerinde bir lineer fonksiyonel tanimlar ve (3.3.5) ifadesi

buna uygulanabilir. (3.3.1) e karsilik gelen asagidaki teoremi ifade edelim.

3.3.9 Eger q(x) bir reel (yada kompleks) E vektdr uzay: iizerinde pozitif, tek

tiirli alttoplamsal bir fonksiyon ise ve eger xer ise 0 zaman E {izerinde

ux < q(x)
kosuluyla

ux, = q(xy)
olacak gekilde (yada R(ux) < q(x) ve §R(ux0) = q(xo) ) E lizerinde bir reel

(vada kompleks) lineer u fonksiyoneli vardir.

Eger q(x), 0 da siirekli ise ve eger E bir topolojik vektdr uzay: ise u siireklidir.

ispat: Reel halde [xo] iizerinde bir lineer fonksiyonel
laxy) = aglxy)
tenmr By >0, l(ax) = q(x) & ¢>0 @ ¢(0) = ¢q(0) & ¢g0) =0
oldugucikar. 0 = g(0) < q(x)+q(-x) , -q(x)) < q(-xp) oldugundanve
efer q<0 olarak alimirsa

axy) = aglxy) < -ag(-xy = gqlaxy)
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elde edilir. Bu nedenle [x0] izerinde tamimli lineer 1 fonksiyoneli (3.3.1) in

hipotezlerini saglar. Reel durumdan kompleks hali elde etmek kolaydir. Eger kompleks
degerli bir lineer fonksiyonel yalmz reel lineer bir altuzay lizerinde tamimli ise (3.3.5)

deki durumun gecerli olmadigim agiklayabiliriz
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