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OZET

Bu tezin amag stiff adi diferansiyel denklemleri ¢ozmek isteyenlere yardim
amacgim tagimaktadar.

Ik 6nce baz: temel sorulara yamt vererek, problemin kapsamim ve bu alanda
kargilagilan temel gigliklerin neler oldugu ortaya koyacagiz. Neden ¢ozum-
stz (stiff ) olarak tamimlanan problemler ile ilgili bir ayrim yapilmasina gerek
duyulmusgtur? (ézimsiz (stiff) olarak tanimlanan problemler neye benzer?
Bunlar nasil ayirt edilebilir?

Tkinci olarak, stiff diferansiyel denklemlerin sayisal ¢dziimlerinin ortak dzellik-
leri konusunda baz saptamalar yapilmasimin gerekliligini ortaya koymaktadir.
Bu ozelliklerin bilinmesi, siradan sorunlarin ¢oziiminde kolaylik etkinlik sag-
lanmas1 agisindan 6nemli ipuglar: saglayacaktir.

Son olarak, bir diferansiyel denklemin sayisal olarak ¢6ziimiiniin ne anlama gel-
digini ve stiff diferansiyel denklemler denince ne anlagilmas: gerektigi konusu

tzerinde durulacaktir.



SUMMARY

This thesis aims to assist the person who needs to solve stiff ordinary differen-
tial equations.

First we identify the problem area and the basic difficulty by responding to
some fundamental questions. Why is it worthwhile to distinguish a special
class of problems termed stiff? How can we recognize them?

Second we desribe the characteristics shared by methods for the numerical so-
lution of stiff problems. These characteristics have important implications as
to the convenience and efficiency of solution of even routine problems.

Third we shall briefly discuss what is meant by solving a differential equa-
tion numerically and what might be reasonably excepted in the case of stiff

problems.
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BOLUM I
1.1.DIFERANSIYEL DENKLEMIN TANIMI,iFADESI,KURULMASI
Bir y = f(z) fonksiyonu, z serbest degigkeni, y bagiml degigkeni ve bunun
sonlu herhangi bir mertebeye kadar olan tirevleri arasinda kurulmug bagintiya
Diferansiyel Denklem denir.
Bu tamima gore, bir diferansiyel denklemin genel ifadesi

2 n
F( dy d7y M):0

z,Y, %7 wa seey dz™

ve tamamen benzer gekilde,
F(z,9,9,y ,y™) =0

geklindedir.

Yukarida verilen tamm, dar anlamda ancak biitiin diferansiyel denklem tiir-
lerini kapsayacak gekilde yapilmigtir. Diferansiyel denklemlerin simiflandirilmas,
degigik yaklagimlarla gesitli gekillerde yapilmaktadir. Yukarida verilen tanimda
tek degiskenli bir fonksiyondan tiireyen diferansiyel denklemlere Adi Diferansi-
yel Denklem denir.

Eger serbest degigken sayisi iki veya daha fazla ise, bu diferansiyel denklem-
lere Kismi Tiirevli Diferansiyel Denklem yada kisaca Kismi Diferansiyel
Denklem denir. z = f(z,y) gibi iki degigkenli bir fonksiyon i¢in,

0%z 0%z

52z Tz~ 7

veya
¢ P o
O0z? 0zdy By

gibi diferansiyel denklemler yazmak mimkundiir.
Diferansiyel denklemlerin bir simflandirmas: da
a) Sabit katsayili
b) Degisken katsayili

oluguna gore yapilmaktadir.
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Diferansiyel denklemler bir de mertebelerine gore siniflandirilir. Sadece 1. tii-
revlerin bulundugu diferansiyel denklemlere Birinci Mertebeden Diferansiyel
Denklem denir. Diferansiyel denklemin mertebesi 2 veya daha biiyiik ise Yuksek
Mertebeden Diferansiyel Denklem denir.

Bir diferansiyel denklemin baglangi¢ sartlarina uyan ¢6ziimii bulma iglemi Sinir
Deger Problemi yada Baslangic Deger Problemi olarak adlandirihr.

Herhangi tiirden bir diferansiyel denklem, matematigin cesitli konularinda ti-
reyebilecegi gibi temel ve teknik konularin ve hatta diger bir¢ok bilim dalimin
problemlerinden de tireyebilir.

En basit anlamda ve yukarida kullandigimiz tanimdan hareket ederek, y = f(z)

fonksiyonunu tiireterek f (z) = ¢(z) demek suretiyle

y (¢) = $(z)

diferansiyel denklemini elde etmek kolayca miimkindiir. Bu elde ettigimiz birinci
mertebeden bir diferansiyel denklem olup benzer gekilde daha yiiksek mertebe-
den diferansiyel denklemler iiretilebilir. Tiirev alma iglemine devam ederek ve
¢ (z) = @(z) demek suretiyle

y (2) = o(2)

¢ (z) = Q(z) demek suretiyle
y' (z) = Qo)

belirli bir tiirev mertebesine kadar diferansiyel denklem yazmak miimkiindir.

1.1.1. Lipschitz Sart:

Diizgiin bir bolgede, apsisleri z, ordinatlar: y; ve y, olan iki keyfi nokta sege-
lim. Ayni D bolgesinde siirekli bir f(z,y) = 0 fonksiyonu alahm. Keyfi secilen her
nokta ¢ifti igin,

|f(2,y2) — f(z,91)] < Llyz — y1 (1.1)

egitligi gergeklenecek sekilde bir [ pozitif sayisi bulunabilir ise, fonksiyonun D
bolgesinde y ye gore Lipschitz Sartini sagladig: soylenir.
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0 < 0 < 1 olmak tiizere ortalama deger teoremi
fla+h,b+k)— f(a,b) = hfz(a+ 60h,b+ 0k)+ Ekfy(a+ 6h,b+ 6k)

dir. Bu bagntidan, (1.1) ifadesini elde etmek iizere uygun se¢imler yapahim.

a=1z,b=y1, h=0, k =ys — y; denirse,

F@yy2) — F(z,91) = (Y2 — y1) fy (2,91 + 0(y2 — 11)) (1.2)

bulunur. Bu esitligin sol tarafi (1.1) deki ile aymdir. Oyleyse lipschitz sarti,
ortalama deger teoreminin bir sonucu olarak ortaya gikar. (1.1) ie (1.2) karsilag-
tirldiganda f(z,y) fonksiyonunun kismi tiirevleri de stirekli oldugundan agagidaki
ifade yazilabilir;

Fy(2,91 4 0(y2 — 1)) <4

olacagindan, £ sabiti f, nin st simr olarak belirlenir. Bu ise,

of
— <
‘3?/ =£

demektir. Oyleyse,
f

i )I—/wa—fd </y23—d <y — |
z,Y2 s Y1 - 4 ay Yl = b, ay Y = LlY2 n

yazilabilecektir.

1.2. DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL GOZUMLERI

Diferansiyel denklemler bir kismi analitik ¢éziimlere sahiptirler. Ancak, uygula-
mali bilimlerde karsilagilan diferansiyel denklemlerin biiyiik bir ¢ogunlugu analitik
olarak kapalh ¢oziimler vermezler. Bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri igin sa-
yisal yontemlerin hemen hemen hepsi belli noktalarda belli sayisal sonuglar verir,
fakat problem bir ¢oziime sahip degilse bunlarmn higbir anlam yoktur.

n. mertebeden adi diferansiyel denklem eger y(™ = f (m,y,y',...,y("‘l)) ko-
numuna, getirilebiliyorsa ve daha 6nceki boliimde ifade edilen Lipschitz kogullarim
sagliyorsa bu domende bdyle bir diferansiyel denklemin G(X,Y, ¢y, ...,¢n) = 0 gek-

lindeki genel ¢oziimii n tane keyfi sabit igeren bir egri ailesidir.
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Eger diferansiyel denklem F(z,y, %:—, ...) = 0 geklinde Kismi Tiirevli Diferan-
siyel Denklem ise bu diferansiyel denklemin genel ¢oztimi keyfi fonksiyon iceren
ylizey ailesidir.

Diferansiyel denklem hangi tiirden olursa olsun, belli kogullarda ¢6ziim egrisi
veya ylizeyl tizerindeki noktalarin sayisal olarak belirlenmesine Sayisal Coziim
olarak ifade edilir. Her ¢oztimde esas, diferansiyel denklemi 1. mertebeden bir adi
diferansiyel denkleme yada adi diferansiyel denklem sistemine indirgemektir. Yani
diferansiyel denklemin sayisal ¢ozlimlerde, f(m,y,y') = 0 geklinde l.mertebeden
adi diferansiyel denklemin sayisal ¢oziimlerinden hareket edilir.

Adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ozumlerinde ¢oziim egrisi yada ¢6ziim
ylizeyini bulmak igin bazi kogullarin verilmesi gerekir. Verilen bu 6n kogullara

gore diferansiyel denklemler gruplara ayrilir.

1.2.1. Baslangigc Deger Problemleri

f(x,y,y/, ey gD y(?)) = 0 geklinde n. mertebeden adi diferansiyel denklemin
z = a (baglangi¢ noktasinda) y(a), y (@),..., y™(a) gibi n tane degerleri veriyorsa,
Baslangic Deger Problemi adim alir. Burada hedef, bu noktanin sagina yada

soluna dogru hareket ederek diger noktalardaki ¢oziimlerin bulunmasidar.

{ y, :f(w,y)

y(mo) = Yo

seklindeki baglangi¢ deger probleminin ¢ozlimiiniin varlig: ve tekligi agagidaki te-

oremlerle gosterilebilir.

Teorem 1. (VARLIK TEOREMI) Eger f(z,y) fonksiyonu

R={(z,y): |z —zo| < o, |y —yo| < B}

seklinde tanimlanmig bir R dikdértgen bolgesinde siirekli ise baglangig deger prob-
lemi |z — zo| < min(a, /M) i¢in y(z) seklinde bir ¢éziime sahiptir. Burada M, R
dikdortgen bolgesinde f(z,y) nin maksimum degeridir.
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Teorem 2. (TEKLIK TEOREMI) Eger f(z,y) ve &£

R={(z,y): |z — zo| < o, |y —yo| < B}

geklinde tanimlanmig bir dikdértgen bolgede strekli iseler, baglangic deger proble-
mi

|z — zo| min(a, B/M) araliginda tek bir ¢dziime sahiptir.

1.2.2. Smur Deger Problemleri f(z,y, Yy, ., ¥(™) = 0 geklindeki n. mertebe-
den adi diferansiyel denklem tanimli oldugu aralikta 2 veya daha fazla noktada

toplam olarak n tane degeri biliniyorsa Sinir Deger Problemi denir.

{ z = f(t,m,xl)
z(a) = @ m’(a) =p

seklindeki baglangi¢ deger problemi z; = = ve z3 = ¢ denerek agagidaki gekilde

1. derece bir denklem sistemine doéntigtiirulebilir.
T, =23 z1(a) =
{ 2y = f(t,2,3) z2(a) = B
Bu gekildeki problem kolayca ¢oziilebilir.

Ancak, 4 ,
{ r = f(t,z,z )
z(a) = a z(b) =B
seklindeki problem i¢in baglangi¢ deger problem yontemleri uygun olmayacaktir.
Bu problem tipik bir Sinir Deger problemidir.

1.3. BASLANGIC DEGER PROBLEMIi OLARAK DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN SAYISAL COZUMLERI

Diferansiyel denklemlerden hareket halindeki veya zamana bagh degigsen bir
olaymn modelini kurmamiza yardimci olur. Basit bir 6rnek verecek olursak, yiiksek
bir yerden birakilan topun zamana bagh degigen yiiksekligi diferansiyel denklem

olma 6zelligini saglar.

d
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Burada g, yercekimi, ¢ ise zamandir. ¢ degigkeni topun distiikten sonra gegen

zamani temsil eder. Bu denklemi integre edersek;

t d t
Agﬁ@ﬁz—Agm

211

= —g—
0 2 0

1
h(t) — h(0) = —Egtz
A(t) = h(0) — 59"
Burada dikkat edilmesi gereken bazi noktalar vardir. Ik 6nce, ¢dziim topun atild:-

g1 yiikseklige baglidir (h(0)). Boylece problem tek bir diferansiyel denklemle ifade

edilemez. Ikincisi, ¢dziim bir sabit deger yada say:1 degildir, bir fonksiyondur.

1.3.1. Seri Yontemi (Taylor Serisi Ile)
Baglangi¢ deger problemi olarak verilmig bir diferansiyel denklemin 6zel ¢6ziimu

kuvvet serileri yardimiyla yapilabilir.

{ y, =f(.’13,y)

y(wo) =Yo

geklinde baglangic deger probleminin eger z = z( da

y(wo )7 ) (wO)a Y (-770), o0y y(n)(u’ﬂo)
tirevleri mevcut ise kuvvet serileri yardimiyla ¢oziilebilir.

() (2,
o(e) = u(o)+ Lo~y + L o gyt 1 I o) (19

seklinde verilen taylor serisinin tiirev degerlerini bulalim,
y = f(z,y)
y = f (2,9) = fol2,y) + fy(z,9)-y
y =f (z,y) = [fz(:v,y) + fy(fc,y)-y']
= foo(@,y) + Fey (2,0 + Foy(@0)Y + Foy(2:0)y * + Fy(z,0)y"
= fau(2,Y) + 2fay (&, 1) + Fiun (@)Y + fo(o9)y”
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Bu tiirev degerlerinde z = z¢ 4 h degerlerini yerlerine koyup bu tiirev degerleri-
ni taylor serisinde yerlerine koyarsak, Taylor seri agthminin bu baglangig kogulu ve
T = zo + h degeri icin 6zel ¢6ziimiinii bulmug oluruz. Bagtan sonlu sayida terimi

toplama katmak suretiyle,

yll/ (wo) 3
3! h

y (zo)

T h+

y“(-TO) 2
2! R+

y(zo + h) = y(zo) +
Adi diferansiyel deklemin baglangig deger problemi olarak ¢éziimiinii bulmus olu-

Iruz.

Ornek: )
{ y +ty=3z
y(0) =1

Baglangis deger problemini z = 0.2 deki degerini bulunuz.

Cozum: ) ,
y +y=3z >y =3z —y
y(0) =1 =z=0 ; y=1 ; h=2
degerlerini kullanarak

y(0.2) 2 y(0) + 2 1(!0)h g 2(!0) hg 3(!0) h?

yaklagimin sag tarafindeki degerleri bulalim.

y (0).=3.0-1=-1

y =3-y

y (0)=3-(-1)=4
y =y

y (0) = —4

-1 4 —4
2) 214 —0.2+ —(0.2)2 + —(0.2)®
y(0.2) + 10 +2!(02) + 3!(0 )
~1-0.240.08 — 0.0053
=~ ().874



1.3.2. Euler Yontemi
Bu yoéntemde bir z; noktasindaki bagimh degigkenin degeri bir 6nceki degerin

bir dogru boyunca extrapolasyonu ile bulunur.

{ y = f(z,y)

y(xo) = Yo

baglangic deger formiiliinde (1.3) de ele aldifimz Taylor serisinin ilk iki terimi
kullanilarak y(zo + k) i¢in yaklagik deger hesaplanabilir.

y(zo + k) 2 yo + hy (z0)
y(zo + k) Zyo + hf(zo,y0)

z1 = zg + h alirsak,

y(z1) = y(zo + k) + hf(z0,Y0)

Ty = zo + 2h alirsak,
y(2) = y(zo + 2h) + hf(zo,Yo)
seklinde devam edersek;
Yit1 =yi + hf(ziyi) i=01)n—1
Bu denkleme Euler Denklemi denir.

Geometrik yol

L1

B
Ik ]
A BT

Yo, + Y00 X, )

]
d-—'—"'-_-ﬂf h e _l
% ¥

N+l
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gekilde goruldigi gibi z, noktasindaki ¢6ziim olan A noktas: verilmig olsun.

A(Zy,yn) noktasindan gegen tegetin denklemi

Y —Yn =y (zn)-(z — zn) (1.4)

B noktas1 A noktasindan ¢izilen tegetin iistiindedir.Burada B gergek noktas: ye-

rine B yaklagim noktas: elde edilir.
y =f(zy) Y (@n)— f@ny) T—2n=h
esitliklerini (1.3) denkleminde yerine yazarsak,

Yn+1 = Yn + hf(mnayn)

elde edilir. Bu ise Taylor agihmindaki ilk iki terimdir.

Euler metodundaki hata orani ise;

h2 1
R=5ry (b Tp < f < Tptl

Ornek: y +y = 3z y(0) =1 h = 0.2 igin [0,1] araligindaki degerleri

hesaplayiniz.

Cozim:
y =3z —y f(z,y) =3z —y
£(0.2) = y(0) +0.2f(0,1) =14.02(3x0—-1)=1-0.2=0.8

£(0.4) = y(0.2) + 0.2£(0.2,0.8) = 0.8 + 0.2(3 x 0.2 — 0.8) = 0.76

#(0.6) = y(0.4) + 0.2£(0.4,0.76) = 0.76 + 0.2(3 x 0.4 — 0.76) = 0.848

£(0.8) = y(0.6) + 0.2£(0.6,0.848) = 0.848 + 0.2(3 x 0.6 — 0.848) = 1.0384
F(1) = y(0.8) + 0.2£(0.8,0.384) = 1.0384 + 0.2(3 x 0.8 — 1.0384) = 1.31072



10

1.3.3. Runge Kutta Yontemi

a) II.Mertebe Runge-kutta

{ y = f(z,y)

y(zi) = yi

verilmis olsun. A = z;41 — z; olmak tzere, z;4; noktasindaki y(ziy1) = yit1

¢ozumu

ky = hf(zi,y:)
ke = hf(z; + mh,y; + mh)
olmak tizere

Yi+1 = Yi + aky + bk,

(1.5)

seklinde bulunur. Burada a,b ve m sabittirler. y(z) fonksiyonunu 2.mertebeden

tirevli terimlere kadar taylor serisine agarsak,

y(z +h) = y(z) + hy'(w) + 2h2y (z)
y(z + h) — y(z) = hy (z) +3 y ()
Agagidaki egitlikler
y (z) = f(z,y)
ve
y'(@)=fot fy-f = F
(1.6) denkleminde yazilirsa;

y(z +h)—y(z)=hf+ 2112

elde edilir.

0 3}
f(z + mh, y+mk1)—f($,y)—|——fmh+a—fmk1

olacagindan
ky =h[f + fomh + f'ymkl] =h[f + famh + fymhf]
= h[f + mhf]

(1.6)



11
k1 = hf ve k2 = h[f + mhf] esitliklerini (1.5) denkleminde yerine yazarsak

y(z + h) — y(z) = ahf + BA[f + mF]
= (a + b)hf + bmh*F

elde edilir.

1 2
hf+ 55 F = (a-+b)hf +bmh’F

olmalidir.

Buradana+b=1 wve bm =1/2 denklemleri gikar. Iki denklem ve g bilin-
meyen oldugundan bir sabit keyfi olarak segilir.

m = 1 alimrsa, a = 1/2, b=1/2 olur.

Bu durumda,
ki =hf(z,y) ke =Dhf(z+hi,y+ k)

1
Yi+1 = Yi + §(k1 + kq)

olarak bulunur.
b) IV. Mertebe Runge-Kutta

Taylor serisine 4.mertebeden tiirevleri de eklersek

kv = hf(zi,ys)

ky = hf(z; + mh,y; + mky)
ks = hf(z; + nh,y; + nk2)
ks = hf(z; +rh,y; +rks)

olmak lzere

Yi+1 = Yi + aky + bk + ckz + dky

geklinde bulunur.
a,b,c,d,m,nver degerlerini hesaplamak istersek 7 bilinmeyenli 7 den az denk-

lem ile lineer yada lineer olmayan denklem sistemi ortaya cikar.

O halde

1 1 1
m=§’n:§7r:17a:-6—
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olarak segersek,

k1 = hf(zi,y:)
1 1
ky = hf(z; + Ehayi + Ekl)
1 1
ks = hf(z; + §h,yz‘ + §k2)
ka =hf(zi+ h,y; + ks)

ve

1 1 1
Yi+1 = Yi + 5 (k1 + §k2 + §k3 + k4)

olarak elde edilir.

Ornek: y +y = 3z y(0) =1 z = 0.2 deki ¢6ziimii 2. ve 4. mertebeden

Runge-Kutta i¢in ¢ozuniz.

Cozum:

IT.Runge — Kutta;

y =3z—y flz,y) =3z —y z=0.2
k1 = hf(i,yi) = k1 = 0.2(3 x 0 — 1) = 0.2(—1) = —0.2
ks = hf(zi + hyyi + 1) = k2 = 0.2(3 x 0.2 — 0.8) = —0.04
§(02) = y(0) + 5(k1 + k2)
=1+ % [—0.2 — 0.04]

=0.88
IV.Runge — Kutta;

flz,y) =3z —y h=0.2 zo =0 yo =1

]{,'1 = hf(mo,yo) = 02(3 x0— 1) =-0.2

h k
k2 =hf(zo + 5,90+ 5) =023 x 0.1~ 0.8) = ~0.1
h k2

ks = hf(zo + 5,50+ 5) = 0.2(3 x 0.1 - 0.95) = —0.13
k4 = hf(.’Eo + h,yo + kz) = 02(3 x 0.2 — 087) = —(0.054
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1
y(0.2) = y(0) + ¢ [-0.2+ 2(~0.1) + 2(~0.13) — 0.054]
1
=1+¢[~02-02-0.26-0.054
= 0.881
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BOLUM II
2.1. GIRIS

Adi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimii oldukga eski bir konudur ve yiizy:-
lin baginda bulunan yéntemler hala daha bu konudaki ¢6ziimlerde etkin ve yaygin
olarak kullanilan tekniklerin temelini olugturmaktadir. Her ne kadar, o giinden
bu yana c¢ok 6nemli geligmeler kaydedilmigse de, biitlin bunlardan elde edilen en
onemli geligme, giivenilirlilik, rahatlik ve sorun ile ilgili teghis yapabilme konula-
rinda olmusgtur. Bu tekniklerden en 6zel sorunlar bile rahat ve ucuz bir bigimde
¢oziimlenebilmektedir. Yine de, klasik yontemler kullamilarak ¢oziimlenmesi giig
problemler vardir. Bu giglikle ¢oziilebilen diferansiyel denklemler goz ard: edi-
lemeyecek kadar onemlidir ve bunlarmn ¢éztimlenmesi olduk¢a zordur. Bu tipteki
problemler ¢ok 6nemlidirler, ¢linkii bu tiir problemler, 6nemli fiziksel olaylardan
ortaya ¢ikmaktadir. Bu problemlerin ¢6ziimii, aynm zamanda ¢ok pahallidir, ¢inki
bu problemlerin biiyikliigli ve giiniimiizde ne denli bilgisayar kapasiteleri artmig
olsa bile klasik yontemlerle bag edilemeyecek kadar zorlu ozellikte olmalaridir.

Klasik ¢oziim yontemleri, bir ¢ok yuvarlatma hatalar iceren agamalardan olug-
makta, bu da ¢éztimiin glivenilirligini azaltmaktadir. Bu konuda bir bagka guclik-
te bu tir problemlerin ¢éziimlerinin kolay oldugu hissini ve goriintiisiinii uyandiran
nitelikte olmalaridir.

2.2. HANGi PROBLEMLER ¢COZUMSUZ (STIFF) NITELIKTEDIR?

Bir denklem sisteminin ¢oztimiinde,

y = f(z,y),  y(0) (2.1)

bulmaya amacladigimiz ¢oziime yakin olacak ¢oziimiin davramg bi¢iminin ne ola-
cag1 konusunda bir degerlendirmede bulunmamz gerekir. Cinkil, y, = y(z,)
denkleminden y,4+1 € h adim uzunlugu ile yaklagtigimizda elde edilmek istenen
integral egrisinden bir digerine geciste kaginilmaz kabul edilen hatalar olugur. Bu
hatalar bizi istenilen egriden biraz uzaklagtirir. Buna ek olarak bagta hata yap-
mazsak, elde edilen yeni egriyi izleyerek bundan dogan hatamin soz konusu iki

egrinin davramsglarnina bagh oldugunu biliriz. Simdi bu konuda agagidaki egitlige
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bakalim.

!

y =A(y—p)) +p(z), y0)=v (2.2)

Burada A, sabit bir sayidir. Bu egitligin analitik ¢ozlimii;
y(z) = (v — p(0)) e42) 4 p(z) (2.3)

geklindedir.

Eger A, ¢ok biiyiik ve pozitif ise gegitli v degerleri igin ¢oziim egrileri yarim
ay seklinde diga dogru yayilir. Ve bu durumda problemin kararsiz oldugu ortaya
¢ikar. Bu tiir bir problemin, adim adim ¢6ziim yontemi igeren tum farkli nimerik
yontemlerle ¢ozlimiiniin zor oldugu agikca goriiliir. A nin mutlak degeri kiigiik
oldugundan, egriler hemen hemen birbirine pareleldir ve bu tiir dogal kararls prob-
lemler bilinen eski yontemlerle kolayca ¢oziilebilir. A, biiylik ve eksi degerde ise,
¢oziim egrileri ¢ok ¢abuk sonuca ulagir. Gergekte, y(0) ne olursa olsun ¢6zim eg-
rileri, baglangictaki gegici durum olarak adlandinlan kisa mesafe sonrasinda p(z)
ozel ¢oziimil ile temelde benzegir. Bu ¢ok kararli durum, diferansiyel denklemlerin
icindeki hatalarin ard arda ¢ogalmasina karsi, ¢ok ideal bir durumu ifade eder.
Ama bu sefer de sayisal hatalar ¢ogalir. Bu tiir problemlerde, Coziimsiiz olarak
adlandinlir.

Yukarida (2.2) esitligi, 6zel anlamin 6tesinde bir genel ¢oziime de sahiptir. (2.1)
egitliginin 6zel ¢g(z) ¢6ziimiinin davramsg, Taylor Serisi agilimi ile agagidaki gekilde
ifade edilebilir. )

y =J(z,9(2)) (v — 9(z)) + f(z,9(z))
= J (z,9(z)) (y — 9()) + ¢ ()

Burada J Jakobien Matrisinin, her bir (i,;) elemam f nin ¢. elemanimn y

(2.4)

in j. elemenina gore kismi tlirevlerinden olugur. Bu kabul sinirh sayida uygulama
alanlar1 i¢in uygun goriilebilir. Bununda otesinde J(z,g(z)) Jakobien matrisi-
nin, z degigkeni gok yavag degigirken sabit bir matrise dontigtiigiinti kabul edelim.
Temel eksen dontigimiinden sonra, bu denklemler, yukarida (2.2) ile gdsterilen
bigimde bir dizi denkleme dénistiiriilmiis olacaktir. Burada A, Jakobien matri-

sinin ozdegerleridir. Bu 6zdegerler komplex say1 da olabilir. Bu nedenle yapilan
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kabuller gercevesinde (2.2) de ifade edilen denklemler ve A komplex sayilar (2.1)
denkleminin tipik durumu olarak ortaya ¢ikar.

Coztimsliz (Stiff) problemlerden kastimz ¢6ziimii olugturan bilegenlerden hig-
birinin kararli olmayisi yani 6zdegerlerin hicbirinin belirli biiytiklikte ve pozitif
olan gergek kisminin olmamasidir ve bu arada baz: bilegenlerinin gereginden fazla
kararh yani en azindan bir ézdegerinin gergel kismi negatif ve oldukga biiyik de-
gerli olmas: kastedilmektedir. C6zlimsiiz problemlerin, eksi degeri en biiyiik olan
ozdegere baglh olarak degigme egilimi gosteren ¢éziimlerinin olmasi zorunludur.
(Burada kastedilen ¢oziimiin tirevi, buna kargihk gelen e4® tiirevlerine kiyasla
kiigitkk olmasidir). Sonug olarak, bir problem bagimsiz degigkenin belirli aralik-
lar i¢in aldigh degerler bazinda ¢6zlimi, ¢o6zliimstiz olabilir, aym degigkenin belirli

araliklardaki degerlerine gore bu ozelligini kaybedebilir.

A negatif bir degere sahip ve p(z) in degisimi yavag ise, (2.3) denklemi, eA®

gecici kogullarimin ortadan kalmasindan sonra, bir bagka deyisle e% in degeri,
kabul edilebilir hata sinirlarn iginde kaldig: siirece ¢oziimsiiz olarak diigliniilebilir.
Ama yine de, bu gecici bolge i¢inde problem ¢6ziimstiz nitelikte degildir. Eger
(2.2) denklemi sabit bir J Jakobien degerinde dogrusal nitelikteyse, gegici segilen
doénemin baglarinda problem ¢oztimsiiz degildir, ama daha sonra bu hizli gecici

donemin sona ermesiyle artik ¢dzliimstiz problem olma niteligini yeniden kazanir.

Her ne kadar yukarida verilen orneklerde ¢ok hizli degigen bir aralikta deger-
lendirilmigse de genel nitelikli problemlerde bunun gibi bir ¢ok safhalar bulunur.
Ik goze carpan hususlardan birisi, (2.4) denkleminde yapilan kabuliin ancak sinirh
bir ol¢lide gegerlilige sahip olmasidir. Bu durum, bazen denklemlere bakilarak da
anlagilabilir. Bu tir agkligin olmadig: orneklerden biri uygulamal: mekanikte iinlii
Van der Pol osilasyon denklemleridir. Bu tiir problemler ¢o6ziimstizdiir, ¢inkii tiim
integral egrileri sir egrilerine ¢ok hizh yaklagmakta ve integrasyonun bazi bolge-
lerde ¢ok biiyiik negatif 6zdegerlere sahip olmasima kargilik diger bazi bolgelerde
bunun bdyle olmadigini gostermektedir. Sinir ¢oziimlerinde siireksizlige ulagacak
diizeyde periyodik farkhilbiklar bulunmaktadir. (Bizim yaptigimiz tammlara gore,
bu denklem, bu tiir bolgelerde ¢oziimsiiz problem niteliginde degildir). Klasik uy-
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gulamali mekanik yontemleri, yani tekil pertiirbasyon kuram, bu tiir denklemlerle
oldukga iyi kullamlmaktadir.

Bu konuda ileri siiriilebilecek ikinci neden, (2.2) denklemindeki p(z) teriminin
(stiriikleyici terim) aniden degigebilir nitelikte olmasidir. Buna bir 6rnek, fizik-
sel nedenlerle olugabilecek gegici hale 6rnek olan foto-pargalanma olgusunu igeren
kimyasal kinetik diizeyi denklemleri, 6rnegin hava kirleticilerin davraniglarim ifade
eden denklemlerdir. Giineg dogar yada batarken, bir tam gin periyodu bazinda
olagan iisti hizli reaksiyonlarin varhig: sézkonusudur. A.Hindmarsh, olduk¢a de-
gerli bir problem olan, ¢ok normal davramsg bicimi sergileyen bir oksijen molekiilii

i¢in diferansiyel denklemlerden yararlanmigtir.

y (t) =d— by + aE(t)

Burada
a=10718, b= 108, c=4, d=10"1°
cw? coswt
Et)=|14+ ——7— t
®) ( 4 b sinzwt) e(t),
e(t) = el—ew/sinwt) gin yt > 0,
0 diger haller
ve

w = T1/43200

goriildiigii gibi burada Jakobien matrisi yanlizca bir say1, —b dir ki, bu da esitligin
oldukca kararli oldugunu gostermektedir. Zaman, saniye biriminden verilmekte ve
her 12 saatte denklemin ¢oziimii (analitik olarak elde edilebilmektedir) bir giinlitk
zaman siiresi bazinda oldukga stireksiz bir degigimi sergilemektedir.

Ek olarak belirtmemiz gereken bir husus da sudur ki, (2.1) esitligi i¢in gelig-
tirilen kabul, sonugta tek bir simir ¢éziime ulagmaya neden olmaktadir. Oysa ki
pratikte birden ¢ok ¢oziim s6z konusu olabilir. Bunun nedeni, iizerinde durulan
¢oziim agisindan yapilan kabuliin oldukga yerel nitelikte olmasidir. Dogrusal olma-
yan mekanik alan birden ¢ok limit egrilerinin olabilecegine iligkin sayis1z 6rneklerle

doludur.
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Cozlimsiliz problemlerin ¢ézlimiindeki giigliikleri yansitmak amaciyla A nin bii-
yik negatif degerli bir say1 ve p(z) inde ¢ok yavag degigtigi kogullarim ele alalim.

(2.2) denklemini Euler metoduyla integre edelim. Bu gema iginden y,, i¢in yapila-

cak
Tn+ hn = ZTn+1
kabuliyle
Ynt1l = Yn + hnf(mnayn) =Yn + hny;z
olacaktir.

Bunlar z, lzerinden Taylor serisinin a¢ilimin dogrusal terimleri oldugundan,

bu kabul sonucunda olugsacak kesme hatas:
Ry (2n)/2 + O(R3)
olacaktir. Burada herbir adunda h a bagh olarak elde edilecek ¢ yaklagik hata

€= hiy"(wn)/2|

olacaktir.
Nimerik yontemler ile bulunan ¢oztim, gergek ¢ozliime yakin ise A davranigla-

rindan gikartilabilecek sonug;
y = (v—p(0)) A’ 4 p"(2)
dir. Acikga gorilecegi gibi z kigiik oldugunda,

z degeri bliyuk oldugunda iistel terim kaybolacagindan

elde edilecektir.
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Daha 6nceden yaptigimiz kabulde, A nin mutlak degeri biiyiik ve p(z) in ikineci
tirevinin mutlak degeri kii¢iikk oldugundan, bu ¢6ziimde segilecek h adim uzun-
lugunun biiytkligi, ¢oziim igin yeterli hassasiyetin elde edilmesi amaciyla, gegici
donemin ¢ok hizli degisimine uygun olarak baglangigta kiigiik olmalidir, ancak
daha sonra biiyiik olabilir ve A dan bagimsiz duruma gelebilir.

Biitin bu olanlar, gercek tabloyu aciklikla ortaya koymaya yeterli degildir. Se-
cilecek h adim uzunlugununun biiyikligini belirleyen iki onemli faktor daha bu-
lunmaktadir ki, bunlar da hassasiyet ve kararliliktir. Hassasiyet ile yerel hatalarin
boyutu, yani herbir agamada sézkonusu olan hatanin biiytikligi kastedilmektedir.
Kararhlik ile herbir agamadaki hatalarin bir sonraki agamalarda biiylimeme egili-
mi anlatilir. Bu 6rnekte gorildugi gibi, gercekte hassasiyet sorununun istesinden
gelmek kolaydir. Oyleyse, ikinci faktére kararlilik konusuna bakalim . Soz konu-
su olan dogrusal bir diferansiyel denklem ve buna uygun dogrusal niimerik analiz
s6z konusu olduguna gore herhangi bir noktadaki niimerik ¢oziimler ile gergek ¢o-
zum arasindaki fark demek olan global hata igin ¢6zlim yapmak gercekte kolay
olacaktir:

On = Yn — y(mn)

Buradan da

nt1 = (1+ hd)sn + [y(@n) + hn (20) = Y(znt1)]

Bu demektir ki n. agama sonrasindaki global hata onceki z, noktasindan ve buna
ek olarak n. agsamadaki yuvarlatma hatasindan baslayarak geniglemektedir. Bu
hata —2 < hpA < 0 kogulu gerceklegmesz ise bliyiime egilimine girer. Agikca anla-
silmaktadir ki bir kez gecig bolgesinin digina gikildiginda, bu kogul ¢6ziim sirasmda
secilmesi gereken agamalarn biliyikligiini belirleyici nitelik tagimaktadir. Burada
dikkat edilmesi gereken husus da, |hy.A| ¢arpimimin gegis bolgesinde yuvarlatma
hatasini denetleme amaciyla kiiglik segilmesinden dolay1 gegig bolgesinde bu prob-
lemin ¢ozlimsiiz nitelikte olmamasidir.

Burada igin asli, hassasiyet konusundaki zorunluluk nedeniyle, bazi hallerde

de kararlilik bolgesi olarak taninlanan ve |h,A| degerinin ongériilen diferansiyel
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denklemin kararl olabilmesi i¢in yer almas: gereken bir bolgenin varlig s6z konu-
sudur. Euler yonteminde bu bolge (—1,0) merkezli ve yaricap: 1 olan bir disktir.
Her ne kadar yapilan kabuller ¢ok kaba da olsa, bu tiir bir analiz, farkli gemala-
rin yerel davraniglarinin anlagilmasinda yeterli derecede saglikli niteliksel yaklagim
saglamaz. Kararlik ile ilgili sinirlamalar, |h,A| degerinin ¢ok biiyiikk olmamasim
gerektirmektedir. Pratikte, A min mutlak degeri ¢ok biiylik degilse, hi¢ de 6nemli
bir sinirlama anlamini tagimaz ve hassasiyet ile ilgili gereklilikler kolaylikla yerine
getirilebilir.

Akla gelebilecek bir endigeyi de hemen gidermek gerekmektedir. Uygun bir
bigimde ele alindiginda, ¢ozlimsiiz problemlerin Euler yontemi gibi klasik yon-
temlerle ¢oziilmesinde kararhlk sorunu igin segilen agamalarin uygun biytiklikte
olmasi koguluyla bir sorunla karsilagilmaz. Co6ziimli problemler igin uygun yon-
temler sunabilen bilgisayar programlarinin bu tir ¢éziimsliz problemler kargisinda
caresiz kaliglar: degil, yetersiz kaliglar: s6z konusudur. Bunun nedenini Euler yon-
temi gibi yontemlere yakindan bakarak anlamak mimkindir. Euler hesaplama
yonteminde, sozgelimi, ikinci tiirev konusunda bir tahminde bulunmak i¢in ¢ozii-
miin ikinci derecedeki farkimi olugturabiliriz. Ikinci fark iki kisumdan olugacaktir:
gercek ¢ozlimiin ikinci fark: ve global hatamn ikinei fark:. (2.2) denklemi i¢in sabit

bir h agsama degeri igin yapilacak basit bir hesaplama, global hata ikinci fark: igin
(hA)260—1 — B (4y" (2n1) + 3" (2n-1))

art1 baz1 daha yliksek terimlerden olugacaktir. Eger A biyik olursa, o zaman
bu terim belirleyici olacak, boylece agama kontrol mekanizmasi, salt agamalarin
biytikligi olgusuna indirgenmisg olacaktir.

Biiyiik dlcekli agamali ¢ozlimlerde kararsizlik sorunu, ¢ézlimsiiz problemler igin
gegerli tim yontemlere has bir olgudur. Tiim bu tiir yontemlerde, agagidaki bi-

cimde verilen bir global hata denklemi vardir.
6n+1 = Sn6n + én

Burada €, yerel yuvarlatma hatas: ve S, bilyikligi diferansiyel denklemleri Ja-

kobien ile baglantili hata ylikseltme matrisi ve ¢ok agamali yontemler s6z konusu
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oldugunda 6, bir sonraki agamada yapilan hesaplamalarda kullanilan tiim eski
degerlerdeki sayisal biiyikliikler i¢inde yer alan global hatalar: igeren bir vektori
gosterir. Yerel yuvarlatma hatas: €, terimini elden geldigince kiigiik tutabilme-
si icin bir ¢ok ¢ozlimi olan problemler i¢in gegerli yontemler kullamlmaktadir.
(Coziimstiz problemlerin ¢oziilmesi istenildiginde de, kararlihk konusunda iyilegme
saglamak amaciyla, bu sefer hassasiyet konusunda belirli 6dunler verilmek duru-
munda kalinmaktadir. Cozlimsiiz problemlere en uygun yontemler, blyik 6zde-
gerleri olan Jakobienler i¢in S, degeri kiiciikk gikanlardir. Bu dogrultuda, geriye

dogru Euler yontemi

Yn+l = Yn + hyn+1 =Yn + hf ($n+1, yn+1)

bu konuda bilgi vericidir. Ciinkii bunun ¢oziilmesi kolay oldugu kadar aym za-
manda bir ¢ok ¢oziimstz problemler icin de oldukga tipiktir. (2.2) denklemine
uygulandiginda global hata olarak agagidaki bigimde bir esitlik elde edilir.

é‘n+1 = bp, + hnA6n+1 + [y(xn) — Ynt1 + hnyl ($n+1)]

yada
npt = (1 — hnA) 16, + (1 — b A) " 12y (20,)/2 + O(R)

Hatalarin yayilarak bliytimesi, |1/(1 — hnA)| < 1 olmasi koguluyla engellenebil-
mektedir, ki bu da tiim kalan yarim diizlemi icermektedir. Bu ¢ok onemli bir
geligmedir. Ciinki kararhlik zorunluluklar: nedeniyle ¢6ziim tzerinde ¢ok az be-
lirgin bir gema degigikligine gidilmigtir. Ote yandan, geriye dogru Euler yontemi
bir anlamda agik degildir ki bu da y,41 i belirlemek icin her seferinde dogrusal
olmayan denklemlerin ¢oziilmesini gerektirmektedir. Bu kararlilik ozellikleri gok
iyi olan yontemlere has bir tipik durumdur. Ve Tleriye dogru Euler yonteminde ka-
rarlilik sorunu, hassasiyet gerekliliklerinde ¢cok daha agir basar; 6te yandan geriye
dogru Euler yonteminin her ne kadar her bir agamasimin daha ¢ok karigik olmasina
ragmen, ¢oziimsiiz problemlerin ¢éziimiinde etkinlik, ¢ok belirgin iyilegtirme elde

edilebilmektedir.
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Coztumsiizlik sorununun temelinde, ¢ok yavag degigen ¢oziumler elde etmek ve
ve bu ¢oziimler icine girip onu bozabilecek unsurlar hemen yok edecek yontemler
geligtirmektir. Bircok yaygn fiziksel sistemler kararh nitelikdedir; 6te yandan, ¢ok
hizli degigen oOzellikte olanlar ise genellikle ¢ozlimsiiz nitelikte olurlar. Bu nedenle,
farklh zaman sabitleri olan fiziksel bilegenler igeren durumlar konusunda ¢ok dik-
katli olunmasi gerekir. Bu gibi durumlarda, érnegin, kararlihik konusunda denetim
mekanizmasimin geligtirilmesi gerekir. Arzu edilen yavag geligme temposu iginde
olugan bir sapmay: aninda diizeltmek i¢in getirilecek diferansiyel denklemlerin 6zii
itibariyle ¢6ziimsiliz olmas: s6z konusudur.

Acgikca anlagilmasinda yarar olan bir husus, problemlerin ¢éztimstizliigliniin,
gercek ¢oziime yakin olan ¢ozlimlerin davraniglan ile yakindan iligkili olmas: bir
bagka deyigle, ¢ozimun kendisinin niteliginde degil ama s6z konusu diferansiyel

denklemin niteliginde olmasidir. (")rneéin,
y = (v—P(0))Ae? 4 p (), y(0)

verildiginde denkleminin baglangi¢ degeri v nin ayn1 olmas: koguluyla, birbirinin
tamamen ayni ¢oziimleri vardir. Ama yinede kesinlikle ¢6ztimstiz degildir. Bu tiir
ikinci derecede problemlerde, integral egrileri birbirine paraleldir ve problem oziin-
de kararli niteliktedir. Gergektende problemin i¢inde baz bilegenlerin digerlerine
gore ¢ok hizli degismesi zorunlu olarak ¢ozlimstzlik ile ilgili bir gosterge oldugu
anlamim tagimaz. Yine de, genel olarak fiziksel sistemler kararh niteliktedirler ve
bu nedenledir ki bu tir degigimlerin tamimlanmas: gli¢ ve sonug olarak kurulan
esitsizlikler de o dlgiide ¢éziimsiizdiir. Ornek olarak, tepkime hizlar: yiiksek kim-
yasal reaksiyonlarla birbirinden farkl yar: 6miirleri olan ¢esitli bilegenleri bulunan
ntikleer tepkimeler, ¢6ziimsiiz denklemlere birer ornektir. Elektrik devre sistem-
lerinde, yiiksek hizli transistér modelleri igeren hizli elemanlar sonugta ¢oziimstiz
problemlere yol agarlar. Simdi agagidaki 1s1 denklemini ¢ézmeyi diigiinelim.

By(z,t) _ y(z,)
ot  Oz?

y(0,t) =0, y(1,t)=0 y(z,0)
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Burada

Az =1/N wve z;=1Az 1=1,...,N

verilsin. y;(t) nin y(z;,t) e yaklagtigim kabul edelim ve y;(%) 1s1 denkleminin igin-
deki ii¢ boyutlu tiirevin ortalama fark ile degigtirilmesi elde edilmig olsun;

dyi(t) _ 1
dt  (Az)?

(yir1(t) — 2yi(t) + yiza (1)) i=1,.,N—1,
ve herbir 7 igin,
() =0, yn(t)=0,  vi(0)=y(z:,0)

dir.
Burada sabit Jakobienler ve buna ait 6zdegerler rahatlikla bulunabilir;

A __ [sin(nllAz/2) 4
o 4 Az /2
buradan da anlagilacag: gibi,
4
Ay = (Ba)?’ An_y =TI

dir. Euler metoduyla agama biliyiikligi At olan bir dizi normal diferansiyel denk-

lemin ¢dziimii sonucunda

|hA;| < 2

yada
At < 1
(Az)?2 — 2

oldugu ortaya gikar.

Burada sorunun ne kadar ¢6ziimsiiz oldugu hususu baglangicta secilen uzay do-
kusunun ne kadar hassas segilmesi ile yakindan ilgidir. Eger N kiiciik ise ¢6ziimli
problem ile ilgili yontem segilebilir, ama N biiyiikse, uygun bir yontem bulunamaz.
Eger bu bigimde devam ederse o zaman bu 1s1 problemini ¢6zmek igin ileriye dogru
fark yontemini segmig oluruz ki, bilindigi gibi burada, kararhlik nedeniyle At ile

ilgili sinirlama s6z konusu olmaz. Bu tiir problemlerin ¢éziimlerinde daha pahali
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agamalar iceren, ama daha kararl olan yontemleri kullanmak ¢ok daha ucuz bir
yontemdir. Normal diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde kullanilan genel amagh
teknikler ile ilgili tecriibeler de bu yargiy1 dogrular nitelikte ve ayrica agama bii-
yikliiklerinin ve formiillerin degigtirilmesi yonteminin de ¢oziimlerin etkinligi ve
givenilirligine katkida bulunmaktadirlar.

Sunu gorebilmek gerekir ki bu ornekte elde edilen 6zdegerler yanlizca uzay bo-
yutu se¢iminde kullanilan yaklagim ile ilgili degildirler. Diferansiyel denklemin ilk

halinde ki ozdegerler

—(kID)?, k=1,2,..

dir. Ele alinan sisteme ait ilk 6zdegerler yani sistemin kararlihgimi belirleyecek
ozdegerler, yaklagik olarak diferansiyel operatoriin ilk ozdegerleridir ve digerleri
de daha biiyiik 6zdegerler icin yapilan kabullerdir. Bu da gostermektedir ki ¢o-
ziimslizlitk bu problemin bir bolimiinde degil, 6zlinde yatmaktadir. Problemin ya
fiziksel durumu ile ilgili model degigtirilmeli, yada problemin ¢6ziimi agamasin da
¢ozlimsiizliik bagtan kabul edilmelidir.

Birgok alanda ozellikle de kimya kinetiginde, problemi ele alanlar ¢oztimsiizlik
sorununu, modelde yaptiklar1 diizenlemelerle giderilmektedir. Burada yatan ana
fikir sorunu olugturan baz1 pargalarda zamana gore degigimin digerlerine kiyasla
daha fazla olabilecegi fiziksel yaklagiminin yapilabilme anlayiginin yatmasidir. Or-
negin hareket eden bir ortamda ki kimyasal tepkime sirasinda, statik yada sanal
duragan durum kabulleri bazi fiziksel olgularin belirli bir zaman stiresi iginde ya ih-
mal edilecek diizeyde yavag degigtikleri, yada ¢ok ¢abuk degigme gosterdikleri igin
gecici donemlerini ¢ok atlatip kisa siire iginde duragan duruma gegtikleri esasina
dayanmaktadir. Bu tiir kabuller, bir dizi (tahminen ¢6ziimsiiz olmayan) denk-
lem ile iligkilendirmekte ve basit diferansiyel esitlikler olugturulmaktadir. Baz tir
durumlarda bu tir kabuller oldukca iyi sonu¢ vermektedir. Ancak ¢ogu zaman
bu tiir revizyon gormiig modellerin orjinal duruma adapte edilmelerinde giicliikler
yaganmaktadir. Hali hazirda ¢dziimsliz problemlerin ele ahnmasinda kullanilan
yontemler, oldukga iyi sonuglar vermektedir ve sirf maliyetleri gerekgeleri ile bir-

cok durumlarda bu tiir model degisikliklerinin yapilmasina artik gerek kalmadig:
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gibi, modelin degigtirilmemesinin daha saglikli ve tutarli davramg olacagina iligkin
bir¢ok gerekce ve kurumsal temel bulunmaktadir. Kugkusuz bazi istisnalar soz
konusudur, ¢linkii sonugta bizler genel amagl kullanilan tekniklerden séz etmek-
teyiz. Baz 6zel durumlarda daha kolay ¢6ziim igin denklem grubunun dagitilmas:
hi¢ olmazsa analitik olarak gerekli olabilir ve boylelikle genel amaglh tekniklerle
kargilagilacak giigliikkler agilabilir. Diger taraftan tam olarak anlamadan bu tir
iglemlere girigmek buyuk problemler yaratabilir. Bu konuda kimya miihendisligi
alaninda tartigma konusu bir olay da, bilim adamlar: burada anlatilan tiirde belirli

kabuller yapmiglar ve sonunda yanlig bir duragan durum ¢o6ztimune varmiglardir.

Kismi diferansiyel denklemlerle ilgili érnek bir ¢ok biiyiik sistemler ile kargilaga-
bilecegimizi gostermektedir. (érneéin birgok uzay degigkenleri olan bir durumun
ele alimmas: gibi). Isi problemleri Van der Pol’s denklemi ve duragan durum ile
ilgili yapilan bir ¢ok kabuller gostermektedir ki ¢oztimstizlik durumu hi¢ de oyle
ayriksi bir olgu degildir ama sik sik kargilagilan ve tizerinde ¢aligmalar yapilan bir
durumdur. Burada ele alinan 6rnek genis bir sistem iginde belirli iligkiler gelis-
tirmenin gig¢liigint gostermektedir. Burada oldugu gibi her biri denklemde iig
yada daha az bilinmeyen bulunmaktadir ve bilinmeyenlerin sayisi, sistem iginde

kurulabilen denklem sayis: ile pek de uygun degildir.

Simdiye kadar ¢ozlimsiiz problemlerin ne oldugu konusunun anlagilmas i¢in be-
lirli hususlara deginmis olduk. Simdi ¢6zlim tizerinde tartigmalara gegmeden 6nce
kisa bir tekrar yapmakta yarar var. Cogu zaman fiziksel temelde (2.1) denklemi-
nin ¢ozumi {izerinde niteliksel degerlendirme yapilabilmektedir. Sistemin kararl
oldugu biliniyorsa o zaman problem de genellikle ¢6ziimsiiz olmaktadir. Eger, baz:
degigkenlerin zamana gore digerlerinden farkl bir degigim iginde olduklar: bilini-
yorsa ve fiziksel sistem ile ilgili agiklik s6z konusuysa, o zaman bu gibi durumlan
agiklayan denklemler ¢6ziimsiiz niteliktedir. Benzer model, problemlerin analizi ve
bu konudaki deneyimler oldukga yararl olabilmektedir. Coztimsiizliik ile ilgili ge-
nel bir gosterge, ¢oziilmiis problemlerin ¢éziimiinde kullanilan tekniklerin, hig¢ bir
belirgin neden olmaksizin agik bir bi¢cimde bu tiir problemlerin ¢oziimiinde etkisiz

kalmalaridir (Denklemlerde ¢ok diizensiz bir gériiniim olmas: yada ¢ok anlagilmaz
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durumlann ortaya ¢ikmasi gibi). Ancak yinede de, ¢6ziimstizliik sorununa etkin
bir teghis koyabilen ¢6ziimli problemlere has teknikler de bulunmaktadir.

Gegici donem ile ilgili integrasyon, kararlilik i¢in olmasindan ¢ok hassasiyet
acisindan belirlenmis agama degerlerine sahiptir ve problemin bu kismi ¢6ziimsiiz
degildir.

Bu farklilik, ilging bir hikaye ile anlatilabilir. Bir grup yetkili laser model-
leme tizerine gikan ¢oztimsiz diferansiyel denklemlerin tartigildigi bir konferansa
katilirlar. Konugmacilardan biri, bir hayli bilgisayar zamani gerektiren 250 adet
enerji diizeyini iceren bir fiziksel model tizerinde Onerilerde bulunmaktadir. Her
ne kadar ¢6zlimsiiz olan bir problemin basit de olsa bu kadar da karmagik bir bir
model ile ¢oziimlenmeye kalkigilmasi ( gergekte orjinal ¢oziimsliz problemin ¢6-
ziimsiiz yontemler kullanilarak ¢oziimlenmesi daha kolay olurdu) hi¢ de ¢6ziimsiiz
bir problemin etkin bir bigimde ¢bziilmesine yonelik bir uygulama sayilmayacak-
tir. Agikca onun getirdigi oneri, ¢6ziimsiiz problemleri ¢6zmeye yonelikti. Her bir
¢oziim bilegeni, aym niteliksel davramg: gosteriyordu. Ancak belli bir siire sonra
secilen diizey ¢ok kalabaliklagiyor ve bu kalabaliklagma, belli bir siire sonra ¢ok
yavag degigme gostermeye baghyordu. Buradaki giiclitk, buna benzer ve sayila-
r1 bir hayli ¢ok diger diizeylerin de aym bigimde kalabaliklagmaya baglamasiydi.
Teknikler s6z konusu oldugunda, bunlar stirekli olarak belirli enerji diizeylerinde
gecici nitelikteydiler. Sonug olarak, tiim sistemin duragan duruma indirgenmesi
s6z konusu olabilicekti ve kisa zaman sonra ¢oziimsliz yontemler sonug verecekti.
Ama bu tir yontemin pahasi bilim adamlarini bu denli uzun dénemli bir davra-
nigla ilgilenmeyecek olmalariydi. Cozlimli problemlere has olan yontemler, gegig
donemiyle ilgili problemlerin ¢6ziimiine daha uygundur. Cunkit bu tir ¢ozim
yontemleri gercekte gegici donem ile ilgili olarak tasarlanmigtir. Gegici donemle
ilgili olarak yukarida verilen 6rnek ayni zamanda diferansiyel denklemler alanmin-
daki her tiirli bilimsel problemleri ¢oézebilecek bazi teknikler ve hatta yontemlerin

var oldugunu gostermektedir.
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2.3. COZUM YONTEMLERININ OZELLIKLERI

Coziimsiiz diferansiyel denklemlerin ¢oztimiinde kullamilan tiim genel amacg-
Ii tekniklerde yer alan yontemlerin timi belli ihtiyag sonucu ortaya gikmigtir.
Bunun anlami, her agamada diferansiyel denklem belli bir sayisal yaklagim elde

etmeye yonelik olarak ¢oéziilmektedir. (")meéin, geriye dogru Euler yonteminde

Yn+1 = Yn + hnf(xn+17 yn-l-l)

denklemi y,.t1 i¢in ¢ozlilmelidir. Problem dogrusal (lineer) ise o zaman dogrusal
denklem ¢oziilmeli, ama problem dogrusal degil ise o zaman da dogrusal olmayan
denklem ¢oziilmelidir. Bu tiir ¢6zlimsiiz denklemlerin ¢oztimiinde teknik olarak

basit fonksiyonel iterasyon yoéntemi kullanihr.

ygzr—n}-—lf-l) =Yn + hnf(xn-l-layz(ﬁ-)l)

Yukarida verilen (2.2) model problemi icin iterasyon hatasinin, agagidaki egitligi
sagladigim kolaylikla bulabiliriz.

yir_?_—ll-l) — Ynt+1 = hnA(yS-rll-)l = yn+1)

Burada bir kez daha ¢oztimsiizliik etkisiyle kargilagmmg bulunuyoruz. Bu basit ite-
rasyon ¢oziimsiiz bir problem s6z konusu oldugunda (yani |k, 4| > 1 oldugunda)
¢oziimii yoktur. Cozilimsliz problemler i¢in her zaman kullanilan yontem, Newton
yonteminin bir varyantidir. Burada J Jakobien kabulii ile ard arda dogrusallagtir-

mig sistem ile ¢ozlime ulagir.
ygﬁl) = Yn + hof(Tn41, yg—?-)l) + th(ﬂ?E:rfl) — yfﬂ)l
Yukaridaki, (2.2) model problemin iterasyon hatas: agagida verildigi gibi olacaktir.
Y = i1 = A= had) 7 (hnd = b)) —vs1)  (25)

J ve A icin yapilacak herhangi bir makul kabul, problemin ¢oziilmesine yetecektir.

Problem ¢ozlimsiiz degil ve dolaysiyla h,.A kiigiik ise bu durumda gerekli olan



28

tek sey, hy.J carpiumimn kii¢iik olmasidir. Eger problem ¢6ziimsiiz ve h,.A biiyiik
ve negatif ise biitiin gerekli olan h,.J ¢arpiminin A,.A nmn en ¢ok yarisina egit
olmasidir. Bu 6rnek i¢in ve buna benzer diger dogrusal problemler icin, iterasyon

J tam tamina A ya egit oldugunda ¢oziilebilir.

Bu ¢oziimleme iterasyonun her bir iterasyonunda dogrusal denklem ¢éziimii-
niin s6z konusu oldugu buitiin sistemleri igine alir. Problem dogrusal nitelikte ise
J = A oldugu stirece bir iterasyon yeterlidir. Gergekte bir ¢ok teknikte J = A
kabulii yapilmamigtir. Boylece iterasyon dogrusal nitelikteki durumlarda da kulla-
milmaktadir. Iterasyon kullamldiginda Dogrusal olmayan problemlerde oldugu gibi
baglangi¢ kabulli ¢ok 6nemlidir. Ciinkii bu kabul problemin ¢6zlimiine ulagabilme-
sinde ¢ok onemlidir. Ve dahasi yanlizca bir kag iterasyon gerektiriyor olmalidir.
Ancak durum bu kadar kéti degildir ve baglangi¢ kabuliinii yapmak igin belli bir
integrasyon formilli vardir ve ¢ozlimsiiz problemlere uygun bir kabul yapmak i¢in
bu formiille ¢ok fazla ugragmak gerekmez. Cinki bu formiil gergekte ¢oziim ile
ilgili elde var olan bilgileri kullanarak hazirlanan ¢ok terimli ekstrapolasyondur.
Ornek olarak, ¢oziimsiiz denklemlerin ¢oziimiinde tahmin araci olarak geriye dogru
Euler yontemi kullanildiginda ileriye dogru Euler formiilii de bu kabuliin yapilma-
sinda kullanilabilir. Ileriye dogru Euler denkleminde ilk iterasyon Yn+1(0) ile ypiy1
degerinin bulunmasimin son agamasmda y, fonksiyon degeri ve "J;; degerleri yer
alir. Burada tahmin hassasiyeti oldukca iyidir, en azindan ¢oziimsiiz problem-
ler i¢in gergek integrator (diizeltici) ile bulunandan daha iyidir. Bu diizelticinin
amaci kararlilig) saglamaktir. Bu ve buna benzer problemlerin ¢abucak ¢oziime
ulagabilirligini kontrol etmek igin kullamlan tekniklerin (2.5) gibi tipik ¢oziim-
stiz problemlerin her bir asamasinda ortalama olarak 2 den az sayida iterasyon
yapilmas: yetmektedir. (Tahmin amac: kullanmamn bir ¢ok avantajlar1 vardir.
Ozellikle, bu bicimde bulunan deger ile diizeltici ile bulunan deger arasindaki fark,
yerel yuvarlatma hatalarimin tutarli bir bigimde tahmin edilebilmesi igin bir arag

iglevini gostermektedir).

Cozlimsiliz problemlerin en son geligtirilen teknikler kullanilarak yapilan ¢oziim-

lerde gegen siirenin kisaltilmas: agisindan problemin dogrusal nitelikte olmasinin
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belirgin bir etkisi yoktur. Bu durum, dogrusal denklemlerin ¢6ziimii i¢in daha
saglikli yontemlerin geligtirilmesi geregini gostermektedir, ancak oyle anlagihyor
ki bu durum aym zamanda ¢6zlimsiiz problemlerde dogrusal olmama 6zelliklerinin
gimdiye kadar ¢ok iyi ele alinmg oldugu anlamini da tagimaktadar.

Duragan durum gibi gortilen kogullar igin yapilan kabuller konusuna yeniden

donmek gerekirse, farzedelim ki, bunlarla ilgili agagidaki gibi bir egitlik yazilabilsin:

yl :f(wayaz)a EZ’ =g($7y7z) (26)

Burada ¢oztim kompenentleri y ve z olmak {izere iki gruba ayrilabilir. Bu tez kap-
saminda tamimlandig: gibi, gecig yada simirdaki donemler harig, € degerinin kiigik
olmasi, £z carpiminin ihmal edilebilecegini gostermektedir ve boylelikle cebirsel

nitelikte diferansiyel denklem ¢éziimi s6z konusu olabilecektir:

y = f(z,y,2), 0= g(z,y,z2) (2.7)

Bircok fiziksel uygulamalarda ilgili bu tiir kabul oldukca kolay (yani ¢oziimsiiz
degildir) bir dizi diferansiyel denklem ve cebirsel denklem hazirlanmasina imkan
verir. Ancak bu ¢ok uygun olan durumda bile ortaya ¢ikabilecek hatalarin de-
gerlendirilebilecegi agik degildir. Cogu kez, cebirsel sistemin sayisal yontemlerle,
coziimlenmesi gerekebilir. Coziimsiiz problemlere has tekniklerden birinin (2.6)
denklemine dogrudan uygulanmaya kalkildiginda, bu (2.7) denkleminin ¢oziimsiiz
bolgesindeki denklemlerin etkin bir bigimde ¢oziilecektir. Bu durum ez kiigitk oldu-
gunda, (2.6) nin ikinci denklemine geriye dogru Euler yonteminin uygulandiginda
aciklikla goriilebilecektir:

Bu uygulama sonucunda elde edilecek olan egitlik agagidaki gibidir:

€
h—(zn+1 — zn) = ¢{(Tn+1,Yn+1,2n+1) = 0
n
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2.4. COZUMSUZ (STIFF) PROBLEMLER IiGCIN YONTEMLER

Geriye dogru Euler yontemi ve benzeri trapezodial kurali gibi teknikler, ¢6-
zumsiiz problemler igin ilk geligtirilen tutarli yontemler olmuslar, daha sonra da
bunlarn kullanimi yayginlagmigtir. Her ne kadar similasyon, kimya kinetigi, dev-
re ¢oziimlemeleri, ve benzeri gibi spesifik uygulama alanlar: i¢in ¢ok sayida yontem
geligtirilmig olsa da, bunlarin sézkonusu bu alandaki degigiklikleri yansitmada ya-
vag kalmig olmasi nedeniyle, ad: gegen bu ilk tekniklerin halen daha kullanilmakta
oldugu goriilmektedir. Ancak son zamanlarda yapilan aragtirmalarin sonucunda
daha yiiksek dereceli denklemler kullanilmasini igeren yeni teknikler geligtirilmis-
tir. Yiiksek dereceli yontemlerin mitkemmel diizeyde kararli oldugu konusu her ne
kadar apaciksa da, bu konuda daha ¢ok zaman harcamasinin gerektigi, geligtirilen
herbir teknik ile bu sefer bagka glicliikklerin ortaya gikmasindan anlagilmaktadir.
Goreceli olarak ¢ok az sayida kaliteli ve genel kullamim alam olabilen bilgisayar

programlarinin uygulamaya sokuldugu goriilmektedir.

Genel ekstrapolasyon fikri uygulanarak geligtirilmig Schryer [1] metodu, geriye
dogru Euler formiliinii kullanarak ard: sira yinelenen iterasyon teknigini kullan-
maktadir. Boylelikle problemin derece gerekliligi kargilanmmg olmaktadir. Lind-
berg [2] tarafindan gelistirilen bir teknik de dordiincii derecededen bir yontem
uygulamasi i¢in tek zamanda orta nokta kural: ile ekstrapolasyon yapilmaktadir.
Unlii Runge-Kutta metodunda kesin olmayan yéntemler kullanim benimsendigin-
de ¢ozlimsliz problemler igin uygun nitelikte bir tekniktir. integrasyonla,rda sabit
formiiller kullanimi yontemi, bunlardan yogun olani otomatik olarak belirleyebil-
mekedir. Yine de, genel amach metodlarda en ¢ok geriye dogru Euler yontemi
kullanilmaktadir. Bu dogrultuda yakin bir zamanda Gear tarafindan geligtirilen
bir teknik bulunmaktadir. Bu birka¢ kez bilgisayara uygulanmig ve belirli ilerle-

meler kaydedilmigtir. Bu arada yaygin bulunan ve kullanilan bigimi, Hindmarsh’a

[1] N.L.Schyer, An Extrapolation step size Monitor for Solving Ordinary Differen-

tial Equation, The States of Art
[2] B.Lindberg, A Stiff System package based on the Implicit Midpoint Method
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aittir. Bunun daha geligtirilmig versiyonlarimn oldugu ve Seet ve Kong [3] tara-
findan hazirlandigy soylenmektedir. Bu versiyonlar, geriye dogru Euler yéntemi
ile Adams formiillerinin J Jakobien biiyikliigiine bagh olarak belirlenen bir kari-
gimi1 niteligindedir ve boylelikle, ¢o6ziimsiiz olmayan problemler igin bunlar Adams
formiillerine benzemekte, ancak sira ¢6ziimstiz problemlere gelince, s6zkonusu kari-
gsimda Eulere geriye dogru diferansiyel denklemleri agirlik kazanmaktadir. Benzer
bir versiyon da Hindmarsh ve Byrne [4] tarafindan hazirlanmigtir, burada goklu
gegis bolgelerinin kullamildigy problemler i¢in uygun oldugu digtiniilen ve cegitli
agama degigtirme formiilleri yer almaktadir. Bickart, Tendler ve Picel, kompo-
zit ¢ok agamali yontemin alt gruplarim geligtirmiglerdir. Bu yontemde bir dizi
cok agamali formiller devreye girmekte ve bir dizi ¢oziim noktalar: i¢in simiilta-
ne denklemler olugturulmaktadir. Burada uygulanan yéntem, geriye dogru Euler
diferansiyel formiilleri ile tek agama yonteminin genellestirilmesi, bir bagka bici-
miyle, Runge-Kutta yonteminin genellegtirilmesi olarak digtiniilebilir. Geriye dog-
ru diferansiyel formuller, ¢oziimsiiz problemler i¢in geligtirilen tekniklerin niteligi
hakkinda 6nemli bir noktaya igaret etmektedir: Daha 6nceki orneklerde gosterilen
¢ozim egrilerinden de anlagilabilecegi gibi, Jakobien 6zdegerleri bir hayali ekse-
ne yaklagma egilimi gosterirlerse, yiiksek dereceli formiiller kararsiz olacaktir. Bu
kararsiz bolge, denklemlerin derecesinin artmas: ile birlikte biyiir, ancak altinc
dereceden formiillerden sonrakiler, artik tiimiyle kararsizdir. Tekniklerin ¢ogunda
bu siirlama yiiziinden altinci dereceden formiller kullanilmaz, oysa ki, bu dere-
cedeki formillerin sol ylizeylerinin énemli bir kismi kararhidir. Beginci ve daha
diigiik dereceden formiiller bu tiir bir simirlamadan pek fazla etkelenmezler, ancak
bazilarinca zaman zaman bu durum, ¢ok ciddi olabilir. Aym1 zamanda geligtirlen
teknigin karakteristiginin bilinmesi ve eldeki sorunlarin ¢oztimiine yonelik bir dizi

yontem gegitine sahip olunmasi gerekir.

[3] R.D.Skeel and A.K.Kong, Blended Linear Multistep Methods, Dept. of Com-

puter Science, University of Illinois, Urbana
[4] A.C.Hindmarsh and G.D. Bryne, An Experimental package for the Integration

of Ordinary Differential Equation, Lawrence Livermore Laboratory
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Kesin olmayan formiiller igeren Runge-Kutta yontemi, yiiksek dereceden geriye
dogru diferansiyel formiillerinden kaginir, ¢iinkii bunlar tiim bir sol yiizey boyunca
kararli olabilirler. Ancak, bu ek kararhligin da bir pahasi vardir. Coziimlenmesi
gereken denklem sistemi iki yada daha fazla kat: ¢coktur ve bunun anlami, bir dizi
biylk sistemler igin agir1 birikme demektir. Bu teknik, geriye dogru diferansiyel
yontemine dayali yontemlere kiyasla daha uzun agama igerir. Ancak bazi hallerde,
uzun bir agamada diizgun ve ¢ozimsiiz bolgeden ¢ok hizli degigsen gecig bolgesine
geriye doniildigiinde ¢oziimlerin niteligi degismeye baglar ki o zamana kadar ya-
pilanlar boga gitmis olur. Onleyici etkisi olan faktorler kullamlmasina kargin buna
belirli dlglide kompozit ¢ok agamali formiiller neden olur. Bu durum, ¢ok uzun bir
temel agama nedeniyle iyice kétiilegen ekstrapolasyon tekniginde ¢ok daha belirgin

duruma gelir.

Iyi bir teknik, ilk once kullanacaf agamammn biiyiikligini, dolayis: ile z, i
belirler. Kullanici, yalnizca bu z, noktasindaki sonuglara razi gelirse, bunun in-
tegrasyon etkinligi iizerinde bir etkisi olmaz. Ancak kullanici, diger noktalardaki
¢ozimleri de hesap etme durumundadir, bu ise miimkiin olmayabilir. Yeterli sayi-
da integrasyon noktalar: varsa, igin ¢ok kapsaml olugu bir engeli olugturur. Gerekli
hassasiyetin enterpolasyon ile elde edilebilecegi yeterli sayida integrasyon noktasi
so0z konusuysa, igin maliyeti diiglik ve bunun kullanici tizerindeki etkisi az olur.
Gergekte, geriye dogru diferansiyel formiillerine kurulu her teknikte turevler ve
boliinmig fark enterpolasyon maliyetinin en az olacagi bicimde segilmigtir. Iyi
teknikler, kullanici igin enterpolasyon alt teknikler hazirlarlar. Ote yadan, teknik-
lerden ara noktalarda entgrasyon yapilmasi gerekirse, ozellikle uzun agamalarm ve
kesin formiillerin 86z konusu oldugu Runge-Kutta ve ekstrapolasyon gibi teknik-

lerde bunun maliyeti yiksek olur.

Cozlimsiiz problemlerin bir Jakobiene dayali dogrusal sistemlere dayandirilmg
agamalar bigiminde ele alindiginda ¢oziimlerinin olduk¢a kolay oldugunu gormiig
bulunuyoruz. f fonksiyonunun N bileseni vardir, ancak Jakobiende ise N? bilegeni
vardir. QOrta biiyiikliikte bile olsa, genel bir problemde, analitik olarak bir Jakobi-

en bulmak programeci i¢in bir hayli zordur ve kismi tiirevlerin dogru bir bigimde
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elde edilebilecegini soylemek zordur. Bu nedenlerle, genel amagh teknikler icin,

Jakobienin sayisal diferansiyel yontemlerle belirlenmesi kaginilmazdir.

Bir Jakobienin degerlendirilmesi, ¢6ziim igleminin en zor kismidir ve bu, her ne
kadar, iyi tekniklerde, her seferinde yapilmaya galigihyor olsa da yine her seferinde
bagarisizlikla sonuclanmaktadir. Bu konudaki maliyeti azaltmanin tek yolu, her
bir problemin 6zel yapisim ele alip degerlendirmektir. Normal olarak, orta-biiyik
captaki problemler yelpazesi iginde ¢ok zayif birlegsmeler vardir ve bu nedenle de
kismu tiirevler sifirdir, denklemlerde kismi tiirevler veren dogrusal terimler genel-
likle bulunmakta ve fonksiyonlar, 6zellikle ¢ok biiyiik sistemlerde genellikle basit
olmaktadir. Bu olanaklardan yararlanarak sayisal diferansiyel yerine analitik dife-
ransiyel kullanmak ve her ne kadar ilkinde ilk baglarda belirli giigliikler yaganmisg
olsa da, sonunda igin ¢ok daha kolay olacagini bilmekte biiyiik yarar vardir. Uygu-
lama paketleri ile ilgili olanlarin 6zellikle bu olanag: iyi degerlendirmeleri gerekir,
cunkii bu alanda belirli bir denklem grubu igin bir dizi sinirlamalar s6z konusudur.
Bunu 6rnek olarak, bir kimyaci i¢in ¢ok rahat ve dogal gelen bir yontem ile tamm-
lanmig bir kimya kinetigi problemi gosterilebilir. Bu problemde, analitik olarak
belirlenmig Jakobienlere dayali bir dizi kolay diferansiyel denklemler geligtirilecek-
tir. Sembollerin kullanimi ile geligtirilmig yazilim dilleri, Jakobienlar iiretilmesi
icin ¢ok yararli araglar olabilir. Kullamlan yazilim programinin etkinligine bagl
olarak geligtirilen analitik tiirevler, bir diferansiyel ¢oziime kiyasla daha kolay yada

daha zor olabilecektir.

Analitik yontem kullanilarak Jakobienlerin belirlenmesinin tercih edilmesinin
nedenlerinden biri, diferansiyel sirasinda 6l¢ek konusunda sorun ¢ikmas: ve bu-
nun sonucunda yetersiz diizeyde Jakobienler elde edilmig olmasidir. Bununla ilgili
iyi diferansiyel algoritmalar geligtirilerek bu tiir sorunlarin {istesinden gelmeye ¢a-
lismaktadir. Her ne kadar, yazihmlar, kotii belirlenmig Jakobienlerle da ¢ahigacak
olsa da, 6lgek sorununun net etkisi, analitik Jakobienlere kiyasla ol¢ek probleminin
maliyeti arttirmas: ve diferansiyel givenirliligini azaltmasidir.

Bu konuda, kullamici igin bir ara ¢ozliim, problemin yapis: ile ilgili bilgilere

ulagilmasi ve yazilim programinin, buna uygun diferansiyel hesaplamalarida kul-
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lanilacak Jakobienleri olugturmasidir. Curtis, Powell ve Reid tarafindan geligtirilen
bir kestirme yol, niteligi bilinen problemlerin diferansiyel maliyetlerinin digtiral-
mesinde yardimec: olabilir. Bununda ilgili basit ve oldukca genel olan bir 6rnek
bagli sistemlerdir. Bu teknik ile sistem, yar: bant genigligi m olan bir bantla bag-
lanmakta, j. denklemin her bir 7. elemani |¢ — j| degerinin m den biiyik oldugu
siirece y; degigkenleri bulundurmamaktadir. Bu tir bir sistem i¢in Jakobienler, bu
bant i¢gindeki ana diyagonal boyunca sifirdan farkl: degerlere sahip olmaktadir. Bu-
radan da, m yar1 bandi iginde yer alan bir Jakobien, sistem ne kadar biiyiik olursa
olsun, f, 2m+1 ektra degerlendirmeleri i¢in diferansiyel denklemlerin olugturulma-
s1 yetmektedir. Acgiktir ki, bu m ozellikle NV ile kiyaslandiginda ¢ok kiigiik degilse,
bilgisayar zamaninda ¢ok biiylik tasarrufa yol agmaktadir. Biyiik ¢6ziimsiiz prob-
lemlerle ilgili olarak birikme en biiyiik sorunlardan biri olarak ortaya ¢ikmaktadir,
ciinkii her biri i¢in dogrusal denklem sistemi ¢6ziimi gerektiren Jakobien veya bu-
nunla yakin iligkili matrisin saklanmas: gerekmektedir. Kesin olmayan formiiller
iceren Runge-Kutta yonteminin en 6nde gelen dezavantajlarindan birisi, her bir
agamada ¢oziilmesi gereken dogrusal olmayan denklemlerin sayisinin, denklem sa-
yisimin belli bir ¢arpam ile ifade edilecek kadar ¢ok sayida olmasidir ve bu ¢arpan
da sistemin derecesine bagl olarak biyiik olmaktadir, ¢inki Jakobienlerin sayisi,
bilinmeyen degigken sayisinin karesi ile artmaktadir. Orta blyiklikte bir sistem
ici Colode tarafindan geligtirilen bir teknik ile yapilan ¢ézlimlemede, program
bilgisayarin hafizasinda tutmak miimkiin olmadig icin kesintiye ugramgtir. Co-
zlimsiiz olmayan problemlerle ¢aligirken, denklemlerin degerlendirimesine y6nelik
olanlarin diginda kalan tiim maliyetler goz ardi edilmektedir. Bu durum, ¢éziim-
siiz olanlarda boyle degildir, ¢iinkii ard arda gelen dogrusal sistemlerin ¢oziilmesi,
gogu zaman toplam maliyetin 6nemli bir kismim olugturabilmektedir. Sistemle-
rin etkili olarak ¢ozlimii {izerinde duracagiz, ancak, ilk 6nce ¢oziilmesi gereken
sistemlerin sayisina gore yontemlerin etkinliginin degigmekte olduguna deginmek
gerekir. Bu problemin kaynaklandig: yer, iterasyon matrisi ile agama buyikligi
arasindaki iligkinin niteligi kesin degildir bu nedenle de agama biyikliginin de-

gigtirilmesi gerektiginde hergeyin yeniden ele alinmas: gerekmektedir. Bu nedenle
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dogrusal sistemlerin ¢6ziimi i¢in gereken olagantistii ¢abalar nedeniyle belirli al-
goritmalarin kullamlmas: gerekir. Ornegin bir ekstrapolasyon yonteminde kabul
edilen Jakobien tiim agama i¢in kullanilacak olsun, bu durumda 6rnegin geriye
dogru Euler yontemi gibi bir yontem kullamilacak ve burada her seferinde daha
kii¢lik bir agama biiyiikligii ile hesaplamalar yapilacak, her bir agamada elde edi-
len sonuglar, bir sonraki agsamada degerlendirilecektir. Buradaki yapilan her bir
tarama, alt agamasinda siirekli olarak yeniden ¢oziimlenmesi gerekecek farkli bir
dogrusal sistem anlamim tagiyacaktir. Benzer nedenlerle dogrusal ¢éziimlemelerin
yogun oldugu bagka 6rneklerde de aym kompozit ¢ok agamali Runge-Kutta yon-
temleri gibi gegitli kesin ¢6ziimler arasinda bir ortalama esasina dayanan ve yerel

tahmin hatalarimn yaratilmasina yonelik yontemler kullanacaklardir.

Kiigiik-orta buytklikteki sistemler i¢in, matris faktoér eleminasyonu kullamla-
bilir ve sonra da bu faktorleri gerekli iterasyonlar: etkin bir bigimde kullanabilir.
Orta-biiyiik boy problemlerin ¢oziimi igin yeniden problemin yapisal niteligine
bagvurmak durumundayiz. Bant yapisi en kolay ¢oztimlenebilecek olandir. Bunun
nedeni, bir matris band: faktorleri, ayni zamanda bir bant bi¢iminde olduklar igin
bunlan hesaplayip saklamak sifir olma olasiliklar: olanlar diginda ¢ok kolaydir.
Bant genisligi goreceli olarak kiiglikse, yani m << N ise, biriktirme gerekliligi
cok azalir ve bu da dogrusal sistemlerin ¢oziimiint bant gekli kavramin deger-
lendirerek biiyiik olgiide kolaylagir. Daha biiyiik bir genelleme kapsaminda, bir
elemanlarinin ¢ogu sifir olan bir matris dagimk olarak adlandinlir. Bu durum,
bircok biiyiik ¢éziimsiiz problemler i¢in tipiktir. Dagimk matrislerin sifir degerlikli
olanlarin digindakileri saklayacak yontemler vardir ve bu tir bir eleminasyon ile
sadece baz sifir olmayan elemanlarin se¢imi miimkiin olabilmektedir. Bu tir tek-
niklerin hafizaya alinmas: i¢in belli bir kapasite ile bu eleminasyonu yapmak i¢in
zaman gerektirmektedir, boyle oldugunda da matris igindeki elemanlarin ancak
cok az bir kistm sifirdan farklh olmadik¢a hafiza ve zaman olarak bir avantajlar
kalmaz. Genellikle gorilen durum budur. Bazen ele alinan problemler o den-
li biiyiik olabilmektedir ki, eleminasyon yontemi kullanma yerine zorunlu olarak

dogrusal sistemler i¢in iterasyon yontemleri kullamlmak durumunda kahnmakta-
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dir. Bu konu, halen tizerinde yogun aragtirma yapilan alanlardan birisidir ve yakin
bir zamanda daha genel problemlerle ilgili iterasyon yéntemlerinin geligtirilmis ol-
duguna tanik olunabilecektir. Problemlerin yapisal 6zelliklerine yer verildigi birkag
teknige rastlanmaktadir, ancak bunlar da tezin baginda bahsedilenler kadar kolay
bulunan ve ¢6ziimil rahat olan yontemler gibi goriinmemektedir. Buna istisna
olanlardan biri, Hindmarsh tarafindan gelistirilen ve daha 6nce anlatilan banth
sistemlere 6zgl bir diferansiyel yontemi kullanilan tekniktir. Bu tir tekniklerin
daha onceki bigimleri daginik tablo yaklagimudir. Bu da Hachtel ve arkadaglan ta-
rafindan tamimlanmigtir ve anlagildig: kadariyla, elektronik devre tasarimi paketi
icinde IBM girketinin kendi 6zel {iriinii niteligindedir.

Cogu zaman oldugu gibi, buytk problemler igin bir fonksiyonun ve hatta bir Ja-
kobienin degerlendirilmesi ¢ok da pahal degildir, asil masrafl olan, genig dogrusal
cebir hesaplamalar: ile bilgi transferidir. FORTRAN program bilgi transferlerinin
ve hesaplamalarimin birbirlerine olan girigimleri 6zelliginden pek yararlanamamak-
ta, bunun yaninda ana ig merkezine bagli yardimc: makineler ve vektor makineler
olanaklarim tam anlamiyla degerlendirememektedir. Bununla birlikte, FORTRAN
tarafindan galigtirilabilen assembly dili ile hazirlanmg modiiller giderek yayginlag-
makta ve bu bicimde temel goérevlerin yapilabilme olanaklar: giderek daha fazla
yayginhk kazanmaktadir. Bu konuda yapilan bir degerlendirmede, CDC 7600 sis-
temi ile dogrusal bir sistemin ¢oziimlenmesinde bir matrisin ileri ve geriye dogru
yerine koyma yontemi ile dagitilmas: iglemine y6nelik olarak hazirlanan yeni bir
yazilim programinin kargilagtirmali degerlendirilmesine yer verilmektedir. Yalniz-
ca li¢ denklem icin FORTRAN programlar1 dogrusal cebir modiillerindeki agir
yiik nedeniyle biraz daha avantajl olmakta, ancak daha ozel olarak hazirlanmig
cevrimler, hemen 6ne gegmekte ve 200 denklem igin en az ¢ kat1 avantajh olmak-
tadir. (Buradaki ¢6ziimlerde kullamlan ¢evrimler, yukarida bahsedilen ayrigtirma
(decomposition) tekniginin daha Stesinde etkili olmaktadir).

Problemlerin ¢ogunda, agagidaki gekilde bir dizi kesin diferansiyel denklemlere

ulagilir;

My =Ky + p(z) (2.8)
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burada M ve K matrisleri y,  ve hatta yl ile bagiml olabilirler. Bu tiir denklem-

leri diizeltmek i¢in Newton metoduna benzer iterasyonlar kullanildiginda

y = MKy +p(a)], (2.9)
geklini alir. Agk bir bicime sokmak ne gerekli ne de istenebilir bir durumdur.

Ancak integratér i¢in geriye dogru Euler yontemi kullanildiginda;
F(y,yl,m) =0 (2.10)

tipinde bir denklem elde edilir. y,, 41 terimini elemine etmek i¢in z = z,4; kon-

dugunda,
F (yn+1,ynLlh_ﬁ,wn+1) =0

elde edilir ki bu da y,+1 i¢in ¢ozlimlenecektir.

(2.10) egitligini kullanmakla dogrudan dogruya biiyiik daginik problemlerle il-
gili olarak ¢ok kapsaml aritmetik iglemler ve hafiza tasarrufu saglanmsg olabilir.
M ve K degerleri sabit oldugunda, bu durum (2.8) ve (2.9) esitliklerinden agik-
ca anlagilacaktir. (2.8) esitliginin Jakobieni K — M/h olacaktir ki bu dagimk bir
matristir.(2.9) nin Jakobieni M1 K — I'/h olacaktir ki normal olarak bu yogun bir
terimdir.

Diferansiyel denklemlerin ¢oztimiinde ¢ok 6nemli bir yeri olan problemin 6ziin-
de ¢ozimli yada ¢bziimsiiz olugu sorunu, agama biytkliginin ve kullamlacak
teknikteki derecenin belirlenmesinde otomatik olarak devreye girer. Gergi temel
strateji cok aciktir: her ikisi de, tiim integrasyon limitleri arasinda yapilacak ¢alig-
mamn miktarin1 azaltmaya yonelik olarak belirlenmis olmalar gerekirse de, pra-
tikte bu durum hi¢ de boyle olmamaktadir. Burada biitiin problem, hentiz daha
bu parametrelerin se¢iminde bize yol gosterecek tutarli bir kuramin geligtirileme-
mig olmasidir, o zaman da, bu konuda var olan teoriler, kargilagilan problemlere
uydurulmaya ¢aligilmaktadir, ama eldeki tekniklerin kargilagilan sorunun niteligine
gore ne kadar uyumlagtirilmaya yada yeniden diizenlenmeye ¢aligihrsa caligilsin,

her seferinde de genellikle tam bir uyumluluk saglamak miimkin olmamaktadir.
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Bu nedenledir ki, herhangi bir teknik igine birka¢ formiilasyon ekleyip bir bagka
teknik ile ayni bicimde gelinebilecek yere gelmek miimkiindiir. Biitiin bunlardan
cikartilabilecek bir ders var, o da, miimkin oldugu 6l¢iide eldeki teknikleri ¢ok iyi
degerlendirilip {izerinde enine boyuna ¢aligilmug teknikler kullamlmali ve mimkin

oldugu olglide de bu tiir teknikler izerinde bir degigiklik yapilmamalidir.

Degigken degerli tekniklerin s6zkonusu olan problemlerin ¢6ziimiiniin olas: ozel-
liklerini goz oniine alarak belirli formiilasyonlar adapte ettikleri ve bunda da genel
kullanim amaciyla oldukga etkili sonuglar alindigina tanik olunmaktidir. Bu tur
tekniklerin hesaplamalarin baglangicinda goreceli olarak verimsiz olduklari, ancak
problemin iligkilendirilmesi agisindan gerekli derecelenmeyi yaptiklar1 anlagilak-
tadir. Genel olarak bu, toplam yapilmas: gereken ¢abanmin 6nemsiz bir kismim
olugturmaktaysa da, bu konuda baz: istisnalarin da oldugu gorillmektedir. Alev
kimyas: ile ilgili olarak ele alinan bir problemde, bir tarafta gaz akimini anlatmak
icin kismi diferansiyel denklemker yer almakta, 6te yandan da akig igindeki reaksi-
yonlar siradan diferansiyel denklemlerle anlatilmaya ¢ahigilmaktadir. Bir duragan
duruma benzer bir kabul ile gaz parametrelerinin, belirli bir zaman aralig: igin sa-
bit oldugu kabul edilmekte, bu siire iginde ise siradan diferansiyel denklem ¢oziimii
yapilmaktadir. Bu bi¢imde elde edilen degerler ile, belli bir zaman aralig: yada bir
sonraki zaman bolgesi icinde kismi diferansiyel denklem ¢6ziimleri yapilmaktadir;
bu ve bundan sonraki ayrintilar gergekte konumuzla da ilgili degildir. Burada ve-
rilmek istenen, her bir zaman 6gesi sonucunda, siradan diferansiyel denklenlerin
degigiyor olmasidir. Geriye dogru diferansiyel yontemine dayanan teknigin bu gibi
durumlarda ¢ok kullamgsiz oldugu gortilmektedir, ¢iinkii bunlar, her bir zon i¢in
yeninden baglatilmak durumundadir. Oysa ki, bir zondan digerine degigen pek bir
gey yoktur (aksi taktirde bunlarin kisaltilmas: miimkiin olabilecektir). Bu neden-
ledir ki, belli bir zon i¢in elde edilen bir sonucun bir sonraki zon igin bir 6nem
tagimasi icin, her iki zonda da aym formiiliin kullamilmas: zorunludur. Sabit dere-
ce yonteminin bu gibi durumlar igin ¢ok yararh oldugu anlagilmaktadir ve siirk
da olsa, simdiye kadar bu konudaki deneyimler de bunu dogrulamaktadir. Belli

bir dereceye kadar, yiiksek derecelere olanak taniyan ekstropolasyon yontemlerinin
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de faydali olmasi kuvvetle muhtemeldir, ¢iinkii bir agamanin derecesi ve uzunlu-
gu, sézkonusu zaman zonunun uzunlugu yamnda ikinci planda kalacaktir. Digitk
derece ve kiigiik agama boyutu, basit bir dereceye sahip olan bir teknik ile daha
kolay elde edilebilecektir.

Otomatik agama ve derece denetiminin istenmedigi bir durum vardir: o da bir
problemin kararl bir sonug i¢in siirekli olarak, 6rnegin kararli bir parametre elde
edilmesi i¢in integrasyon yapilmasi durumudur. Burada, her bir integrasyonda
aym agamalar ve formiillerinin kullamilmas: tercih edilmektedir. Bu yapildiginda
da, sayisal ¢oziimler, parametre degerlerine giderek daha fazla dayanir duruma
gelmektedir. Ancak, bu durumda bile, ilk integrasyon icin bir agama ve formiil
otomatik olarak segilmesinden sonra, ya diger integresyonlarin bu dogrultuda (ve
bityiik olasilikla da aymi Jakobien ve ¢oziimlemeler kulmanilarak) ya da bu aga-
ma sonuglarim bir sonraki integrasyonlar igin kullanmak tizere saklanmas: arzu

edilmektedir.

2.5. BIR DIFERANSIYEL DENKLEMIN COZULMESI

Bir diferansiyel denklemin Sayisal olarak ¢ozilmesinin bir¢ok anlam vardir.
Bazen, tek bir nokta icin uygun bir ¢6ziim aramir. Cogu zaman birden ¢ok nokta
icin bir dizi ¢6ziim aranmakta ve bir ¢6ziim tablosu olugturmak istenmektedir. Ba-
z1 durumlarda ya siirekli bir kabullere dayali ¢o6ziimler egrisi yada gercek ¢oziume
egdeger olabilecek nitelikte bir tablo aranmaktadir. Ancak su kadarim soylemek
gerekir ki, ¢oziimiin nerede ve ne denli stk aranmasimn ¢o6ziim maliyeti tizerinde
etkisi ¢ok buyiktiir. Burada, en etkili yontemlerden biri, kullamilacak teknigin
secilmesidir, bunun i¢inde de, arzu edilen ortalama bir ¢6ziim igin segilen teknik
icinde, goreceli olarak sdylenmek gerekirse, ne dereceye kadar agama se¢ilmig olma-
s1 onem tagir. (“)rnegin, yiiksek dereceli a¢ik olmayan bir Runge-Kutta yontemi ve
ekstrapolasyon teknigi, geriye dogru diferansiyel yontemi ile elde edilebilecek olan-
dan ¢ok daha otedeki agamalara ulagabilir. Bunlardan ikincisinde, agama yontemi
ile belirli bir noktada kesin sonug elde etmektedir. Segilen teknige uygun dogal

agama biylukliginiin 6tesinde daha siklikla bir ¢6ziim aranmaya gidilmesi duru-
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munda, segilen yontemin etkinligi bir¢ok nedenler yizinden azalacaktir. Sadece
birkag noktada ¢oziim aramyorsa, ve ozellike dogal olarak g¢ikan noktalar uygun
miitalaa ediliyorsa, sonuca varmak bir sorun tegkil etmeyecektir. Geriye dogru
diferansiyel formiilleri gibi baz1 yontemler, ¢ok rahatlikla ¢oztimlenebilecek siirekli
¢ok terimli ¢oziimler saglamaktadir. Ancak, bu her teknik ile miimkiin olmaz. Bu
nedenledir ki, istenilen sonug ile ilgili beklentilerin ne oldugunun agiklikla belirlen-
mesi, buradan kalkilarak hangi yontem ve teknigin kullamilmasinin yararl olacag:

konusunda bilgili olmak 6nem tagir.

Kullanicinin, hassasiyet olarak neyi anladigi da sonuglar iizerinde ¢ok etkili
olur. Bu konuda, genellikle kargilagilan bir durum, integrasyon sonucundan elde
edilen en yliksek (mutlak) degere kiyasla yapilan kabullerin sonucu ¢ikan hatay:
kargilagtirmaktir. Bir bagka degerlendirme ise, mutlak hata ile ¢oziimin buyiik-
ligiine kiyasla ortaya ¢ikan hatalarin bir araya getirilmesidir. Coéztimin her bir
bilegeni i¢in olan hata toleranslarinin ne oldugunun belirlenebilmesi olduk¢a 6nem-
lidir ¢inkli ¢oziimsiiz problemler igin bu tiir bilegenlerin olgeklerinin belirlenmesi
birbirinden ¢ok farkli olabilmektedir. Coziimsiiz problemlerin hemen hemen ti-
miinde, ¢ozlimlerin ¢ok farkli 6zellikler gosterdigi gecici nitelikte olan kisimlar:
vardir. Yapilan bir aragtirma, kullanicilarin yaklagik yarisimn, bu hizli degigen
bolge iginde, yavag degigen bolge igin oldugu gibi ¢ok hassas sonuglar pegine ol-
dugunu gostermigtir. Bunun yapilabilmesi i¢in, uygun hata kontrol tekniklerinin
uygulamaya sokulabilmesi gerekir ve agik¢a anlagilacag: gibi, gecici bolge iginde,
agama bilytikliiklerinin belirlenmesinde kararlilik faktoriinden ¢ok hassasiyet etkili
olmaktadir. Bunun dogal sonucu olarak da, problemlerin gegici donemleri ile ilgili
¢oztimler, birgok teknikler i¢in tiim iintegrasyon maliyetlerinin onemli bir kesitini
olugtururlar. Agirlikli olarak uzun vadeli dénem ile ilgilenilmig olsa bile, gegici
donem ile ilgili ¢6ztim yine de uzun vadeli kisima ulagildigina iligkin bilgilerin elde
edilebilmesi ve elde edilecek ¢oziimlerin giivenirligi i¢in gerekli olur. Burada, tiim
hatalarin giderilmig oldugu (gecici dénemin bittigi) ve denge kogullarina ulagildig
konusunda yeterli bilgi edinilebilmig olsa, gecici donem ile ilgili hesaplamalarin da

¢ok ekonomik olacak bigimde kabaca yapilabilirdi.
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Tekniklerin ¢ok yanhg kullanimlarina bir 6rnek de ilk agamalara iligkin ¢oziimle-
rin kisa siirede ortadan yok olup sifirlanmasina kargihik ¢ok hassas ¢oztim aranmak
istenmesidir. Bu tiir girigimler, beklenenin ¢ok 6tesinde hatali ve bir o kadar da
anlamsizdir. Bu gibi durumlarda, ¢6zlim aramlan bir deger, mantikli bir seviyenin
altina diigtiigiinde kullanicinin artik onunla ilgilenmemesi ve onun iizerinde boguna
zaman kaybetmemesidir. Uygun bir hata kriteri se¢imi, bu gibi durumlarin éniine
gecebilir.  Kugkusuz, baz durumlarda, fiziksel olmayan biyikliklerin sifirin da
altinda, eksi degerliklerde yogunlagmas: s6z konusu olabilir. Genel olarak bu gibi
durumlarin pek de lizerinde durulmamas: gerekir, ama burada, bu tir degerler
tiretildiginde, diferansiyel denklemlerin kararsiz nitelik kazanmaya bagladiklarini
da gormek gerekir. Buna iligkin olarak kitle hareketi kinetigi {izerine yapilan bir

degerlendirmeye bakilabilir.
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BOLUM III
3.1. EULER METODU

Bir stiff diferansiyel denkleminin niimerik ¢oziimiintin zorluklari, Euler yéntemi
kullanmilarak basit bir 6rnek tizerinde gosterilebilir. Euler metodu Taylor agilimimin

ilk iki terimi ile aymidir ve baglangi¢ deger problemi

{ v = f(t,) (3.1)

$(to) =Ty

Bu ifade agagidaki denklem kullanilarak geligtirilir.
Tn+1 = Tn + hf(tn,.’tn) (TL 2 0) (32)

Euler metodunu gu basit 6rnek ile ele alalim;
z =z
3.3
{ z(0) =1 (33)

Euler metodu ile problem agagidaki niimerik ¢6ziime ulagir.
Tpt1 = Tn + hAz, = (1 + R )z, zo =1 (3.4)

Bu denklem n.adimda
zn = (1+AA)" (3.5)

seklini alir. Diger yandan (3.3) denkleminin gergek ¢6ziimi
z(t) = M (3.6)

dir.

Eger A < 0 ise (3.6) denklemi olarak exponensiyel olarak iraksar. ¢ sonsuza gi-
derken 0 a yaklagir. (3.5) denklemini niimerik ¢6ziimii ancak ve ancak [1+AA| < 1
iken 0 a yaklagir. 1 +hX > —1 ve A <0 oldugunda 2 > 0 ve h < —2/X segmek
zorunda kaliriz.

Ornegin; efer A = —20 ise h < 0.1 almak zorunda kaliriz. Baglangic degerden

hemen sonra ¢ézimiin sifira yakinsamasina ragmen ¢ = 0 iken z = 1 olur.
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t > 1 iken
z(t) =e 2" <21 x107°

olur.

Nimerik ¢6ziimiin bir bélge igerisinde kiigiik adimlar ile ilerlemesi gerekirken
¢ozlimiin yapisi biiyiikk adimlar ile ilerlemeyi gerektirebilir. Bu durum Stiff olma
gartinin en onemli gostergesidir.

e~ 20t geklindeki gegici fonksiyon hemen sifira iwraksar. Bu gegici fonksiyonun
niimerik ¢éziimiiniin, gegici etkileri ihmal edilebilir oluncaya kadar kiigiik adim

araliklar: ile ¢oziilebilir oldugunu kabul edecegiz.

Ornek: y =—-10(t—1)y y(0)=e"3 h=0.1 igin [0,2] arahgindaki degerleri

Euler yéntemi ile hesaplayiniz.

Cozum:

integral araligim1 h=0.1 igin 21 egit parcaya ayirirsak
to=0, t1 =0.1,...,t30 = 2.0

gekline olur.

yo = e~ °

y1 =40+ hy = yo + (1)[~10(te — 1)yo]
y2 = y1 + (:1)[-10(¢1 — 1)y1]

bu gekilde hesaplamaya devam edersek gercek ¢6ziim
y(t) = el~5C=D%)

geklinde olur.
Agagidaki tablo ile yx ve tr degerlerini gosterebiliriz.



th Yn Hata
0.1 0.0134 0.004
0.2 0.0256 0.015
0.3 0.0461 0.040
0.4 0.0784 0.087
0.5 01254 0.161
0.6 0.1880 0261
0.7 0.263 0.374
0.8 0.342 0.477
0.9 0.411 0.541
1.0 0.452 0548
1.1 0.452 0.499
1.2 0.406 .0412
1.3 0.325 0.312
1.4 0.223 0.222
1.5 0.137 0.150
1.6 0.068 0.097
1.7 0.003 0.059
1.8 0.0082 0.033
1.9 0.0016 0.016
2.0 0.0002 0.007
Tablo 1.

3.2. DEGISTIRILMiS EULER METODU
Degistirilmig Euler metodu agagidaki denklem ile ifade edilebilir.d

Tng1 = Tn + Bf(tat1,2n41) (2 20) (3.7)
Bu metod (3.1) ile ifade edilen 6rnek denkleme uygulandiginda
Tnt1 = Tn +AALEp41 To =1 (3.8)
ifadesini elde ederiz. Bu da bize

Tnp1 =1+ RNz, (3.9)

ifadesini verir. n. adimda
Tn = (1+hA)"" (3.10)

elde ederiz. A < 0 iken niimerik ¢oziim gergek ¢oziime benzeyerek

1—hN'<1 (3.11)
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geklini alir. Bu biitlin pozitif ~ degerleri i¢in dogrudur.
3.3. IKINCI DERECE TUREV METODU

y (&)= Ffyt) y0)=yo 0<t<b

adi diferansiyel denklemini goz oniine alalim. Adams formiilleri ile ¢ézmeye ¢ali-

girsak,

Y(tn) = y(tn-1) + /t " f(t)dt

t =tp_1,tn—2,...,t0 = 0i¢in y,_; den y(tn—;) gercek ¢éziimiint ve frn_; = f(yYn—j)
den f(y(tn—j)) yaymu elde ederiz. h, adim uzunlugu icin t,_; den ¢, e kadar
¢oziimi geligtirirsek, integral P(t) Hermite polinomu ile ¢oziildiigiinde en kiiglik

dereceli deger tek sekilde ifade edilir;
P(tn—j) = fn—j
P(tn) = f(yn) i=1,2,. k-1
P'(ta) = f (yn)

Bu da bizi 2. derece ¢ok adim yontemine gotiiriir.

tn
Yn =Yn-1 + / P(t)dt (3.12)

tn—1
Bu formiil daha g¢ok su sekilde yazilir.

k—1
Yn = Yn—1 + hn Z ;Bn,jfn—j + hnﬂn,Of(yn) + hf,")’n,of (yn) (3'13)

Jj=1
Burada 8,; j =0,1,...,k —1 ve v, katsayilan, h,—; 7 =0,1,...,k—1 adim
uzunluklarinda, homojen fonksiyonun sifirinc: katsayilaridir. Bu tam lineer di-
feransiyel denklem herhangi bir iterasyon metoduyla coziilebilir. y, o baglangig

degeri i¢in agagidaki formiille ¢oziilebilir.

tp
Yn,0 = Yn—1 + / Po(t)dt (314)
tn-1
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Burada Py(t) bilinen noktalarda interpole olan Hermite polinomunun en kiigik

dereceli katsayisidir.
Po(tn_j) = fn_j, 1=1,2,..,k

P(;(tn—l)=.f;;-—1 = a_ fn—l

t=tn,_1
(3.12) deki denklem y,, den y,—1 e kadar ¢ozmektense, y, ¢ daki degerinin bu-

lunmas1 dahja kolaydir.

.fn,O = PO(tn)a f1l1.,0 = P(;(tn) (315)
(3.12) ve (3.13) den
Yn = Yn,0 + /:" (P(t) — Po(t))dt (316)

elde ederiz. Simdi Po(t) yi fa—1, f,ll_l, fn—2y--ey fn—k ifade ettigimiz gibi
fn,O,ffl;,,[);fn—lafn——Z,---,fn—k—l-l ifade ederiz. Boylece P(t) ve Py(t) esit oldukla-

rindan agagidaki sekilde yazabiliriz.

Pt) - Pot) = 227, — )
4 (t —tn)qr—1(%) ¢y q;_l(tn)(f . (3.17)
qk—1(tn) I TETON M
Burada j
o(t) = ] ]t = tn-s) i>1
() =1
gz‘(j)=/ttn (t — o) Lqi(t)dt
_ q:k—l(tn) _ = 1
I i) ; tn — Frj

(3.16) ve (3.17) dan agagidaki ifadeyi elde ederiz.

Yn = Yn,0 + hnBao(fo = Fr0) + 727n,0(Fr = Fr0) (3.18)



47

Burada
1
hnBrno= ————|qr—1(1) — d.qr-1(2
B ,0 Qk—l(tn) [Qk 1( ) gk 1( )]
ve
2 _ c11!:—1(2)
nTn,0 Qk—l(tn)
dir.

Herbir ¢, noktasinda (3.18) esitligi herhangi bir iterasyon metoduyla y, i¢in
¢bziillirse, ¢ozlimler ¢, _; den t, e kadar geligtirilebilir. h,fB,,0 ve h,zz’yn,o katsayilar:

uygun bir gekilde ¢oziilebilir. g;(7) terimi liggen matris yardimiyla ¢oziilebilir.
g00(j) = —(=ha)/?  §=1,2,..,k+2
baglangi¢ sartlariyla baglayan ve herbir satir1 bir 6nceki satirdan elde edilen iligki

9i(j) = (tn — ta—i)gi-1(J) + 9i-1(j + 1)

geklindedir.

Herbir satir bir éncekinden daha az eleman igerdiginden katsayilar1 bulabilmek
icin sadece ilk iki satira ihtiyag vardir. (3.18) esitliginden yn0,fn,0 ve f,ll’o terimleri
cesitli interpolasyon polimonlariyla ¢oziilebilir.

Hermite polinomu 2. derece tiirev formilleri i¢in kullanildigindan, siradan bo-
liinmiig fark formiilleri yeterlidir ve pes pege kullanilabilir.

Boliinmig farklar

flts] = f(t:);

f[to'tl'... t'_l] —f[tltz t]
f[to;tl;---;tj]= )y ¥l ) Jto_tj 1y ey 2710

Fltos to; - bos E15 85 s 85 i B 255 oni 5]
a+1 b+1 et1

t.—1t;

: b
= Hm flto,t5, )8, t1, 815 s By eens by by eens B

Yaklagik ¢oziim ile tam ¢dzliim arasindaki f(yn—j;) agisim belirlemek icin

flto;to;..-; t1;...;tj] notasyonunu kullanmamiz gerekir.
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Ornegin;

[fn;.fn] = _f,;
[fn?fn;fn—l] = h_]:,,: (frlz — _f‘%fn—l)

Bu notasyonu kullanarak
Po(t) = fa—1+ (t = ta—1)[fa=1; fam1] + (¢ = ta=1)*[fa=1; fa=1; fa—a] + ...
+ (t = tn1)?(t — tno2)e(t — tntt1)[Fr-1; frm1; fr2; s Frk]
= fn—l + (t - tn—l + hn)[fn—l;fn—l] + (t - tn—l + hn)Ql(t)[fn—l; fn—l; fn——2]
+...+ (t —tn + hn)qk—l(t)[fn—1§ fr—1; fn—2; . fn-—k]

ifadesini elde ederiz. (3.14) ve (3.15) den

k—1
Yn,0 = Yn—1 + honfrn-1+ Z (gi(2) + hngi(l)) [fn—l;fn—l; eed fn—z’—l]
k—1 =
fn,O = fn—l + hn Egz’(tn) [fn—1§ fn—1§ fn—2-~§ fn—z’—l]
=1

ve
oo = losi ot + 3 { (hngi(tn) + 6i(tn)) =15 Fat Frmsi o Frmical}
=1

elde ederiz.



SONUC

Stiff diferansiyel denklemlerin iistesinden gelinmesi, genellikle pahali bir ug-
ragtir ve bu konuda kargilagilacak zorluklar, secilen yontem ve teknikle ilgili
olmaktan ¢ok, ¢6ziim sirasinda ongoriilen tolerans diizeyidir. Stiff diferansi-
yel denklemlerin kaynaklandiklar: fiziksel olaylar, cogu zaman ¢ok hassas bir
yaklagimi gerektirmeyecek tiirdedirler ¢iinkii daha bagindan temel degigkenler
hakkinda ¢ok hassas bilgilere sahip olunamamaktadir. Bir aragtirmada, bir
yada iki basamaklh yuvarlatmalarin olduk¢a genel kabul goren diizeyler oldu-
gunu ortaya koymaktadir. Beg basamaga kadar hassasiyetin zorunlu oldugu
ifade edilmektedir. Burada bahsedilen teknikler ve makinelerle yapilan genel
coziimlerin igerdigi hatalarin kabul edilebilir oldugunu soylemek miimkiindiir.
Bu noktada hemen belirtmek gerekir ki, halihazirdaki teknikler, yerel yuvar-
latma hatalarim degerlendirebilmekte, ancak global hatalar igin bir sey yapa-
mamaktadir. Bu tez kapsaminda bahsedilen giiglitkler, birden ¢ok nedenden
kaynaklanmaktadir. Bunlarin baginda, agama kontrolii ¢evrimi gelmekte, baz
hallerde ¢oziimiin etkin oldugu alani kagiracak yada timiiyle goz ard: edecek
kadar bliyiik agamalar segilebilmekte, kararh nitelikte olan bir formil oldukga
kararsiz bir nitelik kazanarak ¢ozlimiin etkisini giderek arttiran bir bilegenini
goz ardi edebilmektedir. Stiff diferansiyel denklemlerin etkin bir bigimde ¢6-
zillebilmesinde tutucu bir tolerans ongoriisii, hata degerlendirmesindeki 6l¢ek
konusunda 6zel dikkat gosredilmesi ve Jakobienlerin diferansiyeli, deneysellik
ve sayisal sonuglarin derinlemesine ¢ozlimlenmesi kaginilmaz gereklilikler ola-
rak ortaya gikmaktadir.

Sonugc olarak bahsedilen yontemler Stiff diferansiyel denklemlere cevap verecek

niteliktedir.
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