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OZET

Bu c¢ahsmadaki amacimiz bir tamlik bélgesinde ve birimli ,degismeli olan bir

halkada tek tiirlii carpanlara ayrilabilme kavrammi arastirmaktir

Béliim 1 de temel tanimlar ve tamhik bélgeleri icin tek tiirlii carpanlara
ayrilabilmenin temel sonuglari verilmistir.1966'da Fletcher tarafindan 6z sifir
boleni de icerebilen birimli ve degismeli halkalar i¢in tek tiirlii carpanlara
ayrilabilen bir halkanin (TCH) tanimi verilmistir.Bu tanim kullanarak Fletcher
,halkalar icin baz1 teoremleri genellestirmistir.B6liim 2 Fletcher'in tanimlar: ve
sonugclari ile ilgilidir.Bu béliimde ayrica sonlu sayidaki TCH'larin direct
toplamlarmm yine bir TCH oldugu gosterilmistir ve buradan bir esas ideal
halkasimin bir TCH oldugu ispatlanmistir.Ayrica TCH'lerin yapisi arastirilmig
ve her TCH'nin tek tiirlii carpanlara ayrilabilen tamhk boélgelerinin ve 6zel
TCH'lerin sonlu bir direct toplami oldugu gosterilmistir.Ayni zamanda béliim
2'de R'nin bir TCH olmasi icin gerek ve yeter kosulun her indirgenemezin asal

oldugu sonucu elde edilmistir.

Béliim 3 ise kesir halkalar: ve kesir halkalarinin ideal yapilarmi incelemeye
ayriimistir.Bu béliimde kesir halkari ile ilgili temel tanim ve teoremler
irdelenmigtir.Bu boliimiin son kisimlari Kesir halkalarimin ideal yapilarim
islemekte ve asal idealde lokalizasyonu getirmektedir.Bu b6liimiin en sonunda

kesir halkalarinda tek tiirlii ¢carpanlara ayrilabilme incelenmistir.
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ABSTRACT

In this work our main aim was to investigate the concepts of
unique factorization in an integral domains and in a commutative ring

with identity.

in chapter |, we give the basic defination and the main results of

unique factorization for integral domains.

In 1966 Fletcher gave the defination of a unique factorization ring
( UFR ) for the commutative rings with identity possibly containing
proper zero divisors.Using this defination he generalized some
theorems for rings.Chapter Il concerts his definations and resuits.We
show that the direct sum of a finite number of URF is a URF and
therefore a principal ideal ring becames a UFR. We investigate the
structure of UFR's and prove that every UFR is a finite direct sum of
unique factorization domains and special UFR's we show that R is a

UFRif and only if every irreducible elements is prime.

Chapter lll concerns the rings of fraction and the structure of it's
ideals.In this chapter we investigate the basic definations and
theorems.Here,we also study the unique factorization property for rings

of fraction.



BOLUM -1-

TEK TURLU CARPANLARA AYRILABILEN BOLGELER
1.Giris: Bu boliimde Z tamsayilar halkasinin, béliinebilme, ¢arpanlara
ayirma, en buyik ortak bolen gibi 6zelliklerini tamlik bolgelerine
genisletecegiz. Once bazi baglangig tanimlar1 verecegiz ve bu tanimlar:

kullanarak temel bazi sonuglari ispatlayacagiz.

2. TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanmim 1.1.: R degismeli bir halka ve V a, beR igin a=bc olacak gekilde bir
ceR varsa b, a'y: boluyor veya a, b ile tam bolintyor denir. Eger ajb ve bla
ise a ile b ilgilidir denir.

V a €R i¢in a.0=0 oldugundan a|0 dir.

Diger taraftan R birimli bir halka ve u €R birimsel bir eleman ise u, R nin
her elemanini boler.

a € R igin a=u (u'a) dir. eger R bir cisim ise

R*=R/{0} in herhangi iki elemani birbirine béler. Béylece cisimde sifirdan
farkli tim elemanlar ilgili olurlar.

R nin tam birimsel elemanlarinin kiimesi Uy ile gosterelim.

Tanim 1.2.: R bir tamlik bolgesi olmak lizere V a, beR igin eger b=ua
olacak sekilde bir u eUg varsa a ile b ilgilidir denir ve a ~ b geklinde

gosterilir.



Onerme 1.3.: R birimli ve degismeli bir halka ve a, beR olsun

i) a ~ b bagintist R Uzerinde bir denklik bagintisidir.

ii) bja dir © (a) < (b)

iii) a ile b ilgilidir < (a) = (b)

iv) a=ub olacak sekilde bir u birimsel eleman1 varsa a ile b ilgilidir. R bir
tamlik bolgesi ise bunun terside dogrudur.

v) ueR nin birimsel olmasi igin gerek ve yeter kosul (u)=R olmasidir.
Ispat: i) Asagidaki szelliklerin saglandigint gérmek kolaydir.

1-) Yansima: V a€R igin, a ~ a dir.

2-) Simetri: a,beR igin a = b ise b ~ a dir.

3-) Gegisme: a, b, c eRigin, a~ b ve b ~ ¢ ise a ~ ¢ dir.

ii) bl 2 © a=bc, I ¢ R vardir & a € (b) < (a) c (b)

iii) ilk olarak a = b olsun. O zaman a= bu olacak sekilde bir u € Uy vardir.
a=bu ifadesinden a € (b) ve (a) < (b) oldugu gérilir. Ayrica ueUy
oldugundan u™! €R vardir.

a=bu ifadesinin her iki tarafin1 sagdan u'ile garparsak au'=b olur ve b e (a)
dir. Buradan (b) c (a) yazilir. Sonugta (a)=(b) dir.

Tersine (a)=(b) olsun. a € (b) alalim.

a= br olacak sekilde r € R vardir. Buradan b|a bulunur.

be (a) alalim. b=ar olacak sekilde r' eR vardir buradan a|b oldugu gorilir,

Sonugta a ~ b dir.



iv) Boliinebilme agisindan, bir elemanin bir bilimsel elemanla ¢arpilmasi

sonucu degistirmeyeceginden.

a= ub olacak sekilde bir u birimsel eleman1 varsa a ile b ilgilidir ifadesi

dogru olur.

Tersine R bir tamlik bolgesi ve a ile b ilgili olsunlar a ile b ilgili oldugundan
alb ve bla yazilir. O zaman

alb = b=ak olacak gekilde k € R vardir.

bla = a=bl olacak sekilde 1 €R vardir. Buradan

a = akl yazilir ve Ig = kl bulunur ki bu k ve I'nin birimsel oldugnu gésterir.
v) u € R birimsel ise (u) = R oldugunu goésterelim.

u € Ug olsun. o zaman u'e R dir.

u.u! = 1g € (u) olur (u) = R dir.

Tersine (u) = Riser € Riginr € (u) ve r=u k olacak gekilde k € R vardir.
Ozel olarak r = 1y segilirse

Ir = u.k olur ve u, birimseldir.

Tanim 1.4.: R degigmeli ve birimli bir halka ve ¢ € R olsun.

Eger i) c # 0 ve c birimsel degil ise

ii) c=ab oldugunda a veya b birimsel ise c'ye R nin bir indirgenemez elemam

denir.

Tanim 1.5.: R degigmeli ve birimli bir halka ve p € R olsun.
i) p # 0 ve p birimsel degil ise
ii) plab oldugunda p|a veya p|b ise p elemanina R nin bir asal eleman: denir.

Onerme 1.6.: R bir tamlik bolgesi ve p eR\{0} = R* olsun.



i) p nin asal olmasi igin gerek ve yeter kosul (p) nin asal ideal olmasidir.

ii) c indirgenemezdir < ( ¢) R nin 6z esas idealleri kiimesinin bir maximal
elemanidir.

iii) R nin her asal eleman: indirgenemezdir.

iv) R bir esas ideal bolgesi ise R nin bir elemaninin asal olmasi igin gerek ve
yeter kosul bu elemanin indirgenemez olmasidir.

v) R nin bir indirgenemez (asal) elemaninin her ilgilisi de indirgenemez (asal)

dir.

vi) R nin bir indirgenemez elemaninin bolenleri bu elemanin ilgilileri ve
birimsel elemanlardan ibarettir.

Ispat: i) p asal olsun. p, birimsel olmadigindan (p) # R dir. a, b € R iginab
€ (p) olsun. plab olacagindan ve p asal oldugu i¢in p|a veya p|b dir. o zaman
(p) asal idealdir.

Tersine (p) asal ideal olsun. o zaman (p) # R ve p birimsel degildir.
Hipotezden dolayi p # 0 dir.

plab ise a b € (p) ve (p) asal ideal oldugundan

a € (p) veya b € (p) dir. Buradan ise p|a veya p|b sonucu ¢ikar.
ii) c indirgenemez olsun. O zaman c birimsel degildir ve ¢ = 0 dir. Ayn1
zamanda ( c¢) # R dir.

R nin 6z esas ideallerinin kiimesi S olsun. ( ¢) # R oldugundan (¢ ) € S dir.



y €Rigin (¢ ) < (y) # R olsun. O zaman Vr €R igin ¢ € (y) oldugundan

¢ = yr seklinde yazilabilir. Buradan y veya r nin birimsel olmas: gerekir. (y)
# R oldugundan y ¢ Ug dir. O zaman r €Ug olur. ve ( ¢) = (y) olur,

Tersine ( ¢), S’in bir maksimal eleman: olsun. O zaman ( ¢) # R olacagindan
c, birimsel degildir ve hipotezden dolay: ¢ # 0 dir. Kabul edelim ki ¢ = ab
olacak sekilde a, b €R olsun. ve a birimsel olmasin. (¢) c (a) # R
oldugundan ve (c), S in maksimal eleman1 oldugundan (c) = (a) dir. ve
bundan dolay1 a=cr olacak sekilde r €R vardir. Buradan ¢ = crb ve ¢ (1r-rb)
= O olur. R bir tamlik bélgesi oldugundan sifir bélen igermez. Bundan dolay:
¢ = O veya lg — rb = O olmalidir. Fakat ¢ # O oldugundan 1g-rb= O olur. 1g
= rb ve buradan b nin birimsel oldugu ortaya ¢ikar. Benzer sekilde eger b
birimsel degilse a nin birimsel oldugu g.érﬁliir. Bundan dolay: c
indirgenemezdir.

iii) p, R nin asal elemani olsun. O zaman p # 0 ve p birimsel degildir.

(p) # R dir. a, b €R igin

p= ab olsun. a ve b birimsel olmasin.

p € (a) = (p) < (a) dir. p asal ise Onerme 1.6 (i) den (p) asal idealdir.

ab € (p) ve (p) asal ideal oldugundan a e (p) veya b € (p) dir. b € (p)
olsun. b = pr olacak sekilde reR vardir.

p=ab de b=pr yazilirsa p=apr ve

p-apr=0 buradan p (1-ar) = O ve R bir tamlik bolgesi oldugundan p=0 veya
Ir-ar=0 dir. p # O kabul edildiginden 1g-ar=0 olur. ve ar=1g dir ve a

birimseldir.



Bu bir geliskidir. O halde a veya b birimseldir.
Yani p indirgenemezdir.
iv) R bir esas ideal bolgesi olsun. a €R olsun. Eger a €R asal ise iii) den a
in indirgenemezdir. Tersine eger a indirgenemez ise ii) den (a), R’nin bir
maksimal ideali ve bdylece R nin bir asal ideali olur. O halde i) dan dolay1 a
asaldir.
v) ¢ €R indirgenemez ve r €R, ¢ nin bir ilgilisi olsun. O zaman ¢ = ru olacak
sekilde bir u €Uy vardir. Buradan ( ¢c) c ( r) elde edilir. Ayni zamanda r =
cu! oldugundan ( r) c ( ¢) dir. Béylece ( r) = ( ¢) bulunur. Ayn1 zamanda ¢
indirgenemez oldugundan ( ¢) ve bdylece ( r), R nin 6z esas idealleri
kiimesinin maksimal elemanidir. O halde ii) den dolay1 r indirgenemezdir.
vi) Bunun ispat: tanim 1.4 6nerme 1.3 (iv) ve (v) in bir sonucudur.
Tanim 1.7: Asagidaki iki 6zellik gergeklenirse R tamlik bolgesine tek turli
carpanlara ayrilabilen bolge (TCB) denir.
TCBI1- R nin sifirdan farkli ve birimsel olmayan her r elemam
P1, P2>------ px indirgenemezler olmak iizere

r = pipa.....px seklinde indirgenemez elemanlarin ¢arptmi olarak yazilir.
TCB2-Eger r=pipz2....pa = q1q2.....qm I €R nin iki indirgememez ayrisim ise
m=n ve i=1.2..... n i¢in q larin uygun bir sekilde indexlenmesinden sonra p;
ler ve q; ler ilgilidir.
Ornek: Z nin 0,-1,1 den farkli her elemani asal (indirgenemez) elemanlarinin

bir garpimi olarak yazilabilir ve bu ¢arpim garpanlarin yer degistirmesi



farkiyla tektir. Boylece Z bir TCB dir. F bir cisim ise sifirdan farkli her
elemani birimsel oldugundan agikar olarak F bir TCB dir.

Simdi her Tamlik bolgesinin bir TCB olmadigim bir 6rnekle gosterelim.
Ornek: R={a+by/-5 a,beZ} kiimesi C nin iglemlerine gére bir tamlik

bolgesi fakat bir TCB degildir.

R gergekten C nin iglemlerine gore bir tamlik bolgesidir. R tiizerinde mutlak

deger fonksiyonunu ¢ ile gosterelim. Boylece her a+b,/—5 €R igin

¢ (a+by—5) = a’+5b dir.
Bundan yararlanarak R nin birimsel elemanlarini belirleyelim. Eger a+b—5
eR birimsel ise c¢+d-5 R olmak tizere (a+tbv-5) (c+dv-5) =1

olacaktir. Her iki tarafa ¢’yi uygularsak (a’> +5b%) (c? +5d?) = 1 yazilir. a, b
eZ oldugundan a’+5b”> > O dir ve 1’i boler. Buradan a®+5b%=1 elde edilir.

Bunun dogru olmasit i¢in b=0 ve a =+1 ‘olmalidr. Boylece R nin birimsel

elemanlar1 —1 ve 1 den ibarettir. $imdi 6 sayis1 iki farkli sekilde 6 = 2.3 =
(1—«/:3) (1+x/3) olarak yazilabilir. Ayn1 zamanda 2,3, 1-4-5 , 1+4/-5
elemanlarindan herbiri indirgenemezdir.

Kabul edelim ki a,b,c,d €Z olmak uizere

2= (a+bJ?§) (c+d\/——5—)— olsun. Her iki tarafa ¢ yi uygulayalim. O zaman
4= (a’+5b%) (c*+5 d?) elde edilir.

Kabul edelim ki a+b+/—35 birimsel olmasin. O zaman yukarida goruldugi gibi
a’+5b%# 1 dir ve boylece a’+5b°=2 veya a>+5b*=4 diir. Birinci esitligin

olmayacag: agiktir. Ikinci esitlik dogru ise ¢®>+5 d*=1 oldugundan c+d J—-S



birimseldir. Bdylece iki ¢arpandan birisi birimsel olmak zorundadir. Bundan
dolay1 2 indirgenemezdir. Digerleri de benzer gekilde gosterilebilir. Bundan
dolay: R bir TCB degildir.

Onerme 1.8: Her esas ideal bolgesi (EIB) bir tek tiirli ¢arpanlara ayrilabilen
bolgedir.

Ispat: Once, Eger R bir esas ideal bolgesi ise, O zaman R nin idealler i¢in
artan zincir kuralini sagladigini gosterelim. R de ideallerin bir zinciri olarak
a; R ca,R .. alalim.

A= UaR ve a, b €A, reR olsun. O zaman i, j ler igin aca;R; bea;R dir. ya
aiR ca;R ya da a;Rca;R oldugundan a ve b nin her ikisi a;R, a;R ideallerinin
birisinde bulunur. Ornegin a;R de bulunsun. O zaman a-b €a; RCA dir. Aym

zamanda ar €a;RcA dir.

Boylece A, R nin bir idealidir. R bir esas ideal halkasi oldugnudan bir a eR
igin A=aR dir. $imdi a €A dan bir k igin aca,R yazilir.

Ayrica A = aR cay R c A ifadesinden A= aR=a,R elde edilir. Béylece ax R =
a1 R=....... dir. ve iddiamiz ispatlanmis olur.

Dolayisiyla b indirgenemez elemanlarin garpimi olarak alinmasin ve b=xy
olsun. Oyleki burada drnegin x indirgenemez elemanlarin bir garpimi
degildir. Eger a indirgenemezlerin sonlu bir garpimi degil ise (a) = (b) < (¢)

C .... seklinde ideallerin artan zinciri sonlu olmayacaktir. Fakat, R idealler



igin artan zincir kosulunu sagladigindan a indirgenemez elemanlarin sunlu bir
¢arpimi olmalidir sonucu elde edilir.

Ispat: tamamlamak igin peR indirgenemez ve a, b €R igin pjab ise p|a veya
p|b oldugunu gosterelim.

pR+aR=cR olmak tizere ¢ €R vardir. O zaman pecR oldugundan d €R igin
p=cd dir. p indirgenemez oldugundan c veya d 6rnegin d birimsel olsun. O
zaman pR= cR dir. dolayisiyla pR+aR=pR dir. Bu a € pR oldugunu gosterir
ki p|a kabulu ile ¢eligir. Boylece ¢ bir birimseldir. O halde cR=R dir.
Dolayisiyla pR+aR=R 01]:11‘. O zaman px+ay=1 olacak gekilde x, y €R vardir.
Bu pbx+aby=b oldugunu goésterir plab oldugundan p|b elde edilir plab dir.
Tanim 1.9: R degismeli bir halka ve ¢:R* —N bir fonksiyon olsun. Eger

i) Va,b €R ve ab # o i¢in ¢ (a) < ¢ <(ab) ise

ii) Va,b eR ve b # o igin a=gb+r r=0

veya @ ( r) <o ( b) olacak gekilde q, r €R varsa R halkasina bir Euclid
Halkasi ( E H) denir.

Eger R bir (EH) ve bir tamlik boélgesi (TB) ise R ye bir Euclid Bolgesi (EB)
denir.

Ornek: Z halkas1 ¢: Z - Z'U {o}seklinde tanimli mutlak deger
fonksiyonuna gore bir Euclid Bolgesidir.

Ornek: F bir cisim olsun. F [x] polinom halkasi her O # fef [x] i¢in @ (f) =
der (f) seklinde tanimli ¢ fonksiyonuna gére bir EB dir,

Ornek: Z [i] = {a+bi: a, b €Z} kiimesi komplex sayilarin toplama ve garpma

islemlerine gore bir (TB) dir.
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¢: Z [i] — N fonksiyonu Va+bi € Z [i] olmak tzere

¢ (a+bi) = a®+b” seklinde tanimlanirsa o zaman Z [i] bir (EB) dir. Z [i]
tamlik bolgesine Gauss Sayilar1 Halkas1 denir.

Onerme: 1.10: Her Euclid bolgesi (EB) bir esas ideal bolgesidir.

Ispat: R bir Euclid bolgesi ve I da herhangi bir ideali olsun.

I = (o) ise temel ideal olacagindan I # (o) alalim.

I idealinde sifirdan farkli ¢ (a) en kiigiik pozitif tam sayr olacak sekilde bir a
el alalim. |

a €l ise (a) cI dir.

R Euclid bélgesi oldugundan V xel x=aq+r 0<¢ ( r) <¢ (a) olacak sekilde
bir q, r €R vardir. rz0 ise

r= x-aq €l olacagindan ¢ ( r)>¢ ( a) olur. Bu a nin se¢imi ile geligir dyleyse
r = O olmalidir.

r=0 ise x=aq € ( a) olur ve I = ( a) olur ve I = ( a) bulunur.

Tanim 1.11 : R degigsmeli bir halka ve a,,a;, .... a, €R olsun.
Eger bir d €R

i) V iigin dja;

ii) d'eR ve V iigin d'[ a; iken d*| d ise d ye

a;,a,, .... 4, elemanlarinin bir en biyik ortak boleni

(ebob) denir.
Eger R birimli ve a;,a;....a, in ebob’i 1 ise Bu durumda a;,a,....a,’e

aralarinda asaldir denir,
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Onerme 1-12: R birimli ve degismeli bir halka ve a,, a,.... a, €R olsun.
i)ai, az, ... .a, ler birimli ve degigmeli R halkasinin elemanlar1 olsunlar
deR d=r;a; +rya,...+r1,a, (rieR) egitligini saglayan a;,as...a, in bir
ebob olmasit igin gerek ve yeter kosul (d) = (a;) + (a2) + ..... +(a,) olmasidir.
ii) R bir esas ideal bolgesi ise a;, ... a, in ebob’i vardir ve her ebob rieR
olmak tizere

ria;+...+ r, a, seklindedir.

iii) R bir TCB ise a;,a, ...a, nin ebob’i vardir.

n
Ispat: i) d=rja;+r,2,+....1, 2, olsun ve d = (ay,az, ... 8,) olsun. d=) 7, a, ise

i=1
dey (@)
i=1

(d) = {(a1) + (a2) +--* (a.) } 1

Diger taraftan s;eR (i=1,2,...n) olmak tlizere

sia; +Spaxt.....8y a, € (ar)+(az)+..+(a,) olsun.

d=(a;,a,,...2,) ise Vi igin d|a; ise d|s;a; dir ve d|sja;+sza,+...5,8, =
s1a;+s,art...s,a, € (d) ve buradan (a;) + (az)+....+(a.)c (d) 2

1 ve 2 ifadelerinden (d)=(a;) + (az)+.....+ (aa) yazilir.

Diger taraftan (d) = (a;) + (az)+...+ (a4) olsun. i = 1,2...ni¢in r; €R

d= rja;+r,a,+....+r,a, seklinde yazilabilir.

d nin a;,a,, ... a, in ebob’i oldugunu gosterelim.

(d) = (a1)+(az) +...... +(a,) oldugundan d|a;, d|a,...d|a, bir d'eR igin d'|a,,

d'|la,,.... d'|a, olsun.
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(a1) < (dY), (az) = (@Y, ...... , (a.) c (d")

(d) = (a1) + (az)+.....+ (a,) < (d") oldugundan

d'(d olur ve d= (a;,az,....a,) dir.

ii) R den sifirdan farkli a, b elemanlarini alalim.

R de a, b elemanlarinin drettigi ideal I olsun.

I=({a,b}), R esas ideal bolgesi oldugundan 3 ¢ €R vardir ki

I =(c)olur. I #0# ( ¢) oldugundan c¢#0 dir. ¢ = (a,b) oldugunu godsterelim.
a,bel=(c)=>a=cx b=cyolacak gsekilde 3 x, y eR vardir. a= cx = cla
ve b=cy = c|b dir.

¢, a ve b nin bir ortak bolenidir.

a ve b nin bir ortak boleni d olsun.

I = {xat+yb: x,y eR}= (c) oldugundan, ¢ = xa + yb olacak gekilde 3 x, y eR
bulunabilir.

dla = d|ax ve d|b = d|by olacagindan buradan d| xa+yb yani d|c yazabiliriz.
Sonug olarak ¢ = (a,b) oldugu ortaya ¢ikar. Bu sonucu r=1,2,...n igin

c = (ag,az,..... a,)’e genigletebiliriz.

iii) a, b eR ve a=pipy. .p=, b=pl. p/ olsun. (i=1,2,....m) i¢in p; ler
indirgenemezlerdir. e;,f; negatif olmayan tam sayilar ve p;° birimseldir.
g;i=min (e;,f;) (i=1,2...m) d=p* ..., p, " *dir.

O zaman bellidir ki d|a, d|b dir. c|a ve c|b olacak sekilde bir ¢ €R alalim.

claise c = pl. . p* ve A 20 A;<e; A €Z ancak o zaman cla ve c|b belirtir

i=1,2...m igin A; < e; ve A; <f;i boylece A; < min (e;, f))=q; dir. Bu istenen
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c|d yi ispatlar. Simdi d ve d', a ve b nin iki ebob’i olsun. O zaman d|d' ve d'|d
dir. ve boylece d ve d' ilgilidir. Cinki R bir tamlik bolgesidir.

Tanim 1-13: Sifirdan farkli a, b tam sayilarinin ortak katlarinin en kiigigi, a
ve b tarafindan tam boéliinen en kiigiik pozitif tamsayidir. Bu [a,b] ile
gosterilir.

Onerme 1-14:i) a, b €R" olmak iizere (a) N(b) = (c) olmasi igin gerek ve
yeter kosul c= [a,b] olmasidir.

ii) a, b eR” olmak iizere eger (a) + (b) = (d) ise O zaman

d = (a,b) olur.

iii)[a,b] varsa o zaman (a,b) de vardir.

Ispat: (i) ve (ii) tanimdan kolaylikla elde edilir.

iii) [a,b] = c olsun d=ab |c eR * alalim.

O zaman d|a ve d|b vardir. d'|a ve d'|b olacak sekilde d' eR* vardir.

O zaman a = d'k ve b = d'l olacak setilde k,I eR vardir.

O halde t R i¢in al=bk = ct olur .O zaman

d=ad'l|c ve d'ct|c = d't olur ve bu d= (a, b) oldufunu gosterir.

3.Esdeger Sonuglar

Onerme 1.15: Asagidaki ifadeler birbirine denktir.

i) R bir TCB dir.

ii) R, TCB 1’1 gergekler ve herhangi iki esas idealin arakesiti esas idealdir.
(Yani R” in herhangi iki eleman1 bir en kigik ortak kata sahiptir.)

iii) R, TCB 1’i gergekler ve R" in herhangi iki elemani bir en buytk ortak

bolene sahiptir.
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iv) R, TCB 1’i gergekler ve her indirgenemez eleman asaldir.

Ispat: (i) = (ii) R bir TCB olsun.

a,b eR i¢in (a) N (b) =1 olsun. a=0 = I= (0) olacagindan a, b # O olsun.
Ix €l, x£0 igin pJ,p;*.... P’ indirgenemez elemanlar olmak tizere x
=plpy....P™ in bir indirgenemez ayrisimi olsun. x €l ise k, 1 €R igin
ak=x=bl olmalidir.

q1,q2,-----qm indirgenemez elemanlar olmak lizerea a=qiq,....qm ve ry,12.... 1,

indergenemez elemanlar olmak Gizere b= r;r,....r; olsun.

R TCB 2’yi sagladigindan u, v €Uy olmak iizere

0 <v;, Bi £a; igin

PP p’ ve oi=max {y; Bi} < o

icin c=plpr.... ." yazilirsa c|x dir 6yleyse xe ( ¢) ve I < ( ¢) dir.
Diger taraftanc € (a), c € (b) > c e (I) = (c) c I Buradandal = ( ¢c)
bulunur.
(ii) = (iii) Onerme 1.14 (iii) dan kolayca goriilebilir.
(iii) = (iv) p, R de indirgenemez ve p| ab olsun. Yani ab ¢ (p) olsun. a=0
oldugunda a € (p) olacagindan a #0, b#0 kabul edebiliriz. O halde (ap, ab)
vardir ve d = (ap, ab) olsun .O zaman
dl ap = ap =dk ve dl ab = ab = dI

olacak sekilde k, | €Z vardir.



15

pl ab, plab den pl (ap, ab) = d ve buradan pld = d = pr olacak sekilde r €Z
vardir.

al ap ve al ab = al (ap, ab)=d oldugundan al d dir.

O zaman d = as olacak sekilde 3 s €Z bulunabilir.

ap=dk=ask = p=sk dir.

Eger s birimsel ise o zaman a = prs “! ¢ (p) dir. Eger k birimsel ise 0o zaman
ab = apk'1ve b e (p) olur. O halde p asaldir.

(iv) = (i) Ayrisimin uzunlugu igin inditksiyon metodu ile tek tirlalaga
ispatlariz. 1 uzunluklu indirgenemez ayrisim igin (sadece bir
indirgenemezden olugan ayrisim) tek turlilik agiktir. n-1 igin dogru
oldugunu kabul edelim.

m2>n olacak gekilde r nin indirgenemez iki ayrigimi r = py...pa = qi...qn olarak
alalim. pi|q;..... q. oldugundan ve p; asal oldugundan i=1, ....m igin p1|q;
olur.

p1/q:1 kabul edelim. O zaman p,; ve q, ilgilidir. p; ile q; kisaltilarak istenilen
elde edilir.

Onerme 1.16: Asagidaki ifadeler esdegerdir.

i) R bir TCB dir.

ii) R" 1n her bir birimsel olmayan eleman: asallarin bir ¢arpimi olarak ifade
edilebilir.

iii) Sifirdan farkli her bir asal ideal sifirdan farkli bir esas ideal igerir.
Ispat: Ispat1 (i) = (ii) = (iii) = (ii) = (i) olarak yapalim.

(i) = (ii) Onerme 1-15 (iv) den goriilir.
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(ii) = (iii) R nin stfirdan farkl bir asal ideali olarak (p) # R alalim. O
zaman p; asal olan a=p;....p, gibi a € (p) vardir.

O halde i=1,2....n p; € (p) ve boylece (pi) c (p) dir.

(iii) = (ii) Asallar ve birimsellerin tiim sonlu ¢arpanlarinin kiimesi S olsun.

O zaman S ¢arpimsal kapali bir alt kimedir. ve a.beS igina €S ve b €8

kosulu saglanir.

ab=pi........ pn asal bir ayrisim olsun.

O zaman p;|a alinsin ve a=p;k yazilsin .O halde kb = ps....p, ve timevarim ile

sonuca varilir. S = R" oldugunu gostermeliyiz. S#R" olsun. O zaman O=a €8§

vardir. ab €S igin a €S ve b €S oldugundan (a)(1S =¢ dir. S ile arakesiti ¢

olan bitiin ideallerin kiimesi ideallerin artan zincir kosulunu saglar. Zincir

birlesimini diigiinelim. Zorn Lemma’s: vasitasiyla bu o6zellige gore bir

maksimal I ideali vardir. I, R de asaldir. x,y € I kabul edelim Bu (I,x) (1 S

#p ve s; €S, i el igin s; = iy+x 11 yazilir,

Benzer sekilde s; = i, yrp yazilir. O halde s; s2 =13 szfx r; i + x ryy rp dir.

Ve boylece xy €I olur. Hipotezle (p) cI olmak tizere bir p asali vardir. O

zaman p ¢S oldugundan bu bir geligkidir.

(ii)) = (i) TCB 1 gergeklenir. R de herhangi bir indirgenemez olarak q

alinsin. O zaman p; bir asal olmak tzere hipotez ile q=p,....pn olur. O halde q

ve p; ilgilidir . ve p2.... pa ler birimseldir. Bu n=1 ve q = p; oldugunu belirtir

ve boylece 6nerme. 1-15 den R bir TCB dir.
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BOLUM -2-

Bu bdliimde bir halka denilince, bagka tirlu ifade edilmedigi siirece birimli,
degismeli bir halka anlagilacaktir.

1.Giris: Birinci boliimde bir tamlik bolgesinde tek tiirli ¢arpanlara
ayirabilme ozelligi ile ilgilendik. Bu bolimde ise degismeli ve birimli bir
halka igin tek tirli garpanlara ayrilabilme konusunda galigmaya devam
edecegiz.

1966°da Fletcher [5], tek tirli garpanlara ayrilabilen halkanin (TCH) bir
tanimini vermigtir. Bu tanimi kullanarak halkalar i¢in bazi temel teoremleri
[5], [6] genellestirmistir. Bu ¢aligmamizda Fletcher’in tanimini ve
sonuglarini arastirdik. Tamlik bolgesi olma durumunda tek tirli ¢arpanlara
ayirabilen halka (TCH) kavrami tek tiirli ¢carpanlara ayirabilen bélgeye
(TCB) denktir. Sonlu sayida TCH’nin direct toplaminin yine bir TCH oldugu
gosterildi, ve bir esas ideal halkasinin (EIH) bir TCH oldugu ispatlandi.
Ayrica pseudo bolgesinin tanimi ve belli bagli sonuglar1 incelendi. Her
TCH’nin sonlu sayidaki TCB’lerin ve 6zel EIH’larinin bir direkt toplami1
oldugu gosterildi. O halde bu yapisal sonug ve EIH’lerinin yapis1 arasinda bir
iliski vardir. Yine bu boliimde birimsel olmayan elemanlar: bir U-ayrigimina
sahip olan bir halkanin bir TCH olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun her
indirgenemez elemanin asal oldugu ispatlandi. Son olarak bir TCH igin bazi

esdeger sonuglar verildi.
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2. TCH’nin Tanim1

Fletcher [5]’1n 1966°da verdigi tanimlari asagida verelim.

Tanim 2.1: Birimsel olmayan qeR, q = a;.....a, seklinde yazildiginda en az
birr=1,2,.....n ve reR igin a; = qr oluyorsa q’ya indirgenemezdir denir.
Tanim 2.1°e gore R bir tamlik bolgesi olarak alinirsa bu tanim 1.4’¢ eg olur.
Fakat burada sifir elemani indirgenemezdir. Tersine, eger sifir elemant
indirgenemez ise o zaman, R bir tamlik bolgesidir.

Tanmm 2.2: Bir reR’nin U sinif, U(r) ile gosterilir.

U(r) = {aeR| uygun dcRleriginodr=r seklinde tanimlanir.

Bu tanimi kullanarak agagidaki 6nermeyi kolayca ispatlayabiliriz.

Onerme 2.3

i) Eger ¢, e U (r) ise o zaman ef €U (r) dir.

ii) Eger ae U (rs) ve re U (s) ise o zaman aeU (s) dir.

iii) U (r) < U (rs) dir.

iv) Sifir bdleni olmayan bir a i¢in U (ar) = U (1) dir.

Ispat :

DU ={aeR|aPr=r}

o, B € U(r) olsun. O zamanayr=rve By' r=r (v, y! € R) yazilabilir.
Buradan o y B y' r = r yazilir. Sonug olarak R degigmeli oldugundan oByy'r
= r bulunur, yani a § € U (r) dir.

ii) aeU (rs) ve reU (s) ise aeU (s) oldugunu gosterelim. aeU (rs) ise
tanimdan afirs = rs ve reU (s) igin tanimdan r y s = s yazilir. Buradan

af rs y = rs y = s yazilabilir. Boylece
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o B s =s elde edilir. Bu ise a € U (s) oldugunu gosterir.
iii) xeU (r) olsun. O zaman tanimdan xfr = r yazilabilir. Esitligin her iki
tarafin1 s ile garparsak
xfrs = rs elde edilir. Boylece tanimdan xeU (rs) olur. Bu ise U(r) < U (rs)
oldugunu gosterir.
iv) a sifir boleni olmadiginda U (ar) = U (r) oldugunu gosterelim. (iii)den U
(r) < U (ar) idi.
Tersine olarak xeU (ar) alalim. O halde x B ar = ar’dir. a sifir bolensiz
oldugundan kisaltma 6zelligi kullamlarék
x B r =r elde edilir. Bu ise x € U (r) olmasim gerektirir.
O halde U (ar) cU (r)’dir ve sonug olarak U (ar) = U (r) bulunur.
Tanim 2.4: r € R’nin bir U-ayrigimi, r’nin

= (p1'....px") (P1....pa) seklinde garpanlara ayrilmasidir. Oyleki burada
i)i=1,....k;j=1,....ni¢in p'; p; indirgenemezdir.
ii)i=1,.... kigin p;' € U (p;.....pa) dir.
iii) j = 1,...,nigin p; ¢ U (p1....pj-1 Pj+1.....Pa) dir.
Eger ilk parantez bos ise r = () (p1...pa) seklinde yazariz. Tanim 2.4’den,
eger bir elemanin bir U-ayrigimi varsa o zaman bu elemanin bir indirgenemez
ayrigtma sahip olmasi gerekir. Tersine olarak asagidaki sonucu verebiliriz.
Onerme 2.5: Eger r € R, bir indirgenemez ayrigima sahipse o zaman r’nin
bir U-ayrigimi vardir.
Ispat: reR’nin bir r = p;...p, indirgenemez ayrigimi oldugunu kabul edelim.

O zaman ya
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r=( ) (p1...pa) dir ve r’nin bir U-ayrigim1 vardir, ya da i= 1,2....,n igin
pi€U (p1...pi-1 Pi+1...Pa) dir. Ikinci durumu distinelim; pi’in bunu
gercgekledigini kabul edelim ve benzer sekilde p,’de gergeklesin; burada p»
€U (ps....pn) °dir. O halde bunu tekrarlamak suretiyle, p;....px 6zelligini
gergekleyen sadece p; ler olsun. O zaman r = ( pi... px ) ( Px+1... Pn ) olur
ve r’nin bir U - ayrigimi vardir deriz. Cinkii olugturulan ifadeden j =k + 1,
.., n olmak uzere pj € U (pi+1...pj-1 Pj+1 ...pn) vardir ve q=1,...k igin pqeU
(Pqe1......pa) dir. Onerme 2.3 (ii)’den pg €U (pys1....pa) olur.

Tanim 2.6: a, b € R olmak Gizere alb ve b|a ise a ile b ilgilidir denir.

Bir r = (p1'....px") (p1....pa) olan U-ayrisgiminda (p;...p.) olan U-ayrisiminda
(P1....pa) bolimiine relevant (uygun) kisim, (p;'...px') bolimiine de relevant
olmayan kisim denir.

Onerme 2.7: Eger r = (p:'....p«") (P1....pn), T€R’nin bir U-ayrigimi ise o
zaman pj....pa ve r ilgilidir.

Ispat: U-ayngiminin tanimindan i = 1,2,..... ,k igin

pi' € U (p1....pa)°dir. O halde 6nerme 2.3 (i)’den

pi'...px" € U (p1...pa) olur. Boylece p;...p. ile r ilgilidir.

Simdi Fletcher’in tek tiirlii ¢arpanlara ayrilabilen halka tanimini verelim.
Tanim 2.8: Bir R halkas:1 asagidaki ozellikleri gergeklerse R’ye tek tirli
carpanlara ayrilabilen halka (TCH) denir.

TCH 1: R’nin birimsel olmayan her elemaninin bir U-ayrisimi1 vardir.

TCH 2: Eger r € R’nin iki U-ayrigimi
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r=(p1'...pc") (P1....pn) = (qll..‘qxl) (qi...qm) ise 0 zaman m = n olur ve i =
1,....,n igin q’larin uygun bir numaralandirilmasindan sonra p; ve q;’ler
ilgilidir.

Ornek: Zg’in elemanlarinin U-ayrigimlan asagidaki gibidir. Once Zg’in
birimsel elemanlarin1 saptayalim

(8, a) = 1¢<> ae U, ’dir. Bu sonucu kullanarak Zs’in birimselleri 1, 3,

3, 7 kalan simiflaridir.

Zg’in indirgenemez elemanlan 2, 6 kalan simiflaridir ve bunlar ilgilidirler

Buna gore 4,0 ' min bazi U-ayrigimi soyledir.

( )(2.2)=( )(6.6)

4

( )(2.2.2)=( )(6.6.6)

Ql
I

Buradan Zg TCH1 ve TCH2 o6zelliklerini sagladig: gorilir ve Zg bir TCH'd1r
Onerme 2.9: R bir tamlik bélgesi olsun. R’nin bir TCH olabilmesi igin gerek
ve yeter kosul R’nin bir TCB olmasidir.

Ispat: R bir TCH olsun. R’nin sifirdan farkli ve birimsel olmayan
elemanlarinin bir U-ayrisimlart vardir.

r#0 reR ve r birimsel olmasin. ae U (r) olsun.

U (r) = {aeR | uygun BeR’ler i¢in afr = r}’dir.

R bir tamlik bolgesi oldugundan afr = r ifadesinde kisaltma 6zelligi
kullanilirsa a8 = 1 bulunur ki bu o’nin birimsel oldugunu gésterir.

O zaman R’nin birimsel olmayan ve sifirdan farkli elemanlarinin U-siniflari
birimsellerden olusacagindan R bir TCB’dir. Tersine eger R bir TCB ise o

zaman R’nin sifirdan farkli ve birimsel olmayan her eleman: tek tiirli
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¢arpanlara ayrilabilir. U (O) = R ve biutin O # aeR’ler igin O¢g U (a)
oldugundan sifir eleman1 daima O = (p,"....p,") (O) seklinde bir U-ayrigimina
sahiptir. O halde sifir tek tirli ¢arpanlara ayrilabilir ve R bir TCH’ dir.
Asagidaki sonug iki TCH’ nin direct toplaminin bir TCH oldugunu gésterir.
Onerme 2.10: Eger R; ve R; iki TCH ise o zaman

R; ® R;’de bir TCH dir.

Ispat: p, q indirgenemezler ve u, v sirasiyla R; ve Ry’nin birimsel elemanlari
olmak tizere R; @ R;’nin indirgenemezleri (p, v) ve (u, q) seklindeki
elemanlardan olusur.

ri, r birimsel olmamak tzere (r1, r;) € Ry @ Ry’yi géz oniine alalim. r; ve
r’nin U-ayrigimlar agagidaki gibi olsun.

r1=(p1'....pc") (P1....Pn) r2 = (qi'...q1") (q1....qm)

Boylece (11, 12) = (p1',1).....(pa, 1) (1, q11)....... (1,qm) bir indirgenemez
ayrisgimdir. O halde TCH 1 6nerme 2.5°den gergeklenir.

(r1, r2) € Ry @ Ry’nin iki U-ayrigimi géyle olsun.

(r1, 12) = {(p1', 51 (pis 56D} {(P1, 81)-....(Pa, Sa)}

(r1, 12) = {(t:', @) (b @)} {(h, @)oo (tm, Q) }

Boylece U = pj....pq H=1....th vE A = Sq+1.....8y

V = (n+1.....Qm Sirastyla R; ve Ro’nin birimseli ve 1< q < n, 1< h < m olmak
lizere r; ve ry’nin

r1=(p1'...pr’) {(U pger)eopa)} = (' i) {(¥ tas1)....tw)} ve

r2= (s ...5c") (S1....(5qV)} = (@1".....q1") (qu....qn A)
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Seklinde iki U-ayrigimi vardir. R; ve R; TCH oldugundan n-q = m-hve q=h
olur. Buradan n=m’dir. i=q + 1,...,nigin p;ile tyvej=1,...... ,q igin sj ile
q; uygun bir numaralandirilmadan sonra ilgilidirler. O halde i = 1,.....,n igin
(pi, si) ve (t;, qi) ilgilidirler. Boylece TCH2 kosuluda gergeklenir ve R; @ R,
bir TCH’ dir.

Timevarim metodu ile bu sonucu sonlu bir sayiya kadar genellestirebiliriz.
Sonug: i =1,....,ni¢in R; bir TCH ise o zaman R; @ ....® R, bir TCH’dir.
3.Esas Ideal Halkalar:

Tamlik bolgesi olma durumunda bir esas ideal bélgesinin (EIB) bir TCB
oldugu iyi bilinir. Bir esas ideal halkasinin (EIH) bir TCH oldugunu
ispatlayalim,

Tanim 2.11: R halkasi, eger P # R seklinde sadece bir P asal idealine
sahipse ve eger P nilpotent ise yani m>o her bir ¢arpan igin P™ = (0) ise R’ye
bir 6zel EIH denir.

Onerme 2.12: Her EIH, EiB’lerin ve 6zel EIH’lerinin sonlu bir direct
toplamidir.

O halde Onerme 2.10’un sonucundan asagidaki sonucu ispatlamak yeterli
olacaktir.

Onerme 2.13: R bir 6zel EIH ise o zaman R bir TCH’dir.

Ispat: Bir indirgenemez ayrigima sahip olmayan ve birimsel olmayan
elemanlarla uretilen esas idealleri diigiinelim. R noetherian oldugundan bu
sinifin bir maksimal Gyesi vardir. a € R indirgenemez olmamak kosuluyla bu

maksimal Gye (a) olsun. a, a;, yi bolmeyecek ve timi=1,..... ,n igin (a)
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(a1) olacak sekilde a = a;...a, yazilir. a; bir indirgenemez ayrigima sahip
oldugundan a’da bir indirgenemez ayrigima sahip olacaktir. Bu bir geligkidir.
P™ = (O) ve m minimal olacak sekilde P, yi R’nin tek asal ideali olarak
alalim. Eger m = 1 ise o zaman R bir cisimdir ve boylece bir TCH’dir. Eger
m>1 olursa P = (a) alalimr ¢ () olmém r’nin bir birimsel oldugunu belirtir.
Aksi taktirde (r), asal olan bir maksimal ideal iginde kapsanacakti. o’nin
ilgililik farkiyla R’de tek indirgenemez oldugunu séyleyebiliriz. B, a ile ilgili
olmayan bir bagka indirgenemez olsun. B birimsel olmadigindan Be(a)’dir ve
B =r o olacak sekilde reR vardir. §’in indirgenemez oldugundan bazi
seR’ler igin r = Bs’dir. O halde § = Bsa ve B(1-sa)= 0 olur. 1 = 1-(s a)™ =
(1-s &) (1+s o +....+(s &)™) ve boylece 1-s a bir birimseldir. O halde B = 0
ve R bolgedir. m>1 oldugundan bu bir geligkidir. Béylece birimsel olmayan
her reR, u birimsel ve 0 < k <1 < m olmak iizere, r = u o* sekline sahiptir.
Burada k tekdir. Ciinkii burada o < k <1< m olmak tizere eger uok = v o' ise
o zaman o’ **"™ = 0°dir ve bu m’in minimal olusuyla gelisir. O halder=( )
((u a)a*™") ve O = (p:'....p1") (a™) sirasiyla r=0 ve sifir elemaninin tek tiirli
U-ayrisimlaridir. Boylece R bir TCH  dir.

Sonuc¢: Her EIH bir TCH’dir.

Bu sonugtan ve 6nerme 2.10°dan asagidaki drnekleri verebiliriz.

Z’yi goz oniine alirsak, Z ® Z bir TCH (tamlik bélgesi degildir) ve ayni
zamanda bir EIH olan Z, tamlik bolgesi olmayan bir TCH’dir

4.Pseudo Bélgeleri
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Onerme 2.10’un sonucundan sonlu sayida TCB’lerin direct toplaminin bir
TCH oldugunu biliyoruz. Fakat karsit1 her zaman dogru olmaz. TCH’lerin
yapisini aragtiralim ve her TCH’nin, TCB’lerin ve 6zel TCH’larin sonlu bir
direct toplami oldugunu gosterelim.

Bunun igin bazi1 6n bilgiler verelim.

Tanim 2.14: Sifirdan farkli tim reR’ler i¢in U(r) birimlerin sinifi ise R’ye
bir pseudo bolgesi denir.

Onerme 2.15;)i) peR indirgenemez olmak tizere qeR igin q|p ise ya p ile q
ilgilidir ya da qeU(p)’dir.

ii) Bir pseudo bolgede indirgenemezle ilgili olan elemanda indirgenemezdir.
Bir TCH olan pseudo bolgeyi TCPB ile gosterelim.

Onerme 2.16: i) Her TCPB ilgililik farki digiinilmeksizin tam olarak bir
indirgenemez igerir ayrica bu indirgenemez sifir bolendir.

ii) Tek sifir bolen indirgenemezi sifirdan farkli olan bir TCPB bir reqiiler
(sifir b6leni olmayan) indirgenemezi igermez.

Ispat: i) g#O olmak tizere R’de ilgili olmayan iki sifir bélen indirgenemezi p
ve q olsun. Eger p = O ise R bir bolge olur. Cinkl p indirgenemezdir ve sifir
indirgenemez ise R bolgedir. Ayrica R bélge oldugunda q = O olmalidir.
Cinki R bir bolge oldugunda sifir bolen igermez. Oysa ki q sifir bolen
indirgenemezi idi.

O=#a,beRigin p=O veap=0 =bq olsun

a = ajaz.....a; ; b=">bibs....by a ve b indirgenemez ayrigimlari olsun. Bu

taktirde
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OoO=¢(..)(a..... aip) = (....) (by..... bikq) yazabiliriz. Burada p ve by TCH
2’den ilgili olurlar. Bir ueR birimseli i¢in by = pu yazilabilir. O zaman O =
(....) (bibs....bx.1pq) yazilabilir. p ve q ile ilgili elemanlar bir araya getirilip
dizenlenirse

0=¢(..)({qJc1....... cg) 1,501 =1,2,....... g igin

ci’ler indirgenemez ve p ya da q ile ilgili degildirler.

O =p" (p-(p-q°ci...... cg)) seklinde yazilabilir.

Burada p-q°ci.....c, birimsel degildir. Eger u gibi bir birimsel olsaydr u = p-

1 r

q*ci.....cg O =p"'-p'uvep”™! =pu ve her ik tarafi u' ile garparsak p
=p"tu! ve pu'p’ = p® olur ve peU(p")’dir.

p'#0 oldugundan ve R bir TCPB oldugundan, sifirdan farkli elamanlarin U
siniflar: birimsellerden olusacagindan p birimseldir. Bu bir ¢eligkidir. Ciinkii
peR sifir bélen indirgenemezi olarak alinmigti.

O halde p-q°cy....cy birimsel degildir. O zaman p-q°c,.....c, nin bir
indirgenemez ayrigimi vardir.

p-q°ci.....cg = d1da.....dy seklinde bir indirgenemez ayrisima sahip olsun.

Buradan p™*! = p'd;....d, yazilabilir. U-ayrigimlar1 dikkate alinirsa p ile d;

ilgilidir. O zaman bir v birimseli i¢in d; = pv yazilir. O halde p-q°c;..... Cg =

q‘cy..... cg = p (1-vd,....dpn) olur. Sol taraf sifirdan farkli oldugundan 1-
vd,..... dn # O’dir. Boylece
peU (1-vd,....dw) Buradan p, q’nun ilgilileri veya baz1 i = 1,2,....g igin

ci’lerle ilgilidir. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde ilgililik fark: diigiiniilmeksizin
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R’de en g¢ok bir sifir bolen indirgenemezi vardir. Sifirin bir sifir béleni igeren
bir indirgenemez ayrigimi oldugundan ispat tamamlanir.

ii) Bir TCPB’de sifirin ayrigimi O = (p;....px) (&™) seklinde olacaktir. Oyle
ki burada o, tek sifir bolen indirgenemezidir. p, R’de bir regiiler
indirgenemez olsun. O zaman p+a birimsel degildir. Eger p+o = u gibi bir
birimsel olsaydi o = u-p ve her iki tarafi ™' ile garparsak

a™' o =a™u-a™' p ve a™ = o™ 'u-a™'p ve o™ = 0 oldugundan p ™' =

a™! olur ve buradan

u o™ ve her iki tarafi ul ile garparsak pu ™!
peU(a™") yazilir. Bu bir geliskidir. O halde p+a birimsel degildir. O zaman
p+o’nin bir indirgenemez ayrigimi vardir.

pto = qi..... qi seklinde bir indirgenemez ayrigima sahip olsun.

m-1

p+a = qi....q; her iki tarafi o™ ile garparsak (p+a) ™' = q1.... Qo
pa™+a™ = qi....qua™ "' ve O = (p1....px) (¢™) oldugundan pa™'= q;....qa™
'seklinde yazilir. Her iki tarafin U-ayrisimi1 géz 6niinde tutulursa p, q; ile
ilgilidir ve p|o’dir. Onerme 2.15(i)’den p ile a ilgilidir ki bu bir geligkidir.
Tanim 2.17: Bir R halkasinda peR birimsel olmamak iizere a,beR igin p|ab
oldugunda p|a veya p|b oluyor ise p elemanina asal eleman denir.

Bu tanimdan, bir halkada her asalin bir indirgenemez oldugu agiktir. Ve
ayrica bir halkada, bir asalla ilgili olan elemanlarinda asal oldugunu
kolaylikla gorebiliriz. Simdi

Onerme 2.16 ile her indirgenemezin asal olmasi TCH2’nin yerine verilebilir.

Onerme 2.18: Her birimsel olmayan elemanin bir indirgenemez ayrimi vardir

ve her indirgenemez bir asaldir 6zelligiyle R bir Pseudo bolge olsun. R
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ilgililik farkiyla tam olarak bir sifir bélen indirgenemezi igerir. Eger bu
indirgenemez sifir degilse R bir regiiler indirgenemez igermez.

FLETCHER , 1969

Onerme 2.19: R, her birimsel olmayan elemanin bir indirgenemez ayrigimi
vardir 6zelligine sahip bir Pseudo bdlge olsun. R’nin bir TCH olmas1 igin
gerek ve yeter kosul her indirgenmez elemanin asal olmasidir.

ispat: R bir TCH olsun. R, ayn1 zamanda hipotezde verilen 6zellikleri
saglayan bir Pseudo bolge oldugundan R tam olarak bir sifir bolen
indirgenmezi igerir ve bu eleman a olsun. Eger o« = 0 ise R bir bolge olur ve
her indirgenemez asaldir. a # 0 ise R bir regiiler indirgenemez igermez. O
halde a R’nin her birimsel olmayan elemanini béler ve béylece o asaldir.
Tersine her indirgenemez asal olsun. R tam olarak bir sifir bolen
indirgenemenizi igerir. Bu eleman a olsun. Eger a = 0 ise R bolge ve aym
zamanda bir TCH’dir. Eger a#0 ise her eleman u birimsel olmak iizere ua*
seklinde yazilir. Sifirin tek tiirlti g¢arpanlara ayrilabildigi agiktir. O#reR igin r
= ua® = va! ve k> olsun. O zaman ae U(a' ) O halde k=1 dir ve r tek tiirli
carpanlara ayrilir. Boylece R bir TCH dir.

S.Yap1 Teoremi

Bu kisimda her TCH nin TCB lerin ve 6zel EIH larin sonlu bir direct toplamu
oldugunu gosterelim. Once her TCH nin TCPB lerin sonlu bir toplamina

izomorfik oldugunu ispatlayalim. Ilk olarak bir baglangi¢ sonucu verelim

TCH nin sifir elemaninin standart U- ayristm1 O = () (o,™....a. ™) olsun.
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Onerme 2.20 : Eger R bir TCH ve O = () (o;™!...a,™ ) 1n seklinde bir U-

ayrigimi varsa

i) i=1,2, ... , nigin O < di<m; olmak tzere o;eU(a;™!.... o;%i.... o™ )

dir.

ii)i=1,2,....,ni¢in o;eU(e;"1)dir.

Ispat: i) U-ayrigimi tanimdan agiktir.

ii) i= 1 ve ;= o, m;=m alalim n=1 ise o zaman

O=( )@@ ve aeU(a™)dir.

n>1 olsun o zaman O = a” (a-(a-a™2.... a,"»)) olur.
Eger o-a2™2....0," » birimsel ise

O zaman o-0™2....0," » = u gibi bir birimsel olsun.

O = a™ (a-u) ve O = a™o-a™u buradan ™o = a™u her iki tarafi u™! ile
carparsak ve diizenlersek

au'a™ = a™ olur ve acU(a™) oldugu gorilir.

Eger a-a;"2.....a," » ifadesi birimsel degilse bir c;....cy indirgenemez
ayrigimi vardir.

-0 2.... Oy = C1Cy....Ck

1
= a™cy....cx bulunur.

0 =a™ (a-ciCz....cx) = a™
i) den a™"’in U-aynigimi ya o™ = (o) (@™) ya da a™' = () (™))
seklinde olmalidir. Birinci ayrisimdan aeU (a™) elde edilir. Ikinci ayrisimda

j = 1,2,....k igin bazi ¢;’ler a ile ilgilidir. Ornegin c,, a ile ilgili olsun. d

birimsel olmak tizere c; = o d yazilir. O zaman
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o-0™2....0," "= adc,....ck ve buradan

™20, = o (1-dcs.....ck) olur. O halde a, sag taraftaki U-ayrigiminin
relevant kisminda degildir. Ve boylece aeU(a,™2..... o, ") ve buiile
celigir.

Onerme 2.21: R bir TCH olsunve O = () (a;™!'....a ;™ ») seklinde
yazilsin.

i) Eger reU (ax™2...0 ,"7) ise 0 zaman r+a™R, R/a™R’nin bir birimselidir.
(ot; = o, my = m alalim) 6zel olarak

ait+a;™ iR (i#j), R/o ;™ i R’nin bir birimselidir.

ii) i#j i¢in a ;"iR+a ;" iR=R’dir.

Ispat: i) reU (a;™2....0.," ) olsun. O zaman y€eR igin ryo,™2....0 ,™n =
2., o, dir. Bu a2™2....a ,"n (ry-1)=0 oldugunu gosterir. O halde
o™|ry-1’dir. Bu iée R/a™R’de, (r+a™R) (yta™R) = (1+a™R) ve r+a™R’nin bir
birimsel oldugunu verir. Onerme 2.20 (ii)’den a;eU (a;™i) olur ve boylece
i#} igin

;€U (o™t ™ it o™ ML a,™ 0 )dir. Benzer gekilde (i)den o;+o™ iR,
R/a ;™ i R’nin bir birimselidir.

ii) (i)den a;"i+a ;" iR, R/a ;™ iR (i#j)de bir birimseldir. Béylece r;,r2€R igin

o"irg+o j"ir, = 1 yazabiliriz. Bu o {"iR+a ;" iR=R oldugunu gésterir.
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Onerme 2.21 (i)den o;™'R,....c," R ideallerinin ikiser ikiser comaximal
oldugunu goriuriaz. Bu durumda agagidaki sonucu verebiliriz.

Onerme 2.22: Eger R bir TCHve O = () (o,™!...a ,™n) seklinde yazilirsa
0 zaman

R=R/o,;"' R ®....... ® R/a ,"»R’dir.

Ispat: Genel olarak; eger 1;,....I,, R’nin ikiger ikiser comaxsimal idealleri ise
o zaman I1nI;....nI; = I;....1,’dir. Bunun i¢in n = 2 kabul edelim, o zaman

Ilﬁlz = (I]"‘Iz) (11(’\12) = Il (Ilﬁlz) + Iz (Ilﬁlz) C 1112 + 1211 = 1112

= R yazilir. O halde bir reR igin r = r;+y; (ri€R;, yi€l;) yazabilecegiz. 1<j<n,

i#j olmak tzere

r-rj = yj€lj ve rieR; < Ij oldugundan r- ), = (r—r,) - > r, €1,'dir. Bu

i=1 i=jf

durumda

r—!z:]:r,, GJOIIJ- = (0)’dir. Dolayisiylar= D7, ve R=R; +.....+R, olur.

i=1

R;mZRJ. C R, N1, =(0)oldugundan R = R;®.....®R, yazilir. Simdi R; = R/,

J=i

oldugunu gosterelim. e;eR; igin 1=e;+e,+.....+e, yazalim.
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f: R—>R; VreR i¢in f(r)= re; (i=1,2,.....n) fonksiyonunu tanimlayalim. f bir
halka homomorfizmasidir. Bunu gdsterelim

i) r1,r2eR igin f (ri+ry) = (rir2) ei = rieitrae; = f (r1)+1f(ry)

ii) ry, r; €Rigin f(rir)= (rir2)e; = (r1€;) (rzei) = £(r,).f(r2) yazilir.

Ker f, a = Zae,. elemanlarindan olugur.

i
O halde Ker f = I;’dir ve R; = R/I;’dir.
Boylece R=R/a;"'R®.....®R/0," »R’dir.

Her bir R/a;™iR’nin bir TCPB oldugunu ispatlayalim. ilk olarak asagidaki

sonug¢ gereklidir.

Onerme 2.23: Eger R bir TCH ise ve R=R; ® R, seklinde yazilirsa o zaman
R,veR, TCH’dirler.

Ispat: reR; birimsel olmayan bir eleman olsun. O zaman (r,1) R’de birimsel
degildir. O halde indirgenemez ayrigimi vardir.

(r,1)= (a1,b1) (a2,b2).....(as,ba) seklinde bir indirgenemez ayrigima sahip
olsun.

reR; i¢in r=aa,..... a, olur ve R,’de b;’ler birimseldir.

(i=1,2...n)  (ai,bi), R’nin bir indirgenemezi oldugundan a;, R;’in bir
indirgenemezidir. Simdi reR,,

r=("v.....p") (P1....pn) = (q'1....9"1) (q1....qm) seklinde iki U-ayrigimina
sahip olsun. O halde

(1) = ('L (06 1) ((PLD)-..(pe 1)) = ((q'1,1)....(q" 1, 1)
((q1,1).....(qm, 1)) seklinde R’de (r,1)’in iki U-ayrigimin1 bulabiliriz. R bir

TCH oldugundan m = n ve i = 1,2,....,n i¢in uygun bir numaralandirilmadan
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sonra p; ve q;’ler ilgilidir. Boylece R; bir TCH’dir. Benzer sekilde R;’de bir
TCH’dir.

Sonug: Eger R bir TCH ise ve RzR/a;"!R®..... @R/a," "R yazilirsa o zaman
i=1,.....,ni¢in R/a;" iR bir TCH’d1r.

Onerme 2.24: Eger R bir TCHve O = ( ) (o,™!....0,™ ") seklinde yazilirsa
ozamani=1,.....,ni¢in R/a;" R bir TCPB’ dir.

Ispat: R bir TCH olsun ve O = () (a;™!....a,™n) yazilsin. O zaman
R/oi™iR’nin, a;ta ;iR gibi tek bir sifir bolen indirgenemezi vardir ve
R/0;™iR’nin birimsel olmayan bir elemant i = 1,....,n i¢in bir indirgenemez
ayrigima sahiptir. R/o;"iR = A ve o; = a, m; = m, ;" iR = I alalim. O halde I
=( ) (a"+I)’dir. m =1 ise o zaman A bir bolgedir ve bdylece bir pseudo
bolge olur. m>1 ve a+I’i A’nin bir regiiler olmayan eleman1 kabul edelim. Bu
durumda a+I = ba*+I’dir. Oyle ki burada b+I regiler bir eleman ve
o<k<m’dir. U(ba*+I) = U(a* +I) oldugundan sadece U(a® +I)’y1 goz Oniine
alabiliriz. Eger o +I = (u+I) (v+1) Ch +I) = (uvaX +I) ise o zaman o* (1-
uv) €l ve (1-pv)+I regiler degildir. 1<h<m igin o™+ | (1-pv)+I ve teR igin
(1-pv)+I = (a+I) (t+I) = a"t+T oldugunu kabul edelim. Burada (1-a® t)+1,
(1-(ta™)™)+I = 1+I’nin bir bdlenidir. O halde puv+I bir birimseldir ve U(a® +I)
birimsellerin sinifidir. Béylece A bir pseudo bélgedir.

Simdi temel sonucu verelim.

Onerme 2.25: Eger R bir TCH ise ve O = () (o,™!....c.a™») yazilirsa o

Zaman
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R=R/a;"1R®.....®R/a," "R olur. Oyle ki buradai=1,......n i¢in R/o;;"i R bir
TCPB’dir.

ispat: Onerme 2.22, Onerme 2.23 sonug ve Onerme 2.24’den istenilen elde
edilir.

Simdi EIH’lerin ve TCH’lerin yapilar1 arasinda bir baglanti kurulabilir.
Tanim 2.11°de bir 6zel EIH tanimladik. Biz burada bir 6zel TCH nin tanimin
verelim ve bir 6zel TCH ile bir 6zel EIH nin esdeger kavramlar oldugunu
ispatlayalim.

Tanim 2.26: R bir TCH olmak iGzere R, P#R gibi sadece bir asal ideale
sahipse ve P nilpotent ise R’ye bir 6zel TCH denir.

Onerme 2.27: Bir R halkasinin bir 6zel EIH olmas1 igin gerek ve yeter kogsul
R’nin bir 6zel TCH olmasidir.

Ispat: R bir 6zel EIH ise o zaman Onerme 2.13’den R bir 6zel TCH olur.

R bir 6zel TCH olsun. Buradan R’ye bir cisimdir (ve agik olarak bir 6zel
EIH) ya da R bir belge degildir.

R bir bolge olmasin ve i = 1,2,....,n igin R;’ler birer TCPB olmak iizere
R=R;®R,®.... ®R, oldugunu kabul edelim.

q1,R:’de indirgenemez ve j = 2,....,n igin u;, R;’de bir birimsel olmak iizere o
= (qi,uz,....,uy) €R alalim.

Eger R’de alab ise o zaman R’de

(q1,U2,...,Un) | (a1,....,20) (b1,....,bs) ve Ry’de q; | arby’dir. R,, Pseudo bolge
oldugundan q; asaldir ve kabul edelim ki q; | a; olsun. Bu R’de o | a ve

o’nin asal oldugunu gosterir. R bir 6zel TCH oldugundan, sadece bir sifir
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bolen indirgenemezini kapsar. O halde Onerme 2.24’un ispatindaki gibi aym

sekilde R bir pseudo bolgedir.

O=( ) (a™) oldugunu kabul edelim. O zaman VreR igin u birimsel olmak
iizereo <k <m r=u o seklindedir. R’nin her I ideali igin k minimum ve
ua“el olmak iizere I = (ua*) seklinde yazilabilir. O halde R bir 6zel EIH’dir.
Onerme 2.28: Bir TCPB ya bir TCB ya da 6zel EIH dir.

Ispat: R bir TCPB ve O = () (a™) seklinde yazilmak iizere bir bolge
degilse o zaman o, R’nin her P asal idealinde kapsanir.

Onerme 2.16’dan R’nin tek bir (o) nilpotent asal ideali vardir. O halde R bir
ozel EIH dir.

Bu durumda EiH’lar igin yap1 teorimine (Onerme 2.12) benzeyen asagidaki
yap1 teorimini verebiliriz.

Onerme 2.29: Her TCH, TCB’lerin ve 6zel EIH’larin sonlu bir direct
toplamidir.

Ispat: Onerme 2.25 ve Onerme 2.28’den elde edilir.

6. Temel Sonuglar

Bu kisimda Teorem 2.19’u genellestirelim. Birimsel olmayan her elemani
indirgenemez bir ayrigima sahip olan bir halkanin TCH olmasi i¢in gerek ve
yeter kosulun her indirgenemezin asal oldugunu ispatlayalim. Bunun igin ilk
olarak bazi hazirlayici sonuglara gerek vardir.

Onerme 2.30. R, TCHI’i saglayan bir halka ve R’deki her indirgenemezin
asal oldugunu kabul edelim. i#j i¢in a; ve a; ile r#s igin B, ve B, ilgili

olmayacak sekilde eger



36

0=( )(u™....o™=)=( ) B ....p5)

ise o zaman n=/ ve i=1,....,n i¢in B’larin uygun bir gekilde
numaralanmasindan sonra a; ve B; ilgilidir. (Bu asamada m;=k; gereklidir)
ispat: o | Bi"1.. .. Bt (i=1,....n) ve o; asal oldugundan bir j=1,..../ igin
ol B;’dir. oi|Bk olsun. Benzer sekilde Bi|a; alalim. Bu a;|a, olmasini
gerektirir. Onerme 2.15 (i) ya o; ve a, ilgilidir, ya da aie U(a)’dir. O halde
i=t ve a;,Px ilgilidir. Boylece ay ve Bk ,..... ,0a ve By ilgilidir. Burada eger

Bx, ve By ilgili ise o zaman a, ve a, ilgilidir ve r=s’dir. Bu Bkj’lerin farkl:

ilgililik siniflarinda ve ve / 2 n oldugunu gosterir. Benzer gekilde B’lar igin n
> / oldugu gosterilebilir. O halde n=/"dir. Ayn1 zamanda fB’larin uygun bir
sekilde numaralanmasindan sonra «o; ve B; ilgilidir.

Onerme 2.31. R TCHI’i saglayan bir halka ve R’nin her indirgenemez
elemani asal olsun. 1#j ve i,j=1,....,n igin a; ve a; ilgili olmamak iizere eger

0=( ) (o1™'.....0.n™") bir U-ayrigimi ise o zaman
(i) i=1,....,n igin 0<d;<m, olmak iizere oi¢ U (o;™! ....0;d1.. 0,™n) dir.
(ii) i=1,...... ,n igin a; €U (o;Mi)’dir.

Ispat (i). Agiktir.

(ii) i=1 ve oy=a, m;=m alalim. n=1"in durumunda agik¢a e U(a™)dir. Simdi

n >1 olsun. O halde 0=a™ (ot-(ot-a2™2... ., ™ n)) dir. Eger o-02™2....... o,
bir birimsel ise 0 zaman a™' = a™u ve acU(a™)dir. a-az™2...... o,
birimsel olmasin. Bdylece c’ler hipotezden asal olmak iizere o-a,™2...... o

a ®’nin cy....ck seklinde bir indirgenemez ayrigimi vardir. Ve o™ '=a™¢;....cy
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yazilir. O halde i=1,..... ,k igin c;lo’dir. Onerme 2.15.(i) den ya c;, a’nin bir
ilgilisidir ya da c;eU(a)’dir. 11k durum igin a,™2...... Qg m=0-Cy.....C den j
2 2 i¢in o | o, ve ya «, o;’nin bir ilgisidir ya da aeU(a;)dir. Bu 0 (sifir)’in
U-ayrigimindan bir ¢eliski gosterir. Boylece c;eU(a) ve cy..... ckelU(a)
vardir. O halde a™=c,.....cira™=ra™"" ve acU(a™)dir.

Sonug¢: Sifir eleman: tek tirlt ¢arpanlara ayrilabilir.

Ispat: 0 (sifir) elemanin

0=( )(x™..cc...... A" =( ) (Pir...... B 5,)

seklinde iki U-ayrigimina sahip olduguﬁu kabul edelim. O zaman dnerme

2.30°dan /=n a; ve B; ilgilidir. Buradan 0= () (a;™'.......... o™ n)=( o

Burada o;°!...... ap°» ¢arptminin U-ayrigimi, (o*!...... oo ).

(oy¥r..... o »'7) oldugunu not edebiliri;, oyleki burada eger c;>m; ise o
zaman X;=c;i-m; ve y;=m;’ dir ve eger ¢;<m; ise o zaman x;=0 ve y;=c; alinir.
Simdi asagidaki temel sonucu verelim.

Onerme 2.32: R, TCH1 kosulunu saglasin. O zaman R’nin bir TCH olmasi

igin gerek ve yeter kosul her indirgenemezin asal olmasidir.
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Ispat: R bir TCH olsun. O zaman i=1,....,n igin R; bir TCPB olmak tizere
R=R;®.....@R,’dir. R’de bir p=(u,...... 2Piseenens ,Up) indirgenemezi alalim
oyleki burada R;’de p; indirgenemez ve u; (j#i) R;’de bir birimseldir. Eger
R’de p | (ay,.....,an) (by,....... ,bn) = ab ise o zaman p; | a;b;’dir. p; asal
oldugundan (Teorem 2.19) o zaman p; | a; veya p; | bi’dir. Bup |aveyap|b

oldugunu gosterir.
Tersine, R’deki her indirgenemez asal olsun. Onceki sonugtan 0 (sifir), 0=(

) (™. o, 1) seklinde tek tiirli ¢arpanlara ayrilabilir. O halde 0#reR

iki U-ayrisimi r=(0;.....0g)(pi1...... prot St ot n)
= (q....... an) (q1---..-.. Qo' ota'n) (1) oldugunu kabul edelim.
Ik olarak k;<m; olsun. O zaman ’larin higbiri a;’e ilgili degildir.

Cunki 1<e<g icin eger o.,a, ilgili iseler o zaman

k k k " . . .
CcYP1------ poy ..., Ay ® = Pi1....... Py t....... o, 0 dir ve veR i¢in,
k k., — k
o1YPi1--- ... Pkt ..., Oy & = Pl....... j 120 A BN o, 0 yazilir.
-1 _ -1 . . . .
Bu oyoy™ a"2 ... o r=a " ™2 o »"» olmasini gerektirir ki bu bir

geligkidir. Eger k;<I, ise o zaman t; = max (0,m;-1;) olmak uzere esitligin iki

tarafimi o't a " » ile garpalim. O halde [+t;>m; oldugundan
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bu bir geliskidir. Béylece k;<l; durumunda ispat verilmis oldu. k,>I,;
durumunda da benzer gekilde ispat yapilabilir.

Ikinci olarak k;>m; olsun. Eger 1;<m; ise o zaman 1, ile k;’i degistirmeyle
yukaridaki ispatt tekrarlayabiliriz. O halde my,1;2 m; alalim. k;-m;=a,
koyalim ve a;#0 olsun. Onerme

2.31 (ii) den, yeR igin oyyo; ™! = o™ dir ve boylece

1 k
o1YP1 ... pray ™1 ke O "=pip...... pr o™ oy 2......
k
o, " O zaman
a1€U (pr......peci1™" o2 ., n) yazabiliriz, fakat bu ( 1) deki r nin

U-ayrisimiyla gelisir. Bundan dolayi, a;=0 ve m;=k;=l, dir. Béylece r nin
regiler olmayan g¢arpanlarinin tekliginin ispat1 o, .......... ,0n lerli ilgili olan
elemanlari g6zoniine alinarak tamamlanir.

Simdi regiler garpanlar: digiinelim. p;, relevant kismin regiiler garpani
oldugundan p,|o; dir.Bundan dolay: pll q: vaya q; relevant olmayan kismin
bir regiiler garpani olmak uizere pi | q: dir. Eger p; | p1 ise o zaman p;eU (
P2.....pO! ... a,*n) dir. Ciinkii q; €

U(qi...... Qo o' ) dir ve buradan q, €U ( o;*' ....... a fn ) olur. Bu
bir ¢eligkidir. O halde p; | q: olmak zorundadir. Béylece, p;, q; ile ilgilidir.
p1 ve q; ile ilgili olanlarint biraraya getirerek ve azalan kuvvetleri kisaltarak

p1 ile ilgili olan elemanlarin sayisi ile q, ile ilgili olan elemanlarin sayisinin
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ayni oldugunu goririz. Bu sekilde devam ederek relevant kisimdaki regiiler
¢arpanlardan olusan garpimin tekligini goririiz. Bundan dolay: r tek turla
carpanlara ayrilabilir ve R bir TCH dir.

Son olarak bir TCB igin denlik sartlarinin genellestirilmesi olan agagidaki ara
sonucu verebiliriz.

Onerme 2.33 : Asagidaki ifadeler esdegerdir.

(i) R bir TCH dir.

(ii) R esas idealler igin maksimum kosulunu gergekler ve her indirgenemez
eleman asaldir .

(iii) R nin her birimsel olmayan elemant asallarin carpimi seklinde yazilabilir.
Ispat: ()= (ii) kabul edelim ki R bir TCH olsun. Onceki teoremden her
indirgenemez asaldir. Yap1 teoremine gére R; ler ya TCB yada 6zel EIH
olmak tizere R=R|®.............. ® R, yazilir. A¢ik olarak her bir TCB esas
idealler igin maksimum kosulunu saglar. (bak. Hungerford sayfa 136 ve 141 )
Simdi 6zel EIH olarak R, i diisiinelim R;’in herhangi birimsel olmayan bir
eleman ua® seklinde olup buradaki u bir birimsel ve 0= () (¢™ ) U- ayrisim
igin 0 < k < m dir. R{’in kendisinden farkl: esas ideallerinin kiimesinden
minimal k degeri igin ua® ile uretilen ideali alalim. Bu idealler kiimesinin
maksimal elemanidir. Ciinkt k < [ igin (ua® ) < (ua') olur aeU(a*) yazilir
ve R; bir pseudo-bélge oldugundan o*=0 ve buradan (ua*) =(uct' ) elde
edilirki bu bir geligkidir. Boylece her i i¢in R; ler ve buradan R de esas
idealler igin maksumum kosulunu saglar. Simdi, B bir I indeks kiimesini

taramak ve ap, €R; olmak tzere R nin{(ap ,....... ,ap )} uretegleriyle uretilen
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esas ideallerinin kiimesini diisinelim. R,’in esas ideallerinin {(ap,)} (Bel)
kiimesi bir maksimal iyeye sahiptir. Oyle ki bu birden fazla karsimiza
gelebilir. yel,cl igin {(a, )} yi esit maksimal iiyelerin kimesi olarak alalim.
{(ay,)} kumesini diisinelim. O zaman bu kiime bir maksimal iyeye sahip
olacaktir. yel,cI; cI igin butiin esit olanlart (a,,) olarak alalim. Benzer
sekilde {(a, } ve digerlerini diginerek sonugta {(av )}, (velhauc....... cl)
kiimesi i€la.; igin (a, ) maksimal iiyeye sahip olacaktir. O zaman

(ai ;..o ,ai ) R’nin esas ideallerinin orjinal kiimesindeki maksimal eleman
olacaktir.

(ii)=(iii) indirgenemez ayrigima sahip olmayan birimsel olmayan elemanlarla
iretilmis esas ideallerin kiimesi bir maksimal elemana sahiptir. Bundan dolay:
Teo 2.13 iin ispatindaki gibi bir geligki elde ederiz. O halde R’nin birimsel
olmayan her elemani asallarin bir ¢arpimi seklinde yazilir.

(iii)=(i) Onceki teoremden dolay: her indirgenemezin asal oldugunu
gostermek yeterli olacaktir. q indirgenemez olsun p; asallar1 igin q=pi.....pa
seklinde yazilsin. Buradan bir k igin q|pk yazilir ve q ile pg ilgili olur. O

halde q bir asaldur.
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BOLUM -3-

KESIiR HALKALARI , LOKALIZASYON VE TEK TURLU
CARPANLARA AYRILABILME

Bu bolimiin basinda tamsayilar halkasindan rasyonel sayilar cisminin
bilinen kurulugu epeyce genellestirilmigtir. Tek tirlii ¢arpanlara ayrilabilen
bolge kavrami kesir halkalari i¢in incelenmigtir..

2.Temel Tanim ve Teoremler

Tanmm 3.1: R halkasinin bog kiimeden farkli bir alt kiimesi S olsun. Eger
a,bJS iken a.b [ S oluyorsa S’ye R nin ¢arpimsal bir alt kiimesi denir.
Ornekler : Birimli, sifir bolensiz ve sifir olmayan bir halkadaki tim
elemanlardan olugan S kiimesi ¢arpimsaldir.

S=1{a,b,c, ....... } vea,b,c, ...... (3 S sifir bolen degiller . a,b £3 S
alalim.

a.b[(3S oldugunu gosterirsek S garpimsaldir.

a.b. sifir bolen olsun. &k [ R bulabiliriz ki (k = 0)

k (a.b) = 0 = (ka) b=0 a sifir bélen degildir. ka # 0 =b = 0 dir. Bu ise
geliski olur. Cinki b sifir bolen degildir ve a.b (31 S dir. S garpimsaldir.
Bir tamlik bolgesindeki sifir olmayan tiim elemanlarin kiimeside
c¢arpimsaldir.

Herhangi bir halkadaki birimsel elemanlarin kiimesi ¢arpimsal kimedir.
Eger P degismeli bir R halkasinin asal ideali ise 0 zaman hem Phem de
S=R-P g¢arpimsal bir kiimedir.

Buradan ¢ikan sonug tamsayilar halkas:1 Z ve rasyonel sayilar cismi Q’da

en kolay sekilde goriilebilir. Sifir olmayan tiim tamsayilardan olusan S
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kiimesi Z nin ¢arpimsal bir alt kiimesidir.Q cisminin a €Z ve beS olmak

azere

% olan tiim kesirlerden olugtugu kabul edilir. ve

&< ad =be veya ad - bc = 0 dir.

o

a
b
Daha kesin bir sekilde, Q asagidaki gibi kurulabilir.

(a, b) = (¢, d) < ad - bc = 0 ifadesiyle tanimlanan Z x S kiimesindeki
iligkinin bir denklik bagmtlsi oldugu kolayca gorialebilir. Soyle ki

Bu bagintinin yansiyan oldugu asikardir.

Simetri 6zelligini gosterelim.

(a, b) = (c, d) < ad-bc = O dir. Buradan ad = bc olur.

bc-ad = 0 = cb-da = 0 ve (c, d) = (a, b) dir.

Gegisme ozelligini gosterlim.

(a, b) = (c, d) ve (c, d) = (s, u) olsun. O zaman (a, b) = (s, u) olur,
(a, b) = (c,d) > ad -bc=0 ad = bc (1)
(c,d)=(s,u)y=>cu-ds=0 cu =ds (2)

(1) denklemi u ile (2) denklemi b ile ¢arpip taraf tarafa toplayalim.

uad = ubc uad - ubc =0
bcu = bds ubc - bds =0
F e cdccc e aaa

uad - bds =0

ve d (au - bs) = 0 buradan (a, b) = (s, u) dur. ve bagint1 bir denklik

bagintisidir.
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Q, bu denlik baglantis1 altinda Z x S nin denklik siniflarinin kiimesi olarak

tanimlanmigtir.
a .
(a,b) nin denklik sinifi " olarak gosterilir.

Denklik siniflarinin kiimesi S™' olarak gosterilir.

Toplama ve garpma genel sekliyle tanimlanmigtir. Bu islemlerin iyi tanimh
oldugu ve Q’nun bir cisim oldugu kolayca ispatlanir.

a > a/l tarafindan verilen Z > Q tasvirinin bir monomorfizim oldugu
kolaylikla gériluar.

Simdi az 6nce Ozetlenen kurma iglemini herhangi bir degismeli R
halkasinin keyfi bir ¢arpimsal alt kiimesine dogru genisletecegiz. Birimli
ve degismeli bir S R halkasi ve Ug : R = S"' R homomorfizmi
kuracagiz. Eger S, R tamlik bolgesindeki sifir olmayan tiim elemanlarin
kiimesi ise o zaman S™' R bir cisim olacak.

(STR =0, eger R =Zise) ve V,, S R igine R yi gémen monomorfizim
olacak.

3.Temel Sonuglar

Onerme 3.1: S, degismeli R halkasinin bir carpimsal alt kiimesi olsun. R x
S kiimesinde tanimlanan (r, s) ~(r’, s’) < s, (rs” - 1’s) = 0 (s, £1 S)
bagintis1 bir denklik bagintisidir. Ayrica, eger R sifir bolensiz ise ve

O ¢ S ise

(r,s) ~(r’, 8’) & rs’ - r’s = olur.

iyr/s=1/8 & s;(rs’-1r’s)=0,s, €8

ii) tr /ts = r/s VreRves, teS



45

iii) Eger 0 € S ise, S°! R nin tek bir denklik sinifindan olugtugunu
kanitlayin.

ispat :

Dr/s=r1r/s < s (rs"-1's)=0(s1t €8 icin) oldugunu gosterecegiz. Biz

biliyoruz ki (r,s) in denklik siniflari r /s olarak gosteriliyordu.

(r,s) = r /s dir.

(r.s) = {(,s) | @, )~ )

2

r/s=r1 /s’ < (r,8) ~ (r’, s’) olur. Buradan ise

rl

S

Y |~

==s, (rs’ - r’s) = 0 dir,

ii) tr /ts =71 /s

i) sikkindan dolay1 s, (trs - rts) = 0 olacak gekilde s, € S bulabiliyorduk.

Eger bir s € S igin s, (rs' - r's) =0 = r /s =1’ /s’ oluyordu. O zaman trs -
rts dir.

= trs - rts = 0 dir.

V s, € Sigin s, (trs - rts ) = 0 dir.

tr /ts = r /s dir.
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iii) Eger O € S ise S”' R tek bir denklik sinifindan olusur. Bu ise S'R
deki biitiin denklik siniflarinin esit oldugunu gostermemiz gerekir
demektir.

O € Siseve O (rs’ - r’s) = 0 olacagindan

(r,8) ~ (r’, s’) olur ve S' R de tek bir denklik sinifi vardir.

Onerme 3.2: S, degismeli R halkainin garpimsal bir alt kiimesi olsun ve
S'R, 6nerme 3.1 in denklik bagintist altindaki R x S in denklik siniflarinin
kiimesi olsun.

i) S'' R toplama ve garpmanin

r/s+r1’ /s’ =(rs’ +1’s)/ss’ ve

(r/s) (r’ /s’) =rr’ /ss’

ile tanimlandig1, birimli ve degigmeli bir halkadir.

ii) Eger R sifir olmayan ve sifir bélensiz bir halka ise ve O ¢ S ise, o
zaman S! R bir tamlik bolgesidir.

iii) Eger R sifirdan farkli ve sifir bolensiz bir halka ise ve S, R nin sifir
olmayan tiim elemanlarinin kiimesi ise S™' R bir cisimdir.

Ispat:

i) ST R de toplama ve garpmanin iyi tanimh oldugunu (r, s, r’, s’
se¢iminden bagimsiz) gosterdigimizde ispatin geri kalan kismi rutin olur.
Ozellikle tim s, s’ €S i¢in O /s = O /s’ ve O /s toplamsal birimdir. r /s in
toplamsal tersi -r /s dir. Herhangi bir s, s’ € Sigins /s =s’ /s’ ve s/s S”!

R de garpimsal birimdir.
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Toplamanin iyi tanimli oldugunu gostermek igin, S garpimsal oldugundan (
rs’ + r’s) /ss’ ifadesinin S°! R nin bir elemani oldugunu goririz.

S°! R de toplama ( a /s) + (2’ /s’) = (as’ + a’s) /ss’ olarak tanimlanmigti.

a a
s S
b 1
—=— olsun
r r

a b ar+bs a'r+b's

s F SF s'r

(ar + bs) r’ s” = (a’r’ +b’s’) sr

arr’s’ - a’r’sr = b’s’sr - bsr’s’

arr’s’ - a’r’sr = b’s’sr + bsr’s’, arr’s’ - a’r’sr’ - b’s’sr” + bsr’s’ =0
rr’ (as’ +a’s) +ss’ (br’ -b’r) =0

r,r’ €S s,s’ € S

rr’ €S s> e S

(as’-a’s) =0 (br -b’r)=0

Toplama iyi tanimlidir.

Carpmanin iyi tamimli oldugunu gosterelim.

abs’r’ = a’b’sr
abs’r’ - a’b’sr - br’a’s + br’a’s=20
br’ (as’ - a’s) +a’s (br’ -b’s) =0

ve sonugta ¢arpma iyi tanimlidir.
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ii) Eger R sifir bolensiz ise ve 0 ¢ S ise, o zaman r /s = 0 /s olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul R de r = 0 olmasidir.

Sonug olarak, S' Rde (r/s) (r’ /s’)=0dir & Rderr’ =0dir. rr’ =0
olmas1 ancak ve ancak r = 0 veya r’ = 0 ise mimkiindiir. Buradan S™' R nin
bir tamlik bolgesi oldugu sonucu ortaya ¢ikar.

iii) Eger r # O ise (r /s ) € S”' R nin ¢arpimsal tersi s /r € S7'R dir.
Onerme 3.2 deki S™' R halkasina béliimler halkasi veya kesirler halkasi ya
da R nin S tarafindan kurulan Kesir halkas: denir.

S, R tamlik bolgesindeki tim sifir olmayan elemanlarin kiimesi oldugu
zaman onemli bir durum ortaya gikar. O zaman S™' R bir cisimdir. Ve R
tamlik bolgesinin kesir cismi olarakta adlandirilir. Béylece R = Z ise kesir
cismi kesinlikle Q rasyonel sayilar cismidir.

Daha genel olarak R nin herhangi bir degigmeli halka oldugunu S nin R nin
sifir bolensiz olmayan tim elemanlarinin kiimesi oldugunu farzedelim.
Eger S bog degil is O zaman S™' R ye, R halkasinin kesirlerinin tam halkas:
denir. Onerme 3.2, (iii) su sekilde yeniden ifade edilebilir. Eger sifirdan
farkli R halkas: sifir bolensiz ise o zaman R nin kesirlerinin tam halkasi1 bir
cisimdir.

Agikga bir tamlik bélgesinin tam halkast onun kesir cismidir.

Eger U:Z > Q n - n /1 ile verilen tasvir ise o zaman U, Z yi Q, ya
gomen monomorfizimdir. Ustelik sifirdan farkli her n igin U (n) Q’da bir
birimseldir.

Daha genel olarak su tanimi verebiliriz.

Onerme 3.3: S, degiymeli R halkasinin garpimsal bir alt kiimesi olsun.
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i) r > rs /s herhangi bir s € S igin U, : R > S°' R tasviri iyi tanimlanmisg
bir halka homomorfizmasidir. Oyleki V s € S igin U, (s ) S”' R iginde bir
birimseldir.

ii) Eger 0 ¢ S ise S hig sifir bolen igermiyorsa U; bir monomorfizimdir.
Ozel olarak herhangi bir tamlik balgesi R in kesir cismine gomiilebilir.
iii) Eger R nin birim eleman: varsa ve S birimsellerden olusuyorsa o
zaman U, bir izomorfizimdir. Ozel olarak bir F cisminin kesirlerinin tam
halkasi F * e izomorftur.

ispat :

i) Vs,s e Siginrs /s =15’ /s’ olur ve Uy iyi tanimlidir.

Bunu soyle gorebiliriz.

U; (r) =rs /s bir s € S igin

Us(r) =15’ /s’ s’ € Siginrs /s =rs’ /s’ oldugunu gorelim.

rs = rs dir.

s’rs =s’rs dir.

rss’ =rs’s => rss’ -18’s =0V t € S igin

t(rss’ -rs’s)=0=>rs/s=rs" /s’

Us’in bir homomorfizma oldugunu gérelim.

Vr,r’ € Rigin U, (r+r’) = U, (r) + U, (1)

(r+r')s rs+r's rs r's .
= =-—+——olur. Bu ise
s s s s

Us (r+1’) =

U, (r+r’) = U (r) + U, (r’) demektir.
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Vr,r’ € Rigin U (r.r’) = U, (r). Us(r’) oldugunu gosterelim.

rr's rsr's )
U (r.r’) = — =——olur. Bu ise
s s s

U (r.r’) = Us (1) . Ug(r?)

U, bir halka homomorfizmasidir.

Simdi V s € S igin s /s* € S”' R nin s /s* = Uy(s) in ¢arpimsal tersi
oldugunu gosterelim.

Onerme 3.2. ye gére S R birimli ve de8ismeli bir halkadir ve S™' R nin
birimi s/s dir.

s € Sigins/s*> e ST R dir.

Us(s) in birimseli ss /s dir.

ss/s. s /s’ =35> /s’ = 141 R

ii) S' R de U, (r) = rs /s = 0 ise rs/s = 0 /s olur. Buradan baz1 s; € S i¢gin
rs’s; = 0 olur. r(s’s;)=0 s’s; € S oldugundan s®s; # 0 dir. O zaman r = 0
dir. Cianki S sifir bolen igermeyen bir kiimedir.

iii) U, (i1) durum geregi bir monomorfizimdir. Eger R de bir birimsel olan
siler/s € SR ise r/s = Uy (rs™) olur.

Bu nedenle U, bir epimorfizmadir.

Onerme 3.3 (ii) den dolay: bir R tamlik bolgesini U, altindaki goriuntiisi
ile 6zdeslestirmek ve R yi kensi kesir cisminin bir alt halkas: olarak
disinmek yaygin bir géristiir. Bu durumda 1x € S oldugundan R béylece
r/1g € S R ile 6zdeslestirilir.

S"'R halkasi ve f:R > S™'R homomorfizmi asagidaki 6zellikleri saglar.

i)s € S = f (s), S'R de birimseldir.
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ii) £ (r) = 0 ise bir s € S igin rs=0 dir.

iii) S’ R nin her elemani, bir r € R i¢in ve bir s € S igin f (r) f(s)"’
sekklindedir.

Sonug :

Eger : R 2> B

i) s € S = q (s), B de birimseldir.

ii)q(r)=0=birs e Siginrs =0

iii) B nin her elemani q (r ) q (s )! bigiminde olacak sekilde bir
homomorfizm ise o zaman tek bir h : S R 2 B izomorfizmi vardir ve q =

hof olur.

q: Ry ) B

STR

h(r/s)=q(r)q(s )"’l ile tamimh h : S'R > B déniisimiinin bir
izomorfizm oldugunu gosterecegiz.

h 6rtendir ve h nin 1-1 oldugunu gostermek igin ¢gekirdegine bakalim. Eger
h(r/s)y=01iseq (r) =0 dir.

Onerme : 3.4: q: R > B hers € S igin q ( s ), B de birimsel olacak.
sekilde bir homorfi olsun. O zaman q = h o f olacak sekilde tek bir h : §"
'R - B homomorfisi vardir.

Teklik :
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Eger h kosullar1 saglanirsa, o zaman her r € R igin h (r /1) = hf(r) = q (r)
olur. Boylece s € S ise

h (1 /s) =h(s/1)"" = q(s)"! o halde

h(r/s)=h(r/1)h ( 1/s) = q(r) q (s)"' Bu yizden h, q tek olarak
tanimlanir.

Varlik : h (r/s) = q (r) q (s)" olsun. O zaman iyi tanimli homomorfizm
olacaktir. Simdi r /s =1’ /s’ olsun. O halde (rs’ - sr’) t = 0 olacak sekilde
t € S olacak sekilde t € S vardir.

[q()q(s)-q(s) q(r’)]q(t) =0 olur. q(t), B de birimseldir.

q(r)q (s)'=q () q (s°)" elde edilir.

f: R > B tam olsun. S de R nin ¢arpimsal alt kiimesi olsun. O takdirde
S'f S'R = S B homomorfizmasi vardir.

(S f) (x /s) = £ (x) / f(s) ile tanimlanir.

h 4

v

STR

Asagidaki teoremler kesirler halkasinin ideal yapisiyla ilgilidir.

Onerme 3.5 : S, degigsmeli R halkasinin carpimsal bir alt kiimesi olsun.
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i) Eger I, R de bir ideal ise S'I={als lael, seS}ifadesi S°! R de
bir idealdir.

ii) Ege J, R de bagka bir ideal ise 0 zaman

StA+nN=8'1+8"7J;

ST =(S'TD) (S7']);

stann=s'1Nstydir

Uyarilar: S IyaInin S R de geniglemesi denir.

ael relilea/s=r/s esitligi elde edildigindenr /s € S'Innrel

demek olmadigina dikkat edelim.

Ispat :
a, a, . a; -(ay) a)s; —ays,

i) —,— € S7'1I olsun. 4 = e S'I
S 5 Sy S S8

oldugunu gosterecegiz.

aj,az el s, s eS>as,elveays; el =

a1Sy - 4281 € I ve (aysz - az51) / 81 82 € S dir.

Simdi

r/se S'Rvea/s e S I alalim.

(r/s).(a/s) =(ra) /s> € S'Iolup S I,-S! R nin idealidir.

ii) ST (1+7J)=S8"1+S"J oldugunu gosterelim.

I+J={i+tjl iel, J eI} dir.

(a+b)/seS'I+17J) olsun. (a+b) /s=(a/s) +(b/s) e STT+ 8]

(a/s)+(b/s) e S'I+S'T= (atb) /s € ST (I +7) dir.
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ve ST (I+)) =S 1+ 8! J dir.

ST(INI) =8"'INS"Toldugunu gosterelim.
(a/s) e STANN)=>aclNI=>aclveac]
a € I oldugundana/s € S' I dir.

a € Joldugundan a/s € S Jdir. O zamana/s € STIN S J olur.

al/se S'TINS'IT=a/seS'Tolupaceldr.

Onerme 3.6: R, birimli degismeli bir halka S de R nin garpimsal bir alt
kiimesi ve I, R de bir ideal olsun. O zaman S™' I = S§™' J olmas1 ancak ve
ancak

SNI=#J olmasi ile mimkiindir.

Ispat : Eger s € SN Iise 1s'x =s /s € S I olur ve bu nedenle S I =
S! R. Diger taraftan eger S I = S™' R ise Us' (S 1) =R olur. ve
boylece a € I s € S igin Uy (1r) = a /s olur. U, (1r) = 1x s /s oldugundan
bazi s; € S igin s’s; = as s, olur. Fakat s%s; € Sve as s; € 1 oldugundan
SN I+ dir.

Bir kesirler halkasindaki asal idealleri karakterize edebilmek i¢in bir
lemma’ya ihtiyacimiz vardir.

Eger J, S”' R kesirler halkasindaki bir ideal ise U,”! (J), R de bir idealdir.
Lemma :3.7 : S, birimli ve degismeli R halkasinin garpimsal bir alt kiimesi
olsun, ve I, R de bir ideal olsun.

i) IcU (8D

ii) Eger, S R de J ideali igin I = U, (J) ise ™' I = J bi¢imindedir.
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Bagka bir deyisle S™' R deki her ideal R deki bir I ideali igin s'1
bigimdedir.

iii) Eger P, R de bir asal ideal ise ve SN P = & ise S' P, S R de bir asal
idealdir ve U,! (S°! P) = P olur.

ispat :

i)a e Iise, Vs e Sigin as € I olur. Sonugta U, (a) = as /s € S'1olupo
zaman a € U, (S 1) Bu nedenle I < U, (S7' 1)

ii) I = U,”" (J) oldugundan S I nin her elemam U, (1) € J sartiyla r /s
bicimindedir. Bu nedenler r /s = (1g /s)(rs /s)

= (1g /s) U, (s) € J yani S"' 1 < J olur. Diger taraftan eger r /s € J ise
Uy(r) =r1s /s =(r/s) (s®/s) € J boylecer € Uy (J) =1 olur. O halde r /s
e S'Ive)c S olur.

iii) S°! P bir idealdir. Oyleki 6nerme 3.6 geregi S Pz SR dir. Eger (r
/s) (r’ /s’y € S'PiseaeP,teS olmak iizere rr’ /ss’ = a/t olur. Sonug
olarak bir s; € Sigins;trr’ =s;ss’a e Pyazilir. sit e SveSNP =0
oldugundan rr’ € P ve bu suretler € P veyar’ € P olur. Béylecer /s €
S°! P. Bu nedenle S™! P asaldir. Son olarak (i) deki ispat geregi P < U,
(S°! P) dir.

Diger taraftan eerr € U, (STP) U, (r) € S P olur. Béylece a € P ve
sit € S olmak iizere Uy(r) =rs /s = a /t dir.

Sonug olarak bir s;€ S igin s; str = s;as € P olur.

s;st € Sve SN P = oldugu iginr € P olur. Bu nedenle U, (S'P) c P

dir.
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Onerme 3.8 : Birimli ve degismeli R halkasinin ¢arpimsal bir alt kimesi S
olsun. O zaman p > S™' P olamak lizere S’den ayrilmis olan R nin asal
ideallerinin kiimesi u ile S R nin asal ideallerinin kiimesi v arasindaki bire
bir benzerlik vardir.

ispat : Lemma 3.7. (iii) ile P > S™' P ifadesi u - v tasvir tanimlar. Bunun
orten oldugunuda géstermeye ihtiyacimiz vardir. J, S™! R nin bir asal ideali
olsun ve P = U,! (J) olsun. Lemma 3.7. (ii) geregi S P =17J oldugundan P
nin asal oldugunu gostermek yeterli olur. Eger ab € P ise a zaman P = Ut
(J) oldugundan U, (a) U, (b) = U, (ab) € J olur. J, S™' R de asal
oldugundan ya U (a) € J veya U, (b) € J olur. Sonug olarak ya a € N ¢))
=P ya da b € P olur. Bu nedenle P asaldir.

R, birim elemanli degigmeli bir halka ve P, R nin bir asal ideali olsun. O
zaman S = R - P R nin ¢arpimsal bir alt kimesidir. S'!' R kesirler halkasi
R nin P de lokalizasyonu olarak adlandirilir ve R, ile gosterilir. Eger I, R
de bir ideal ise o zaman R, deki S' I ideali I, olarak gésterilir.

Onerme 3.9: P, birimli ve degismeli R halkasinda bir asal ideal olsun.

i) Q 2> Q, olmak iizere P de bulunan R nin asal ideallerinin kiimesi ile R,
nin asal idealleri arasinda birebir, bir esleme vardir.

ii) R, deki P, ideali R, nin tek maksimal idealidir.

Ispat : P nin igerdigi R nin asal idealleri kesinlikle S = R - P den ayrilmis
olan idealler oldugundan (i), 6nerme 3.8 in dogrudan sonucudur. Eger M,
R, nin maksimal ideali ise 0 zaman M asaldir. Bu suretle Q < P olmak

iizere R nin bazi Q asal idealleri igin M = Q, olur. Fakat Q c P, Q, < P,
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anlamina gelmektedir. Onerme 3.6 geregi P, = R, oldugundan Q, = P,
esitligine sahip oluruz. Bu nedenle P,, R, deki tek maksimal idealdir.
Tanim 3.2. : Tek bir maksimal ideali olan birimli, degigmeli bir halkaya
lokal halka denir.

Uyar: : Birim elemanl: bir halkadaki her ideal bazi maximal idealler
tarafindan kapsandigindan Local R halkasinin tek maximal ideali R nin her
idealini kapsamalidir. Elbetteki R nin kendisi harigtir.

Onerme 3.10 : Eger R birim elemanli ve degismeli bir halka ise o zaman
asagidakiler denktir.

i) R Local bir halkadir.

ii) R nin butin birimsel olmayan elemanlar1t M # R idealinde
bulunmaktadir.

iii) R nin birimsel olmayan elemanlari bir ideal olusturur.

Ispat : Eger I, R nin bir ideali ise ve a € I ise (a ) < I olur. Sonug
olarak, ancak ve ancak I sadece birim olmayanlardan olusuyorsa I # R
olur.

(ii) = (iii) ve (ii1) = (i) durumlar1 bu gergekten sonug olarak gikmaktadir.
(i) = (ii) eger a € R bir birimsel olmayan eleman ise o zaman uyar
geregi R nin tek maximal ideali tarafindan kapsanmaktadir.

4.Kesir Halkalar: i¢cin TCB Kavrami

Simdi 1. Boélumde verdigimiz TCB kavramini kesir halkalari igin

inceleyecegiz.
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Onerme 3.11: R bir tamlik bolgesi ve S, R" 1n ¢arpimsal bir alt kiimesi
olsun.

i) Eger R bir TCB ise, S' R de bir T¢B dir.

ii) Eger R TCB 1 6zelligini saghiyor ve S asallarin garpimlarindan
olusuyorsa S R bir TCB dir, bu durumda R de bir TCB dir.

ispat:

i)R’yi S”' R in bir alt halkas: olarak alabiliriz, ¢linkii dogal déntsim A:
R->S! R birebir ve ortendir. Ve S in elemanlart S™' R in i¢inde birimsel
eleman olduklarindan, S' R in her eleman1 S R i¢in de R nin bir elemant
ile ilgilidir. R de her eleman asal garpanlarina ayrilabilir. R nin i¢gindeki
her p asalinin, S™' R iginde birimsel elemana doniistigini veya asal olarak
kaldigini, p nin S in bir elemanint b6lip boélmemesine bagli olarak
gosterirsek (i) yi ispatlamis oluruz.

Eger pl s € Sise, p S R iginde birimsel olur. diger durumda S™' R de p
| ab, (burada a,b R den alinabilir.) ise ab=pd, d=c/s (ceR, se8S). Boylece
abs=pc. Hipoteze gore p | s, fakat p R de asaldir. Bu durumda plaveya
p| b ve bup nin S R de asal oldugunu gosterir. S R in her elemaninin
asal ¢arpanlara ayrilisi vardir. Ve S™' R bir TCB dir.

ii) R deki her indirgenemez’in asal oldugunu géstermemiz gerekir. p nin R
de bir indirgenemez oldugunu kabul edelim. S' R de p nin indirgenemez
olarak kaldigini veya birimsele doniistigini iddia edelim. S' R de p=ab
igin a veya b nin S™' R de birimsel oldugunu gosterecegiz. a= a'/s, b= b'/t

(a', b' € R; s,t € S). Buradan pst= a'b' sonucu ¢ikar. Hipoteze gore st
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asallarin ¢arpimi olarak yazilabilir. st = q1 ....... qr ve pqi --... qr = al | b2
Her bir q; , a' veya b’ boler (i= 1,2 ..... r). Birebir sadelestirme ile p = a'!
b*! (1.1) bulunur. $”' R de biitiin q lar birimseldir ve SR de a'!, a'ile
ilgilidir ve oradan a ile ilgildir. Benzer sekilde b'! ve b ilgilidir. Simdi p,

! veya b'! birimsel elemandir. Buna

R de bir indirgenemez ve (1.1) ile a'
bagli olarak a veya b $' R de birimseldir. Buda p nin S R de bir
indirgenemez veya birimsel eleman oldugunu gosterir.

Simdi bu iki duruma ayrt ayr: bakalim.

1) p, S R de indirgenemez olarak kalir ve buna bagli olarak ST R de
asaldir. Cinki S R bir TCB dir. Eger R de p | ab ise S' R de p | ab.
Boylece S R de p a’y1 veya b yi béler. Biza = pd, d=c/s (c € R, s € R)
olarak kabul edelim.

as = pc (1.2)

Simdi s R de asallarin garpimidir. s=s; .... s,, ve hi¢g bir s; (i= 1,2 ....r) R
de p yi bolmez. Eger si | p ise buradan p R de s; ile ilgilidir. Ve S™' R de
birimsel eleman olmak zorundadir. Bu da mimkiin degildir. Bu yiizden
(1.2) ye gére s; | c Rde (i=1.2. ...r) ve (1.2) den s; .... s, leri
sadelestirerek, a = pc' R de p | a formunu elde ederiz. Bu da p nin asal
oldugunu gosterir.

2) S R de p birimsel elemana déniissiin. O zaman p bazi ses leri boler,
diyelim ki s= pc ve s in asal ¢arpanlarim birebir sadelestirerek p nin s in

bazi s’ 6zel garpanlarimi bolebildigini goriiriiz. O halde p kendi basina

asaldir.
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