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OZET

Dizayn teori matematigin bir¢ok alaninda geliginig ve son yillarda diger alan-
larda artan bic¢imnde geligmelerde etkili olmugtur. Dizayn Teorinin istatiki kaynag
burada kullamlan terminolojik sézlerin bazslarindan bellidir.@mef_é;in bir yapidaki
noktalarn sayisiu gosteren v , varieties (degigkenlik) kelimesinden gelir.Dizayn
teorinin grup teori, graf teorikodlama teorisi ve geometriyle siki baglantilar var-
dir.Bu tezde yapilan ¢aligma 2-dizayn ve 3-dizaynlart incelemeye yoneliktir.Fakat
bunu yapmadan once dizaynlarin temeli olan yapilar incelenmis, bu yapilann ta-
mmlan yapihp Ozellikleri belirtilmigtir.

Sonlu projektif ve afin geowmetriler dizayn teoride dnemli rol oynarlar. Bu tezde
yanlizca bu geometrilerin tamumlar yapilnug ve baz ozellikleri verilmigtir. Ayrica
simetrik dizaynlara girilmisg ve bu konuyla ilgili olan teoremler ispatlanmigtir. Bu
teorem ve konularin bazilar1 Bruck - Ryser - Chowla Teoremi ,Singer gruplar ve
fark kiuneleri, Hadamard 2-dizayulardir. Teziu sonunda verilen iki uygulama
2-dizayn ve 3-dizayn ’a ait iki Srnektir.Jlk bolimdeki teoremlerin ispat: asil konyya

hazirhk amach olduklarindan verilinemigtir.

o



SUMMARY

The subject of design theory has been developed in recent years.Although de-
sign theory comes from statistic, it starts to make progress after mathematicians
were interested in this theory.Today it has very fruitful connections with group
theory , graph theory,coding theory and geomtry.

The first chapter covers basic definitions ;theorems ,and some properties of struc-
tures and symmetric designs.In the chapter two we give certain families of designs,
e.g. 2-designs , 3-designs and Hadamard designs.Finite projective and affine ge-
omtries are central to design theory, and are introduced early in this thesis. The
subject of symmetric designs are also introduced early ,and its important aspects
(The Bruck-Ryser-Chowla Theorem ,singer groups and difference sets, Hadamard
2-designs) are developed.

Finally chapter three deals with some properties of Projective plane , and we
are also introduced Hadamard matrix , and Hadamard designs.We proved Came-
ron Theorem. This says that there are very few possibilities for starting with

symmetric design ,and extending to a 3-design.
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BOLUM 1

TEMEL TANIM , KAVRAM VE TEOREMLER

1.1 Yapilar

Bir yap1 yada ¢akigim yapis1 aralarimda bir cakigim bagintis1 olan noktalar ve
bloklarin sonlu iki kiimesidir. S bir ¢akigim yapisi olmak {izerc § ’ nin noktalarim
sayisim v bloklarimin sayisini b ile gosterelim. Bir yap: igin noktalar ve bloklar
kiimesi bog kiiineden farklidir. Bir yapiyr yukaridaki gibi tanuladigumz zaman
genellikle bir blok, blok izerindeki noktalar kiimesi ile tanimlamr. Bununla birlik-
te farkl iki blok aym nokta kiimesi ile tanunlamrsa yapi tekrarli bloklara sahiptir

denir .

Eger § yapimin bir elemanm § yapimin diger elemanlan ile sifir veya bir kez
gakigiyorsa bu eleman yahtik eleman olarak adlandirilir.Eger & yapimun bir ele-
man1 S yapimn diger tiim elemanlanyla ¢akigiyorsa bu eleman full eleman olarak
adlandinlir.§ yapiun tiim full ve yalitik elemanlar: ¢ikarilarak elde edilen yapiya
standard hale getirilinigtir denir.Full yalitik elemanlara ve tekrarh bloklara sahip

olmayan yapiya tamamen indirgenmig yap1 denir.
v# 0 b # 0 olmak iizere bir yapryn v noktali b bloklu farzelim.
S’ pin noktalarn  P{P5...P,
S’ nin bloklar: X1X2...Xb
geklinde indekslensin . Bu taktirde S yap1 i¢in A = (a;;) ¢akigim matrisi
eger P; xj lizerinde isc aj; =1 aksi taktirde 0
geklinde tanimlanir.

A cakigim matrisi § tarafindan tek olmayan bi¢imde belirlenir . Bu belirleme
noktalarin ve bloklarin indekslenmesine baghdir . Eger bir & yapiun bloklar
bog kiimeden farkh ve bloklarimn herbiri k > 0 sayida nokta igeriyorsa bu yap

birbi¢imli olarak adlandirilir .
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Yani J , elemanlan + 1’ler olan uygun boyutlu matris bir olmak iizere

JmoA = kI

dir. Benzer bigimde r bir sabit J elemanlar1 41 ’ler olan uygun boyutlu bir matris
olmak tizere tium P noktalar igin

Pl=r>0

ise § yapimin dizgiin olmas: igin gerek ve yeter kogul

Apm = 1tJom

olmasidir.

S bir yapi1 ve v> 0 olsun . A > 0 ve 0 < ¢ <v olacak gekilde A ve t sayilar varsa,
oyle ki § yapimun t noktah her alt kiimesi A blokta ise S yapiya A i¢in bir t - yap
denir . Bir birbi¢imli k bloklu bir t - yap1 t -(v , k , A) yap1 olarak adlandirilir.
Teorem 1.1.1.

Eger § (v,k,\) parametreli bir t - yap: ise 0 < s < t kogulunu saglayan her
s tamsayis1 i¢in & yapmun noktalarimin verilen herhangi bir s-kiimesiyle gakigim

halinde olan tam )\ tane blogu vardir ve burada

(v —s).(v—s—1)..(v—-t+1)
(k—s)(k—s—1)..(k—t+1)

As = A

> dir./

Teorem 1.1.1. ’ in sonucu olarak (v,k,X ) 'tun her secimi igin birbicimli t-yapalarimmn
olmadig séylenebilir. Cilinkii As degerlerinin herbiri tamsay1 olmak zorundadir.
Eger S bir t-(v, k , X)) yap1 ise bloklarin sayis1 b ile gosterilir. Eger t > 1 ise Teoremn
1.1.1.den bir nokta tizerindeki bloklarm sayisi r ile gosterilen bir tamsayidir.Eger
t > 2ise

n=r-MA

olup § yapinin mertebesi olarak adlandirilir. A ,r, t ;v , b, k tamsayilan § ya-
pimin parametreleri olarak adlandirihir.Bu sayilarn birbirinden bagimsiz olmadigy

acgiktir.



Teorem 1.1.2.
Eger S, (v, k, A ) parametreli bir t-yap: ise
(a)

bl (v —1)...(v =t + 1)
k(k—1)..(k—-t-+1)

(b) Eger t > 0 ise b.k = v.r
(c) Eger t > liser.(k-1) = X.(v-1)
dir./

Bir yap: iginde bir bayrak denince bir (P,x) ikilisi anlagihr. Burada x bir blok, P
x blogu {izerinde bir noktadir. Bir yap1 i¢inde bir 2-bayrak (P,Q,x) ile tammlanr.
x bir blok, P ve Q noktalar1 x blogu tizerindeki farkl: iki noktadir.

Eger bir § yapmin noktalarinin ve bloklarimn sayisi egitse , § 'nin ¢akigim mat-
risi kare matristir. Bu nedenle bir yapida b = v ise yapiya kare yap1 denir.

Bir dizayn birbigimli indirgenmig bir yapidir. Yani tekrarli bloklara sahip ol-
mayan , birbigimli bir yapidir.Teorem 1.1.1. ’ den dolay1 t ;v , k , A ’ mn keyfi
secilmesi halinde t-(v , k , A ) dizaym olmayabilir. Bununla beraber 0 <t <k <v

ile verilmig herhangi t , v , k parametreli bir

= (o (02)

dizayn vardir.Verilmig bir v-kiimesinden her k-altkiimesi ¢agrlarak bir bir blok
elde edilir. Bu dizaynlara trivial dizayn denir. ¢ > 7 igin trivial olmayan t-dizayn
bilinmiyor.

Teorem 1.1.3.

0<t<k<v/2

ile verilmig herhangi pozitif tamsayilar t,v ,k olmak iizere trivial olmayan bir

t-(v,k,\) yapis: olacak gekilde bir A degeri vardur./



1.2. Projektif ve Afin Geometri

Yapilar ve dizaynlarin birgok sonsuz ailesi oldugu biliniyor. Bunlarin arasmda

en onemlileri sonlu projektif ve afin gcometrilerden elde edilir.

Bir Projektif geometri noktalar ve dogrularin oyle bir P yapisidir ki

( P 1 ) Her nokta ikilisi bir tek dogru iizerindedir.

( P 2 ) Her dogru en azindan {i¢ nokta igerir.

( P 3 ) P aym dogru iizerinde olmayan ii¢ noktali bir kiime igerir.

( P 4 ) Eger her i # j icin x; noktas: y; dogrusu tizerinde olmak koguluyla
Xy, Xy, X3 farkh noktalar 1, 13, 13 farkli dogrular ve eger 1, 13 ve l3’i kesen fakat
X; noktasiu igerineyen herhangi bir dogru ise 1, 1; dogrusunu da keser.(Yani eger
bir dogru bir tliggenin iki kenarim keser fakat bu kenarlarin kogesinden ge¢mezse
bu dogru tiglinct kenar keser.)

geklinde bir yapidir.

Projektif geometriler iginde 6zel bir alt simfi ayrilir . Bir projektif dizlem

( P 5 ) Her farkli dogru cifti ortak bir nokta igerir

gartim saglayan bir projektif geometridir.

Bir Afin Geometri bir projektif gecometriden sabit bir hiper diizlem ve bu diizlemin
tiim altuzaylarmn silinmesiyle ortaya gikar.

Bir A afin diizlem noktalar ve dogrularin

( A 1) Her farkh nokta ¢ifti tek bir ortak dogru tizerindedir.

( A 2 ) Eger P, y cakigtin halinde olmayan nokta-dogru ¢ifti ise . P’ yi iceren y
ile kegismeyen tek bir z dogrusu vardir.

( A 3) A ortak bir dogru tizerinde olmayan {i¢ noktal bir kiime igerir.
kogullarini saglayan bir yapidir.

n mertebeli projektif diizlem P, (q) ile gosterilir. Burada q asal sayidir. Bir si-
metrik dizayn P(in,q) notasyonu ile gosterilir. Burada m tamsayis: bir asal sayimn
kuvveti §ek1indedir.iki boyutlu bir projektif geometri projektif diizlem adini ahr.
P(2,q) ile gosterilir.



1.3. Ilgili Yapilar

Eger S bir yap1 ise S yapiy1 kullanarak bagka yap: kurmak igin bir ¢ok yol vardir.
Bunun igin en basit yol & yapmnmn dualini almaktir. Bu yap:1 ST ile gosterilir.
Noktalarin ve bloklarin rolleri degigtirilir. Yani

S yapinm her P noktas: i¢in ST yapimn P’ blogu vardur.

S yapmm her x blogu i¢in ST yapmmn x' noktas: vardar.

geklinde tammlamr. ST yapida ¢akisim

ST yapida x' noktasimn P’ blogu iizerinde olmasi i¢in gerek ve yeter kogul S yapida,
P noktasinin x blogu tizerinde olmasidur.

Burada (ST)' =8 dir.

Diger bir yap: ise § yapuun ¢akigim matrisinden elde edilen yapidir. Bu yapi-
ya S yapinn tiimleyeni denir ve C (S ) ile gosterilir. C (S) yapinun noktalar &
yapiun noktalaridir.§ yapuun her x blogu i¢in ’ P noktasinmin x* blogu iizerinde
olmmas i¢in gerek ve yeter kogul P noktasinin x blogu tizerinde olmaimasidir’
cakigim kurali ile C (S) yapinin bloklar1 x* bloklaridir. Herhangi & yap: i¢in
cecEs)==s
" dir. Ayrica S bir dizayn ise C (S) ’ de dizayndir.

Teorem 1.3.1.
2 < k <v —2 olmak lizere S, bir 2-(v,k, A) dizayn ise C (§),bir

2 —(v,v —k,b—2A1 + A)

dizayndir./

Teorem 1.3.2.

2 < k <v —2 olmak fizere eger S ,bir (v,k, ) parametreli 2-yap: ise S yapimn
mertebesi C () yapinn mertebesine esittir. /

Eger S , bloklar1 k noktali birbigimli bir yap: ise C (S) bloklar1 v —k noktah
birbi¢imli bir yapidir.Burada ya

N



ya da
v—kg2
2

'dir. Bu sebeble sadece t < k <v /2 geklindeki (v,k,\) parametreli t-yapilar
incelenecektir.

Simdi § 7 nin bir yap: oldugunu ve P’ nin § yapumn bir noktas: oldugunu
farzedelim.

P digindaki tiiin noktalardan ve P’ yi igeren bloklardan P 7 nin silinmnesiyle elde
edilen yapt § yapin P noktasindaki igsel yapisi olarak adlandirilir .Sp ile goste-
rilir. Benzer bi¢imde P digindaki tiim noktalardan ve P noktasim igermeyen tiim
bloklardan meydana gelen yapr § yapinn P ’deki digsal yapisi olarak adlandirilir.
SP ile gosterilir.

Aym yontemle S ’ nin bir yapr oldugunu ve x ’ in bir blok oldugunu farzedelim.
x blogu iizerinde olan noktalardan ve x blogu digindaki bloklardan olugan yapiya
Sx i¢ yapr denir. x blogu iizerinde olmayan noktalardan ve bu noktalarin tiim
bloklardan silinmesiyle olugan yapiya ise S* dig yap1 denir. Eger § bir dizayn ise
S? ve Sp ’de dizayndir.

Sp i¢ yapis1 Onemli bir yapidir. P noktasinda & yapimn ksitlamas: olarak
adlandiriir. t > 2 olmak tzere t-dizaymn herhangi noktada kisitlamas
(t-1)-dizayndir. 7 dizaynin baz1 P noktalar: i¢in S=7p olacak sekilde eger 7 bir
dizayn ve § bir (t-1)-dizayn ise 7 ’ ye § dizaymn bir geniglemesi denir. Herhangi
bir § yapisi ile 7 yapidaki baz1 P noktalar: igin
=S5
olmak iizere bir 7 yapisim kurmak miimkiindiir. ( § yapimn noktalar kiimesine
sadece P eklenir , § yapunn her x blogu i¢in x UP , 7 ’ nin bir blogunu tanumlar
ve 7 ’ nin P ’ yi igeren bu bloklardan bagka blogu yoktur.)

t-dizaynin geniglemesi (t + 1)-dizayn oldugundan t-dizayni elde etmenin en kolay
yolu kendisinden yararlanmaktir. Yani 1-dizaynla baglanir ve daha sonra birgok
kez 1-dizayn genigletilir. Eger trivial dizaynla baglanirsa genigleme vardir. Fakat

genigleme ile olugan dizaynda trivialdar.
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. t-(v , k, A ) ile verilinig dizaymn geniglemesinin olup olmadigini anlamak igin
basit bir yol vardir. Bloklarnn saymsi hesaplamr ve eger bu sayr tamsayr degilse
genigleme yoktur.
Teorem 1.3.3.
S, b bloklu bir t-(v , k , A ) dizayn olsun. Eger 7, § dizaynin bir geniglemesi ise

T dizayn

(v +1)

M)

bloklu ( t+1 )}-(v+1 , k+1, A ) parametreli bir dizayndir./
Teorem 1.3.4.

t-(v , k ,\ ) dizaymn bir genislemeye sahip olmas icin gerek kogul

(k + 1)jb.(v +1)

olmasidir./

Bloklara gore yapilan i¢ ve dhg yapilar incelendiginde S dizayn olsa bile ig ve dig
yapilarin dizayn olmayabildigi gériiliir.énwéin x blogu § dizaymn y ’ den farkh
bir blogu ise x Ny ya bogtur yada Sy yapinm bir blogudur.

Fakat S bir t-dizayn olsa bile x Ny ve y 0w ’ mn her ikiside bog oluayan fakat
farkli boyutlu iki kiime olabilir. Bu taktirde Sy birbiginli degildir. Ayrica x , y
bloklan igin x Ny ve w Ny ’ nin bog olmayan nokta kiimeleri egit olacak gekilde
iigincli bir w blogu olabilir. Bu taktirde Sy tekrarh bloklara sahiptir. Her iki
durumda da Sy dizayn degildir.

SY genellikle y bloguna gore S yapmin residuali olarak adlandinlir. Eger bir 7
dizayn S yapisinn residualine izowmorfikse 7 dizayn § i¢ine gomiilebilir denir. S
yapim i¢ ve dig yapilanimn tamaun § ° nin noktalarmm ve bloklanmn alfkiime—

lerinden ibarettir. S yapiyla benzer ¢akisima sahiptirler.



Eger § herhangi bir yap: ise

C yapimun bir eletnammm C’ de ¢akigun halinde olmast i¢in gerek ve yeter kogul bu
elemanlarin § 7 de de ¢akigin olmasidir

koguluyla eger C yap1 § ’ nin noktalarimmn ve bloklarimmn bir alt kiumesi ise C yap
S ’ nin bir alt yapisidir. Bir altdizaynda benzer bigimde tanimlanir.

Eger x § ’ nin C altyapisimin bir blogu ise C’ nin x blogu tizerindeki noktalarin
sayist § yapinn x blogu lizerindeki noktalarin sayisindan daha az olabilir.Eger C
yapidaki her x blogu i¢in & ’nin x blogu tizerindeki her noktas1 C yapida ise S

yapmun C altyapist tam * dur denir.

1.4. Gakigim Matrisi

3

Eger bir yapida en az bir blok var ve bu yapuun bloklar: 1 ’den fazla fakat v
den az nokta igeriyorsa bu yap: bir 6z yap: olarak adlandirilir.
Teorem 1.4.1.
A bir cakigim matrisi , N bir v x v kégegen matris , J v X v elemanlar:1 41’ler olan

madtris olmak tizere

AAT =N+ A7,

'dir. N matrisinin kogegeni tizerinde i . konumdaki eleman
m=r—A

P dir ./
Teorem 1.4.2.
Eger § ,bir 6z 2-yap1 ve A, S yap: i¢in bir ¢akigun matrisi ise

det(A.AT) = fIni [1 + A i l/nj]
i=1 =1

> dir ./
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v> k olmak tizere (v, k,A) parametreli kare 2-dizayn bir simetrik dizayn olarak

tamunlanir.Simetrik dizaynlar i¢in

ve A cakigum matrisi igin

AJ, =T, A=kJ,

"dir.

Teorem 1.4.3.(Fisher Egitsizligi)

v> k olmak fizere eger S ,bir 2-(v,k,A) parametreli dizayn ise v< b ’dir./
Teorem 1.4.4.

Eger & , v noktali bir 6z 2-yap ise

f[ni [1 +A 2”: ]./Ilj]
i=1 i=1

bir tamsayinin karesidir./
Ayrica t > 2 olmak tizere kare birbigimli t-yapilar ilgilenecegimiz simetrik dizayn-

lardar.
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BOLUM II
SIMETRIK DIiZAYNLAR

2.1 Residual Yapilar

Eger y ,bir 2-dizayn olan D 'nin keyfi bir blogu ise ne DY ne de D, dizayn olma-
yabilir. Bununla birlikte D , bir 2 -(v , k , A ) simetrik dizayn ise D ’ nin herhangi
iki blogu A noktada kesigirler. Bu nedenle D simetrik dizayn oldugu zaman Dy ve
DY birbi¢iinli yapilar olmak zorundadir.

Dy yapisimn blok genigligi A , DY 'nin blok genigligi ise k - A 7 dar. Fakat genelde
Dy ve DY tekrarh bloklara sahip olabilir ve dizayn olmayabilirler. Bununla birlikte
eger 2k <v ise DY her y blogu i¢in bir 2-dizayndir.

Teorem 2.1.1.

2k <v olmak tizere eger D bir 2-(v, k,A) dizayn ise D dizaymn herhangi y blogu
igin DY bir 2-(v —k,k — A, A) dizayndr.

ispat:

y blogu k elemanh oldugu i¢in DY yapuun bir blogundaki nokta sayis1 v —k “dir.
D dizaymimn herhangi iki blogu A noktada ¢akigtigindan DY * nin her blogunda
k — A nokta vardir.

DY yapimn iki noktadan gegen bloklar1 D dizaynin ayni noktalardan gegen bloklar:
oldugudan , DY yapinum her nokta ikilisi A tane ortak blok tizerindedir. Simdi DY
yapuun tekrarh bloklan olmadigim gostermeliyiz.

Eger DY yapiun iki blogu aym nokta kiunesi ile ¢akigun halinde ise D dizaym k— A

ortak noktali en az iki blogu icermek zorundadir .
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2k <v ve teorem 1.1.2.(c)’den
rtk — 1) = A(v —1)
k(k —1) > A(2k — 1)

’dir. Buradan

2V <k yada A<k— A

elde edilir. Bu nedenle D dizaymn herhangi blok ikilileri A noktada ¢akigicagimdan
DY tekrarl bloklara sahip degildir.Yani DY dizayndir.

Teoremin kargits da dogrudur.Yani eger bir 2-dizayn olan D , her y blogu i¢in DY
bir 2-dizayn Ozeligini tasiyorsa, simetriktir./

Teorem 2.1.2.

Eger D trivial olmayan bir 2-(v,k,A\) dizaym,D¥ bir 2-dizayn olacak gekilde bir y
bloguna sahipse ,simetriktir.

ispat:

D dizaymn herhangi x blogu segilip geride kalan bloklar: x;xs...xp—1 geklinde eti-

ketlensin.

xNx; i=1.b—-1

kiimesindeki noktalarin sayisi ny; olsun. P noktasi x blogu tizerinde ve x # z
olmak tizere (P,z) bayraklarimun sayisi iki yoldan hesaplansin.

P noktas: i¢in k segenek oldugunda z blogu i¢in r-1 segenek vardir. Bu ytizden
(P,z) bayraklann sayis1 k ( r-1) ’dir.Bununla birlikte her x; i¢in P noktasinin ny ;

secenegi vardir. Bu nedenle
b—1
-_5 Dy
i=1
bayrak vardir. Buradan

b—1

D ngi =k(r—1) (1)
i=1
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elde edilir. Benzer bigimde P # Q z # x  olmak {izere P, Q noktalarindaki
(P,Q,z) 2- bayraklann sayisi

b—1
Y ngilngi — 1) =k(k—1)(A—1)
i=1

‘dir. wy , nx; ‘nin ortalama degeri olmak iizere

bt Dy i k(r — 1)
W":§(b—1) -1

ifadesi

b—1
Z(nx,i —_ Wx)2
i=1

'nin agilhiminda yerlegtirilirse

b—1 b—1 b-1
Z(nx,i —wy)? = Z nZ; — 2wy Z ny; + (b — 1)w?
i=1 i=1 i=1

b-1 b—1
= an,i(nx,i —1)—(2wx — 1) an,i + (b —1)w?
i=1 i=1

(r—1)
(b—1)?

k(r —1) 9
= k(k — 1)\ — 1) — (zm - 1)k(r —1)+(b-1)k
elde edilir.

ispa,t i¢in bu ifadeyi ilerletmeye gerek yoktur.Bu deger orjinal x blogundan bagimn-
s1zdir. Bu nedenle bu deger bir blok i¢in sifirsa her blok i¢in sifir olacaktar.

DY bir 2- dizayn oldugundan bir bigimlidir ve her blok aym sayida eleman igerir.

Bu sayiya k' diyelim. D dizaynin herhangi ¢ blogu i¢in ¢ # y oldugundan

leny| =k —X



dir. ny; =k — k' yazilirsa
Y, ¥y

_ Dy,i
Wy = ‘i hH-—1
=1
B b—1 k— k'
4 b1
i=1
k—¥
o1 (b-1)
=k-—K
bulunur. Buradan
nyi=k—k'=wy
ya da
b--1
Z(ny,l wy) =
i=1
"dir. Bundan dolay: her x blogu igin
b—1
Z(nx,i —wy)? =0
i=1

"dir. D trivial olmadig igin 2 < k <v ve Fisher egitsizliginden bir 2 -(v,k,\) dizayn
olan D igin v> k olmak {izere v< b ’ dir. Teorem 1.1.1. (b) ’ den t > 0 olmak
iizere

bk =v r’ dir.

v>k wv<b bk=vr

egitsizlilerinden r > 1 elde edilir.Bu da P noktasimndan gegen bagka bir blogun var-
Ligin ispatlar. Yani wy > 0’ dir. Buradan her i igin ny ; = wy oldugundan diger
bloklar x bloguyla wy > 0 noktada cakigirlar. Ayni zamanda bir y blogu da x
bloguyla wy noktada ¢akigir. Bu yiizden her y blogu i¢in

Wy = Wy

> dir. Bu nedenle D ’nin herhangi iki blogu w, noktada ¢akigir. Ispatlanmas:

gerekende budur./
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Eger S , v —1 bloklu bir 2-(v —k,k — A\, A) dizayn isc D quasi-residual 2-dizayn

olarak adlandirihir. Bir (v,k,A) parametreli simetrik dizayn icinv=b ve k==

oldugundan
(v -DA=kk-1)
ya da
_k(k—1)4+ X
T

’dir. Bununla birlikte eger (v,k,A) bu bagintiy1 saglayan tamsayilar ise bu bagmt:
bir 2-(v,k,\) simetrik dizaymn varligim garantilemez.Simdi v,k,A degerleri 6nemli
simirlamalar saglamadikga 2-(v,k,A) simetrik dizaymn varolmadigim ispatlayaca-
g1z.
Teorem 2.1.3 : Bruck - Ryser - Chowla Teoremi
v,k, A parametreleri (v —1)A = k(k—1) esitligini saglayan tamsayilar ise D simetrik
dizaymm varlig i¢in agagidaki kogullar gereklidir: |
(a ) Eger v ¢ift ise k -\ bir tamsayimin karesi geklindedir.
(b ) Eger v tek ise

2% = (k — A2 + (=1) 7 ay?

denklemi x ,y ,2 , tamsayilarn i¢in agikar ¢oztinden farkli ¢ozitime sahip olmalidir.
ispa,t :
(a) S, v noktal: bir 6z 2-yap: ise

AAT =N+ )7,

dir. Burada 1; = k; = k olmalidar.

Buradan
n =7r; — A
=r—2A
=n

elde edilir.
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Teorem 1.4.4 'den

f[n; [1 + Ail/nj]

bir tamsayinmn karesidir. n; = n yazilirsa

n’ (1 + )\E) =n""Yn+ )
n
— nv-—l k2
elde edilir. v ¢ift oldugundan v —1 tektir.Bu durumda n®~! ’in bir tamsaymn

karesi olmasi i¢in n bir kare olalidir.

(b)

Her pozitif tamsay: dort tamsayimn karesinin toplamudir. (1)
Ayrica
(b + b3 + b3 + DI)(x] +x; +x5 +x3) =y +y3 +¥5 +v3 (2)

elemanter 6zdegligini kullamriz.Bu esitlik culer tarafindan bulunmugtur.Burada

Y1 = b1x1 — bng — b3X3 = b4X4
¥z = baxy + bixa — bsxs + baxy
y3 = baxi + baxz + bixz —baxy

y4 = baxy — bsxg + baxs +bixy

dir.

D, 2-(v,k,A ) parametreli bir simetrik dizayn olsun.
D’ nin noktalarr P Ps...P,

D’ nin bloklar €1C2...Cy

ve A = (aj;) cakigum matrisi olsun.

X1X2...Xy 1= 1... v ’yi lineer bagunsiz degiskenler olarak alalim.
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v tane lineer

v
Li = E aij Xj
j=!1

formunu belirleyelim. i = 1,2, ..., v olinak {izere

Ly =anx +apxs + ...+ ajeXy

Ly = ag1x1 + ag2%x2 + ... + azeXe

Ly = ay1X1 + ap2X2 + ... + 850Xy
yazalim. Simdi L? -+ L% + ... + L2 ifadesini hesaplayalim .
L2 . ( 2
1 = (a11X1 + agaXa + ... + 21,Xy)

2 .2 2 .2 2 .2
= a7 X1 +a7yXy + ...+ ag,X,

+ 2(aj1a12X1X2 + a11213X1X3 + ... + 819B1v—1XoXv—1)

L2 — ( . 2
5 = (ag1x1 + a22X2 + ... + a24Xy)

2 2 2 2 2 2
= a5 7] tayr; + ... +a3,7,

+ 2(az1a22%1 22 + a21a232123 + ... + A2p02p—1TpTy—1)

2 2
Lv = (alel + ayexz + ...+ avvxv)

2 2 2 2 2 2

= Ay X7 F ayeX3 + .. Ay, X,

+ 2(534211331,'2}(1)(2 + aprayzxiX3 + ...+ ayp—1 avvxv—lxv)

geklindedir.



17

2, 12 2 _ .2 .2 .2 2 22,2 o2 2 .2 2
LI+ L5+ ... + Ly = al1x] + ajaxs + ... + aj,x, + a3;x7 + a3oX;

+ ..+ a%vx?) + ...+ af,lx% + af,zxg + ...+ afwx?,

+ oo+ 2(an1802X 1 X0 + ap1a13X (X3 + . 81— 1210 Xv—1X0p
-+ agjagzaX1Xg + ag1a23X;1X3 + ... + agpdgy—1XpXp—1

+ ...

+ ay18y2X1X2 + 8p1843X1X3 + ... + Bpp— 1 BypXu—1Xp

= (al, + 83, + .. +al)x] + (aly + 85, + . +aly)x;
+ o+ (a1, + 85, + o +80,)%

+ 2(aj1a12X1X2 + 811213X1X3 + ... + 81981y 1XpXp—1
-+ agjagsX) Xz -+ ag1a23X1X3 + ... + 820821 v—1XvXp—1
+...

+ ay1ay2X1X2 T 8p1243X1X3 + ... + Apy—1 avvxv—lxv)

a

a21

ayl

Bir blok olugturur.Bir blok k nokta ile kesigtiginden x; degigkeni bu blokta k tane
vardir.Buradan x2’ de k tane olur. Bu her i i¢in her ¢; blogunda gegerlidir.
i # j ise aa; gibi ise iki nokta A blokta kesigtiinden x;x; degeri A kez meydana

gelir.Bu egitlikler kullanilirsa

D24 L2412 =k(x2 4+ 2+ .. +x2) + 2M(x1X2 + X1X3 + ... + Xy_1Xy)
= k(xf 4 xg 4.+ xf,) + 2 (x1x2 + X1X3 + ... + Xp—1Xy)
2 2 2 2 2 2 (3)
+AMx] + x5+ X)) — AT+ x; 4 X))

=k-NEE+E+ )M Fxe %) =Q
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n > 0 oldugundan n’yi b? + b2 + b2 + b2 scklinde yazarsak (1) ve (2)’den

n(xf +xiyy +xte +xbys) = 37+ v Fyde +yhs (4)
yazilir.
Kabulden v tek oldugundan v=1 (mod 4) veya v=3 (inod 4) yazlabilir.
Once v=1 (mod 4) halini ele alalim.
n(x? +x2 4 .. +x2) =n(xd + x5+ x5 +x2) +n(x2 +x2 +x2 +x2)
o 00y X g Fx5_g +X5) oy

olur. (4) 't (3) ’iin sag tarafina uygular ve

Y = w
i=1
yazarsak
24124 .+ L2 =yl  4yiiyis. 4yl
+ Yoo o+ Yoy Xy 4+ AW’ (5)

=y 4. +yi | +nxd 4 aw?
Burada (2) ’yi kullanarak ve x’lerden y’lere lineer transformasyon tekil olmadign-

dan x’leri y’lere gore ¢ozebiliriz. Yani
w=x1+x9+ ..+ X,

olup bu ifade y1,y2, ..., yu—1, Xy ler cinsinden ifade edilebilir. Boylece L ve w ras-
yonel lineer formlar olmak {izere y1,¥a, ..., Yv—1, X, bagunsiz degigkenleri cinsinden
bir 6zdeglige sahip oluruz.

Eger Ly , y1 i¢in +1 katsayisina sahip degilse

Ly =y:

yazilir.Eger katsay: +1 ise
Li =—-y

yazlir.
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Her iki durumda da bu bagintiy1 yy ’i y2,¥3,..., Yo—1, Xy 'lerin lineer kombinasyonu

olarak ¢ozinek i¢in kullamrz. Buradan

Lz; =N
dir.Bu nedenle (5) 6zdesligi
L2412+ .+ L2=y2+ .. +yi | +nd 4+ aw? (6)

olur.Sonraki degigkenlere gore ya,y3,...,¥v—1 1 ¢ozmek igin

Ly = +y,

L?;—l =ty
yazilirsa sonugta

L2 = nx? + Aw? (7
elde edilir.Burada x, bagimsiz degisken , L, ve w ifadeleri x, ’ nin rasyonel kata
seklindedir.x, ’yi L, ve w da ortaya ¢kan paydalarn bir kat1 olan bir tamsay:
olarak alalun.O zaman

22 = (k — \)x% 4 Ay?

elde edilir.Eger v=3 (mod 4) ise

n(x2 +x2 o)+ =0 1)+ b nxE LX)
+ o n(xd_g + x5y x5+ X04)

ozdegligi elde edilir.Buradan
L2413+ .+ L +nxly, =yi 4y + .y + AW (8)
dir. Yukaridakine benzer bir iglem uygulanirsa

nxz+1 = Y§+1 + Aw? )

elde edilir.
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Yo+l V€ W | Xyp1 bagunsiz degigkeninin bir katidir.Bu durumda
(k — M)x? =22 4+ 2y?

denkleminin tamsay1 ¢éziimleri olmalidir. Bununla birlikte v=3 (inod 4) oldugu

zaman (—1)@_;_12 = —1 ? dir.Bu nedenle

(k — Mx? + (=1)“F 2 ay?

denkleminin tamsay: ¢oziimleri vardir./
Teorem 2.1.4.

Eger A =1, n mertebeli bir simetrik dizayn meveut ve
n=1 (mod4)

ya da
n=2 (mod4)

ise n iki tam sayimn karelerinin toplamidir.

ispat :

D, bir 2-(v,k,1) parametreli simetrik dizayn olsun.A = 1 oldugundan
n=k—A

n=k-1

k = n+ 1 yazlabilir.Bu takdirde k(k — 1) = (v —1)A , A=1vek=n+1

(n+1)n=(v-1)1

’dir.Buradan

v=n?+n+1

olur.Bu say1 her zaman tektir.Ciinkii n2 +n =n(n+1) (mod 4) ¢ift oldugundan
v tektir.

Eger v=1 (mod 4)isen=0 (mod4)yadan=3 (mod4) dir.

Eger v=3 (mod 4)isen=2 (mod4)yadan=1 (mod 4) 'diir.
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Ayricav=1 (mod 4) ise (—1)§%l = —1" dir.
Bu sebeble , BRC Teoreminden

nx? = 72 — y?

denkleminin bir ¢oztuni var olinalidir.
x =0,y =12=1 agikar ¢oziim degildir.
Eger v=3 (mod 4) ise

nx? = z? -+ y2

2 y? ) 2
2 x2 ' x2
n=a%+b?

denkleminin bir ¢oziimii var olmalhidir.Burada a ve b rasyonel sayilardir.Fakat bir
tamsayinn iki rasyonel sayinin karesinin toplami olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

bu sayimn iki tamsayinin karesinin toplami olmasi gerekir.Ispatlanmasi gerekende

budur./

2.2 Singer Gruplar1 , Fark kiimeleri ve Simetrik Dizaynlar ile iligkileri

Eger G, bir X kiimesi {lizerinde bir permiitasyon grubu ise herhangi x € X igin
G altinda x’in yériingesi x© ile gosterilir. Eger
Gx = {g € G|x® =x}
ise Gx , G ’nin bir altgrubudur.Eger G , X iizerinde gegigken ve bir x € X igin
Gx = Lise G ’ye X {izerinde dizgindiir denir.
Eger G, X {izerinde diizgiin ise birim permiitasyondan bagka hi¢bir permiitasyo-
nun sabit elemam yoktur.Bu nedenle herhangi x,y € X igin x8 = y olimak {izere
tek bir g € G vardir.Bir 2 — (v, k, A) parametreli simetrik D dizaym i¢in G, D 'nin

noktalar ve bloklar fizerinde diizglin ve ge¢igken ise G bir singer gruptur.
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Eger G, bir D 2 — (v,k, A) simetrik dizaynmn singer grubu ise herhangi bir P
noktas1 ve x blogu igin

D = {g € G|P# x iizerindedir}

alt kiimesi G ’nin fark kiimesi olarak adlandirilir.

Eger G sonlu grup ise ¢;,d;, e, 5, g € D i¢in G ’nin birimden farkli her elemam
A kere c;d;” b X kere e f; geklinde temsil edilebilirse G ’nin D alt kiimesine G
igin A - fark kiimesi denir. A - fark kiimeli G grubunun parametreleri v, k, A *dur.
|G| =v ve |D| =k ’dur.

Teorem 2.2.1.

G , k <v elecmanhi D A - fark kiimesiylc v mertebeli grup olsun. G , D fark kiimeli
D igin bir singer grubu olacak gekilde (v,k, A) parametreli izomorfizme bagh tek
bir D simetrik dizaym vardir./

Bu teoremin ispatim vermek yerine teoremi bir 6rnekle agiklamay: tercih ediyoruz.
G singer gruplu ve G ’nin bir D fark kiimesi olan D dizayna birlestirilmig dizayn
denir.

Ornek 2.2.1.

G =17, ve DD = {1,3,4,5,9} verilinig olsun. D 'nin G i¢in fark kiimesi oldugunu
ve birlegtirilmis simetrik dizaynin parametrelerini bulalim.

Coziim:

G={0,1,..,10} ve v=11

D ={1,3,4,5,9} ve k=5

1-3=9 (mod 11) 3—1=2 (mod11) 4—-1=3 (wmod11)
1-4=8 (mod 11) 3—4=10 (mod 11) 4-3=1 (mod11)
1-5=7 (mod 11) 3—-5=9 (mod11) 4—-5=10 (mod 11)
1-9=3 (mod 11) 3—-9=5 (mod11) 4-9=6 (mod11)
5—1=4 (mod11) 9—-1=8 (mod11)

5—-3=2 (mod11) 9—-3=6 (wod11)

5-4=1 (mod11l) 9-4=5 (mod11)

5—9=7 (mod 11) 9-5=4 (modl1l)
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Biitiin elemanlar A = 2 kez her blokta bulunuyor.Birlegtirilmig simetrik dizaynin
parametreleri (11,5,2) *dir./
Ornekte goriildiigii gibi fark kiimeleri simetrik dizaynlar kurmamn uygun ve ba-
sit bir yoludur.Dizaynin elemanlar singer grubu ve fark kiumesiyle belirlenir.Eger
bir simetrik dizayn devresel singer grubuna sahip ise bu simetrik dizayn o6zel bir
¢akigun matrisine sahiptir.Bunu agiklamak i¢in Ornek 2.2.1 e tekrar donelim. D
birlegtirilmig dizaynmin bloklar D + i nokta kiumeleridir.
i=0 igin D; ={0,1,3)}
i=1 i¢in Dy ={1,2,4}
i=2 icin D3 = {2,3,5}

3 icin Dy = {3,4,6}
i=4 icin D5 = {4,5,0}
i=5 igin Dg = {5,6,1}
i=6 igin Dy = {6,0,2}

D dizayuin ¢akigimn matrisi

1000101
1100 010
0 110001
1 0110 00
0101100
001 0110
0 001011

dir. Bu bir devresel matris ornegidir.Her satir veya siitun 6nceki satirdaki eleman-

lann yerini saga ya da agag devretmesiyle elde edilir.

2.3 Hadamard 2-dizaynlar

Eger D, (v,k, A) parametreli trivial olmayan bir simetrik dizayn ise
2<k <v-—2
"dir. Teorem 1.3.1 ve Teorem 1.3.2. 'den C (D) (v,v —k,v —2k + A) parametreli

bir simetrik dizayndir. C (D) dizaynin mertebesi ile D dizaynin mertebesi aymidir.
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v ve n simetrik dizayn ve bu dizaynin tiimleyeni arasinda ortak iki parametredir.
Teorem 2.3.1.

Eger D, n mertebeli (v,k, A) parametreli trivial olinayan bir simetrik dizayn ise
dn—1<v< n?4n+1 dir.

ispat:

v,n D veC (D) dizayn igin aym oldugundan 2k <v kabul cdilebilir. (Teorem
1.1.3. ve (v,k, A) parametreli t-yapr oldugu zaman k <v /2 kisitlamas: yapildigm-
dan) Bununla birlikte A(v —1) = k(k — 1) oldugundan k|A ya da k| v —1 ’dir.
k| v —1 oldugundan k ,{’ v ’dir.Bu yiizden esitlik kaldirilir ve 2k <v yazilir. A >1

oldugundan
2k <v

2k — 2\ <v -2\
(1)
2n <v —2\
2n <v

dir.Ayrica

2k <v
k% < k(v —k)
k< V(v —k)
2k < 2¢/k(v —k)
buradan

2V k(v —k) <v (2)

dir. Fakat k = n + A oldugundan

k(v —=k) = (n+ A)(v —k)
=nv-—nk+Av =Xk
=nv+Aiv —nk— Ak
=nv+Av —k(n+A)
=nwv4+Av —k?
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elde edilir. Simdi A v —k? degcrini hesaplayalim.

Y k(k—1)4+ A
A
yazilirsa
)\v—kZ:/\.E(—k———)‘l)L/\—k2
=k* —k+ A~k
=—(k—-A)=-n

elde edilir.Bu deger yukaridaki A v —k? yerine yazilirsa

k(v =k} =nv —n
=n(v —1)

bulunur. k(v —k) ’ y1 ( 2 ) ’ de yerine koyar ve karesini alirsak

2 k(v —k) <v
24/n(v —1) <v
4(n(v —1)) <v?

4n v —4dn <v?

bulunur. Bu nedenle

4n v —4n + 4n? <v? +4n®
4n* — 4n <v? —4n v +4n?
4n® — 4n < (v —2n)?
4n? —4dn+1< (v —211)2

(2n — 1) < (v —2n)?

bulunur.
2n > 1 oldugu agiktir.Buradan 2n — 1 > 0 ve (2n — 1) < (v —2n) oldugundan

v —21u > 0 olur.Bu nedenle v —2n ve 2n — 1 pozitif sayilardir.
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Buradan 2n — 1 <v —2n ya da 4n — 1 <v bulunur. Eger a,b pozitif tamsayilar
issa+b—1<ab’dir. (a#1 b#1)
A > 1 ve v > 2k oldugundan bu egitsizligi

a=A
b=v-2k+ A
i¢in uygularsak
a+b-—-1<ab

A v —-2k+A-1< ANv—-2k+ 1)

Simdi A(v —2k + A) degerini hesaplayalim. n = k — A oldugundan A = k —n

yazilacaktir.

A(v —2k + A) = (k —n)(v —2k + ))
=(k—n)(v -k —k+ })
= (k—n)(v =k — (k- X))
= (k—n)(v =k —n)
= k(v —k) — nk — n(v —k) +n?
=n® —n(v —k + k) + k(v k)
=n’—-nwv4n(v-1)

=n?—nv +nv —m

:n2~—n

buldugumuz degeri yerine koyarsak

v—-2k+2X—-1<n(n-1)
v—-2n—1<n(n-—1)

v<n’4n+1

elde edilir.
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4n — 1 <v ve v< n? + n + 1 sonuclan birlestirilirse

dn—1<v< n?+n+1

bulunur.Ispatlanmas: gereken de budur./

Teorem 2.3.1 ’in iki 6zel durumu meveuttur. Bunlar inceleyelin. Eger v=n2+n+1
ise
n(n—1)=An?+n+1-2(A+n)+ )
=An?+n+1-2\—2n+))
=An®—n+1-))
=An?-—n4+1)—\?

olur. (A = 1)(A — (n? — n)) = 0 denkleminin kokleri hesaplamrsa A = 1 ya da
A =n? — n bulunur.

Eger A =1 ise

n=k—AX\
=k—-1

oldugundan k = n + 1 bulunur.
D, bir 2-(n?+n+1,n+1,1) dizayn olur.Buradan C (D), bir 2—(v,v —k,v —2k+X)
dizayn oldugundan 2-(n? 4+ n + 1,n%,n% — n) dizayn olur.

Eger A =n? —n ise

k=n4+2A

=n2—n—l—n:—-n2

bulunur.D , bir 2-(n®24+n+1,n%,n2 —n) dizayn ve C (D) ise bir 2-(n?4+n+1,n+1,1)
dizayn olur.

Bu nedenle eger v=n?% 4+ n + 1 ise ya D ya da C (D) dizaynlar icin A = 1 ’dir.
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Eger v=4n —1 isc

nn—1)=A4n—-1-2(A+un)+ 1)
=A2n—-1-1)
=224+ A(2n—-1)

dir. Buradan

M _A2n—-1)+n* —n=0
A=n)A-(n-1)=0

dir. n =k — A yazilirsa

A=k=A)A—(k—A-1) =0
(k—2\)(k—~ (2A +1)) =0

dir.

Bu denklemin kokleri k = 2A ya da k = 2A + 1 ’dir. Eger k = 2\ + 1 ise D , bir
2-(4X + 3,22 + 1, A) dizayndur.

Bu parametrelere sahip herhangi bir dizayn herhangi bir A degeri i¢in Hadamard
2-dizayn olarak adlandirilir.Buradan C (D) , bir 2-(4A +3,2X 42, A 4+ 1) dizayndr.

Eger k = 2 ise D, bir 2-(4X — 1,2, A) dizayndir. C (D) bir

2—(4A—1,22—1,A—1)

dizayn olur ki bu da Hadamard 2-dizayndir.

Cinki4h—1=4A1-1)+3 2A —1=2(A—1)+1 'dir. Bu nedenle eger
v=4n — 1 ise ya D ya da C (D) Hadamard 2-dizayndir. A = 1 hali ve Hadamard
2-dizaynlar simetrik dizaynlarin 6zel simflaridir. Birinci béliimde so6zii edilen her-
hangi bir q asal says: icin P (2,¢q) projektif diizlemi bir 2-(q%2 + q + 1,q + 1,1)

dizayn yani A = 1 i¢in simetrik dizayndir.
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BOLUM III
BAZI SIMETRIK DiZAYN AILELERI

3.1. Projektif ve Afin Dizlemler

Daha 6nceden belirtildigi gibi n mertebeli projektif diizlem ya da simetrik bir
2-(n’+n+1,n+1,1) dizayn n = q* ( q asal say1 ) seklinde herhangi bir n tamsayis:
i¢in vardir.

Ayrica Teorem 2.1.4. 'den eger n =1 (mod 4) ya dan =2 (mod 4) ve n iki

tamsayunn karesinin toplami gseklinde degilse n mertebeli projektil diizlem yoktur.

3.2. Hadamard Matrisler ve Hadamard 2-dizaynlar

Eger bir H matrisin tiim elemanlar1 1 "ler ve HHT = nl ise n x n matrise, n
mertebeli Hadamard matris denir. Bir Hadamard natrisi yerine kisaca H-matris
yazilacaktir.

Teorem 3.2.1.

Eger H |, bir H-matris isc HT ’de bir H-matris’tir.

ispat:

HT matrisin tiim elemanlarmm +1 ’ler oldugu agiktir. HT(HT)T = HTH = nl
oldugu gosterilmelidir. HHT = nl oldugundan H tekil olmayan matristir ve tersi

almabilir.
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H'H = H'(H'H)H

= H '(nl)H
=nH'H
=nl

olur.Bu da HY bir H-matris demektir./

Eéer A ,bir n x n matris ve H,bir n mertebeli Hadamard matris ise

(AH)(AH)" = AHHTAT
= A(nD)AT
= nAAT

dir.
Buradan AH matrisinin Hadamard matrisi olmas: igin gerek ve yeter kogul AH
matrisinin her elmanmin +1 ve AAT = 1 olmasidir.

Eger Ave B nxn permiitasyon matrisleri ise AH, HB ve AHB, birer Ha-
damard matristir.

Bir genellegtirilmig permiitasyon matrisi bir satirnda ve bir slitununda sadece
bir tane sifirdan farkh eleman olacak gekilde tiim elemanlar: +1’ler veya sifir olan
matristir. Buradan tiim elemanlar sifir ya da +1 olan genellegtirilmig permiitasyon
matrisi adi permiitasyon matrisi adim alir.

Teorem 3.2.2
H ,bir n mertebeli H-matris ve A,B n x n genellegtirilmig permiitasyon matrisleri
ise AHDB ,bir H-matris’tir.

ispat:
(AHB)(AHB)T = AHBBTHT AT
=nl

olmasi igin

BBT = AAT =1
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olmasi gerektigi agiktir. AH , H matrisin satirlarimin bir permiitasyonu ve bu
satirlarm bazilan -1 ile ¢arpildigindan AH matrisinin her elemam +1 ’dir. Ben-
zer bigimde (AHB) = (AH)B, AH matrisin stitunlarimin bir permiitasyonudur ve
bu siitunlarin bazilan -1 ile carpildigindan AHB matrisin her elemmam 41 ’dir.

Buradan AHB, bir H-matristir./

H, = AH,B

olacak gekilde A,B genellegtirilmig permiitasyon matrisleri varken eger Hy, Hy

n mertebeli H-matrisler ise Hy ve Hy ,H-denk’tir. Bu n mertebeli Hadamard
matrisleri tizerinde bir denklik bagintisi tanunlar.

Teorem 3.2.3

Herhangi bir H-matris 1.satir ve 1.siitun elemanlarn 41 olan bir H-matrise denktir.
Buna H-denktir denir.

ispat:

Eger H-matrisin i. sati1 -1 ile ¢arpihirsa bu matris (i,i). elemam -1 olan fakat
kogegen iizerindeki diger elemalar1 +1 olan genellegtirilmig kogegen permiitasyon
matrisi ile carpimm olan matrise denk olur.Boylece teorem 3.1.2 ’den H matrisin
herhangi bir satirim -1 ile garpmak yeni bir H-matris olugturur.Bu H matrisine
denktir.

Benzer olarak herhangi bir siitunun -1 ile ¢arpum yeni bir H-denk matris olugtu-
rur. Boylece eger ilk elemanlar: -1 olan H matrisinin bu satir ve siitunlarim -1 ile

carparsak istenen bigimde H-denk matris elde ederiz./

Eger bir Hadamard matrisin ilk satir ve ilk stitunu +1 ’ lerden oluguyorsa H matri-
sine normalize edilmig denir.Eger ilk satirdaki elemanlar normalize edilmigse satir

normalize ,ilk siitundaki elemanlar normalize edilmigse siitun normalize edilmigtir

= )

matrisi 2 mertebeli normalize ediliniy Hadamard matristir.Bununla birlikte 3 mer-

denir.

tebeli Hadamard matris yoktur.
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Gergekte Hadamard matrisin mertebesi belli kogullarla kisitlanmgtar.

Teorem 3.2.4

Eger H ,bir n mertebeli H-matrisisen=1,n=2yadan=0 (mod 4) ’diir.
ispat:

n=1,n=2ven =4 i¢in Hadainard matrisler mevcuttur.Teoremin ispat1 n > 4
i¢in yapilacaktir. Her Hadamard matris normalize edilebileceginden H matrisi nor-
malize edilinig kabul edebiliriz.f)yleyse n > 4 i¢in bir Hadamard matris gézoniine
alinsin.

H matrisin ilk {i¢ satirindan olugan 3 X n matris ele almsin ve bu matris H; ile
gosterilsin.n’ nin sadece ¢ift oldugu biliniyor.Ispatlanmas: gereken dordiin kati ol-
dugudur.

H; matrisin n tane stitunu dort farkh tipte olabilir. Bunlar ise

11 -1 -1
H=]1 1 -1 -1
1 -1 1 -1

lerdir.Bagka bir deyigle H i¢in farkh siitun yoktur,bu stitunlarn belli sayida tek-
rar1 gelecektir.

1. stitun ¢; defa

2. stitun ¢y defa

3. sttun c3 defa

4. sutun ¢4 defa

(D) crtecates+ea=0

(2) e1(1) + e2(1) + c3(—1) + ca(—-1) =0

(8) ex(1) + ca(1) + c3(1) + ca(—1) =0

Dordiinett denklemi 2. ve 3. satirlarm i¢ ¢arpiunm alarak bulursak
(4)c1 —cg—c3—cy =0

bulunur.Amag bu sistemi ¢ozmektir.Bu sistem ¢oziliirse
C1 = C2 =(33=C4=n/4

elde edilir. n =4k isen =0 (mod 4) bulunur./
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Teorem 3.2.5.

n > 2 olmak tizere eger H normalize edilmig n mertebeli Hadamard matris ise

() TIk satir digindaki her satir elemanlanmm yans: +1 dir.

(b) 1lk siitun digindaki her siitun elemanlarimmn yars: +1 *dir.

(c) Eger H=(h;;)isel #k 1#1 k # 1 olmak tizere herhangi sabit 1 ve k i¢in
n tane (i=1,2,...n) (hy, hy;) ikilisinin n/4 tanesi (+1,41) , n/4 tanesi (+1,-1) , n/4
tanesi (-1,+1) ve n/4 tanesi (-1,-1)"dir.

ispa,t:

H, n mertebeli normalize edilinig bir H-matris olsun.Bu durunda Hadamard mat-
ris tammmmdan HHT = nl. H matrisinin 1. satir ve 1. siitun elemanlar 41 ’lerdir.
Hadamard matris tammmindan 1.satir diginda farkl: iki satir ¢arpimi sifirdir.Bu
normalize edilmig Hadamard matrisin her satirinda egit sayida +1 ve -1 oldugunu
yani her satinmn elemanlarmin yarisimn +1 oldugunu gosterir.Bu teoremin (a)
gikkinin ispatidir.

Hadamard matrisin transpozeside Hadamard matris oldugundan satirlar icin el-
de edilen bu sonug siitunlar i¢inde gecerlidir.Ciinkii HT siitunlari H Hadamard
matrisin satirlaridir.Bu da teoremin (b) sikkimin ispatidir.

H matrisin ilk ii¢ satirindan olugan 3 x n matris ele alinsin matris Hj ile gosterilsin.

H; matrisin n tane siitunu dort farkh tipte olabilir.Bunlar ise

11 -1 -1
Hi=f(1 1 -1 -1
1 -1 1 -1

"lerdir.Bagka bir deyigle H; icin farkli siitun yoktur,bu stitunlarin belli sayida tek-
ran gelecektir. Teorem 3.2.4.’de olugturulan sistemin aymsidir ve gikan sonug sii-

tunlarin kag kez tekrar edildigini verecektir.Bu sistem ¢Oziiliirse
cp=cyg =c3=c4 =nfd

Buradan n/4 tane (+1,+1) , n/4 tane (+1,-1) , n/4 tane (-1,4-1) ve n/4 tane (-1,-1)

ikilisi bulunur.
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Teorem 3.2.6.

Eger A ,bir n mertebeli Hadamard matris ve {B;} (i = 1...mn)ler s mertebeli Ha-

damard matrisler ise
A ® {B:i} = (a;Bi)
ms mertebeli Hadamard matristir.

ispat:

Herhangi n igin I, n X n boyutlu birim matris ,0, tiim elemanlar: sifir olan matris

olsun. A ve B; ’lerin her birinin elemanlart 4:1 oldugundan A ® {B;} ’nin tiun

elemanlan 41 ’dir. Bundan dolay:

(A® {BiH)(A® {B:})" =
a11B1  @12B1 ... aimBi anBY  a12Bf
a1By @By ... aymBy anBY  aBY
amle aszm o ammBm (lmlB;‘I,; asz;l;l

ve matrisin (1,j). konumundaki elemam

m m

T
E aik Biajk B; =( a»ikajk)BiBjT
k=1

k=1 =
dir.Eger i # j ise

m
Z ajkajk
k=1

asz;T

ammB;l;z

A ’nmn i. ve j. satirlarmn i¢ ¢arpimudir ve sifira egittir.Ciinkdi A bir Hadamard

matristir. Bu durumda (i,j). konumdaki eleman sifir olur.Benzer bi¢imde (i,i).

konumdaki eleman .

(>-24)BiBf =m

k=1
dir.Fakat A, Hadamard matris oldugundan

m
E :a?k =m
k=1

ve B; matrisi de Hadamard matris oldugundan

B;B! =sl,
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’dir.Bu nedenle A @ {B;} matrisinin (i,i). konumundaki cleman ms ’dir. Buradan
kégegen elemanlar: ms olur ispatlanmas: gereken budur./
Teorem 3.2.7
n > 4 olmak {izere H normalize edilinig H-matris olsun. Eger A JH ’nin birinci
satir ve birinci stitununun silimmnesiyle olugan ve -1 ler yerine sifir konulmasiyla
elde edilen (n — 1) x (n — 1) matris ise A ,bir

n—2 n—4)
2 ' 4

2—(n—1,
parametreli simnetrik dizaymin ¢akigin matrisidir. Teoremin tersi de bir
2—(4X+ 3,22+ 1,1)

parametreli dizaynin ¢akigim matrisi 4(A + 1) mertebeli bir H-matristir.

ispat :

A= (aj;)ve D

P; noktasimin y; blogu iizerinde olmas: i¢in gerek ve yeter kogul aj; = 1 olacak
gekilde

D’ nin noktalarn  PiP,..Ph_1

D’ nin bloklar1 X1X2...Xn—1

seklinde etiketlenmis gakigim yapis: olsun. Teorem 3.2.5. ’iin ispat: yapilirken elde
edilen sonucgtan Hadamard matrisin siitunlarinin yaris:1 +1 elemanh diger yaris: -1
elemanlidir.Bu sonucu kullamirsak H ’nin her siitununun elemanlarindan n/2 ta-
nesi +1, n/2 tanesi -1 ’dir. Buradan H normalize edilmig oldugundan A matrisin
her stitununda

51

tane sifirdan farkl eleman vardir.Bu yiizden D ’nin her blogu

n—2
2

nokta icerir.
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Eger P; ve P; farkli noktalar ise bu noktalarin ikisini de igeren bloklarin sayisi
A matrisinin i. ve j. satirlannm i¢ ¢arpumdir.Yine Teorem 3.2.5 'den i ve j.

satirlarm n/4
+1
+1

ortak siitununa sahiptir.
H matrisinin ilk stitunu silindiginden A matrisinin i. ve j. satirlanmn i¢ ¢arpimm

n
Z_1
4

"dir. Bu P; ve P; ’'nin secimine bagh olmadigmdan D bir

n—2 n—4)
2 7 4

2—(n—1,

dizayndir. Simdi D ’nin bir 2 — (4X + 3,2) + 1, ) parametreli dizayn oldugunu
farz edelim. A , D ’nin bir ¢akigim matrisi olsun.D simetrik dizayn oldugundan A
maftrisinin her satir ve her stitununda 2X + 2 eleman sifir 2X + 1 eleman 41 ’dir.
v-k=4A+3 -2 —-1=21+2 0 ’larm sayisi

k=2 +1 1’lerin sayisidir.

Herliangi iki nokta A ortak blok {izerinde oldugundan A matrisinin herhangi iki
satir: A tane elemam +1 olan bloga sahiptir. Bu nedenle satirlarin sadece birinde
+1 olan 2(X + 1) stitun vardir. Her iki satirda da sifir durumunda olan yani hem
P; hem Pj noktalariun bulunmadigh bloklarm sayis:
AA4+3-20+1)-A=2+1
> dir. Yani A + 1 slitunundaki elemanlar sifirdir. H ,A matrisinin ilk satir ve ilk
sttununa + 1 ’ler ekleninig ve A matrisinin -1 elemanlan yerine sifir konmug n x n
matris olsun. A matrisinin her satininda 2A + 1 tane +1 elemam bulundugundan
H matrisinin her satirinda 2X + 2 tane +1 ve 2X + 1 tane -1 elemam bulunur. Bu
yiizden H matrisinin ilk satir ile herhangi bir satirinm i¢ ¢arpim sifirdar.

H matrisinin herhangi diger iki satirimin ¢arpim i¢in A+ 1 tane blok 41 eleman,
A + 1 tane blok -1 elemanim igerir. 2) + 1 blok ters igaretli eleman igerir.

Bu sebeble H matrisinin herhangi iki satirimin i¢ ¢arpimu sifir olur ve bir Hada-

mard matris olur./
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3.3. Cameron Teoremi ve Hadamard 3-Dizaynlar

Boliim I, Teorem 1.1.4. ’den t—(v, k, ) parametreli dizaymn bir geniglemesi olmas:
i¢in gerekli kogulun

(k + D)[b.(v +1)

oldugu belirtilmigti.Bu bolme 6zeligini agagidaki teoremde kullanalim.

Teoremi 3.3.1.

Eger n # 2 ,n# 4 ,n# 10 ise bir n mertebeli projektif diizlem geniglemeye sahip
degildir.

ispa,t:

P bir projektif diizlem olsun. P* ’1 P projektif diizleminin bir geniglemesi olarak
kabul edelim. P Projektif diizlem oldugundan n?+n+1 bloklu 2—(n?+n+1,n+1,1)

dizayndir. P* geniglemesinin varligi kabul edildiginden Teorem 1.3.4 ’ii kullamirsak
(k + 1)’b.(v +1)

(n4+1+D)|(®+n+1)(n*+n+1+1)

(n +2)‘(n2 +n+1)n? +n42)

'dir.(n? + n + 1) ve (n? + n + 2) ifadeleri ¢arpanlarma ayrihirsa
n?+n+1=(mn—-1)(n+2)+3

n4+n+l=(@m-1)n+2)+4

elde edilir. Buradan
®4+n41)n?+n+2)=n0-10+2)’+7n—-1)n+2)+12 (mod n+2)
(n24+n+1)n?2+n+2)=12 (modn+2)

Buradan n + 2{12 olur. n > 1 oldugundan
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n+2l4 isen=2

11+2|6 isen=4

n+2,12 ise n = 10

bulunur Ispatlanmasi gereken budur./

Uygulamalar boliimiinde de belirtildigi gibi K bir 3-( 8, 4, 1 ) dizayn iken F bir
2-(7,3,1) dizayndir. Yani iki mertcbeli projektif diizlemdir.Burada Ks=F ve bu
nedenle 2 mertebeli sonlu projektif diizlem bir geniglemeye sahiptir.

Teoremi 3.3.2. (Cameron Teoremi)

Eger S ,bir (v,k,A) parametreli trivial olmayan simetrik dizayn, S dizaymn bir
geniglemesi $* ise agagidakilerden birisi gegerlidir:

(a) v=4X+3 k =2X+1 yani S ,bir Hadamard 2-dizayndir.
B)v=(A+2)(A?+42+2) , k=X 43X +1

(c) v=111,k =11 ,A =1 yani § 10 mertebeli projektif diizlemdir.

(d) v=495, k=39 ,A=3

ispat:
S* in bloklarimn sayisi
o)
~ k+1
Teorem 1.1.2. ’den
(k% —k+ )
- A
yazilirsa
bt = (k2 —k 4+ N)(k% —k +2))
- A2(k+1)
"dir.Bu yiizden

k4 1|(k% —~k+ A)(k* —k +2))

olur. (k% —k + A) ve (k* — k + 2)) ifadeleri carpanlarina ayrilirsa
K2 — k4 A=(k+1)(k—2)+A+2
kK2 —k+2x=(k+1)k—2)+2x+2

elde edilir.Buradan

K —k+ 0K —k+20) =20+ 1)(A+2) (modk+1)
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olur.Bu nedenle

k+ 1200 +1)(A +2) (1)

Simdi y ,§* dizaymin sabit bir blogu olsun.S* (y) yapsi, y blogu {izerinde olmayan
tiim noktalar ve $* dizaynin y blogu ile ¢akigmayan tiim bloklarindan olugur.
Eger &* dizaymn iki blogu X noktasinda gakigiyorsa bu iki blok 8% simetrik di-
zaymmn iki blogudur. Bundan dolay: A kere daha ¢akigirlar. Yani §* dizaymn iki
blogu ya sifir ya da A + 1 noktada cakigir.Bu yiizden S* (y) yapimn bloklar y ile
cakigmaz ve her blok ikilisi A + 1 noktada ¢akigir. (Yani y,5* (y) yapimun blogu
degildir).

A,B noktalar1 $* (y) yapiun iki farkli noktasi olsun. X bir nokta w bir blok olmak
tizere (X,w) bayraklarin sayist hesaplansin.Burada X noktas: y blogu tizerinde ve
A B noktalart w blogu lizerindedir. m , y blogundan gegen A,B noktalar iizerinde
olan §* dizaynin bloklarinin sayis: olsun.Bu takdirde bayraklarin sayis1 m(A + 1)
‘dir. X noktasimin her k+1 se¢imi i¢in X,A,B noktalari tizerinde A tane w blogu

vardir. Bu nedenle bayraklarin sayisi A(k + 1) ’dir.Buradan

m(A+1)=XMk+1)

_ AMk+1)

m= — T1

olur. §* dizaymmn iki noktas: tzerinde §* dizaynn k tane blogu vardir.Bu ytizden

A,B noktalar {izerinde §* (y) yapinm

k—A
k—m=~—2
AT
blogu vardir.Bu yiizden de S* (y)
k—A
0 =kt 137

parametreli 2-yapidir. Ayrica

A+ 1Ak + 1)
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olup, s bir pozitif tamsay: oldugundan k + 1 =s(A+ 1) ’dir. Egerv -k =k +1
ise v=2k+1,k =2A+1 ve S bir Hamarad 2-dizayndir.Bu (a) gikkinin ispatidir.
Bu sebeble v> 2k + 1 farzedilebilir. Bu takdirde $* (y) 6z 2-yaprdir ve Teorem
i.4.3 "den §* (y) 6z 2-yapunn bloklarinin sayisi en az v —k 'dir. Bu sebeple

k—A (v —k)(v —k — 1)
>y —
AFl KEk+D 2 E

’dir.ispatm baginda v i¢in bu ifadeyi kullanirsak
k-—MNk-A=-1D2AA+1)k+1)

ya da
K —k(2A+ 1)+ A2+ 1) > KA+ 1) +AA+1)

olmasim gerektirir.k # 0 oldugundan
k> M 4+3)+1 (2)

Bu ytizden

k+1>(A+1)(A+2) (3)

olur.(3) s > A + 2 olmasim ve (1) s < 2(A + 2) olmasim gerektirir. Bu ylizden
A+2<s<2(0+2) (4)

olur.Fakat (1)
s(A+ D2(A+ 1)(A+2)

oldugunu belirtir.Bu sebeble

2(0+2) (5)

[*2]

olur.Bundan dolay1 (5) ve (4) den
s=A+2

ya da
s=2(A+2) (6)
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olur.Eger s = A + 2 ise k = A? 4 3) + 1 ’dir.Bu teoremin (b) sikkinin ispatidir.
Eger s = 2(A + 2) ise k = 2A% 4+ 6) + 3 olur.Fakat A(v —1) = k(k — 1) olmasi
Alk(k — 1) olmasim gerektirir.Buradan

,\|(2A2 +6) +3)(2A2 4 6A + 2)

olur.Buradan da )\16 elde edilir. Eger A =1 ise k = 11 v= 111 ’dir.Bu teoreminin
(c) sikkidur.

Eger A = 2 ise k = 23 v= 254 v ¢ift fakat n = 21 iki tamsayimin karesinin toplam
degildir.Bu yiizden § dizayn yoktur.

Eger A = 3 ise k = 39 v= 495 olur.Bu teoreminin (d) sikkidir.

Eger A = 6 ise k = 111 v= 2036 olur. v ¢ift fakat n = 105 iki tamnsayimin karesinin
toplamu degildir.Bu yiizden S dizayn yoktur./

Bir Hadamard 2-dizaynin izomorfizme bagli 3-dizayna bir geniglemesi vardir.Bu
3-dizayn 3 — (4)\ + 2,2) + 2, ) parametrelidir ve Hadamard 3-dizayn olarak

adlandirihr.

3.4. Ornekler

Ornek 3.4.1.

K ’nin noktalan {1,2,3,4,5,6,7,8}

K ’nmin bloklar

k; ={1,3,7,8} ky, = {1,2,4,8} ks = {2,3,5,8}

ky = {3,4,6,8} ks = {4,5,7,8} ke = {1,5,6,8}

kr = {2,6,7,8} ks ={1,2,3,6} ko = {1,2,5,7}

kg = {1,3,4,5} ki = {1,4,6,7} kip = {2,3,4,7}

ks = {2,4,5,6} kis = {3,5,6,7}

K ’nin {i¢ noktali her kiimesi verilen bloklarla A = 1 defa kesigirler. Her blok-
ta k = 4 eleman bulundugundan yap: birbi¢imlidir.Ayrica her nokta r = 7 blok
tizerinde oldugundan yap1 diizgiindiir.Bu durumda K bir 3-(8,4,1) dizayndar./
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Ornek 3.4.2.

F ’nin noktalar {1,2,3,4,5,6,7}

F ’nn bloklar

fi = {1,2,4} f, ={1,3,7} f; = {2,3,5}

f, = {1,5,6} fs = {3,4,6} fo = {4,5,7}

£, = {2,6,7}

F ’nin iki noktali her kiimesi verilen bloklarla A\ = 1 defa kesigirler. Her blok-
ta k = 3 eleman bulundugundan yap: birbigimlidir.Ayrica her nokta r = 3 blok
lizerinde oldugundan yap: diizgiindiir. Bu duruinda F bir 2-(7,3,1) dizayndir./
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SONUCLAR
Ik olarak istatistikte ortaya cikan fakat matematikcilerin ilgisini ¢ektikten son-
ra bliyiik geligimeler gosteren dizayn teorinin temelleri tizerinde durulmugtur. Bu
caligmada
(1) Yapilar incelenmis ,tanim ve teoremleri verilmig ,elde edilen sonuglar dizayn-
larin incelenmesinde de kullanilmigtir,
(2) Simetrik dizaynlar dizerinde duruliug , bir dizaymn simetrik olmasi i¢in han-
gi kogullar1 saglamas: gerektigi ,simetrik dizaynin varliginin hangi kogullara bagh
oldugu incelenmistir,
(3) Simetrik dizaynlarnn 6zel simflar1 olan Projektif diizlemler ve Hadamard
2-dizaynlar tamimlanmmg ,ilgili teoremler i1spatlanarak aralarindaki iligkiler goste-
rilmigtir.
(4) 2-dizayn ve 3-dizaynlar inceleninig, ilgili teoremler ispatlanmng ve tez sonunda

2-dizayn ve 3-dizayn ’a ait iki 6rnek verilmistir.
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