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OZET

Noetherian ve Artinian Halkalar adli galigmamuz iki ana boliimden olugturmustur.

Birinci boliimde zincir kogullu halkalar ve bununla yakindan ilgili olan Noetherian
ve Artinian halkalar incelenmigtir.Bu boliimde ayrica Hilbert Temel Teoremi, Noetherian
halkada asal radikal ile ilgili Levitsky Teoremi, bir Artinian halkada radR 'nin bazi 6zellik-

leri, yerel halkamin homomorfik gériintiisi ile ilgili teorem, Wedderburn Teoremi v.b. gibi
tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Noetherian halkalardaki diger bazi ozelliklere ayrilan ikincei bolumiin baghica ilgi

alanlari, Noetherian halkalarda indirgenemez idealler, Cohen Teoremi, R halkasinin sonlu

tretilmig idealleriyle ilgili Nakayama Yardimci Teoremi, Krull Kesigim Teoremi v.b. dir.



SUMMARY

Our thesis named Noetherian and Artinian Rings consists of two chapters.

First chapter deals with the rings with chain conditions and the Noetherian and the
Artinian rings obtained by using the chain conditions.In this chapter we also give some
important definitions and theorems as Hilbert Basis Theorem, Levitsky Theorem on the
prime radical in a Noetherian ring, a theorem about the homomorphic image of a local

ring, Weddernburn Theorem and some properties of radR in a Artinian ring R .

In chapter I we give further results on Noetherian rings.This chapter also presents
irreducible ideals in the Noetherian rings, Cohen Theorem, Nakayama’s Lemma on a fini-

tely generated ideal of the ring R and Krull Intersection Theorem.
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BOLUM 1
ZINCIR KOSULLU HALKALAR

Degigmeli cebirin énemli bir boliimiinii olugturan Noetherian ve Artinian
halkalar temel konumuzdur ve ayrintilariyla incelenmektedir.Caligmamizda halka

denilince birimli ve degismeli halka anlagilacaktir.

Tanmm.l.1: ;| C L CI3 C...... C I, C ... olacak gekilde bir R halkasinin bir
I, I, I3, . .. ideal dizisi verilsin.
Tim m > n i¢in I, = I, olacak gekilde bir n tamsayis1 varsa R halkasi,

idealler icin artan zincir kosulunu saglar.

Ornek.1.1: Z tamsayilar halkasinda
(n)C(m) = n€(m)
= n=md

= min

sifirdan farkh bir tamsayinin farkl bolenlerinin sayisi sonlu oldugundan Z halkas:

Tanim.1.1 i agikar olarak saglar.

Ornek.1.2:  (9) C (3) C (1)

Vm>n i¢in I,=1, dr.

Ornek.1.3: R bir esas ideal halkas: olsun.
LCLCIL;C...... CI, C... geklinde R ’nin ideallerinin bir dizisi alinsin.
I =UI;, de biridealdir.R bir esas ideal halkasiydi.
= I=(a) seklinde Bir a vardir.
a€l
acl=UlI
a € I, seklinde bir ideal vardar.
I1CIr,
m2>n icin I=(a)CI,CI, dir.

R
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I, CI=UI dir.Cinki ¢=1,2,...,m,... dir.

= ICIl,CI,CI , m>n = I,=1I,
Tanim.1.2: R ’nin ideallerinin her bog olmayan kiimesi (igerme ile kismi sirali)
en azindan bir maksimal elemana sahip ise R halkasinda idealler i¢in maksimum

kosulu gecerlidir denir.

Teorem.1.1. Bir R halkasimin idealleri ile ilgili agagidaki durumlar denktir;
1-) R ’nin idealler i¢in artan zincir kogulunu saglamasi,
2-) Maksimum kogulunun, R de gegerli olmas:,
3-) R ’nin her idealinin sonlu bir gekilde iiretilmig olmasa.
ispat:
(1) = (2) oldugunu gosterelim. @, R 'nin bogtan farkli idealler kiimesi olsun.
¢ nin maksimal elemam olmasin.( Celigki ¢ikaracagz.)
p#0 = bir I, €¢p vardir.
¢ nin maksimal elemani yoktu.
= I, ¢ de maksimal eleman olamaz.
= I CI sgeklinde I, € ¢ vardir.
® nin maksimal eleman yoktu.
= I, ¢ de maksimal eleman olamaz.
Benzer sekilde I; C I, C Iy olacak sekilde I3 vardir.
Bir I, CI, CIy C... artan zincir elde edilir.R de artan zincir kogulu ge-
gerliydi. Bu artan zincir koguluna aykinidir.Bu geligki, ¢ nin maksimal elemaninin
olmadig kabuliinden ¢ikti.
¢ nin maksimal elemani olmalidir.
(2)=(3)
Simdide R de maksimum kosulunun gegerli oldugunu farzedelim.
I, R ’nin herhangi bir ideali olsun.Eger I = {0} ise I = (0) dir. Aksi halde a, # 0
olmak iizere a, € I vardir.Ya I = (a,) seklinde esas idealdir yada a, ¢ (a,)
geklinde a, € I vardir.
= (a,)C(a,,a,)C I
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Eger I #(a,,a,) ise (a,,a,)C (a,,a,,a,) seklinde a, € I vardir.

(a,) C (a,,a,) C (a,,a,,a,) C ... bir artan zincir olur.Maksimal
kogulunun oldugunu kabul etmistik.Dolayistyla bir maksimum eleman: vardir.Bu
(a,,a,,a,,...,a,) olsun.

Eger I+#(a,,a,,a,,...,a,) ise a€l , a¢(a,,a,,a,,..,a,) seklinde bir
a elemam vardir.

= (a,,a,,4a,,...,a,) C(a,a,,a,,a,,..,a,)

Bu maksimum kogulu ile ¢eligir.

= I=(a,,a,,a,,...,a,) olmak zorundadir.

Yani her ideal sonlu tiretilmistir.

Sonug olarak (2) = (3) ispatlanmg olur.

(3)=1(0)

Simdi R ’nin her idealinin sonlu tiretilmis oldugunu kabul edelim.

L CLC...CI,C... geklinde bir artan zincir alinsin. I = UI; olsun.l da bir
idealdir.R 'nin her idealinin sonlu tiretiliniy oldugunu kabul etmigtik.Dolayisiyla
I=(a,,a,,a,,...,a,) seklinde sonlu iiretilmigtir.

= a €l (k=12,...,n) , I=UI

= @, € Ul; .Yani her ¢, treteci, verilen zincirin bir I;, idealinin

bir elemamdir.ornegin ;

a, €y , a,€l, ,..., a, €I, olsun.

= aq€hCLC...C1I,

= a, €I,

Aym sekilde a, € I, C ... C I, dir.

= a,€l,

a,,a,,8,,...,a €I, dir.Bur indisi n olsun.
Boylece I’'min her tureteci I,, dedir.
= ICI,

m>n i¢in I, CI, dir.Cinki I; ler artan zincir olugturuyor-



du.

Aymi zamanda [, CUL; =1 (:=1,2,..,m.)
= ICI,CI,CI

= I,=1I,

Dolayisiyla zincir kogulunu sa@lar.ispat tamamlanmigtir.

Tamim.1.3: Idealler i¢in artan zincir kosulunu saglayan halkalara Noetherian hal-

kalar denir.

Teorem.1.2. Eger I, R Noetherian halkasimin bir ideali ise bir n € Z; igin
(\/l_')" crI dir.
ispat:
V1, R ’nin bir idealidir.Teorem.1.1'den v/T sonlu {iretilmistir.

= VI=(a,,a,,..,a,) dir.

= a,; € \/f

= al € I geklinde bir pozitif n; tamsayis: vardir.
n=ny+ny+ ..+ n,; olsun.
Simdi k; € Z ve n = k1 + k2 + ... + kp, olmak lizere af‘ .af’...ai’“ carpunlar ile
(V)™ i olugturahm.Bir ¢ (¢ =1,2,....,m) indisiigin k; > n; | a el
oldugundan af" €l dir.

= af‘.afz...af"'" €er

(VI)™ in tiim diretegleri I da oldugundan (vI)* C I dir.

Sonug: (), R Noetherian halkasinin bir primary ideali ve IJ C @ olmak tizere, T
ve J, R ’nin idealleri olsun. Bir n € Z¢ icinya I CQ yada (VJ)" CQ dur.

Not: abe Q@ , a¢Q , @ primaryideal = be+/Q (b"€Q)

Problem: IJ C Q ve J sonlu iiretilmis ise ya I C @ yada bir n € Z, igin
J*C Q dur.

Cozim: I L Q ise J" é Q.

J=(a,,a,,..,a,) ve IZQ olsun.
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= a€l , a¢ @ sgeklinde bir @ elemam vardir.

J=(a,,a,,..,a,) = a, €J
aa, €1J , I1JCQ d

aa, €Q ve a¢ @ ,Q primary

JCVQ
J=(a,,a,,..,a,) , JCQ@
a, €eJCVQ@ (i=1,2,..,n)
a, € V/Q

= a’ €@ seklinde bir n; € Z vardir.

A A A
“r‘h

n=n;+ng+..+n, olsun(a* €Q = a’€Q)

Simdi k; € Z ve n =k, + ky + ... + k,, olmak tizere afl.afz...af" carpunlan ile

J™ sistemi olusturulur. k; > n; olmahdir.
aveQ , kizn; = dieQ

= afl.(zf?...a'j" €Q

= J"CQ qkar
Sonucun ispatlz

IZQ olsun.

Yukardaki problemden J™ C @ seklinde m € Z4 vardir. Ayrica R Noetherian

oldugundan (v/J)* C J seklinde k € Z, vardir. Her iki tarafin m. kuvveti alinirsa

(V)™ C J™ ckar.
= (hmtcgm o, JmCQ .
= (VI camcQ
= (V)™ CQ , n=mkdenirse
= (VI)"CQ ckar

Teorem.1.3. (Hilbert Temel Teoremi) R bir Noetherian halka ise R[z] po-

linom halkasida Noetherian’dir.



ispat:
I, R[z] 'm sifirdan farkli herhangi bir ideali olsun. R[z]} ’in Noetherian oldugunu
gostermek i¢in, I 'mn sonlu uretilmisg oldugunu géstermek yeterlidir.
Ilk énce Yk >0 tamsayis: i¢in, I da bulunan k dereceli bir polinomun, sifirdan
farkhi en biiyiik dereceden terimin katsayilar olan r € R elemanlarim ve sifir1
igeren I kiimesini gozden gegirelim;

Ii={reR| a,+ax+..+rz¥el }u{0}
Iy C Ity olmak tizere I’min, R ’'nin bir ideali oldugu kolayca gosterilebilir.(Eger
r € It ise ilgili polinom z ile carpildiga zaman r, z**! in katsayis1 olur.Boylece
r € Ixyy olur. Iy C Ity qkar.)
a,+ax+..+rafFel |, zeR[z] , I idealdi
(@, +a,z +...+rz¥)z €I olur.
ayx+a x4+ . Fraftlelr | r#£0d.

I R

r € Ity
= I C Ligq

R, Noetherian halkaydi.Boylece R de artan zincir kosulu gecgerli oldugundan tium
k>n i¢in Iy =1, olacak sekilde bir n tamsayis1 vardir.
I da i dereceli bir f,;(x) polinomunun en biiyiik dereceden terimin katsayilan a,;
olmak tizere I; (i =1,...,n) ideallerinin herbiri sonlu tretilmis.
Ii = (a;,a,,-a,,) (i=1,..,n) seklindedir.
Simdi  mg+my+...4+m, tane f, (x) polinomunun, I’y1 iirettigini ispatlamaya
¢aligalim.

J = (forr-s Jomgr -+ fars+os fum, ) sonlu iiretilinig ve I da olacak gekilde
fi; 7 leri uygun segeriz.Yani  f, € I lerden, sonlu iretilmis bir

J = (forss Fomgr s farsoos fum, ) alnsim.

= JCI eldeedilir.( Cinki f, €l di)
Ters icermeyi elde etmek igin ve ispati tamamlamak i¢in keyfi bir r dereceli
flx) =b, +bz+..+b_,z" ' +bz" sgeklinde f(z) € I polinomunu ele
alalim.

r uzerinde tliimevarim uygulanabilir.
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Eger r =0 ise f(x)=1b, € [y C€J elde ederiz ispat biter.
I’ da olan r — 1 dereceli polinomun, f, () ile tiretilen ideale ait oldugunu farze-
delim.
r >n olmak uzere, b € I, en bityiik dereceden terimin katsayisi, R artan
zincir kogulunu saghyor ve  r > n

= r>n i¢cin I,=1, dirve bel,

= b€l,, uygun ¢, € R segilerek

b=a,c, + a,;2 ¢, +...+a,, ¢ yazlabilir.
O takdirde,

fi(x) = f(z)=—a"""(c, f, (2)Fc, [ (x)+...4+c,, f.n.. () polinomu,
I ya aittir ve derecesi r den daha kiigtiktiir.

Gergekte, bu polinomda 2" nin katsayisi,

dir.

= 2" nin katsayis1 0 dir.
=  derecesi r den daha kigliktiir.
fleyeI , f.(x)yel , I idealdi.
£(0) = F(2) = (s fur () + o fon(@) + o+, fom (2))
= fi(z)€eTI qkar.
= f(@)el ve degf(z)<r = f(z)eJ
£(8) = F(2) = & for(8) + €3 fun() + oot e, Fon ()
S f(@) = £,(2) + 27, fur ()€, Fua(8) ot e, fun () Ve fi(z) €,
foG)ed , Jideal = f(x)elJ
Eger r < n ise bel, ve I =(a,,aqa,,,..aqa,, ) oldugundan
b=d,a, +d,a,+...+d, a,  olacak gekilde d; € R vardir.
f(z) = f(z)—(d, f,,(2)+d,f,.,(z)+...4+d,,_f.. (z)) polinomu I da ve derecesi

r — 1 veya daha kiiciik olacaktir.Ciinkit bu polinomda z" nin katsayisi,



m,

b— Z’Ii"‘ri =0
i=1

oldugundan =" nin katsayis1 sifir olur.
= fiz)el , degf(x)<r—1
= filx)eJ , f,€J , J idealdi
F(2) = fo(@) + dy (@) + dy fra(@) + ot oy fo ()
fleyed
I1CJ
ICJ , JCI A
I=J , J sonl
I sonludur.

R[z] Noetherian’dir.

TR R

Sonug: Eger R, Noetherian ise sonlu sayida xy,z3,...,z, bilinmiyeni olan
Rlz1, 232, ...,¥,] polinom halkasida Noetherian’dir.

I"={0} = I uilpotent idealdir.

Vael i¢in a" =0 olacak gekilde bir n € Z;y  varsa I nil
idealdir.
I nilpotent ideal ise bir nil idealdir.

Levitsky, Noetherian halkalar icin karsitinin gecerli oldugunu ispatlamig-

tir.Yani Noetherian halkalarda her nil idealin nilpotent ideal oldugunu ispatlamis-

tir.

Teorem.1.4.(Levitsky) Bir R Noetherian halkada asal radikal RadR, R ’nin en
genig (biiyiik) nilpotent idealidir.
RadR =nN{P| P, R nin bir asal idealidir. }
ispat:
Baglangigta R Noetherian oldugundan dolayi, maksimum kogulunu kullanarak,

R ’nin maksimal olan bir N nilpotent idealini segebiliz.

= NJ = {0} dur.
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Bizim ¢abamiz, N ’'in, R 'nin en genisg (maksimum) nilpotent ideal olma-

stdir. (Tim diger nilpotent idealleri icermesi manasmdadlr.)ispatta bunu elde

etmek i¢in, Ny, R 'nin herhangi bir nilpotent ideali olsun.

=

=

=

=

=

NF ={0} dir. O takdirde (N 4 N,y*¥={0} dir.
N + Ny nilpotenttir.

N C N+ N;  ve N maksimal nilpotentti.

N=N+N;

N, CN dir.

Boylece N, R ’nin en genis nilpotent idealidir.

Her nilpotent ideal, nil idealdir.

N bir nilpotent ideal ise nil idealdir. Boylece N ’in her elemam nilpotenttir.

RadR, R ’nin tum nilpotent elemanlarimin idealidir.Ayrica N ’nin her elemam

nilpotentdi.

=

N € RadR dir.

Karsitim gostermek i¢in @ + N ’in, R/N bolim halkasinin bir nilpotent

elemam oldugunu farzedelim.

=

LR R R R A

(a+ N)" =N geklinde bir ne€ Z; vardir.
a®+ N =N

a” €N

a® € N, N nil idcaldi.

(a")™ =0 olacak gsekilde m € Z; vardr.
a" =0

a, R 'nin nilpotent elemamdar.

(a) esas ideal ve nilpotent idealdir.

(a) nilpotent ideal, N maksimum nilpotent idealdir.

(a) SN

a€(a) CN
ae N
at+N=N

R/N bolim halkasi, sifirdan farkl nilpotent eleman icermez.
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Ayrica RadR/N, R/N ’in tiim nilpotent elemanlarim igerirdi.
RadR /N = {N}. Yani sifir asal radikale sahiptir.

Biz biliyoruz ki;

RadR, R/N asal radikalsiz olacak gekilde R ’nin en kiigiik idealidir.
= RadR CN dir.
= RadR =N ve N, R ’nin en genis nilpotent idealidir.
= RadR, R ’nin en genig nilpotent idealidir.

Sonug 1: Bir Noetherian halkada, bir nil ideal nilpotenttir.
ispat:
ac I , I nilideal olsun.
= a"=0
= a nilpotent elemandir.
= «a € RadR
= I C RadR
= I" C (RadR)"
Ayrica RadR, R ’nin en genis nilpotent idealiydi.
= (RadR)" = {0}
= (RadR)" ={0} , I™C(RadR)"

= I" C {0}
= J" = {0}
= I nilpotent idealdir.

Sonug 2: Bir yaribasit Noetherian halka sifirdan farkh nilpotent ideal bulundur-
maz.
ispat:
I # {0} nilpotent ideal olsun.
= I nil idealdir.
R yaribasit halkaydi. = radR = {0}
Her nil ideal radR tarafindan igerilir.

= I CradR = {0}
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= IC{0}

= I={0}
Tanim.1.4: R ’nin ideallerinin bir I, D I, D ... D I,, D ... azalan zinciri verilsin.
I, = I41 = Ih42 = ... olacak gekilde bir n tamsayisi varsa, R, idealler i¢in azalan

zincir koguluny sajliyor denir.

Teorem.1.5. Bir R halkasmn idealleri ile ilgili olarak agagidaki durumlar denktir;
1-) R ’nin, idealler i¢in azalan zincir kogulunu saglamasi,
2-) R ’nin ideallerinin (icerme ile kismi sirali) her bog olmayan kii-
mesinin, bir minimal eleman icermesi.

Bu sartlardan birini saglayan bir halkaya, Artinian halke denir.

Teorem.1.6. Eger R Noetherian (Artinian) halka ise R 'nin homomorfik imajida
Noetherian (Artinian)’dir.
ispat:
f, R Noetherian halkasindan R' 1izerine bir homomorfi olsun.
R' ’niin ideallerinin bir
Ill - 12' cC..C In' C ... artan zinciri ele alinsin.
k=1,2,... i¢in Ix = f~(I,) dur.
O takdirde,

LCLC...CI, C..

R ’nin ideallerinin bir artan zincirini tegkil eder, R Notherian halkaydi.
= Tiam m>n i¢in [I,, = I, olacak sekilde n vardir.
f uzerineydi. = Her Ikl igin Ik' = f(Ix) seklinde I vardir.
In=1, idi. = I,=fI,) , In.=1I,
= In; = f(Im) = f(In) = In’
. n=1)
Yani m >n igin I, =1, dir.
= R’ ’tinde artan zincir kogulu saglanir.

= R', Noetherian halkadr.
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Eger f=nat, : R—-R/I , nat,(a) =a+I olarak alimrsa agagidaki

sonug ¢ikar.

Sonug: Eger I, R Noetherian (Artinian) halkasiin bir ideali ise R/I boliun hal-
kasida Noetherian (Artinian)’dir.

f:R—->R/I | f=nat, olarak ahmrsa, f homomorfi, R Noetherian’d1.
Boylece R/I da Noetherian halka olur.

Yardimc1 Teorem:
1-) JC K
2-)JNI=KnI
3-) J/I = K/I olacak sekilde I,J, K, R ’'nin idealleri ise J = K
dur.
ispat:
K C J oldugunu gostermek yeterlidir.
Bir k € K alahm.
= k+IeK/I , J/I=K/I d.
k+IelJ/I
k+I=j+ 1 seklinde bir j € J vardir.
k—jel = k—-j=i€el geklinde: vardir.
JCK ve jeJ d.
J € K elde edilir.
kek , j€NK
k—jeK |, k—j=1
e K , 1€l du
te KNI , KnlI=JnI
reJnlI
red , i=k—3 du
te€dJ , k=i+j
tedJ , k=i+5 , jeJ

L2 R A 2 R

k=i+j5€J
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b 4 44
=

Teorem.1.7. I, R ’nin bir ideali olsun.Eger I ve R/I ’min herikiside Artinian
b

halkalar ise R de Artinian’dir.

Teorem.1.8. I, R ’'nin bir ideali olsun.Eger I ve R/I 'min herikiside Noetherian
halkalar ise R de Noetherian’dr.
ispat:
Ji CJp C...C J, C..., R nin ideallerinin artan bir dizisi olsun.
I ideal oldugundan J; N I larda ideallerdir.
JThCJ,C...CJ, C..di
= NI CJy,nI C..C J,NnI C... zinciri alinsin.
nat, Ji = Ji/I olmak lizere,
J /I CJp/T C ... C J,/I C ... geklinde R/I ’min bir idealler zinciri
alinsin.
I ve R/I Noetherian’d1.Boylece sirasiyla r ve s gibi sayilar vardir ki,
m>r wn J.NI=J,NI,
m>s igin  J/I=J,/I dir.
= n,r ve s den biiyiik olmak tizere
Tim m>n i¢n JyNI=J,N0I |, J,/I=J,/I dir.
JiCJ,C...CJ,C ... di.
= m2>n i¢in J, CJ, dir.
JnCJIm 5 JufI=Jn/I, JuNI=J,NI veyukardaki yardimci teoremden
= m>n i¢n J,=J, dir.
Boylece R, Noetherian halkadir.

Teorem.1.9. Bir R Artinian bolgesi (tamhk bolgesi ve Artinian halka) bir cisim-

dir.
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ispat:
ispat i¢in, R ’nin sifirdan farkli her elemanin ¢arpimsal inverse sahip oldugunu
gostermek yeterlidir.

Bir 0#a€R elemamn alalim.

(a) 2 (a?) 2 (a®) 2 ... idaellerin azalan zincirini ele alalim.

R, Artinian bolge oldugundan azalan zincir kogulunu saglar.Azalan zincir
kogulu ile bu zincir, sonlu uzunlukta olmalidir.Boylece

(a) 2(a?) D (a®) D ... 2(a™) = (a") = (a"*?) = ... dur.

O takdirde,

a” =ra™*t! olacak sekilde bir r € R vardir.Ciinki;
(an):(an+1) = an E(arz):(an+1)
= an e (an+1)
= a"=ad"'r , reRr.

R, tamlik bolgesi oldugundan sifir bolensizdir.

R de kisaltma ozelligi vardir, a® = r.a™*! di.

= a" =r.a"

= 1l=ra , 03# a€ R oldugundan R de sifirdan farkli her

.a

elemanin inversi vardir.

Boylece R cisimdir.

Sonug: Yalniz sonlu sayida idealleri olan bir tamhk bolgesi, bir cisimdir.
ispat:

a, R’nin sifirdan farkh elemam olsun.n € Z; olmak iizere (a™) esas ide-
allerin kiimesini gézonune alahm. (a") = {ra" | r € R }

R, sonlu sayida farkh ideallere sahip oldugundan m < n ve m,n € Z,
olmak lizere (a™) = (a") dir.

’

= a™=ra" olacak sekilde r € R vardir.

1

= a"=ra"""ma™

= 1= 7.'an—m - (T'an—m—l) a
[

= a 1 N L 1
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R ’'nin sifirdan farkli her @ elemamn inversi vardir.Dolayistyla R cisimdir.

Teorem.1.10. Eger R, bir Artinian halka ise R ’nin her 6z asal ideali, bir mak-
simal idealidir.
ispat:
I, R ’nin bir 6z asal ideali olsun.
I, asal ideal oldugundan R/I bir tamhk bolgesidir.Ayrica R Artinian oldugundan
R/I bir Artinian’dar.
R /I Artinian bolgedir ve teorem.1.9 ’dan
= R/I cisimdir.

= I maksimal idealdir.

Sonug: Bir R Artinian halkada radR =RadR dir.
ispat:
Teorem.1.10 ’dan her asal ideal, maksimal idealdir.
= { Asal idealler } C { Maksimal idealler } (1) elde edilir.

Ayrica her maksimal ideal, asal idealdir.Ciinkii I herhangi maksimal ideal

olsun.

R/I cisimdir.

R/I tamhk bolgesidir.

I asal idealdir.

{ Maksimal idealler } C { Asal idealler } (2) elde edilir.
(1) ve (2) den  { Maksimal idealler } = { Asal idealler }  cikar.
= N{ Maksimal idealler } = N{ Asal idealler }  dir.

= RadR =radR clde edilir.

R

Teorem.1.11. Her Artinian halka herbiri maksimal olan yalmzca sonlu sayida oz

asal ideallere sahiptir.

Teorem.1.12. Eger R, bir Artinian halka ise radR, bir nilpotent idealdir.
ispat:

radR 2 (radR)2 D) (radR)3 2 ... azalan zinciri alinsin.
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R, Artinian halka oldugundan  (radR)" = (radR)"*' = ... olacak sekilde bir
n € Z, vardr.
I = (radR)" diyelim.O takdirde, I CradR ve I?=1 dur.Ciinki

(radR)" CradR , I=(radR)" di

= ICradR dir.
Ayrica

(radR)" =... = (radR)"*" =... di

= (radR)" = (radR)*"

= I =1? dir. Bizim amacimz I = {0} oldugunu gostermek-
tir.Clinkii (radR)"™ = {0} oldugunu gostermek istiyoruz.Ayrica I = (radR)"
di.
I # {0} oldugunu kabul edip ¢eligki gikarahm.

(1) JCI

(i) JI#10)
olacak sekilde R ’nin tiim J ideallerinin kiimesini ele alalim.Bu kiime I ’y1 igerdi-

ginden bogtan farklidir. Clinkii,

G) ICI,
(i) ILI=I*=1+#{0)
= I.I# {0}

= I bu iki sart1 sagladigindan kiimeye ait olur.
Boylece bu kiimenin minimal elemam vardir.Bu K olsun.
= K, (1) ve (i) sartlarim saglar.
= KCI ve KI#{0} dir.
KI # {0} oldugundan aI # {0} olacak sekilde bir a € K vardir.
Boylece (al)I = al*? = al # {0} = (al)I #{0} dir.
al CK dir.Cinki ae€ K , K idealVreICR = arckK
= alCK
= alCK ve KCI
= alCKCI di.
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= alCI , (al)I#{0}

= al, bu kiimeye aittir. al C K ve K bu kiimenin en kiguk
elemamydi.

= al =K olmaldr.

al=K , a€K

= ab=a olacak gekilde bir b€ I vardir.

= bel , ICradR idi.

b€ radR

1 -5, 7R ’nin tersinir elemam olmalidir.

4 4 4

(1-b)c=1 sgeklinde bir ¢ € R vardir.
a=al=a(l-ble=(a—abe=(a—a)e=0c=0
= a=0, bu af #{0} ile celigir.

Bu celiski I # {0} kabulinden gkt.

= I=(radR)" ={0} dr.

= radR, nilpotenttir.

Sonug: Bir R, Artinian halkada agagidakiler gegerlidir.
1-) radR, R ’nin en genis nilpotent idealidir.
2-) R ’nin her nil ideali, nilpotenttir.
3-) R/radR, sifirdan farkh nilpotent ideal igermez.
ispat:
1-) radR, R ’'nin en genis nilpotent idealidir. ispatlayahrn;
I, R ’nin herhangi bir nilpotent ideali olsun.
= I, nil idealdir.
= I 'min her elemamn nilpotenttir.
= R ’nin her nilpotent elemam1 RadR tarafindan igerilir.
= I C RadR
R, Artinian halkaydi. = RadR =radR
= I CradR.

2-) R ’nin her nil idealinin, nilpotent ()l(il;ﬁ;unu gosterelim.
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I bir nil ideal olsun.

3') J7

Bir

=

zel i¢gin 2" =0 dir.

Her nilpotent eleman RadR dedir.

=

=

=

=

I C RadR =radR

I CradR elde edilir.
radR  nilpotent idealdi.
(radR)" = {0} dur.

I CradR .Her iki tarafin n.kuvveti ahmirsa  I"™ C (radR)"

cikar.

=

=

=

=

I" C (radR)" = {0}
1" C {0}
I" = {0} dur.

I nilpotent idealdir.

R/radR ’nin sifirdan farkh nilpotent ideali olsun.

aER

=

J # {radR}

icin  a+radR #radR  olmak tizere bir a+radR €J vardir.

N

Y

a+radR € J , J nilpotent idealdi.
(a +radR)" = radR

a®™ + radR =radR

a” € radR =RadR

a”™ € RadR  ayrica R ’nin tiim nilpotent elemanlarini RadR

1¢erir.

Y

R T e

a™, R ’nin bir nilpotent elemamdir.

(¢")™ =0 olacak gekilde bir m € Z; vardir.
a™ =0

a nilpotent elemandir.

a € RadR =radR

a € radR

a+ radR =radR  ¢eligki cikar.

J ={radR} olmahdr.
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= R/radR , sifirdan farkl nilpotent ideal igermez.
2. ispat:
radR, R ’'nin idealidir.Ayrica R Artinian halka oldugundan R/radR , Artinian
halkadir.
= R/radR ’nin en genig nilpotent ideali rad(R/radR) dir.
rad(R/radR)=radR  oldugunu gosterirsek, ispat tamamlamr.
rad(R/radR) #radR  olsun.
= a € R olmak iizere sifirdan farkli bir  a+radR €rad(R/radR)
elemam vardir.
R/radR Artinian’di. = rad(R/radR)= Rad(R/radR) dir.
= a4+ radR € Rad(R/radR)
Ayrica  Rad(R/radR) , R/radR ’nin tiim nilpotent elemanlarinin idealidir.

a+ radR nilpotenttir.

(a + radR)"= radR

a” € radR= RadR

a™ € RadR

a”™, R ’nin nilpotent elemamdir.
(a™)" =0

a"m =0

a, R ’nin nilpotent elemamdir.

a € RadR=radR

a € radR

a+radR=radR elde edilir.

Celigki gikar.

rad(R/radR)= radR

R/radR ’nin en genig nilpotenti sifir gikta.

L R T O | N R I

R/radR , stfirdan farkh nilpotent ideal icermez.

Teorem.1.13. R, zincir kogulunu saglayan bir subdirectly indirgenemez ise R nin

her sifir boleni nilpotenettir.(Yani R, primary bir halkadir.)
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ispat:
flkénce R ’yi Artinian halka olarak alalim.a € R, nilpotent olmayan bir sifir bolen
olsun.
(a) D (a*) D ... , esas ideallerin azalan zincirini g6zoniine alalim.
Bunlarin higbiri sifir ideal degildir.Ciinkii a nilpotent degildi.
= a" =0 olacak gekilde bir n € Z yoktur.
= a*#0, a*#0, ... dr.
Zincir kogulundan bir n € Z igin  (a”) = (a"*') dir.
= a" € (a™t)
r € R olmak iizere a" =r.a™! dir.
a® —r.a"t! =0
a’(l—ra)=0 , a"#0 du
(1—ra)=0 1ise 1=ra elde edilir.
a tersinirdir.
a sifir bolen degildir.
Celigkidir.Ciinkii a sifir bolendi.

(1—ra)#0 dir.

I T R T R

(1—=ra), R ’nin sifir bolenidir.
Ayrica R 'nin her sifir boleni  annRY  dedir.
= (1—ra) € annR"

Boylece 0#zx€R” iin «(l—ra)=0 dir.
= z—rra=0

Ayrica a sifir bolendi. = a € annR”
= VeeR' igin xza=0 dir.
= z—rza=0 , za=0
= x-r0=0
= z=0
=  Celigkidir.

Bu celigki, istenildigi gibi a ’y1 nilpotent olmasi i¢in zorlar.
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Sonug: Eger R, zincir kogulunu saglayan bir subdirectly indirgenemez ise R 'nin

sifir bolenlerinin kiimesi, bir nil ideal meydana getirir.

ispat:

Ilk 6nce sifir bolenlerin kiimesinin ideal oldugunu gosterecegiz.

a ve b, R 'nin farkh iki sifir boleni olsun.O takdirde ax =0 = by olacak gekilde

sifirdan farkh =,y € R vardir.

O takdirde,

0#r€R

= () ve (y) esas ideallerinin kesigimi sifirdan farkhdur.
= 0#le(z)n(y)

= le(z) , le(y)

= l=zu , l=yov

= zu=yv#0 olmak izere wu,v € R elemanlar vardir.

(a —b)zu =azu —bzu , ar=0 dir.

= (a—-bjgu=—bru , zu=yv di

= (a—=bru=-byv , by=0 du

= (a—bru=0 , 2u#0 , a ve b farkh sifir bolendi.
= a—b#0 dir.

= a—0b de sifir bolendir.

i¢in, a bir sifir bolen olmak tizere acaba ra sifir bolen midir?

a sifir bolendi. = axr =0 geklinde bir z # 0 vardir.

= (ra)r=rar=r0=0

= (ra)e=0 , z#0

Ayrica ra#0 dir.

= (ra)e=0 , z#0 , ra#0

= ra sifir bolendir.

=  Tum sifir bolenlerin kiimesi bir ideal meydana getirir.

Ayrica Teorem.1.13 ’den R ’nin her sifir boleni nilpotenttir.

= Sifir bolenlerinin olugturdugu idealin her elemam nilpotenttir.

= Sifir bolenlerin kiimesi bir nil idealdir.
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Teorem.1.14. I C radR olmak iizere I, R ’'nin bir ideali olsun.Ancak ve ancak
R yerel halka ise R/I da yerel halkadir.
ispat:
(=)
Bir yerel halkanin homomorfik imajida yerel olacagindan bu asikardir.
f:R—=R/I , R yerel halka, f homomorfi oldugundan R/I yerel halkadir.
()
R/I yerel halka olsun.
a+ I, R/I ’mn bir tersinir elemam olsun.O takdirde bir z € R i¢in
(a+I)ae+1)=1+1 dur.
= az+I=1+41
ar +r =1 olacak gekilde r € I vardir.

= r=1—axr , rel , ICradR dir.

= 1—az €radR

= 1—-1.(1—az) tersinirdir.

= 1—-1+4ax

= azr tersinirdir.

= (ax)b=1 olacak gekilde bir b elemam vardir.
= a(zb) =1

= a tersinirdir.
Qimdi ¢ ve b, R de tersinir olmayan iki eleman olsun.
= c¢+1I ve b+1 elemanlar1 R/I ’da tersinir degildir.Aym1 zamanda,
R/I yerel halkadir.
= (c+I)+(b+I)=c+b+ I da tersinir degildir.
= c¢+b, R de tersinir degildir.
= R bir tek maksimal ideale sahiptir.

Boylece R ’nin yerel halka oldugu ispatlanir.

Sonug: D C radR olmak iizere R, R ’nin sifir bolenlerinin kiimesi bir D ideali

olan bir halka olsun.Ancak ve ancak R yerel ise R/D de yereldir.
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Teorem.1.15. R, agagidaki gartlar: saglayan bir halka olsun.
1-) radR, R ’nin sifirdan farkh bir asal idealdir.
2-) radR,’yi iceren tiim idealler esas idealdir.
3-) Sifir bolenlerinin kiimesi D C radR.
O takdirde R, bir yerel halkadir.
ispat :
radR ’nin, R 'nin tiim tersinir olmayan elemanlarimn kiimesini igerdigini goster-
mek yeterlidir.
radR CradR ve 2.hipotezden radR esas idealdir.
radR= (z) olsun ve keyfi bir a ¢ radR alalim.

Amacimiz a 'nin bir inverse sahip oldugunu gostermektir.
(radR,a) esas ideal olmahdir.Ciinkii radR C(radR,a) dir ve hipotezden radR ’yi
iceren tiim idealler esas idealdi.

b ¢ radR olmak iizere (radR,a) = (b) diyelim.
= b ¢ radR dir.Clinky,
b € radR olsun.
= (b) CradR
= (radR,a) C radR olur.
= a€radR
Fakat a ¢ radR di
= bé¢radR dir.
radR= (z) = z€radR , (radR,a) = (b)
= z€(b)
Boylece uygun bir y € R i¢in x = by dir.

y = xc gibi bir.c € R vardir.

= ax€radR , z=by

= c=b€radR , b¢radR , radR asalidealdi.
= y€radR

= y€radR=(x)

=

=

x=by , y==zc
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r = bre

x(l-be)=0 , z#0 du

1—bc, sifir bolendir.

l1-bceDCradR = 1-bceradrR
1—1.(1~bc) tersinirdir.

be  tersinir. = b tersinirdir.

) =R

(radR,a) =R dir.Ayrica 1 € R di.
l=t4+ra , re€R , tE€radR vardwr.
l-ra=te€radR = 1-—raé€radR
1—1(1—ra) tersinirdir. = ra tersinir.
a tersinirdir.

R ’nin tim tersinir olmayan elemanlart radR dedir.

R yerel halkadir.

L R R A A R

Sonug: D C radR olmak tizere R bir esas ideal halkas: olsun. radR , sifirdan

farkli asal ideal olmak tizere R bir yerel halkadir.

Teorem.1.16.(Wedderburn) Bir R yaribasit Artinian halka sonlu sayida cismin
direkt toplamidar.
ispat :
R, sonlu sayida maksimal ideale sahip oldugundan ideallerin herhangi biri

ihmal edilirse digerlerinin kesigiminin sifirdan farkli oldugunu farzedelim.
Buna bagl olarak NM; = {0} olacak sekilde R 'nin M;, M,,..., M, maksimal
idealleri mevcuttur.Fakat

Viigin I; = inMk # {0} dir.
M; maksimal oldugundan R =I; + M; ve I; N M; = {0} dir.Oyleki bu direkt
toplamdir.Bylece  Nat,, : R — R/M; dogal fonksiyonu, I; "yi bir cisim
yaparak, bir I; 2 R/M; izomorfizmasima neden olur.
R =I; + M; bagitisindan dolay: herbir a € R i¢in

a=zi+y;i , zi€l; , y; €M, (1=1,2,...,n)
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yazlabilir.
k, 1 ile n arasinda bir tamsay: olsun.

i1 #k i¢in x; € I; C My olmak lizere a— zp = yp € My
dolay1

n
a—z:l:,' :((L—:lrk)—Z:L',- € My
=1

i#k

dir.Ciink1

I, = inMk 7£ {0} , x; €I
= e, CM, = ;€M

= Zﬁﬁ&h
o
= a=xr+yr , Yk € M

4

a—1rg =y € My

= a—x €M ZwiGMk
ik

n
= - Z x; € My
=1

dir.

= a—ZwiéﬂMk , NM; = {0}

=1

n
= G—Z:II,' € {0}
=1

n

= a—Zwizﬂ

1=1
n

= (z-——z.r,- , €L, , a€R
i=1

= R=L+L+...+1,

oldugundan
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demektir.

1#k dcin I, C My idi.

= ZLQMk

i#k
= Ln()_L)CIL.n M ={0}
i#k
= Ln) L={0}
i£k

R, I; ’lerin direkt toplamidir. I; lerde cisimdir. Boylece R, sonlu sayida cismin

direkt toplamidir.

Sonug: Herhangi bir yaribasit Artinian halka Noetherian’dir.
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BOLUM II
NOETHERIAN HALKALARDA DIGER BAZI SONUCLAR

Tamim.2.1: I, R ’nin bir ideali olsun.Eger I, I’y1 iceren R ’nin 6z ideallerinin
sonlu bir kesigimi degilse I’ya indirgenemez denir.Aksi halde I'ya indirgenebilir
denir.

Herhangi bir P asal ideal daima indirgenemezdir.
ispat:
P asal ideal olsun.Aym zamanda indirgenebilir olsun.Yani I ve J, P=1INJ,
PC I, PCJ saglayan R ’nin idealleri oldugunu farzedelim.

= a€l-P , beJ—-P olacak sekilde a ve b elemanlarim

segebiliz.

= a€l , bedJ , Ivelideal
= abel,J

= abelInJ , INJ=P

= abeP |, a¢P , b¢gP di
= P, asal ideal degildir.

=  Celigkidir.

= P, indirgenemezdir.

Yardime: Teorem.1: Bir R Noetherian halkada her ideal indirgenemez ideallerin
sonlu bir kesisimidir.

ispat:

Indirgenemez ideallerin sonsuz kesigimi olan R ’nin tiim ideallerinin ailesi F ol-
sun.(Eger = () bulunursa teoerem ispatlanir.)

Eger F #0 ise R Noetherian oldugundan ve Teorem.1.1’den F kiimesinde mak-
simal olan bir I ideali vardir.

O takdirde R 'nin I’y1 igeren herhangi 6z ideali, indirgenemez ideallerin sonlu bir
kesigimidir.Ciinkii I C J olsun.I, F 'in maksimaliydi.Oyleyse J ¢ F dir.Burdanda

J ’'nin indirgenemez ideallerin sonlu bir kesigimi oldugu ¢ikar.
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I € F oldugundan I indirgenemez degildir.
= I’yiigeren ve I = JN K olan J ve K idealleri vardir.
= ICJ , ICK , I, F inmaksimaliydi.
= J,K¢F dir.
= .J ve K indirgenemez ideallerin sonlu kesigimdir ve I = J N K
dir.
= I, indirgenemez ideallerin sonlu kesigimidir.Bu I € F ile ¢eligir.
= F=40 dir.

Yani her ideal, indirgenemez ideallerin sonlu bir kesigimidir.

Yardimci Teorem.2: Bir R Noectherian halkada her indirgenemez ideal primary
idealdir.

ispat:

Amacimiz R 'nin primary olmayan I idealinin indirgenebilir oldugunu gostermek-
tir.

I primary olmadigindan ab € I, b ¢ I ve a ’nin higbir kuvveti I da olmayan, R

de bir a ve b eleman cifti vardir.
I:(a) CI:(a®)C...CI:(a") C.
R ’nin ideallerinin bir artan zincirini olugturur. Bunu ispatlayahm ;

(a) 2 (a®) D ...

D (a™) 2 ...

di.

I:(a)={reR| r(a)CI }

I:(a) C I:(a?) oldugunu gosterelim.
rel:(a) olsun. = r(a)CI

= ra€l dir. Aynca a€R , I idealdi.
raa=ra® €l , ra®er(da?)
ra?2 €l , ra*er(a?)

r(a®)C 1T

b 44
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= I:(a) C I:(a®)

Eger ra™ € I ise ra™*t! € I dir.

R, Noetherian halka oldugundan I : (a¥) = I : (a**') olacak sekilde bir k

tamsayis1 vardir.
I=(I,a*)N(I,b) dir.Bunu gosterelim;
IC(I,a) ve TIC(I,b) dir.
= I1C (I,a*)n(I,b) (1) elde edilir.
(L) (L,b) C I
z e (I,a*)N(I,b) alahm.
= a=itraf=d+2r'b | rr'eR , el

= raf=d~i4+0"b Ja

= ra*t!'=(@G"-dae+r'(ab) el = VreR igin
= r(a*t)y C I = rel:(at?)
= rel:(a**) |, I:(a*)=1I:(a*t)
= rel:(a**)=T:(a*) = rel:(d)
= rakel , z=i4+rd® |, i€l
= xz€l
= (La*)n(L,b) C I (2) elde edilir.

Ayrica I C(I,a*) ve IC(I,b) dan I C (I,a*)N(1,d)
(1) ve (2) 'den I = (I,a*)N(I,b) cikar.

= I, indirgenebilirdir.

ra¥tl ¢ I

dir.

Teorem.2.1.(Noether) Bir Noetherian halkada her ideal, primary ideallerin son-

Iu bir kesigimi olarak ifade edilebilir.

Qi, primary ideal olmak tizere I =NQ; ’ye, I'nin bir primary ifadesi denir.
1

Qi lere, ifadenin primary elemanlary denir.\/Q); lerde, I ile ilgili asal ideallerdir.



30

n

Tanmm.2.2: Eger bir I = ,ﬂl (); primary ifadesi agagidaki iki sart:1 saghyorsa
1=

kalintisiz olarak adlandinlacak,

1-) @i, diger primary elemanlarin kesigimini igermez.Yani

N Qi #NQ; (G=1,2,...,n)
i#j
2) i) dn VO £/G
I = .61 Q: 1ise @; lerin yeterli kadarim thmal ederek, bir kalintisiz ifade elde

edilebilir. Bunun i¢in aym ilgili asal ideale sahip olanlarin kesigimi @’ olsun.Yani

V@i = Q= ... =/Qi
olmak tzere
Qi=QuNQiN ... NQ;
olsun.
(")yleyse Q) primary idealdir ve \/@—: = /Qix dir. Ayrica [= OQ; dir.
Q' lerin nil radikalleri birbirinden farklidir.Yani ¢ # j i¢in \/Q_; #4/Q; dir.
Cinkii /QT = VOi \/Q_'] = Q5 ve Qi #/Q; dir. Boylece

Tanim.2.2 nin 2.gart1 saglanda.

A Q' € Q. olan Q) leri atarsak, N Q' Z Q: olur.

i#j i#j 7

QQ; # NQ, olur. Tamm.2.1’in 1l.gartida saglamr.Verilen primary ifade, bu
i#] U

yolla bir kalintisiz ifadeye déniigtiiriilebilir.

Teorem.2.2. Bir Noetherian halkada her ideal, sonlu kalintisiz primary ifadeye

sahiptir.

Yardimc:r Teorem.3: R, herhangi bir halka ve I da, I = ﬁl Q); sonlu kalintisiz
1=
primary ifadeye sahip, R ’nin bir ideali olsun. R ’nin bir P asal idealinin /Q;

leri icermesi igin gerek ve yeter kogul I ’yida icermesidir.
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ispat:

(=)

V@: C P olsun.

QiCVQi , V@iCcP = Q:CJVQ:CP

= @QCP
=NQ:CP , I=NQ,
= ICP

(<)
ICP iken +Q,¢ P olsun.
V@i € P = Herbiriigin a; € \/Q; ve a;¢ P olacak gekilde bir q;
elemam segebiliz.
= a; € \/Q_;
= af‘ € ; olacak sekilde k; tamsayis1 vardir.

— k1 ks k
a=ai'ay’ ...a;"

olsun.
= Vi igin a€Q; dir
= a€ r’jQi =1 = acl
= a€l , ICP = a€P
= a:af‘aé”...aﬁ"ep
Ayrica a ¢ P dir. = af‘ ¢ P dir.
= dakr  abheP |, ¢ P |, P asalidealdi
= a2 abeP af?¢ P asal idealdi.

k3 kn
= a3’...aq," €P

ak» € P | P asal idealdi.
an, € P olmal.
Celigkidir.Ciinkii a, ¢ P di.
= V@, CP dir.

P 4l

Eger R ’nin bir asal ideali, I ’y1 iceren asal ideallerin kitmesinde minimal ise buna

I idealinin minimal asals denir.
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Teorem.2.3. Bir Noetherian halkada bir ideal, sonlu sayida minimal asal ideallere

sahiptir.

Teorem.2.4. R halkasinin bir I ideali sonlu bir kalintisiz primary ifadeye sahip
vani I = l’?lQ, ve P, R ’nin bir asal ideali olsun. Bir ¢ igcin P = /Q; ise
P =/T:(a) olacak sekilde bir a ¢ I elemam vardur.
ispat:
Verilen bir ¢ indisi igcin =~ P = /@; olsun.
I, kalintisiz primary ifadeye sahip oldugundan kl’; i Qr # QQk =TI .

= kgiQk 71

=> a € kDéiQk , a¢ I , ad¢ @; seklinde bir a elemam
vardir.
Boyle bir a elemam i¢in I : (a) € Qi C m—) (1') dir. Bumu

gosterelim;
I: (@) SV
I=nQ;CQi = ICQ:
I:(a)={reR | (a)r €I }
= x€l:(a) olsun.

= (a)zCI

= (a)zrel ve ICQ;

= ar€Q; , a¢Q; , Q; primary idealdi.
- > zeJQi

= I:(a) SVQ: (1)

V@i ¢ V(@)

a€ iQk Qr ve iQk Qi idealdi.
= a@; C .Qka , a@; CQ;
= aQiC Q=1
= a@Qi CI
= iCI:(a)
= VQiC+I:(a) (2)
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(1) ve (2) den (1') elde edilir.
b¢ V@i ve becel:(a) olsun.O takdirde,

bcel:(a) ve I:(a)={reR | (a)yrCI }

(a)bc C I

abcel , I=nNQ;, = abceNnQ;

abc € Q; = abceQ; , Q; primary idealdi, b¢ \/Q;
ac € Q);

Ayrica a € kf;iQk da.

4

= (a) C kQéQk elde edilir.
13
= cn :
(a) C k#Qk , ac€(a) = acé€ kg&iQk

= ac€ N Qr , aceQ; idi

ki
= ac€ I”;IQk =1
= a€l = a/ acel , I idealdi
=

alcel

4

(a)cCI = cel:(a)

Sonugta

b¢ Qi , beel:(a) = c€l:(a) dirve (1) dan
= VQi=+I:(a) , P=VQ; d.
= P=+/T:(a) elde cdilir.

Teorem.2.5. Bir [ = i§1 Q:; sonlu kalintisiz ifade olmak iizere, I, R 'nin bir
ideali olsun.Ancak ve ancak I yariasal ise herbir Q;, R ’nin asal idealidir.
ispat:
(«=)
Q);, R ’nin asal ideali olsun.
aeVvl = neZ ign a"€l dr. I:iilQi
= Vi ig¢in a"€Q; , @, asalidealdi
= Vi igin a€@; dr.
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aeiﬁllQ,-:I

a€el

VICI , ICVI = I=VI
I yanasaldir.

I

(=)
I=VI olsun. = I=VI=_/NQ;,=nVQ;
= I=0VQ:
Primary (gercekte asal) ideallerin bir kesigimi olarak I'nmin bir kahntisiz ifadesi
onemlidir.Olmadigim farzedelim;
I= Q\/Q_,_ olacak gekilde pozitif bir j tamsayisi varolsun.O takdirde,
i#j
I=nV@i2n QoI
i#] i#]
= ID>DNE21 = I=nNaQ,
i#y i#j
Bu, I 'nin verilen ifadesinin kalintisiz olmas: hipoteziyle celigir.
= 0V #nVQi olur.
i#]
Bundan dolay1 b¢ /Q; , b€ Q\/Q_, geklinde b vardir.
i#)
\/@; idealinin bir a eleman: alinsmn.

= a€./Q; , b¢/Q;, = abe. /Q;
be VQ; = abe JQ;
= abe Q\/QZ =1CQ;
= abeQ; , b¢ \/Q; , @Q; primary idealdi.
= a€Q
= Qi € Q; , Q;<C.Q;
= V@ =Q; = Q) oasalidealdir.
Cimki abe@; , a¢Q; olsun (bEQ;)
= a¢Q; , abe@Q; , @Q; primary idealdi.
= be/Qj=0Q
> beQ; = Q; asalidealdir.

Sonug: Bir Noetherian halkada, bir yariasal ideal, asal ideallerin sonlu bir kesisi-

midir.
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Teorem.2.6.(Cohen) Bir R halkas: ancak ve ancak her asal ideali sonlu iiretilmis
ise Noetherian’dir.

ispat:

(<)

R, Noetherian olsun.Teorem.1.1’den her ideali sonlu tiretilmis olmalidir. R 'nin
her asal idealide sonlu tiretilmistir.
(=)

R ’nin her asal ideali sonlu {iretilmig olsun.Fakat R, Noetherian olmasin.Boylece
R ’nin sonlu iiretilmeyen ideallerinin toplulugu F bog olmamalidir.Zorn Yardimer
Teoremi’'nden F bir maksimal eleman igermelidir.Bu I olsun.I hipotezden dolay,
R ’nin asal ideali degildir.

Sonug olarak, ab€ I olacak gekilde, R 'nin I da olmayan a ve b elemanlar:

mevcuttur.

(I,b) ve I : (b) ideallerinin her ikiside I’y1 icerir.Ozellikle a € I': (b) dir.Ciinkii,

abel = a(d)C1I
= a€l:(b)

dir.
I, 7 'de maksimal eleman oldugundan, bu idealler sonlu iiretilmigtir.
Boylece (I,b) = (¢1,¢2y ... ycn) ve I:(b)=(dy,d2, ... ,dn) dir.
O takdirde,
(I,b) = (a1,az, -.. ,an,b), a; € I, r; € R olmak tizere «¢; = a;+br;
dir.

a;, bd; elemanlar ile tretilen J idealini gozden gecirelim. Bagka bir deyigle

J = (ay,az, ... ya,,bdy, ... ,bdy)

olsun.

I: (b) = (dlad% te adm) = (11(b) c I
= dibel , a;€1
Vi igin bdijel , a;€I oldugundan JCI dir.
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7
I1CJ
Bunu gostermek i¢in z, I'nin herhangi bir elemam olsun.
= zel , IC(lb)
= z€(I,b) oldugundan

T = aiy1+ ... anyn + by (yi,y € R)

yazilabilir.

= a; €l , z€l |, & = ayy1+ ... apy, + by
= el

= yel:(b) = (d,dq, ... ,dn)

= y=duan+diza+ ... dnim

olacak gsekilde 2; € R elemanlar: vardir.

ICT , JCI = I=J

= T =ay1+ ... @Y +0(d12y +d2zo+ ... dpzm)

= T =ay1+ ... ap¥Yn + (bdy)z1 +(bd2)z2 + ... (bdn)zm
= z€J

= ICJ

=

=

I sonlu uretilinig bir idealdir.
Bu IeF ilecelisir.
= F =0
R ’nin her ideali sonlu iiretilmigtir.Buda R 'nin Noetherian halka olmas: demek-
tir.
Ayrica I, R ’nin bir ideali olsun. b€ R i¢in (I,b) ve [I:(b) herikiside
sonlu iiretilmis ise I da sonludur.(Qinkis I C (I,b) ve ICI:(b) dir.)

Cohen Teoremi'nin bir uygulamas: olarak, agsagidaki veriliyor.

Sonug: Eger R, herbir maksimal ideali, bir idempotent tarafindan iiretilen halka
ise R, Noetherian’dir.

ispat:

[lkénce R 'nin her primary idealinin maksimal oldugunu ispatlariz.Yani I maksi-

mal olmayan primary ideal olsun.



37

I bir M maksimal ideal tarafindan igerilecektir.Hipotezden M bir idempotent tire-
tecine sahiptir. e , 0 ve 1 den farkli bir idempotent olmak iizere M = (e) olsun.
(Eger e = 0 ise R bir cisim olur.Ispat tamamlamr.)

e(l—e)=e—e?=e—e=0 , 0l = el-e)el

ICM=() = e¢lI

= e(l—e)€l , e¢I , I primary idealdi.

= (l-e)"elCM

= (l-e)"eM

= (1-¢)" = 1~—<?)l.e+(g>1.e2+ ..—€e"e M

= 1»6:(1—6)"+(7;)e—(g)e...eM
= l—e€eM={(e)

= l—-e,eeM

= l—et+eeM

= 1€M , M maksimal idealdi.

=  Celigkidir.
Her primary ideal, maksimal idealdir.
Her asal ideal, primary idealdir.Bunu ispatlayalim;
I, bir asal ideal, ab€I ve a¢ I olsun.

= b€l olupp n=1 i¢gin b €I dir.Yani I primary
idealdir.
Sonugta

Asal ideal = Primaryideal = Maksimal ideal olur.
Hipotezden her maksimal ideal sonlu iiretilmigtir.Boylece R ’'nin her asal ideali

sonlu tiretilmis olur.Cohen Teoremin’den R Noetherian halkadir.

Yardimct Teorem.4: I sonlu iiretilmis olmak iizere, I ve J , R 'nin iki ideali

olsun.Eger IJ=1 1ise (1—r)I = {0} olacak sekilde bir r € J vardir.
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ispat:
I’'mn ay,az, ... a, elemanlanyla iiretilmig oldugunu farzedelim.
I; (aiyait1, ... yan) idealini gostersin.
= I,y = {0} dir.
i uzerinde tiimevarimla (1 —r;)I C I; olacak sekilde bir r; € J
(¢=1,2,...,n+1) elemammnm varhgnn ispatlayacagiz. Ozellikle 7,44 , tcoremin
ifadesinde bahsedilen eleman olacaktir.Ciinkii;
(1= ras)I C Ings = {0)
= (1-rp4+1)] = {0}
t=1 i¢in ILi=1 ve r;y=0 ahnabilir.
= (1-0ICh
= ICL =1
Yani ¢ = 1 i¢in dogrudur.
Tiimevarim hipotezini kullanarak, I C IJ olacak gsekilde bir r; € J icin
(1-rj)ICI; olsun.
Q=) ICQ—r))IJ CL;J olur.
Herbir a; tireteci I da oldugundan (1 — r;)a; € I;J dir.
= (-r)aiellJ , I, = (ai...,as)
=> (1-riai = (aiti+ ... +anta)bi , bieJ

teb; = by, denirse (1 —ri)a; = a;b;; + ... +azb;, olur.

Boylece
n
(1-ri)a; = Zb,-kak
k=1
dir.
Sonugta

(1-ri—b)a; = Z bi,ar € Ity
k=i+1

1—rit1 = (1—r)(1—r;—b;;) alrsak,
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rig1 = 1= 141 +b;, +ri — 17 —rib;,
= Tig1 = 2ri + b, —rib;; — 7‘?
= riy1 € J
olur.
(1—ripg)I é Iiyy
= (l—rigd=00-r)Q—-ri=b) , (1-r)I C I dir.
= (I—=rig) CAQ—r,—bi); = (1—r; —b;;)ai,lit1)
= (1 —=rig) € (1 —ri—bi;)(ai,Iit1)

n
(1—ri—bi))a; = Z bi,ar € Iipa
k=1i+1

di.
= (1=rip )] C iy
ispat tamamlamr.Bu r,4 iginde gegerlidir.Yani
(L =rap)] € Ly, Loy = {0}
= (1—rp41)] = {0} dir.

Teorem.2.7.(Nakayama’nin Yardimec1 Teoremi) I, R halkasinin sonlu iire-
tilmig bir ideali olsun.Eger I(radR)= I ise I = {0} dur.

ispat:

I(radR) = I, 6nceki yardimar teoremde J = radR ahmrsa (1 —r)I = {0}
seklinde bir r € radR vardir.

Eger 1 —r, R ’de tersinir degilse 1 —r € M seklinde bir M maksimal ideali

le M , M maksimal idealdi.
Celigki

vardur.
= re€radR , radR =N{M | M,R ’'nin maksimal idealidir. }
= reradRCM
= reM , 1l—-reM
=2 1—-r+reM
=
=
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= 1—r tersinirdir.

(1—r)I = {0} ve 1-—r tersinirdir.z =(1—r)"! olsun.
= z/ (1-rI = {0}

= I = {0}

radR yerine radR tarafindan igerilen bir ideal alimirsa yine gegerli olacaktir.

Teorem.2.8. R Noetherian halkasinin bir 6z ideali I olsun.O takdirde,
?i]" ={reR | bra€cligin (1—a)r =0 }

dir.
ispat :
{reR | birael icin (1—a)r =0 } kiimesini § ile gosterelim.
Eger uygun bir a € I i¢in (1 — a)r = 0 olacak sakilde r € S ise r = ar =
a’r = ... = a"r = ... elde ederiz.Cunki
l-a)r =0 = r—ar=0 = r=a , (1-ayr =20
= (l1-a)ar =0

= ar—da?r =0

= r =ar = a°r = ... dir.
acl = ra€el , r=vracl = rel

ael = da*e€l? = ra2el? = rel?

= re QI "

Sonugta S C QI " elde ederiz.

J=nI" diyelim.(J € S)

lJ = QQ, (@i primary)  kalintisiz ifadesini gozden gecirelim.
177
IJCJ (dir.

Herbir ¢ indisiigin  J C @;  oldugunu gosterelim.
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IJ] =nQ; = I1IJCQ; Teorem.1.2’nin sonucundan
= Jlg Q: yada (V)" C Qi , neZ, dir
Bger (VI C Qi ise JCI"C (VD" C Q

= Viign J C Q; dir.

= JC QQ:’ =1J

= JCIJ , 1JCJ

= J=1J

= IJ=J ve J sonlu iretilmig, énceki yardimer teoremden
= (1—a)J = {0} olacak gekilde bir a € I vardir.

= (1-a)J ={0} , z€lJ

= (l-ax ={0} , a€l

= z€S

= JCS , J= QI”

= NI"C S

= QI" =S dir.

Teorem.2.9.(Krull Kesigim Teoremi) R Noetherian halkasinin bir 6z ideali I
olsun.Ancak ve ancak Fjl I" = {0} ise 1—-I = {1—a | a € I}

kiimesinin hi¢bir elemam R de bir sifir bolen degildir.

Sonug.1: Eger I, R Noetherian bélgesinin (0zellikle eger R bir esas ideal bolgesi

ise ) bir 6z ideal ise ‘r’w_‘flI" = {0} dir

Sonug.2: Bir R Noetherian halkasinda 1§1(rad’l€)" = {0} dir.

Ispat :

a€radR = 1-— a tersinirdir.

1 — radR ’nin tim elemanlar tersinirdir.Béylece 1 — radR ’nin hicbir elemam

sifir bolen olamaz. I = radR alimirsa ve Krull Kesigim Teoremi’nden
A (radR)" = {0}

dur.
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Sonug.3: Bir R Noetherian bélgesinde bir (a) asal esas ideal, R 'nin bir minimal
asal idealidir.
ispat:
{0} € P C(a) olacak sekilde bir P minimal asal ideal oldugunu farzedelim.
= a¢P dir.
Eger ra € P ise r € P dir.
P =aP dir.
aP = a®P = ... = a"P C Q(a") = Q(a)"

N(a)* , (a) , R ’nin bir 6z ideali ve sonug.1’den
n(@)" = {0)

{0} = P=1{0}

=  Qeligki ¢ikar.

P44
e~ Bie~ Mla
N N

N

(a) , R ’nin bir minimal asal idealdir.

Teorem.2.10. I, R Noetherian halkasinn bir ideali ve {0} = @;N@2N...NQ,
de, {0} m bir primary kalansiz ifadesi olsun. m+1 <4 < n igin /Q;N(1~1I) # 0
oldugunuve 1 <7 < m i¢in bunun gegerli olmadigim farzedelim.O takdirde,

?WOII" =N QN ...0 Qm

n=

dir.

ispat:

Teorem.2.8 de S = ?Wol I™  di.Buna bagh olarak,
n= .

S={reR | bir eael igin (l—-a)yr=0}=@Q:1 NQ2N...N Qnm
oldugunu gostermek yeterlidir.
SCQNQN...NQn
Bir r€ S alahm. (1—a)r=0 , a€l vardr.
= l1l—a€l—-I , 1—a=uzx dersek,
= ze€l-1 , zr=0¢€Q;
= xr € @
1<i<m igin V@in(1l-I)=0 ve z€l1-1Id.
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r¢v@; , rre@; , Q,; primary
1<:<m i¢gn reQ; dir.
re@r N@, 0 ...0 Qn
SChnN@nN...NQwm
anQQrw...anéS
y e NQaN...N Q, alnsin.
i > m+1 tamsayisiigin V@, N (1—I) # 0 di
= bir a € /@i N (1-1) elemam vardir.
= a€l1-I , e /@ , i>m+1
a; € /Qi = a €Q; ,yeterince biiyiik k icin

AT

= (Gm1 ---a)f € Qi , i >m+1
= ylampr .- )" € Q; , i > m+1
yeEQ N N...NQ,, d.
= Ylamyr - a)F €Q N Q2N ... N Qnm
= Ympr - EQINQN ... NQm N Q1 N ... N Qn
Hipotezden @Q; N @2 N ...N Q, = {0} du.
= ylamtr -.. an)k € {0}
= yYlampr -.- an)* =0
Ayrica ¢ > m+1 igin a; € 1 -1 du
= Amy1 ---p €11
= (amg1 ... an)F € 11
= ylamtr .- @) =0 , (amyr ...a)* € 11
= y €S
> NQ:N...NQm CS
ON@Nn...0QmCS , SCQUNQN...N Qn
= hngn...nQ, =5 , S=nI" &

n=1

o0
= HII"‘—‘QlﬂQzﬂ---ﬂQm
n=
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Yardimci Teorem.5: R, M maksimal ideali esas olan bir yerel halka olsun.
1-) Sifirdan farklh a,b € M olmak iizere (a) = (b) olmas i¢in
gerek ve yeter gart u, R de bir tersinir eleman olmak tizere a = bu olmasidir.
2-) Eger M = (p) # {0} ise p, R ’nin bir indirgenemez elema-
mdir.
3-) Eger q¢€ M ve u tersinir olmak tizere 0 # a = ¢"u
ise bu ¢arpimn tekdir.
ispat:
1-) (=)
Eger (a)=(b) ise a =br ve b = as geklinde r,s € R vardir.
a=br , b=as = a = asr
= a(l—sr) =0
r ve s den biri M de olsun.
= sreM = 1-—sr¢M olmal. Clinki;
l—-sreM , sreM = 1—-sr+sreM
= 1€M , M maksimal idealdi.
=  (Celigkidir.
= l-sr¢M
= 1—sr tersinirdir.Cink;
re€M , z7'eR = zax'eM
= 1eM , M maksimal idealdi.
= Celigkidir.
=  Maksimal idealin elemam degilse tersinirdir.
¢! = (1-sr)”!  olsun.
et/ a(l-sr)=0
= a=10
= Celigkidir.Clinki a # 0 du.
= s ve r den biri M de degildir.
= sr ¢ M

= s ve r tersinirdir.
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a = bu ve wu tersinir olsun.
= u! / a=bu = aul=b
= be(a) = (b C(a)
a=bu = a€c(d = (a) C(H
S @S , 0< @
> (@) = ()
2) M =(p) # {0}
p = ab olsun. Ayrica b tersinir olmasm. (a™! var m?)
p=ab = M=(S @
= M C (a) ve M maksimal idealdi.
= (@)=R , 1R
= 1 = a.k seklinde k € R vardir.
= a tersinirdir.
= p=uab ve a tersinirdir.
= p indirgenemezdir.
3-) ¢ € M ve u tersinir olmak tizere 0 # a = ¢"u ¢arpimmn tek olmadigim

varsayalim.Yani m > n i¢in e = ¢".u = ¢™.v olsun.O takdirde,
¢"u(l— g™ "ou) =0

dir.

Cinkit  ¢"u(l — ¢™ "vu™!) = ¢"u — ¢"vu"!

u=q"u—q"v=a—a=0 dr.
gEM = ¢""eM = " "wuleM

= 1—q¢" "wu ¢ M

= 1—¢™ ™wu~! tersinirdir.

= (1—g¢g™ "pu~H)t / ¢ "u(l — g™ "vu") =0

= q"u=0 , a=q"u

= a=0 Celigkidir.Ciinkii a #0 d.

Dolayisiyla a = q"u  ¢arpim tektir.
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Teorem.2.11. R, esas maksimal ideali M = (p) olmak iizere bir yerel halka
olsun. u tersinir olmak iizere her 0 # a € M elemaninin a = p™u seklinde bir
carpima sahip olmas i¢in gerek ve yeter sart norjl(p") = {0} olmasidur.
ispat:
(<)

M = {0

oldugunu farzedelim.
0£a€M ise a€ M= (p) dir.Boylece a =pr sgeklindebir r e R
vardir.
Eger r tersinir degilse r € M = (p) dir.
= r=ps seklinde bir s elemam vardur.
= a=pr , r=ps

= a=p’rs , s tersinir degilse s€ M = (p) dir.

= a¢€ Q(p") dir.
ne") = {0} du
=> a€{0} = a=0
Bu celigkidir.Ciinki e #0 di.
Sonugta bir m i¢gin - a =p™k ve Lk tersinir olmahdir.
(=)
{0} # Q( p") olsun.Boylece sifirdan farkh bir  a € Q(p") elemani vardir.
a€(p),a€@’),...,ac(p"),.
a € (p™)
a=pmu , wu tersinirdir.
p" =au! € (a)
(»™) < (a)

Bir k> m icin p* = p".pt"m € (p™) dir.

L R U

= pFe(pm)
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= (P") S (™)

Ayrica ac€ Q(p") di.

= ac(p")

= (a) (")

Bir k> m icin (p™) C (a) C (p*) C (p™) dir.

= () =0"

(p™) = (p*¥)  ve onceki yardimar teoremden dolay: v, R de tersinir
olmak iizere p™ =pFo dir.

= p"=pfv ve a=pTu , u ve v tersinirdi.

= a=pfvu , wvu tersinirdir.

Onceki yardimc: teoremden bu ¢arpim tek olmalidir.

Fakat 0#a=pfvu ve a=p™u seklindedir.Dolayisiyla
celigki qikar.Bu celigki a # 0  kabuliinden gikti.

= a=0 olmahdir.

= Np") = {0}

Sonug.1:
R, esas maksimal ideali M = (p) olan bir yerel halka ve :rj] M™ = {0} olsun.
Eger I, R 'nin agikar olmayan bir ideali ise bir k € Z, igin I = MF dir.(Béylece
R Noetherian’dir. Yani herhangi I ideali sonlu tiretilmigtir.)
ispat:
I, R ’'nin agikar olmayan bir ideali ve M maksimal ideali oldugundan I C M
dir.
I, R 'nin agikar olmayan bir ideali oldugundan 0 #a €I  elemam vardir.
= a€l CM=(p) , Q(p") = {0} ve  Onceki teoremden
a=p"u , u tersinirdir.
pfu € I olacak sekilde en kiiciik tamsay: k olsun.
a€l = a=ptu=pFp"Fu=pk(p"Fu) e (p*)
= ae(pb)
= 1<)
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Simdi tersini gosterelim;

pF = (pru™ | pfuel du.
pF=(pfuut el
ptel

eI

PHEI , ISk
I=pY=m" , (»
I=M*

M

R e

Sonug.2: Eger R, maksimal ideali esas ideal olan bir yerel halka ise R, bir esas
ideal halkasidir.
ispat:
Eger I={0} ise I=(0) dir.
I#{0} olsun.
= 0#a€l dir.
= a€l C M=(p)
= a€(p) = a=pl
ael = (a)CI
I ¢ (a
x €I alalim.

= ze€l C M= (p)

= x=pk
= a=pkll ' =plkl ! =akl™? € (a)
= € (a)
= IC(a)
= [1C(a) , (a)CI

= I=(a)



SONUC

Degismeli cebirin temel konusu olan radikaller, zincir kogullu halkalar ve buna bagh
olarak, Noetherian ve Artinian halkalarin temel o6zellikleri elde edildi.Ayrica Noetherian ve

Artinian halkalardaki ideallerin bu konudaki 6nemi vurguland.
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