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OZET

Adi diferansiyel denklemleri igeren baglangi¢ ve sinir deger problemleri , niimerik
analiz . fizik ve miihendislik gibi bir ¢ok alanda degisik problemlerin ¢6ziimlerinin hesaplan-
masinda karsimiza ¢tkmaktadir. Bu baglangig ve sinir deger problemleri ¢esitli yontemlerle
¢ozllebilmektedir. Bu yontemlerden biri de bu ¢aligmimin konusu olan Adi diferansiyel

denklemler i¢cin Green fonksivonudur.

Bu ¢alismamn birinei bolumunde Green fonksiyonlarinin daha iyi anlasilmas: ama-

ayla ¢ahgmalarda yardime: olacak gelistirilmis fonksiyonlar ele alinmisgtir.

Ikinci boliimiinde ise homojen yada homojen olmayan kosullara sahip sinir deger ve
baglangi¢ deger problemlerinin, homojen kisimlarinin ¢éziimlerinin trivial yada non-trivial
(asikar yada agikar olmayan) olmasina bagh olarak elde edilecek Green fonksiyonlar: yardi-

miyla ¢oztimlerinini ne gekilde elde edilecegine iligkin teoremler ve problemler ele alinmistir.



SUMMARY

We've run into the initial and boundary value problems which contained ordinary
differential equations for calculating various problems solving in lots of areas such as nu-
merical analysis,physics and engineering. These initial and boundary value problems were
solved in various technics. Also one of the technic is Green functions for the ordinary

differential equations which is a subject of this study.

First part of this study advanca functions which will support in the studies for the

purpose of better understanding of the Green functions had been considered.

And in the second part of this study, it had been considered the theorems and
problems related to how to get the results with the help of the Green functions which
will being get depending on the solving of the homogenous sections which are trivial or
non-trivial of the boundary value and the initial value problems being in a homogenous or

non-homogenous conditions.
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BOLUM I
GIRIS
1.1. Genellestirilmis Fonksiyonlar

Birc¢ok fizik problemlerin ¢ozlimiinde nokta olarak adlandirilan matematik-
sel ideallestirmeler vardir. Bir noktadaki yiik.kiitle.as: kaynagi ve gii¢ bunlardan
birkagdir.

—TE:F(I') . 0<z<L

(1.1)

y(0) =0=y(L)

sinir deger problemi, x uzunlugundaki bir telin sabit gerilimi 7 ve telin bir boltimii-
ne uygulanan kuvvet F(x) olmak tizere telin denge durumundan sapma miktarini
ifade eder. Bir baska deyisle (1.1) sinir deger problemi ikinci mertebeden bir di-
feransivel denklemin basit integrasyonu ve bu integrasyon sonucunda elde edilen
coziimdeki integrasyon sabitlerinin bulunmasi i¢in simir sartlatimn F(x) e uygula-
nacag ifade eder.

Ornegin ; Sekil 1.1 7 de gosterildigi gibi bir tele orta noktasindan kuvvet

uygulandiginda,
0 0<z< %
Fizy=4¢1 =z=4% (1.2)
0 L<a<lL

seklinde tammlamak tizere (1.1) diferansiyel denklemini ¢ézdiigimiizde;
Ar+ B <z < —éi
mm={
Cx+D L<az<lL

olur. Verilen siur sartlarmi y(x) e uyguladigimizda ve y(x) in z = % de sureklili-

gini gozontine aldigimizda,



y(0)=0 = y0)=40+B=0 = B=0 = y(2)=Az

yL)=0 = yL)=CL+D=0 = B=-CL = yx)=C(x-1L),

olur. Bu durumda ¢6zumai,

Ar
y(:v){

—A(z - L) —2L-§x§

o

<z

IN
Noft~

h

olarak buluruz. Verilen sartlan saglayan bu ¢ézumdeki A integrasyon sabiti ise
F(x) kuvvetinin biiyikligiine ve telin 7 gerginliginin biiytikliigine gore hesaplanr.
Analiz bilgilerimize gore herhangi bir noktada integral iglemi uygulanamayacagin-
dan (1.1) diferansiyel denklemini ¢ozerken F(x) in sadece (0, %) ve (%,L) arali-
gindaki degerlerini gozoniine aliriz. F(x) kuvvetini tel boyunca yayarak problemi
cozdiiglimiizde, tek bir noktadaki kuvveti hesaplamak icin yayilan kuvvet bir nok-
tadaki kuvvete yanagacak gekilde limit alinz. O halde (1.1) sinir deger problemi
L uzunlugundaki bir telin z = % orta noktasindan tele uygulanan kuvvet miktar:

icin (1.2) ile tanmimlanan F(x) i ifade eder.

F(x) bir¢ok sekilde tamimlanabilir, ancak tim F(x) ler kesinlikle,

L
/ F(z)dz =1 (1.3)

sartim saglamalidir.
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F(x) in benzer sekilde tanimlandigr iki yol gekil 1.2 de gosterilmektedir.

] newton
3

. X
sekil 1.1
Flx) Fio
{ 4
1 1
;-— [ —d ;}u—
- o t i S, /1\ _
L ¢ L L . L L L
2721 1772 ¢ 3¢ 3 3¢ L
(a) (b)
Sekil 1.2

Sekil 1.2(a) da dagihnu gosterilen F(x) fonksiyonu igin (1.1) simir deger problemini

¢ozelim. O halde,

0 O<.7'<L2_E

@_1

_= 1 L—¢ L+te
dr2 . 7 )¢ 3 T <5
0 L;E <r<lL

olur. Burada integrasyon iglemi uyguladiginuzda,



Ar+ B 0<.’L'<L2'E
1
yo)=-={ H+Ca+D gt<co< e
Ez+F e ca<L

olarak ¢oztimii elde ederiz.

(1.1) ile verilen simir gartlarim elde ettigimiz y(x) ¢ozlimiine uygulamak suretiyle

T = L;E ve x = —L—;"—E de y(r) ve y'(z) in siirekli olduklarin1 goz oniine alahim; bu
durumda,
1] L L— L :
N N e
L—- L+
5 7 Sz=L

¢ozumiu sekil 1.3 deki grafigi gosterir.

Geometrik olarak bu grafikte parabolik kisim kiiguiktir ve eni de kiiciik olur.
Sadece tek bir noktada toplanan F(x) kuvvetini bulmak i¢in ¢ u sifira yaklagtirmak
suretiyle ¢ozumun limitini aldigimizda gekil 1.3 de iki duz ¢izgi ile gosterdigimiz
kisimlar ¢ = —I; de birlegirler. ( sekil 1.4)

Bunun anlamu ,

T L

5> 0<z< %
. _ L _L
imy(z) =4 <=3

L—zx L

5 3=z L

olmak tizere fonksiyonun z = £ noktasinda % degerini almasidir. Cebirsel olarak
y 2 1r deg

v(x) ¢bziimi

.-257—_ OSIS%
y(e) = (1.5)
5 ogSesl



(1}

seklindedir.

. |
o - Parabolic

- Straight-hine . ‘

: - Straight-line

[P I, SR

; ST
sekil 1.3

a2

b

Sekil 1.4

Bu ornekle, bir noktada herhangi bir kaynak yani, gli¢,yuk, kiitle,is1 kaynag:
v.b. gibi kaynaklar iceren problemlerin kaynak dagilimi ve limit ile ¢6zilebilece-
gini agiklamaya cahgtik. Bu metod konumuzun amacidir ve bundan sonra adi ve
kismi diferansiyel denklemleri ¢6zmemize yardime: olacak tasvirler genigletecegiz.
Bunun i¢in; telin denge durumundan sapma miktarim yada ¢ubukdaki dur-
gun haldeki 1sinin iletimini yada potansiyeli ifade eden x-ckseni boyunca zamana

bagl olmaksizin tek boyutlu problemimizin oldugunu varsayalim. x=c gibi bir
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birim noktadaki kaynag: ifade etmek igin 6(z — c) ile gosterilen bir fonksiyon ta-
mmlansin. x-ekseni uzerinde bir birim noktadaki kuvveti tel boyunca yayarak
¢ozdugimiiz ornegl esas aldigimmzda, gekil 1.5 de gosterilen P.(x,c) birim puls

fonksiyonunun ¢ — 0 igin limitinin é(r — ¢) olarak tanimlandig1 kolayca goriiliir.

8r—c)= }1_:3) P_:(.l;, c) . (1.6)

6(z — c) klasik anlamda bir fonksiyon degildir. Ancak (1.6) ile gosterildigi gibi kla-
sik bir fonksiyonun limit durumu olarak tanimlanabilir. Bu fonksiyon, tanim geregi
x in ¢ den farkl: her degeri i¢in sifir ve x=c icin de sonsuz degerini alir. é(r —¢) nin
klasik anlamda bir fonksiyon almadigim gosterebilmek i¢in; bir noktadaki kaynag:

temsil eden fonksiyonlarin tamamiyla yeni bir yaklagimina gereksinimimiz vardir.

I v = Px, )
He
o | X
- § c c + ;
$ekil 1.5

Bunu agiklayalim; g(x), a < r < b arahiginda siirekli bir fonksiyon, f(x) de integ-
rallerle tanimlanan reel sayilar {izerine déniigim fonksiyonu olmak {izere g(x) ile

bu integral dontigim birlestirildiginde ;
g(r) i
£ 22 [ frgtarda

olur ve g(x) e fonksiyonel yada operator ad: verilir.



{
Yani g(x) e kars: bir say1 getiren her igleme Fonksiyonel yada Operator denir.
Bu fonksiyonel bir adi fonksiyonunu goértuntiisi olarak, é(x — ¢) seklinde kabul
edilebilir.
Genellegtirilmis 6(z —c) fonksiyonuna Dirac delta fonksiyonu denir. é(z—c),
x=c de siirekli bir f(x) fonksiyonunun x=c noktasindaki degeri tizerine bir dontigiim

gosteren bir fonksiyoneldir.
. b6(x—c)

fla) —" f(c)
(jrnegin;
e 42035
(r+1)2 21
olur.

Delta fonksiyonelinin bir integral gésterime sahip olabilmesi
6(z—~c) oo -
flz) — f(e) :/ f(x)o(x — ¢)dx (1.7)
demektir.
8(z — ¢) klasik anlamda bir fonksiyon olmadigindan (1.7) integrali ve bu
integraldeki f(z)é(z — ¢) ¢arpimi semboliktir. O halde bu sekilde bir integralle
karsilastigimizda bunu f(x) fonksiyonuna uygulanan é(z — ¢) fonksiyonelinin bir

etkisi olarak yorumlariz ve f(x) in x=c deki degerine esitleriz. Ornegin;
oo 2
2 = —
\/;oo (‘T + (l' - 1)> 6($)dx =2

/ 6(x +2)dr =1

ve

dir. Bu son integral f(z) = 1 olan fonksiyona é(z + 2) delta fonksiyonunun uygu-

landigim gosterir.

x=c de bir fonksiyonun degerini é(z — ¢) belirlediginden dolay1 a < ¢ < b

oldugu strece

b
[ fareta - exiz = fie) (18)
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dir. Bu durumda integral iizerindeki limitlerin 00 olmasi gerekmez. Eger x=c ,

(a,b) araligs disinda ise

b
/ flz)é(zx —c)dz =0 (1.9)
olarak alnir.
érnegin; ]
/ Vz +58(x)dr = /5
—2
ve

/3($2 +2r—4)6(z+1)=0
2

1.2. Baslang:g 6rne§i

Gerilme kuvveti 7 olan L uzunlugundaki, kiitlesi ihmal edilebilen bir tele
F(x) agirhig asildiginda telin denge durumundan sapma miktarim ifade eden sir

deger problemi

d2
—TE% = F(zx)
(1.10)
y(0) =0=y(L)

dir.
Bu problemi verilen diferansiyel denklemin homojen kisminin genel ¢6zimu
olan y=Ax+B ’ ye sabitin degisimi yontemini uygulamak suretiyle ¢ozelim. A(x)

ve B(x) ’in turevleri;
A'z+B' =0

F(z)

T

A =—

denklemlerini saglar.

bu denklemlerin ¢oziimleri agagidaki gibi belirli integrallerle ifade edilirler.



-t 'F(T)dT + C

+='T.F(T)dT + D

String

$ekil 1.6

Dolayisiyla ¢ozum;

y(I)_—_z[/ —r”F(T)dT+C] +T‘I/IT.F(T,‘)dT+D
0 (]

= 7! / (T —2).F(T)dT +Cz + D
0

olur. (1.10) diferansiyel denklemine ait verilen siur sartlar1 bu bagintiya uygula-

nirsa C ve D integrasyon sabitlerini agsagidaki gekilde elde ederiz.
0
y(0) = / (T-0).F(T)dT+C0+D=0
0

=>y(0)=D=0

L
y(L) =171 /0 (T = L).F(T)dT + C.L =0

-1 [r .
= C = f;./o (T — L).F(T)dT
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Boylece,
T L
y(z) =771 / (T —z).F(T)dT + (LT)_I.’L‘/ (L-T).F(T)dT
0 0

T L
=7”[;KT—@+L”J(L—THHTMT+@ﬂ”m/(L—TLHTMT

yada .
y(z) =/ g(z;T).F(T)dT (1.11)
0
olur ki burada ,
TU-2) 90<T<e
9(z;T) = (1.12)
D p<T<L

dir.

O halde (1.10) diferansiyel denkleminin ¢6ztimi g(z; T') fonksiyonu ile F(x)
in garpimindan olusan bir integral ile ifade edilir. Buradaki g(z:7T) fonksiyonu-
na (1.10) siur deger probleminin Green fonksiyonu denir. ¢(z;T), F(x) ’e bagh
degildir; sadece smur gartlarina ve diferansiyel operatore baghdir. ¢(x;T) bilindi-
ginden herhangi bir F(x) degeri icin (1.10) diferansiyel denkleminin ¢éziimi (1.11)
bagintisiyla elde edilir. Ayrica simir sartlarinin homojen olmamasi durumunda
denklemin Green fonksiyonu cinsinden ¢oziimu bu homojensizliklere bagli olarak
degigecektir. Sonug olarak bu ntimerik analizde bir¢ok problemin ¢6ziimiinde kesin
fayda saglar.

(1.12) ile bulunan g¢(z;T), bir T bagimsiz degiskeni ve bir x parametresine

baghdir. x ve T yer degistirdiginde, x bagimsiz degigskeni ve T parametresi i¢in

9(z;T),
5(—%;!—)- 0<z<T
g(z;T) = (1.13)
I-2) <2<

seklinde elde edilir.
Bu son bagintiyla elde deilen Green fonksiyonu i¢in asagida belirleyecegimiz

u¢ ozellik tiim Green fonksiyonlar: i¢in gegerlidir.
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1) g(2:T) , tiim x ’ ler i¢in streklidir. (x=T dahil)
2) g(x:T) 'nin x ’ e gore tirevi tim x # T i¢in siireklidir ve

. dg . dg (=T L-TY\ 1 .
zl—l-Igl’l+;l;—zl—l+nTl—E_<LT)_< Lt )——T (1.14)

olur. Bu sigrama (1.10) ile verilen diferansiyel denklemin %;-2

teriminin katsayisinin tersidir.

3) g(x:T) ., her & # T * de verilen diferansiyel denklemin

homojen kismim saglar.

Bu ozellikleri Boliim 2 'de Green fonksiyonlarim karakterize etmek i¢in kul-
lanacagz.
Kisim 1.1 7 de bir noktadaki kaynag tasvir eden keyfi delta fonksiyonu ta-

mumlamigtik. Simdi bu delta fonksiyonundan yararlanarak (1.10) probleminde

F(z)=6(r —

o |

)

almak suretiyle ¢6ztimiin nasil olcagini arastiralim:

L
vo) = [ o T)(T - F)aT

[ T(L - x) L Lz(L -T) L
_/0 ——LT——é(T——z-)dT-i—/I ————6(T - 5)dT

r < % oldugunda 1l.integral igin % simirm diginda kaldigindan ilk integral sifira
esitlenir ve r > -g—oldugunda da 2. integral i¢in —12’- siminn diginda kaldigindan
ikinci integral sifira egitleneceginden ( (1.9) 'dan dolay1) y(x) ¢oztimi iki kisma

ayrilabilir: boylece,

£(L 0<z< i
y(z) =
E(ENL-2) L<a<L



va da

y(r) =

olarak -é— " de siirekli olan ¢6ziim bulunur. Bu ¢6ziim ayni simir deger problemi
icin gekil 1.2(a) ile belirtilen F(x) kuvvetine gore nokta kaynaklar metodu ile elde
edilen (1.5) ¢6ziimii ile aymidir. Bagka bir deyisle, z = % " de bir F(x) nokta
kuvvetinin bir gosterilimi de é(z — %) "dir.
Ornek 1.1

d?y

ﬁ-{—y:F(r) O0<z<L

y(0)=0=y(L)

simr deger problemini gozontine almak suretiyle

(a) Sabitin degisimi y6ntemini kullanarak ¢6zimiin

L
D — / o(z; T).F(T)dT

seklinde oldugunu ve

(b)

1 stnT.cos(L —z) 0<z<T

cosL stnx.cos(L-T) z<T<L

fonksiyonunun (1.14) ile belirtilen Green fonksiyonunun 6zelliklerini sagladigim

gosteriniz.
Cozum:

(a) Oncelikle homojen denklemi ¢ozelim;
Ty +y=0=>r*+1=0
dz2 " Y7 B

=r =4z

= y(x) = Astnz + Bcosz
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Ve simdi de sabitin degisimi yontemini uygulayalim;

y'(z) = A'sinz + B'cosz + Acosr — Bsinz

= A'sinz 4+ B'cosz =0 [a] (keyf?)

= y'(z) = Acosz — Bsinx

= y"(z) = A'cosz — B'sinx — Asinx — Bcosr

olur. Bu degerler: diferansiyel denklemde yerine koydugumuzda,

A'cost — B'sinx — Asinz — Beosz + Asinz 4+ Bceosz = F(x)

=0
= A'cosr — B'sinz = F(x) [0]
[a] ve [b] "den

SINT  COST

= N A= —sin’z — cos’r = —1#0
=>A'=- 0 €O5T | = cosa F(z)
~ |F(z) —sinz|” '

= A(z) = / cosT.F(T)dT + k;
0

SNz 0

U
=B = cosz F(z)

= —sinz.F(z)

= B(z) = ——/ sinT.F(T)dT + ko
0

buluruz.C'ézim.

y(z) = A(z)sinz + B(x)cosz
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seklinde idi, o halde A(x) ve B(x) degerlerini burada yerine koyarsak ¢oziimii

y(r) = sin:t/ cosT.F(T)dT — cosx/ stnT.F(T)dT + kysinz + kpcosx
0 0
= y(z) = / [stnzcosT — cosxsinT|F(T)dT + kysinz + kecosz
Jo
= y(x) = / sin(z — T).F(T)dT + kysinz + kacosz
0

geklinde elde ederiz. k; ve ko integrasyon sabitlerini bulmak i¢in verilen simir

sartlarim ¢ozume uygulariz.

0
y(0) = / sinT.F(T)dT + k1.0 + k3.0 = 0
0
= kz =0

= y(z) = / sin(z — T).F(T)dT + kysinz
0

olur. Ve

y'(z) = / cos(x —T).F(T)dT + kycosz
0

L
=y'(L) = / cos(L — T).F(T)dT + kicosL =0
0

cos

1 L
=k =— 7 / cos(L—T).F(T)dT
0

bulunur. Bu durumda ¢6ziim;
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sine

y(zx) = /0 “sin(z — T).F(T)dT — =

L
/ cos(L — T).F(T)dT
0

sinx

/I cos(L — T).F(T)dT
0

cos

= y(z) = /Ox sin(z — T).F(T)dT —

SN

L
/ cos(L — T).F(T)dT

cosL

= y(z) = -1 1 /01 —[sin(L + 2 — T) — sin(L — x + T)|F(T)dT

cosL 2

_ -1
" 2cosL

/I{sin(x + L —T)+ sin(z — L+ T)|F(T)dT
0

sinzc

/L cos(L — T)F(T)dT

cosL

1 , _
ylz) = / 5[—— sin{L+z—-T)+sim{L—r+T)
0 —

+sin(zx + L —T)+ sin(z — L+ T)|F(T)dT

1

cosL

L
/ sinz.cos(L — T).F(T)dT

olarak bulunur. Boylece,

-1
cosL

sinT.cos(L — x) 0<T<=z
g(z;T) =

stnz.cos(L —T) t<T<L

olmak lizere ¢ozumun

L
oz) = [ ol TIF(TT

seklinde oldugu bulunmug olur.
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(b) Bulunan g(z;T) Green fonksiyonun 1.14 ozelliklerini saglayip saglamadigim
aragtiralim:
1) sinx ve cosx fonksiyonlan siirekli fonksiyonlar olduklarindan buldugumuz

g(x; T) fonksiyonu x=T dahil tiim x ’ ler i¢in siireklidir.

2)

sinT.sin(L—z) 0<T<z

dg(z;T) -1
dr  cosL

cosz.cos(L—-T) z<T<L

lim dg = lim [ ! cos(T — ¢).cos(L — T)] =

z—T- dr e—0|cosL L-COST-COS(L—-T)

coSs

lim —di = lim [

z—T+ dz e—0

sinT.sin(L — T + 5)] =7 sinT.sin(L —T)

cosL cos

lim % _ fip 9o 1
z—lg“l- dr :—T-dx cosL

[—cosT.cos(L — T) + sinT.sin(L — T)]

i {cosT [cosL.cosT + sinL.sinT)

coS

+ sinT [sinL.cosT — cosL.sinT) }

= { — cosT.cosL.cosT — cosT.sinL.sinT
cosL

+ sinT.stnT.sinL.cosT — sinT.cosL.sinT}

== [—cosT.cosT.cosL — sinT.cosL.sinT]
cos

= cosT.cosT + sinT.sinT

=1
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g(z; T) fonksiyonu verilen diferansiyel denklemimizin homojen kismini saglamals;

O halde

olmalidir.

ve

oldugundan

&g

Ta2 +9(z;T)=0

&[&

cosL

1 { sinT.sin(L — x)

cosz.cos(L —T)

dz? ~ cosL

&g 1 —sinT.cos(L — )
—sinz.cos(L — T)

~ —sinT.cos(L — x) stinT.cos(L —z) || _ 0
cosL | | —sinz.cos(L —T) sinz.cos(L-T)| | —

=0

o

olur. O halde bulunan g(z; T) fonksiyonu Green fonksiyonlarim belirleyen t¢ 6zel-

ligi saglar.



18

BOLUM II

ADI DIFERANSIYEL DENKLEMLER ICIN GREEN FONKSIYONLARI

2.1. Green Fonksiyonlar:

Bu boliimde; P(x), Q(x) ve R(x) fonksiyonlan a < < § arahginda siirekli

kabul edilmek uzere

P(z)% + Q(:c)% + R(z)y = f(z) a<z<p (2.1)

ikinci mertebeden lineer adi diferansiyel denklemi ile Green fonksiyonlar: arasinda

iligki kurulacaktir.
Bu denklemin, her terimini a < z < 3 arahginda stirekli P(x) fonksiyonu ile

bélelim ve yine her terimini ef PAT ile carpalim; bu durumda

d? di
ef—g—dz%g_ + ‘Qpef%dza%_*_gef%dzy: Il)'ef%dtf(l‘)

_d_ f%dzdy R fg-dz _ 1 fg—d:c
=”dx[e PPy T y= e T @)

bulunur. Burada

ef Pz _ a(zx)

b

R Lar 1 % T _
Feff’d =c(z) wve —Isef ¥ f(z) = F(z)

geklinde alip, denklemi yeniden diizenledigimizde;

< [a(@%] fery=Fr) a<z<p (22)

elde ederiz. Bagka bir deyisle; her ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem
P(z) # 0 olmak kosuluyla (2.2) bagintisi ile ifade edilebilir ( a(z) > 0 ’dir). Bu

ifadeye diferansiyel denklemin kendine es denklemi denir. Ve (2.2) bagintisin sol
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kismi genellikle bir L diferansiyel operatorii ile ifade edilir. Buna gore diferansiyel

denklem kisaca agagidaki sekilde gosterilir;

Ly = F(z) a<z<f (2.3)

Bu denklemin tek ¢dziimii elde edilir ve bu ¢oztimiin iki simir sartim sagla-
mas1 gerekir. Genel olarak bu simir sartlarim ¢4, L5, hy, ho,m; vemy sabitler olmak

uzere,
By = 41y (a) + hiy(a) =my

Bay = Ly (B) + hay(B) = m2

(2.4)

seklinde goz oniine alacagiz. Bu sartlara karigik olmayan simir sartlar: denir. Bu-
nun sebebi ilk sartin sadece z = a ’'ya, ikinci sartinda sadece z = 8 'ya bagh

olmasidir. Ayrica bu sinir gartlarini,

y(a) = y(B)
y'(a) =y'(8)

seklinde gdz oniine alabiliriz; bu durumda ise gartlar periodik sinir sartlar: adini

alirlar. Periodik siir sartlarn sadece denklemin a(x) katsayisimin o ve 8 noktala-

rindaki degerlerinin esit olmas1 durumunda séz konusu olurlar ve homojendirler.
Bunlarin disinda L operatériinii goz ontine alirsak, L diferansiyel operato-

rinu

Ly = ao(2)y" + a1(z)y’ +axy (2.6)

bagmtistyla tanimlayabiliriz. o < z < § araliginda af(z), a}(c) ve az(x) stirekli
kabul edilsin, eger u(x) ve v(x) yine ayni aralikta sirekli, tiireve sahip ve ikinci

tiurevleri de parcal siirekli herhangi iki fonksiyon ise
/ vLudz = / [(agv)u" + (a1v)u' + (azv)u]dz (a <z <P) (2.7)

olur. Bu bagmtimn sag yanindaki 1. ve 2. terime kismi integrasyon uygularsak;

(1. terime iki kez kismi integrasyon uygulanz)



/ (aov)udz = | (aov)u / (agv)'u'dzx
= [(aov)u’ — (aov)'u]z — /:(aov)"udx

/ (a1v)u'dz = [(arv)u ] / (ayv)'udzx
buluruz. Bu iki ifadeyi (2.7) 'de yerine yazarsak;

/3 vLudr = [(aov)u'—(ao,v)'u-{-(alv)u]Z—{—/I [(aov)"—(a1v) +(azv)]udr (2.8)

olur. Esitligin ikinci yanindaki integral igindeki parantezli ifadeyi (2.6) bagintisina

gore L*v olarak tamimlarsak;

*v = (agv)" — (a1v) + (a2v) = agv” + (2a5 — a1 )v' + (ag —aj —az)v  (2.9)
olmak tizere (2.8) bagintis

/ (vLu — uL*v)dz = [ag(u'v — uv') + (a1 — ag)uv]z (2.10)

seklinde diizenlenir. L* operatoriine, L operatoriine karsihk gelen eg operator
denir. L*, L'den ve L ’de L* ’dan kolayca elde edilir. Bu nedenle L ve L* ope-
ratorlerinin herbiri biribirinin eg operatériidiir. Ancak L ve L* operatorlerinin
karsihikl katsayilar: 6zdes ise L operatoriine kendine-eg operator denir. Buna gore

(2.6) ve (2.9) bagintilanindan ancak ve ancak
20,6 —day = ay

ve

" !
a, —ay +az = az
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<~

ise L operatoriiniin kendine-eg olacag agiktir. O halde bu kogullar yalmz
a; = a; (2.11)

oldugunda saglamr.

x ’e bagh olarak (2.10) denkleminin diferansiyelini aldigimizda
* d 1 ! !
vLlu —uL*v = T [ao(u'v — uv') + (a1 — ap)uv] (2.12)

olarak elde ederiz. Bu bagintiya L ikinci mertebeden bir diferansiyel operator ol-
mak iizere Lagrange Ozdesligi denir. Ve (2.12) esitliginin sag kismindaki parantez
icindeki ifade u ve v fonksiyonlarimin bilineer eglenigi adim alir.

(2.10) denkleminde z = § alirsak;
g B
/ (vLu — uL*v)dz = [ap(u'v — uv') + (a1 — a:))uv]a (2.13)

olarak Green 6zdegligini elde ederiz. Ancak L kendine-eg bir operator oldugunda

Green 6zdesligini
& B B
/ (vLu — uLv)dz = [ao(v'v — wv')]_ = [J(u,v)] (2.14)

va da x ’e gore tirevi alindiginda

d , no_ d
vLu —ulv = = [ao(u'v — wv')] = E[J(u,v)] (2.15)

geklinde ifade ederiz. J(u,v) ’ye, u ve v fonksiyonlarmmin konjikti denir. Bu
6zdeslik u ve v 'nin ikinci tirevlerinin stireksiz oldugu her nokta diginda gegerli-
dir. Ciinkii boyle stireksizlikler sonlu olabilirler. (2.15) bagintisimin her iki yanini

o < z < 3 arahiginda x ’in herhangi iki degeri arasinda integre edersek;

/zz(uLv —vLu)dz = [J(u,v)] Z (2.16)

buluruz ve buna z; < z < z, aralifs tizerindeki Green 6zdesligi deriz. (2.14),

(2.15) ve (2.16) bagintilar: L operatoruniin ozellikleridir.
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u(x) ve v(x) fonksiyonlar: (2.3) diferansiyel denkleminin homojen kismim
sagladiginda bu fonksiyonlarn konjiktlerinin sabit oldugu agiktir. Bu sonucu ki-

saca agagidaki teorem ile ifade edebiliriz.

Teorem 1. Eger u(x) ve v(x) fonksiyonlar1 Ly=0 homojen diferansiyel denklemini

sagliyorsa J(u,v) bir sabittir. (x bagimsiz)

ispat :

u(x) ve v(x) i¢in (2.6) bagmntisina gore

vLu — uLv = (apu" + a1u’ + azu)v — (agv" + a;v' + asv)u

[ n !
= vlu—ulv = aou"v + a1u v 4+ AUV — 4oV U — a1 U — AU

= vLu —uLv = ap(u"v — uv") + a; (v'v — uv')
buluruz.

u'v —uv' = w(u,v)
olarak alalim. Bu durumda

w
vLu —ulv=ay— 4+ a;w

dz
olur. u ve v Ly=0 diferansiyel denklemini sagladiklarindan Lu=0 ve Lv=0 "dir.

O halde

w
agp— +aw=0

dz

buluruz. Bu diferansiyel denklemi ¢6zersek;

w' _ ay
w - agp
dw a a
= — = —-2de = lnw = Inc— / (——l—)dac
w ag agp

= w= c.ef(%)dz
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olarak buluruz. L kendine-eg operator oldugunda a; = g idi. Bu durumda
w = ce~J T _ ce™meo

C

ao(x)

= w=

seklinde ¢oziim bulunur.

J(u,v) = ag(u'v — uv')

ve

u'v —uv' = w(u,v)

oldugundan

J(u,v) = apw(u,v)

olur. Buldugumuz w(u,v) ¢6ziimiinii burada yerine koyarsak;

J(u,v) = aoai =c=sbt = J(u,v)=sbt
0

olarak teoremin ispat: tamamlanmig olur.l

Eger u ve v lineer bagiml iseler sabit sifir degerini alir.
Bu bilgiler ile birlikte a < = < 8 araliginda a(x), sifirdan farkh ve stirekli

tiirevlere sahip bir fonksiyon ve c(x) ’de stirekli bir fonksiyon olmak uzere
d dy
Ly = = [a(w)a] + ¢(z)y = F(z) a<z<f

Byy =my (2.17)
By = my

sinir deger problemi igin Green fonksiyonunu tanimlamaya ¢alisalim. (Eger simr
sartlar1 periodik ise aym1 zamanda homojendirler, m; = mgy = 0 ) (2.17) diferan-
siyel denkleminin ¢oziimleri F(x) parcal: stirekli ise klasik ¢6ziim adim ahr. y(x)
pargal stirekli ikinci tiireve sahip ve (2.17) ile verilen sir sartlarim saglayan sii-
rekli tiiretilebilir bir fonksiyon olsun. Eger F(x) ’in siirekli oldugu her noktada

Ly ozdes olarak F(x) ’e esit ise diferansiyel denklemin ¢6ziimu klasik ¢oztimdur.
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Ancak Green fonksiyonlan yardimiyla elde ettigimiz ¢6ziimler klasik ¢oziimler de-
gildirler.

(2.17) ile verilen sinir deger probleminin eger Green fonksiyonu varsa,

Lg=6z-T)
Big=0
0 (2.18)
Bzg = 0

probleminin ¢oziimii olarak tammlanir. Bu problem, F(x) kaynak fonksiyonunun
bir birim kaynak fonksiyonu olan é(z — T') ile yer degistirmesi ve é(z — T') ’nin
pargali siirekli olmamasindan dolay: siur sartlarinin homojen olmasi disinda (2.17)
probleminin aymisidir. O halde Green fonksiyonu (2.18) probleminin klasik ¢6ziimu
degildir.

(2.18) ile verilen diferansiyel denklemin ¢oziimleri olan g(z; T) Green fonk-

siyonlar: da (1.14) ile verilen 6zelliklere paralel agagidaki 6zelliklere sahiptir:

(1) g(z;T) , «a <z <f araliginda siireklidir.

(2) =D L bityiikliginin x=T 'deki siireksizligi

disinda siireklidir. Bunun anlami
dg . dg 1

lim 22— %9 - .
i ) (2.19)

demektir.

(3) Tim z # T i¢in

dar.

Bu ozellikler, (2.18) ile verilen sinir gartlan ile birlikte Green fonksiyonla-
rim karakterize ederler; tium bu 6zellikleri verilecek adi bir diferansiyel denklemin
Green fonksiyonunun elde edilmesine yardima olacak formillerin gikartilmasinda

kullanacagz.
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Teorem 2.

ad;[a(;r)j—z] +e(z)y=0 a<z<p

(2.20)

homojen sistemi sadece agikar (trivial) ¢oziime sahip ise u(x) ve v(x) bu homojen
sistemin lineer bagimsiz ¢ozlimleri olmak iizere (2.18) ile verilen simir sartlarini
saglayan (2.17) probleminin Green fonksiyonu A ve C bilinmeyenleri bulunmak

suretiyle

g(z;T) = Au(z)+Cv(z)+

J(J, m w()w(T)H(T—z)+u(T)v(z)H(z-T)| (2.21)

bagintisiyla tek olarak ifade edilir.
ispat:
Ly=0 diferansiyel denkleminin siirekli ve tiireve haiz iki ¢6zlimi u ve v

olsun. u ve v (2.19) ile verilen (3) 6zelligine gore ¢g(z; T) yi su sekilde ifade ederler.
Eu(z)+Bv(z) a<z<T
9(z;T) =

Du(z) +Gv(z) T<z<p

(2.22)

(1) ozelligine gore £ = a ve £ = f 'y1 siirlara dahil ederiz ve x=T ’deki streklilik
1se

Eu(T)+ Bv(T) = Du(T) + Gv(T)
olmasim gerektirir. (2) 6zelligine gore ise x=T ’de %% "deki sigrama igin

Du/(T) + Gv'(T) — E/(T) — Bv'(T) = ;(IT)

olmas gerekir. Bu son iki denklemden B ve D ’yi E ve G cinsinden ¢oziip (2.22)
’de yerine koyarsak g(z;T) ’yi
u(T)v(r)
Eu(z)-{—Gv(:z:)—W alz<T
g9(x;T) =

Eu(z) + Go(z) - L2 T<z<p
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olarak buluruz.
0 z<ux

H(:L‘—:L'())———{

1 >z

Heaviside birim basamak fonksiyonuna gore g(z;T) ’yi asagidaki gibi tek
sekilde ifade edebiliriz; bu durumda

g(z;T) = Eu(z) + Gv(z) — J(J o) [w(TYo(z)H(T — z) + v(T)u(z)H(z — T)]
1
= Eu(z) + Gv(z) — —J—(—m{u(T)v(z)[l ~H(z = T)] + v(T)u(z)[1 — H(T — :r)]}

=[BT T [o- Farg ]2

1
T T(uv) [“(m)v(T)H (T - z) + w(T)o(x)H(z - T)]

1

= Au(z) + Cv(z) + T v)

[u(w)v(T)H(T —z)+ u(Ty(z)H(z — T)]

olarak teoremin ifade ettigi sekilde g(z;7T) bulunmus olur. Bu bagintidaki A
ve C bilinmeyenleri (2.18) denklemi ile verilen sir sartlarim kullanmak suretiyle

hesaplayabiliriz. Bu sir sartlan
r=J Y u,v)[u(z)o(T)H(T — z) + w(T)v(z)H(z — T)]
olmak tzere
Byjg=ABiu+CByjv+ B;r=0
(2.23)
Byg = ABsu + CBv 4+ Bar =0
olmasim gerektirir. A ve C yi1 hesapladigimizda

Blu B1v

BQU Bz'U #0

olacaktir.
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Determinantin sifira egit olmasi durumunda A # 0 sabit olmak tizere

Biu = AByv ve Bou = ABav (2.24)

vada
Bi(u—v)=0 ve B(u—Av)=0 (2.25)

olacaktir. Sonug olarak; homojen sinir deger problemimiz ancak ve ancak u(x) ve
v(x) lineer bagimh oldugunda v — Av non-trivial (agikar olmayan) ¢6ziime sahip

olacaktir. Ve determinant sifira esitlenecektir. B

Teorem 3.

(2.20) homojen sistemi sadece trivial (agikar) ¢éziime sahip ve sinr sartlan
kanigik olmadiginda (2.20) sisteminin lineer bagimsiz u(x) ve v(x) ¢éztimleri siste-
min sir sartlarin saglhiyorsa (2.17) problemi i¢in Green fonksiyonu agagidaki gibi

tek gekilde ifade edilir;

g(z;T) = [u(m)v(T)H(T —z)+u(T)v(z)H(z — T)] (2.26)

1
J(u,v)
ispat:

1
J(u,v)

Green fonksiyonu tim z # T ’ler i¢in Lg=0 "1 sagladigindan (2.18) ile verilen

g9(z;T) = Au(z) + Cv(z) + [u(z)v(T)H(T —z)+u(Ty(z)H(z — T)}

Lg = é(z — T) ’yi de sagladigs aciktir. Ayrica u(x) ve v(x) (2.20) homojen siste-

minin sinir gartlarim sagladigindan
Blu = Blv = Bz’u = Bz'v =0

olur. Bu durumda ¢(X;T) Green fonksiyonu z < T i¢in

9(z;T) = Au(z) + Cov(z) + [u(z)o(T)]

1
J(u,v)
ve x > T i¢in de

1
J(u,v)

9(z; T) = Au(z) + Cv(z) + [u(T)v(z)]
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olarak ifade edilir. Bu Green fonksiyonunun B;g = 0 ve B;g = 0 simr sartlarim

saglamasi gerekir. O halde

1
T J(u,v)

u(z)o(T)H(T —z) + w(T)v(z)H(z — T)

T

olmak tizere
Blg = ABIU(.T) + CB}'U(.’E) +BIT‘ =0
S N it
=0 =0

= BlnglT‘ZO

ve
B9 = AByu(z)+ CByv(z)+Br =0
N e N e’
=0 =0

= B2g=B27‘=0

olarak saglanir ve boylece g(z;T) fonksiyonu
g(z:T)=r
olacagindan

g(z;T) =

1
J(u,v) w(z)o(T)H(T — z) + u(T)v(z)H(z - T)

olarak elde edilir. B
Heaviside birim basamak fonksiyonu ile belirttigimiz (2.21) ve (2.26) bagin-
tilar1 x=T i¢in tanimnsizdir. Ancak g(z;T) nin x=T ’deki stirekliligi i¢in

Jim g(z;T) = lim g(;T)

olmas: gerektiginden g(z;T) bu limitlerden birisi ile ifade edilebilir.

Ornek 2.1
—T% = F(z) diferansiyel denkleminin y(0)=y(L)=0 kogullan altindaki
Green fonksiyonunu (2.26) bagmtisim kullanarak bulunuz.

Cozum:
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Problemimizin y(0)=0=y(L) kogullarim saglayan homojen kisminin ¢6ztim-

leri sirasiyla;
y" _ 0
Ar+B 0<z<T
= y(z) {

Cz+D T<az<L

olacagindan

y(0)=A0+B=0=> B=0 =y=Az

yLy=C.L+D=0=> D=-CL =y=-C(L-x)

olmak lizere A ve C integrasyon sabitlerinin A=1 ve C=-1 olarak keyfi secilmesiyle
u(z) ==z ve v(z) =

seklinde elde edilir. u ve v 'nin konjuktleri

J(u,v) = ag[uv’ —vu'] = —7[z.(~1) = (L — ).1]
= —7[-z - L+ 7]

=1L

olarak bulunur ve boylece g(z;T) , (2.26) bagintisina gore

g(z;T) = [:z:(L TYH(T —z)+T(L—z)H(z - T)
yada
(T ggper
g(z;T) =
Idos) T<z<lL

seklinde elde edilir. Bu sonu¢ daha énce buldugumuz (1.13) bagintisiyla aymdir.

Ornek 2.2
d*y

d2+4y-—F(z) a<z<p
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yla)=m1  y'(B)=ma

siir deger problemi i¢in Green fonksiyonunu (2.26) bagintisim kullanarak bulunuz.
Cozum:
y(a) =0 , y'(B) = 0 kogullarim1 saglayan diferansiyel denklemin homojen kis-

minn ¢oziimiind bulalim.
y'+4y' =0 =>r+4=0=r=12

oldugundan
Acos2r + Bsin2z a<z<T
y(z) = {

Ccos2x + Dsin2z T <z <p

yada

Bsin2(z +¢) a<z<T
y(e) =

Ccos2(z+¢) T<z<p

olarak buluruz. Burada verilen homojen sinir sartlarini kullanarak istenen ¢oziimu

elde ederiz.

y(a) = Bsin2(a + ¢) =0
= sin2(a+¢)=0
olmalidir. Clinkii B=0 olmasi durumunda ¢6ziim elde edemeyiz.

O halde
at+éd=0=>a=—9¢

olur. Ve

y(z) = Bsin2(z — «)

buluruz. Aym sgekilde ikinci kosul i¢inde
y'(z) = —2Csin2(z + ¢)

y'(8) = —-2Csin2(f+4)=0 =  sin2(—f—¢)=0
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olmalidir. Bu durumda
—B-¢=0 = —f=9
olur. Ve
y(z) = Ceos2(B — )

buluruz. Keyfi olarak B=C=1 alirsak;
u(z) = sin2(z — a) ve v(z) = cos2(f — )
olarak istenen c¢oziimleri elde ederiz.
J(u,v) = ap(uv’ — u'v) = ap =1

oldugundan
J(u,v) = uv' —u'v
= 2sin2(z — a)isn2(B — z) — 2cos2(x — a)cos2( — x)

= —2c0s2( — a)

buluruz. O halde (2.26) bagintisina gore verilen sinir deger problemine ait Green
fonksivonunu;

-1

200023 —a) Sin2(z — a)Cos2(f — T)H(T — z)

9(z;T) =

+Sin2(T — a)Cos2(B — z)H(z — T)
seklinde elde ederiz.

Ornek 2.3
dzy dy T
Ew—2+2%+10y—F(1‘) 0<.’L‘<§

diferansiyel denkleminin y'(0) = 5 , y(5) = 2 kogullan altindaki Green fonksiyo-

nunu (2.26) bagintisin kullanarak bulunuz.



Cozum:

y" + 2y’ + 10y = 0 homojen diferansiyel denklemini ¢6zelim.

r?4+2r+10=0 = rie=—-1+3

oldugundan

e *(Asin3z + Beos3z) 0Lz <T
y(e) =

e *(Csin3z + Dcos3z) T<z< 7%

olarak buluruz. y'(0) = 0 ve y(5) = 0 homojen sartlarim1 bu ¢oziime uyguladig-
mizda, y'(0) igin

y'(z) = —e *(Asin3z + Bcos3z) + ¢~ *(3Acos3z — 3Bsin3z)
= B =34

olacagindan

y(z) = e *(Asin3z + 3Acos3z)

buluruz ve y(5) = 0 icin de

—x 3
y(g) = eT(Csin—;£ + Dcos%w-) =0
=0
= Ce? =0

=% . - “
olur. ez ustel fonksiyonu sifir olamayacagindan

C=0
dir ve
y(z) = e *Dcos3 X = v(x)

olarak buluruz. u ve v ’ nin konjitkktliini bulabilmek i¢in diferansiyel denklemi e

2r
ile carparak kendine eg formda ifade edelim;
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d? d
6215‘;3;- + 262:[;% +10e**y = F(x)

d d
T [e“%] + 10e**y = F(x)
a(z) = **

olur. Bu durumda

J(u,v) = €** [e"”(sz’n?;x + 3cos3z)(—e" T cos3r — 3e” " sin3x)
— e Fcos3z(—10e™ " sin3x)

= -3
olarak elde ederiz ve boylece (2.26) bagintisina gore Green fonksiyonunu

-1
g(z;T) = 3 [e—(I+T)cos3T(3in3x + 3¢c0s3z)H(T — ) + ¢~ "t D cos3z(5in3T + 3cos3T)H(a

olarak buluruz.

Ornek 2.4

%+y=F(x) 0<z<1
yO) —-y)=0 , Y 0)-y'(1)=0

sinir deger problemi icin Green fonksiyonunu bulunuz.
Cozum:

y" + y = 0 homojen diferansiyel denkleminin ¢éziimleri
rP41=0 = r=42

olmak tizere

AsinrBcosz O<z<T
y(z) = {

Dsint +Ccoszr T <z <1
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yada

Asin(z+¢) O<a<T
y(z) =
Ceos(z+¢) T<z<l

Y

seklindedir. Keyfi olarak A=D=1 ve ¢ = 0 alirsak bu homojen diferansiyel denk-

lemin ¢oztimlerini

u(z) = sinz ve v(z) = cosx

olarak elde ederiz. O halde u ve v ’ nin konjiikti ag = 1 oldugundan;
J(u,v) = uv’ —u'v
= sinz(—sinc) — cosrcosx
=1

olur.
Bu durumda ¢(z;T) Green fonksiyonunu sinir sartlari periyodik simir sarti

(karigik sinir gart1) oldugundan (2.21) bagintisina gore

g(z;T) = Asinz + Ccost — [sinzcosTH(T — z) + sinTcoszH(z — T

geklinde buluruz. Bu fonksiyon verilen simir sartlarimi saglayacagindan A ve C

bilinmeyenlerini
C — Asinl — Ccosl + sinTcosl =0
A — cosT — Acosl + Csinl — sinTsinl =0
denklemlerinden
A= cosT — cos(1 +T) C— stnT 4+ sin(1 - T)

2(1 — cosl) ’  2(1 — cosl)

olarak buluruz. Bu esitlikleri ¢(z;T) esitliginde yerine yazdigimizda; verilen siir

deger problemi i¢in Green fonksiyonu
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‘ 1 . . .
g(z;T) = m {sinz[cosT — cos(1 + T)] + cosz[sinT + sin(1 — T)]}
— sinzcosTH(T — z) — sinTcoszH(x — T)
olur.
Teorem 4
g(: T),
d dy
Ly = g;[a(.r)-é;] +e(z)y=F(z) a<z<p
Bly =0
(2.27)

Byy =0

simur deger problemi igin Green fonksiyonu olmak iizere homojen siir sartlarina

sahip bu problemin ¢oztunu

B
y(z) = / g(z;T).F(T)dT (2.28)

seklindedir. (Homojen olmayan sir sartlarina sahip problemlerin ¢6zumiiniun

nasil olacagini ilerki konulanmizda ele alacagiz.)
ispat:

(2.27) problemine ait Green fonksiyonunun (2.18) ile gésterdigimiz problemi sagla-
yacag aciktir. O halde (2.28) ile verilen ¢6ziim denklemi (2.27) denklemini saglarsa

teorem ispatlannug olur.
8
Ly = L/ g(z; T).F(T)dT

olur. L operatort ile integrasyonun sirasini degigtirirsek ;

B
Ly::/ Lig(z; T)|.F(T)dT
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olur. Ve (2.18) e gore Lg = é(z — T') oldugundan
B
Ly = / 8z - T).F(T)dT

dir.
x=T = dx=dT
aldigimizda

olarak ispat tamamlanmsg olur. B
Ayrica g(z;T) (2.18) ile verilen simr gartlanm sagladigindan dolay: y(x)
¢6ziimii (2.27) problemini saglamalidir.
Bu teoremin sonucu olarak; bir sinir deger problemini ¢6zmek icin oncelik-
le Green fonksiyonunun bilinmesi gerektigi anlagiir. Bdylece herhangi bir F(x)
kaynak fonksiyonu icin istenen ¢bziim integrasyon ile elde edilebilir. Bu integral
bir superpozisyon olarak diigliniilebilir. Ctinki Green fonksiyonu T ’deki bir bi-
rim nokta kaynak [6(z — T')] yardimuyla (2.27) probleminin ¢6ziimiinii bulmamiza
yardum eder; yani g(z; T).F(T)dT x-ekseninin dT aralhig: iizerindeki F(x) kaynag:-
nin F(T)dT kismina uygulanan etki olarak izah edilir. F(x) kaynag verilen aralik
boyunca dagildiginda; kaynak z; noktalarindaki F; buyiikliklerinin n tanesi ile
olugturulmak tizere F(x) kaynag ile toplanarak (2.27) probleminin istenen ¢6zu-
mu; .
y(z) = /ﬂ 9(x; T)[F(2) + Y F;8(T — z;)}dT
i , = (2.29)
= [ @D FTAT+ Y Figlaiay)

j=1

olarak elde edilir.
Bu teoreme ait ornekler gozoniine alinmadan 6nce delta fonksiyonunu ige-
ren Green formiiliini ele alacagiz ve g(z;T) Green fonksiyonunun simetrikligini de

inceleyecegiz.
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Teorem 5

L operatérii,(2.27) probleminin diferansiyel operetorii olarak ele alinmak
tizere v(x;T), Lv = é(z — T)’ nin bir ¢6ziimii ve u(x) ’de ikinci tiirevi parcah

siirekli olan stirekli ve tireve haiz bir fonksiyon oldugunda

B

/,, ﬂ(uLv — vLu)dz = {a(uv' - vu')} (2.30)

a

dir.
ispat :

u(x) " in bir T < T noktasinda ikinci tiirevinin bir siireksizliginin oldugu-
nu varsayahm (Benzer incelemeler eger T > T ise yada u(x) daha ¢ok siireksizlik

noktasina sahip ise de yapilabilir). O zaman ¢ > 0 kucik bir say1 olmak tizere,

b T T-e¢
/ (uLv —vLu)dz = / (uLv — vLu)dz + /; (uLv — vLu)dz
a o T

T+e 8

+ / (uLv — vLu)dr + / (uLv — vLu)dz
T—e¢ T+e

geklindedir. Bu integrallerin 1.,2. ve 4. siine (2.16) ile tanimladigimiz Green 6z-

desligini uygularsak Green fonksiyonlarinin (38). ozelligine gore ( (2.19)’ dan) tim

z # T igin Lv=0 oldugundan;

/a " (uLv - vLu)de = {a(uv' - Uur)}T N {a (' vu')}i—e

a T

+ / T wb(o - T) = vLu)de + {a(uv' - vu')}ﬁ

T—¢ T+e

olur.

T dea,u,u’,v ve v' ’ niin tiimi stireklidir. Bu ytizden T’ de terimler sifira
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egitlenir ve ifadenin sag kismu ;
B

B
/ (uLv —vLu)dr = {a(uv' - vu2)}

o

+a(T —¢) -u(T —eW' (T —;T) —v(T - ;T)u' (T — 5).

—a(T +¢) ru(T + eV (T +¢6;T)—v(T+¢;T)H'(T - 5)-

T4¢
+u(T) - vLudz
T—e
seklini alir. Burada ¢ — 0 olacak sekilde limit aldigimizda T — ¢ <z < T 4 ¢

araliginda v,u,u’ ve u" stirekli olduklarindan son integral sifira esit olur ve ifade ;

8 8
/ (uLv —vLu)dr = {a(uv' — vu2)} + a(T) [u(T)v'(T_; T)—o(T; T)u'(T)]

[

_(T) [u<T>v'<T+; T) — o(T: T)u'<T>] £ u(T)

= {a(uv' - vu')}ﬂ — a(T)u(T) [v'(T+; T) — v'(T-; T)]

o

— a(T)o(T; T (T) + a(T)o(T; T)u'(T) +u(T)

=0

B
= {a(uv' - vu')} — a(TYu(T)[v'(T4+; T) — v (T-; T)]

o

+ u(T)

olur. Green fonksiyonlarna ait 2. 6zellige gore g(z;T) = v(z; T) igin;
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1

UI(T-HT) (T—5T) (T)

oldugundan;

8
/a (uLv — vLu)dz = {a(uv — vu )} - a(T)u(T)—(—S + u(T)

8

= /a ﬂ(uLv — vLu)dz = {a(uv' - vu’)}

o

olarak elde edilir. R
Teorem 6

L operatorii (2.27) probleminin diferansiyel operatori olsun. u ve v
Lu=6(z—T) ve Lv = é(z — S) ’ 1 sagladiginda
B

/a ﬂ(uLv — vLu)dz = {a(uv' - vu')} (2.31)

a

dir.

Bir 6nceki teoremin ispatina benzer ispat Green formulunin bu uzantis:

i¢inde yapilabilir.
Teorem 7

Sinir sartlar: karigik olmasa da yada periyodik (karigik) olsa da (2.27) prob-

lemi i¢in Green fonksiyonu simteriktir.

9(z;T) = g(T; x) (2.32)

ispat :

(2.31) Green formili u = ¢(z;T) ve v = g(z; S) alarak diizenledigimizde

(:v 5) dg(x T)

/ l9(e: T)Lg(z; S)—g(z: §)Lg(x; T)]dw—{a(w)[( 1)) _g(e )

l.
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olur. Buradan agik¢a gorulur ki g(r;T) ve ya g(r:S) kangik olmayan (2.4) ya-
da periyodik (karigik)olan (2.5) siur sartlarim sagladiginda bu son denklemin sag

kism sifira esit olur ve boylece
B
/ [g(x; T)o(x = S) — g(x;S)6(xr — T)jdz = 0

= ¢(S5:T)—g(T;5)=0
= g(5:T) = ¢(T;5)

olarak buluruz.m

Bu ifade daha once Boliml ‘de (1.10) problemini incelerken s6zii gegen
fiziksel simetriyi gosterir.

(1.10) problemi i¢in g(x;T) Green fonksiyonu: telin T noktasindan uygula-
nan bir birim kuvvete gore denge durumundan sapma miktarin verir.

g(x:T) nin simetrisi; T noktasina uygulanan birim kuvvetten dolay: telin x
noktasindaki sapma miktarina 6zdeg x noktasina uygulanan birim kuvvete kargihk

telin T noktasindaki sapma miktarim ifade eder. Buna Mazwell Kargilagtirimas:

denir ve sekil 2.1 'de orneklenmigtir.

X} = glX; x) vx) = gl X)

$ekil 2.1
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2.2. Green Fonksiyonlarim Kullanarak Smir Deger Problemlerinin

Cozumleri

Bu bolimde Green fonksiyvonunu bildigimiz simir deger problemlerinin ¢o-
zimlerinin nasil olacagim ele alacagiz. Bir 6nceki konuda simir gartlarinin homojen

olmasi durumunda ¢6ziimin

I
y(z) = / o(2:T).F(T)dT

bagintisiyla bulunabileceginden bahsetmistik. Homojen olmayan suur sartlarina
sahip problemlerin ¢6zlimlerini ise ya superpozisyon ya da Green formiiliint kul-

lanmak suretiyle bulabilecegiz.
2.2.1. Homojen Sinr Sartlariyla ilgili Problemler

Ornek 2.5

L uzunlugundaki bir teli,x-ekseni {izerinde uclarindan x=0 ve x=L ’ ye
baglayarak gerelim.x = % noktasimdan bu gergin tele bir M kiitlesi astiginnz-
da (sekil2.2(a)) agirhk hesaba katilmak suretiyle telin denge durumundan sapma

miktarim bulaliun.

wirsp-

_ —9.8IxL—x _ 9BIM(L—-x)
2 3

=

k o -9.81x(L - x) 19.62Mx
a 2 3

|
|
|
|
|

(b)

$ekil 2.2
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Cozum:

Bu telin denge durumundan sapma miktarini ifade eden simir deger problemi

d*y !
—r——5 = —9.81 - 9.81Mé(z - 3)

y(0) =0=y(L)

dir. (1.13) bagintisiyla ve 6rnek 1’ e gore herhangi bir F(x) kaynak fonksiyonu i¢in
telin denge durumundan sapma miktarini ifade eden problemin Green fonksiyonu-

nu

g(z;T) = —LI—T [#(L-T)H(T —z)+ T(L —z)H(z — T)]

olarak bulmustuk. O halde verilen problemin ¢6ztimiinii (2.28) bagintisina gore;
4 L
y(r) = / g(z;T)[—9.81 — 9.81M (T — 5)]dT
0

L
= —9.81/ g(z; T)dT — 9.81Mg(xz; —g)
0

-9.81 9.81
981 L L z—L
2 [~ PHE - ) + 5L - 080
—9.81 z? 9.81 z(L — z)?
= ) - s

A i -+ (G- 0H - 5)

e |
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L
_981z(L—z) 981M | ¥ 0<z<i
=) = 27 3

olarak buluruz. Bu ¢6ziim bir superpozisyondur. Cinkii F(x) kaynag: hem agirhg

hem da bir noktada toplanan yiikii icermektedir. (gekil 2.2(b))

(3

Ornek 2.6
(a) F(x)=2x
(b) F(x)=H(x -1)-H(x-2)
olmak tizere
d?y

d—13+4y=F(z) 0<z<3

y(0) =0=4y'(3)

simr deger probleminin ¢éziimunt bulunuz.
Cozim:

Bu sinir deger problemi igin Green fonksiyonunu y(a) = 0 = y'(3) olmak
izere ornek 2.2 de hesaplamigtik. O halde verilen bu siur sartlan igin Green

fonksiyonunu a = 0 ve § = 3 almak suretiyle ;

g(z;T) = 20—;6 [sin?x.cos(ﬁ —2T).H(T — z) + sin2T.cos(6 — 2z).H(z — T)

olarak elde ederiz. F(x) kaynak fonksiyonumuz olmak izere homojen sinir sartla-

rina sahip bu problemimizin ¢oziiminu
3
/ g(z;T).F(T)dT
0

integali ile hesaplariz.

(a) F(x)=2x ise;
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3
y(:p):/o 2Tg(z; T)dT

1
2co0s6

-1
" 2c0s6

T
/ 2T sin2Tcos(6 — x)dT —
0

_ cos(6 - 2x) { ~Tcos2T  sin2T }Z

cos6 2 + 4 0

sin2z { —Tsin(6 —2T)  cos(6 —2T))"
2 + 4

cos6 0

T  sin2z
2  4cosb

3
/ 2T sin2zcos(6 — 2T)dT"
k4

olarak ¢oziimii buluruz. Bu sonucu y” + 4y = 2z diferansiyel denkleminin verilen

sinir sartlan altindaki genel ¢oziimuni bularak da basitce elde edebiliriz.

(b) F(x)=H(x-1)=H(x-2) ise;

y(z) = / [H(z —1) - H(z — 2)g(z; T)dT

oldugundan

0 z<1

H($—1)={ ve H(:I:—2)={

1 z>1

olmak tizere
2
y($)=/ g(z; T)dT
1

dir.

0 z<2

1 z2>2



z < 1 oldugunda;

2
-1 . \
y(z) = /1 26086.327121.603(6 - 2T)dT

2

_ sin2z { sin(6 — 2T) }

" 2cosb 2 i

stn2z(sin2 — sin4)
4cos6

1 < z < 2 oldugunda;

r 2
= / 16.sin2T.cos(6 —2z)dT + / Y sin2z.cos(6 — 2T)dT
1

cos : 2c0s6

<
—

&
~—

|

x

_ cos(6 — 2z) { cos2T }z N sin2zx { sin(6 — 2T) }

2co0s6 2 1 2cos6 2 .

1

1 [sin2z.5in2 — cos(6 — 27).cos2)
cos

_1.
T4

2 < z < 3 oldugunda da ;

y(z) = /; z;iG.sinQT.cos(G —2z)dT

_ cos(6 — 2z) { cos2T }2

2c0s6 2 1

cos(6 — 2z)(cosd — cos2)
4cos6

seklinde ¢oztimi elde ederiz.
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2.2.2. Homojen Olmayan Smir Sartlariyla ilgili Problemler

Ly = %[a(r)%] + ¢(z)y = F(x) a<zr<f

By =m (2.33)
Byy = my ’

olarak simir sartlar1 homojen olmayan bir problemimiz oldugunu varsayalim.
(sadece homojen olmayan karigmamg sir gartlarimi goz ontine alacagiz; periyodik
siur sartlar1 homojendir.) Bu tip problemlerin ¢6ziimlerini superpozisyon metodu
ile yada Green ozdesgligi ile bulabilecegimizi soylernistik.

Her iki metod ile ¢6ziim i¢in de

d dy
Ly = (—i—m—[a(:c)%] + c(z)y = F(x) a<r<f
Bly =0
(2.34)
Bzy =0
probleminin Green fonksiyonunu goz onune alacagiz.
1. Superpozisyon Metodu :
Bu metodda s
w= [ o@D FTNT
(2.34) probleminin ¢6ziimii olmak iizere eger y, 'de
Ly=0
Biy=m
(2.35)
Byy = my

problemin ¢ozimii ise (2.33) probleminin ¢6zimii;
y=y t+y2

olarak hesaplanir.
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yo c¢oziimii (2.35) ile verilen Ly=0 diferansiyel denkleminin bir genel ¢6ziimiine

B,y = m; ve Byy = my smur sartlarim uygulamak suretiyle elde edilir.

Ornek 2.7

Y
——TE:LE:F(:E) O0<z< L

y(0) =m, , y(L) =ma

siir deger problemininin ¢6ziimiint bulunuz.
Cozum:

Daha 6nce bu problemin homojen sinir sartlarina sahip oldugunda ¢6zimi-
nun

L—=z

L z L
yi(z) = /0 g(z: T).F(T)dT = /0 T(FT)dT + % / (L - T)F(T)dT

oldugunu bulmustuk. Bu ¢ozume

d?
E’gzo , y(0) =myvey(L) = my

probleminin ¢6ziimiint eklemek suretiyle istenen ¢éziimiu elde etmeye galigalim.

d’y
r =

diferansiyel denkleminin her ¢ozimiu
yo(z) = Az + B
seklinde olacagindan sinir gsartlarim saglattigimizda;

yz(O) = B =my

My — My

yo(Ly=AL+my=my = A= 7

olur ve boylece istenen y, ¢ézimu

T
ya(z) = (Mg — ml)'i +my
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seklinde buluruz. Verilen sinir deger problemimizin ¢oziimi
y = y1(z) + ya(z)
olarak tamimlandigindan
(2) = (mg — my) % 4 my + 225 /ITF(T)dT+ ad /L(L T).F(T)dT
Y] =\mz 7 m Lt J, / Lt J, '

seklinde elde ederiz.

Superpozisyon metodu adi diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin bulunma-
s1 i¢in gegerli bir metotdur. Fakat kismi diferansiyel denklemlere genellegtirilemez;
ciinkii bu metod ile kismi diferansiyel denklemlerin genel ¢6ziimlerinin bulunmas:
ve homojen olmayan simir sartlar uygulandiginda keyfi fonksiyonlarin bulunmasi
miimkiin degildir. Bu nedenle olabilecek ikinci yaklagim (2.30) Green 6zdesliginin
kismi diferansiyel denklemlere genellestirilerek kullamilmasidir. Bu metod proble-

min ¢o6ziimiiniin homojen sinir gartlarina bagh oldugunu ifade eder.

2. Green Ozde§li§i Metodu:
(2.33) probleminin y(z) ¢6ziimii istendiginde, v(z) de bu problem i¢in g(z; T')
Green fonksiyonu ise (2.30) Green 6zdesligi

B B B
/(uLv—vLu)dzz/ ng(:v;T)d:c—/ g(z; T)Lydz

dg(z;T) g

= {0 s 25 - (a1 o) |

o

seklini alir. Ly = F(z) ve Lg(z;T) = é(z —T) oldugundan dolay1

/  y(2)8(z~T)de ~ / " gl T)F(x)de = {ato) |0 255 - oo T)=)| }ﬂ
yada
w1 - [ ” g(a; TYF(x)dz = a(ﬂ)[ 6 25T _ g4 T)y'(ﬁ)}
—afa)[u(0) 25 - glas T @) (2.36)
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olur. Eger kanigik olmayan (2.4) simir sartlarindan y'(a) ve y'(3) degerlerini bulup

(2.36) esitliginde yerine yazarsak

A [ ; m
o1~ [ gt D @xde = a5 2L — g0 1152 - P00

L

- afe)[u(@) 2] — e T + P yuce)

= a(9)] - 257+ U200 20D ¢ g (5:))
- afa)] - TatasT) + U2 2 4y gfoi )

buluruz. g(x;T) kanigik olmayan (2.4) simr gartlarimin homojen kisnmim sagladi-

gindan

09(a;T)
—h Jdz

69(5, T)

+h1g(a;T)=0

+h2 (ﬂ7T)-O

dir. Bu durumda
B my ma
Y(T) = / o(ai TIF(e)dz — Trala)g(eiT) - Tra(B)a(B: T)

olacaktir. Sonug olarak x ile T nin yerini degistirdigimizde ve g(z;T) nin simet-

rikligini kullandigimizda;
B m m
W) = [ ol D) FIMT - Talalglasa) - TalBlo(zsf)  (230)

olmak tizere istenilen ¢6ziimi elde ederiz.
Sinir sartlarinda I} = I, = 0 ve hy = hy = 1 aldigimizda (2.36) bagintis:
(2.37) ifadesini agagidaki sekilde belirler.

ﬂ I (l'a
y(z) = / (@3 1) F(D)T = mya(8) 2] _ (o) 258 (238)
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(2.37) ve (2.38) ifadeleri (2.33) problemindeki non-homojenligin y(x) e bagh oldu-
gunu gosterir. Kismi diferansiyel denklemlerde denklemin homojen olmayan kismu
f(x) ile olugturulan bir integral terim ile hesaplanir ve diger terimlerde homojen

olmayan sinir sartlarina bagh olarak bulunur.

Parcal siirekli F(x) fonksiyonu x noktasinda siirekli ve g(z;T) de bu nok-
tada siirekli oldugundan (2.38) ifadesindeki integral terim bu noktada siireklidir.
Sadece x=T de g(x;T) siirekli ve ?i(aizﬂ bir sureksizlige sahip oldugundan dolay:
(2.38) ifadesindeki diger terimler sinir sartlarinin homojen olmamasindan dolay:
sureklidirler. Bagka bir deyigle, bir simir deger probleminin ¢oziimii problemin

Green fonksiyonuna bagh olarak daima siirekli bir fonksiyondur.

Ornek 2.8

Bir onceki 6rnekte verilen simr deger probleminin ¢éziimiinii bulunuz.
Coziim:

d*y
—T'CZL_—2:F((L‘) O0<z< L

y(O) =my ] y(L) =m2

olarak verilmigti. Bu problem i¢in Green fonksiyonunu ornek 2.1 de

9(z,T) = (L7) ' [z(L — T)H(T — z) + T(L — z)H(x — T)]

olarak bulmustuk.

Ornek 2.7 de superpozisyon metodunu kullanmak suretiyle homojen dife-
ransiyel denklemi ve homojen olmayan sir sartlarim saglayan tek ¢oziim elde

etmigtik. Simdi buna alternatif olarak Green 6zdesligi metodunu kullanmak sure-
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tiyle ¢oziimii elde edelim. (2.38) bagintisina gore;

’ Og(x; L Og(z;0

L
- /0 (a3 T).F(T)T ~ 22 [~ H(T — 2) + (L = )H(z = T)]ir=

+ Tzrg_l[—xH(T —z)+ (L~ z)H(z = T)]|r=0

ma

L my .,
_ /0 o(z; T).F(T)T + o+ ZHL—)

L z
_ / 9(z; T).F(T)dT + (mz — m) 7 + mx
0

seklinde istenilen ¢oziimii elde ederiz. g(z;T) yi agik bir gekilde yazarsak da

T L—z [° r [F
y(z) = (mg — ml)f +my + = /; TF(T)dT + —L—;'/; (L -T).F(T)dT
buluruz.
Ornek 2.9

d’y
:iﬁ+4y—F(x) a<z<pf

yla)=m1 y'(ﬂ) =my

simir deger probleminin ¢6ziimini bulunuz.
Cozum:

Ornek 2.2 de bu problem i¢in Green fonksiyonunu

g(z;T) = sin2(z — a)cos2(B — T)H(T — x)

=t
2¢082(f — a) [

+5in2(T — a)cos2(f — z)H(z —T)

olarak bulmustuk.
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m; ve mg sabitleri siur gartlarim non-homojen yapan degerlerdir. (2.37)
nin my ve (2.38) in m, igeren terimlerini kullanmak tzere:

o ;o
o) = [ o LR = my 2 — ag(a: )

8 Comy
=/ g(z; T)F(T)dTQc

Seor2(e — ) [25@'712(1‘ —a)sin2(B — a)H(a — z)

+2c0s2(8 — z)H(z — a) sin2(z —a)H(B — )

|+ st
+sin2(8 - a)eos2(8 - 2)H(z — ﬂ)]

2mycos2(f — =) + masin2(z — «)
2c0s2(f3 — )

B8
= y0)= [ o T)FT)T +

seklinde istenilen ¢6ziimii elde ederiz.

2.3. Green Fonksiyonlar1 Kullanilarak Baslangic Deger Problemlerinin

Coziimleri

Ly = a—%[a(z)j—z] + c(z)y = F(z) a<z<p

Biy =my
(2.39)
By =mg,

sinir deger probleminde verilen kogullan y(a) = 0 ve y'(a) = 0 olarak aldigimizda
problemimizi baslangi¢ deger problemi ve sartlanmizi da baglangig sartlar: olarak
adlandirninz. Bu tip problemlerde bagimisiz degisken t olarak alinir ve boylece

baglangi¢ deger problemimiz de
d dy
Ly = Zlaz) ] +eltly = F(t)  t>t

y(te) = my
(2.40)
y'(to) = m2
seklinde ele alinr.
to baglangi¢ zamani genellikle ¢y = 0 olarak segilir, ama cogunlukta ty keyfi

alimir.
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Bu problem igin g(x;T) Green fonksiyonun

D 1at) 2]+ e(t)g = 8t - 1)

9(t; T) =0
‘ dg(t; T) —0 (2.41)
dt

problemini saglayan bir fonksiyon oldugu kolayca goriilmektedir. Ancak bu g(t;T)
fonksiyonu (2.40) probleminin ¢6ziimlerini improper integral olarak bulmamiza yol
agtigindan ¢oziimleri improper integrallere iligkin yakinsaklik problemleri ile elde
ederiz. Bu ylizden g(t;T) Green fonksiyonunu (2.40) in bir esas ¢6ziimi olarak

tanimlayabiliriz. Ve bu
gtT)=0 , to<t<T
(2.42)
Lg=46t—-T)

probleminin bir ¢ozumudir.

Fiziksel olarak g(t;T) ,T zamaminda bir birim impulsa (2.40) ile verilen sis-
temin tepkisidir. Dogal olarak ¢t < T i¢in sistem 6zdes olarak sifira egitlenebilir.

[ (2.42) ile verilen g(t;T)=0 dan dolay: ]

t > to i¢in a(t) sifirdan farkl olacagindan (2.42) probleminin ¢oztimii vardir
ve tektir.

(2.17) smir deger problemi i¢in Green fonksiyonunu karakterize eden (2.19)
ozelliklerine karsilik gelen asagidaki 6zellikler (2.40) baslangi¢ deger problemi i¢in

Green fonksiyonunu karakterize eder.
9(t;T)=0 to<t<T

d dg
Lg= —cﬁ[a(t):l?] +c(t)g=0 , t>T

9(Ty;T)=0 (2.43)

dg(TH;T) 1
dt  a(t)
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u(t) ve v(t) (2.43) ile verilen Lg = 0 diferansiyel denkleminin lineer bagimsiz

¢ozumleri oldugundan

9(t:T) = ——[u(T)o(t) — v(T)u(t)|H(t - T) (2.44)

J(y)

fonksiyonu (2.43) sistemini saglar. Sinir deger problemleri i¢in buldugumuz (2.26)
formiiliiniin yerine, baglangi¢ deger problemleri igin (2.44) formiilii gegerlidir. An-
cak simir deger problemlerinde homojen sistemin trivial ve non-trivial ¢6ztimlerine
gore Green fonksiyonlar1 i¢in iki formil bulmustuk. Basglangi¢ deger problemleri
icin boyle bir sey s6z konusu degildir. C6ziim ne olursa olsun (2.44) formiilii ile

istenilen Green fonksiyonunu hesaplayabiliriz.

Ornek 2.10

k bir sabit olmak tizere bir telin ucuna bir M kiitlesi baglandigin: ifade eden

d?y
M——— ky = F(t ¢
dt2+ Yy (t) ) >0

y(0)=mi , y'(0)=
baslangi¢ deger problemi i¢in Green fonksiyonunu bulunuz.
Cozum:

My" 4+ ky = 0 homojen diferansiyel denkleminin ¢6ztumlerini bulalim.

k
Mrl+k= 2L - =
re 4+ 0¢T+M0

= 7112 =F1 f—
12 = F1y/ M
y(z) = Acosy/ Kkjt + BSiny/ %t
u(z) = cosy/ %t ve v(x) = siny/ —Akz;t

seklinde iki ¢oziim elde ederiz. O halde istenen Green fonksiyonunu (2.44) formii-

olmak uzere

olacagindan

liine gore

1 [ k [ k
9(t; T) = [sin —Tcosy/ —t
J(siny/ £t,cosy/ 1t) M M



—COS\/‘ Tsm\/_ ]H(t—T)
_\FMsm\/-(' ~t)H(t - T)
\FM \/_‘(t—T)H(t-—T)

Bir basglangi¢ deger probleminin ¢6ztimiinii de Green fonksiyonu cinsinden

olarak buluruz.

ifade edebiliriz. Ozellikle (2.40) probleminin ¢ézimi
t
. ag(t;t
olt) = [ o6T).F(TIT + afto)fmag(tsto) - mn 22050} 2.9

to

formiiliiyle heasaplanir.

integral terim, diferansiyel denklemdeki non-homojenlik i¢in hesaplanmak {izere
incremental sonuglann sliperpozisyonu olarak izah edilir. g(t;T) Green fonksiyonu
T zamaninda é(t —T') bir birim impulstan dolay: t zamanindaki sonug oldugundan,
g(t;T).F(T)dT de dT aralig: tizerinde bir F(T)dT incremental kuvvetten dolay: t
zamanindaki sonuctur. integral to baslangic zamanindan itibaren tim arahklar
izerinde toplamir ve t zamanindaki sonucu (sonsuz ¢ozlimii) verir. (2.45) for-
miiliindeki son iki terim (2.40) ile verilen baglangig sartlari uygulanmak suretiyle

non-homojenlige bagh olarak hesaplanir.

Ornek 2.11

Ornek 2.10 ile verilen problemin ¢oziimiinii bulunuz.
Cozuim:

(2.45) formiiliine gore istenilen ¢6ziim;

y(t) —/
+ M[:/%gsm\/%t + %\/—%cm\/%t]
= sm\/—(t _ T).F(T)dT + \/—,mzsm\/——t-}-mlcw\/_

sm\/‘(t —-T)H(t - T).F(T)dT
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2.4. Modifiye Green Fonksiyonlari
d dy
%[a(x)(—&-] +ce(zr)y=0 a<z<p

Biy=0
(2.46)
By =0
homojen sinir deger problemi non-trivial ¢6ziimlere sahip oldugunda L operatorii

ve verilen sinir sartlanina gore bu problem igin Green fonksiyonunu bulamayiz,

yoktur. Bir bagka deyisle

d%[a(w)j—z] +le(z) +Ap(2)ly=0  a<z<p
Bly =0
(2.47)
Bzy =0

probleminin bir 6zdegeri A = 0 oldugunda bu problemin Green fonksiyonu yoktur.

Kenarlan ve uclarn yalitilmig bir ¢cubugun durgun haldeki 1s1 iletimini ifade

eden
d*u
—-k'dx—2—F(.l') 0O<z< L
(2.48)

sinir deger problemin gz 6ntne alalim.
(2.47) homojen denklemi u=sbt non-trivial ¢oziimune sahiptir. Eger x=0

dan x=L ye kadar (2.48) diferansiyel denklemini integre edersek;

L L 2y du)t

olur. O halde eger bu problemin bir ¢oziimii varsa F(x) keyfi bir deger alamaz;
vani F(x)

L
/ F(z)dr =0 (2.49)
0

kosulunu saglamalidur.
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Fiziksel olarak bunun anlam kenarlan ve uglan yalitilmig olan bir cubugun
i¢indeki toplam 1s1 miktar: sifir ise bir durgun hal kogulunun olmas: gerekir.
é(x — T') fonksiyonu (2.49) kogulunu saglamadigindan dolay: (2.48) de

F(z) = é(x —T) aldigimizda bu probleme ait Green fonksiyonu icin

d?u
g'(0;T)=0 g(L;T)=0

probleminin ¢6ziimi yoktur.
Asagidaki teorem ile homojen sinir sartlarina sahip bir ¢cok problem igin

(2.49) kosuluna egdeger bir kosulun varligindan s6z edecegiz.

Teorem 8.

d dy
Ly = C—l;[ag;] +cy = F(:L‘)

Biy=0
(2.50)
Byy =0
probleminin bir ¢6ziimiinin olmasi i¢in gerek ve yeter gart
Ly=20
Biy=0 (2.51)
Byy=0

homojen simir deger problemi w(x) non-trivial ¢6ziimiine sahip oldugunda her w(x)
¢Ozumtu igin

/ﬂ F(r)w(z)de =0 (2.52)

olmasidir.
ispat :

(2.52) kogulunun gerekliligini kolayca gdsterebiliriz. Eger y(x), (2.50) prob-
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leminin bir ¢6zimi ise ve w(x) (2.51) problemini sagladig i¢in Lw=0 oldugundan
B B
/ F(x)w(z)dr = / (Ly)w(z)dz

B

- /a  (Lwyde + {a(wy' - yw’)}a

(2.53)

= a(Dw(B)y'(8) — y(B)w'(B)] - a(a)w(a)y'(a)

— y(a)w'(a)]
elde ederiz.

(2.52) ile verilen sinir sartlan karigik olmayan simir sartlan yada periyodik

sinir sartlan oldugunda (2.53) esitliginin sag kismu sifira esit olur. Ve

fa y F(z)w(z)dz =0

olarak elde ederiz.

Teoremin yeterliligini inceleyelim. (2.51) problemi non-trivial ¢oziimlere sa-
hip oldugunda ve (2.52) uygunluk kosulu saglandiginda (2.50) probleminin ¢6ziimii
tek degildir. Eger y(x) bir ¢6ziim ise c keyfi bir deger ve w(x), (2.51) in bir ¢oziimii
olmak tizere y(x)+cw(x) de bir ¢oziimdiir. Bu nedenle teoremin yeterliligini sagla-
mak i¢in yani (2.52) uygunluk kosulu saglanmak tizere (2.50) probleminin ¢oziimii-
nii bulnak icin Modifiye (degistirilmig) Green fonksiyonlarini ele alacagiz. Clinki
é(z — T) fonksiyonu (2.52) uygunluk kosulunu saglamadigindan dolay: g(x;T) adi

Green fonksiyonu

Lg=6(x—T)
Big=0
Bzg—O

problemini saglamaz.
(2.51) probleminin bir veya iki lineer bagimsiz ¢6ziime sahip olup olmamasina bag-

hi olarak iki durum ortaya cikar. Bunlardan ilki; (2.51) min bir carpimsal sabit icin
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sadece tek bir non-trivial ¢ozlime sahip olmasidir. Bu yizden

8
/ [w(z))*dz =1 (2.54)

normalize edilmig olarak alabiliriz.
(2.50) problemi i¢in bir modifiye Green fonksiyonu,
Lg=6z—-T)— w(z)w(T)

Big=0 (2.55)

@l
H

B, 0

<
Il

probleminin bir g{z;T) ¢ozlimil olarak tammlamr. Ciinki (2.55) ile verilen dife-
ransiyel denklemin sag kismi (2.52) uygunluk kosulunu saglar ve g(z; T') ¢6zlimii ile
teorem 8 i saglariz. Fakat ¢ozlimiin tek olmamasindan dolay: g(z; T') nin yapisinda
kullanilan metoda bagh olarak g(z;T') simetrik olabilir yada olmayabilir. Modi-
fiye Green fonksiyonu, Adi Green fonksiyonunun sagladig: stireklilik ozelliklerine
benzer ozellikleri saglar. Bu 6zellikleri g(z; T) nin bulunmasinda kullanabiliriz.
Modifiye Green fonksiyonlar, (2.52) kosulunu saglayan bir F(x) ¢o6ztimine sahip
oldugundan (2.50) probleminin ¢éziimiini bulmak i¢in kullamlabilir.

u=y(x) ve v = g(z; T') olmak suretiyle (2.30) Green 6zdegligini

BED _ ga T)y'(xn}ﬁ

[ 1

/ [yLg — FLyldz = {a(x)[y<x>

seklinde elde ederiz.
Bu esitligin, §(z; T) nin kanisik olmayan yada periyodik simir sartlarini sag-
lamas: durumunda sifira esitlendigi kolayca gosterilebilir.

Bu durumda (2.50) ve (2.55) ile verilen diferansiyel denklemler ile
8
[ {v@ste 1) - Wiy - gt ) o =0

8
+ WT)-aW(@D) - [ 5T =0

buluruz ve

I
A =/ y(z)W(z)dx
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dir.
Boylece istenen ¢ézuimiu
B
oT) = [ T TIF (@) + W) (2.56)
vada x ile T 'nin yerini degistirdigimizde
B
y(z) =/ §(T;2).F(T)dT + e W (z) (2.57)

olarak buluruz. y(x), sadece bir c¢W(x) teriminin eklenmesiyle tek ¢6ziim olaca-

gindan (2.57) formiiliindeki ¢ 'nin indisini atabiliriz ve ¢ keyfi olmak tizere ¢6ztimii
B
y(z) = / 4(T; 2).F(T)dT + W (z) (2.58)

olarak yazabiliriz.

Sonug olarak; g(z; T) ’in yapis: simetrik olarak verildiginde ¢6ziimii
B
y(T) = / g(z;T).F(T)dT + cW (x) (2.59)

seklinde de alabiliriz. Dikkat edilecek olursa ¢W(x) terimi diginda ¢éztim sekli Adi

Green fonksiyonlanyla ozdestir.

Ornek 2.12

d?y
c—l—:;2_+4y=F(x) , O<z<m

y(0) =0 =y(n)
simir deger problemini ¢ozelim.

Cozum:

y" + 4y = 0 homojen diferansiyel denkleminin ¢6ziimleri
r’+4r =0 = ri2 = F2i

olmak lizere

y(z) = Acos2z + Bsin2zx
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seklindedir.
sin2x fonksiyonu verilen iki simr sartim sagladigindan dolay: bu problem

icin Green fonksiyonu yoktur. O halde g(z;T) ’yi,

d*g 2
L 7y 2 inorsi
T2? + 4§ = 6(z —T) —sin zsin2T

g(0;T)=0=g(m T)

probleminin ¢6ziimii olacak sekilde bir Modifiye Green fonksiyonu olarak tanimla-
yalim (2 normallegtirme faktoriidiir ).

g(z; T), (2.19) ile verilen ti¢ 6zelligi sagladigindan ve
I —, 2 . .
g +4g = ——sin2zsin2T
e
denkleminin bir 6zel ¢ozumu

(27) ' zsin2T cos2z

oldugundan dolay:

. Asin2x + Bcos2z ;0<e<T
g(z;T) = §—sén2Tcos2x + {
T Csin2z + Dcos2z i IT'<z<mw

olarak alabiliriz. A, B, C ve D bilinmeyenlerini bulmak i¢in
9(0;T) =0=9(mT)
sir gartlarini, bu son egitlikte uyguladigimizda
B=20

ve

1
;.sinQT +D=0

buluruz ve x=T ’de (2.19) ile verilen sireklilik sart1 uygulandiginda da

Asin2T + Bcos2T = Csin2T + Dsin2T
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(2Ccos2T — 2Dsin2T) — (2Acos2T — 2Bsin2T) = 1

buluruz. Bu dort denklem, A=A(T) T nin bir keyfi fonksiyonu olmak tizere
1
C=A+ -2-c032T

olmasim gerektirir. Bu durumda Modifiye Green fonksiyonunu
Asin2x ;1 0<a2<T

g(z;T) = ~ sin2Tcos2z +
2w [A+ %cos?T]sian - %sin2Tc052:r, T<z<nm

r
= —sin2Tcos2z +

Asin2z 0z <T
T

A+sin2zzsin2(z —T) ;T<z<~

1
= ;—sin2Tcos2:c + Asin2z + —2-sin2(.1: —~TYH(z - T)
T

seklinde buluruz. Dikkat edilecek olursa homojen denklemin ¢6zimi G(x;T) ’de
keyfi hareketle W(x) ’in kat: olan bir A(T) sabitidir. Cinkt g(z:T) simetrik ol-

madigindan orjinal sinir deger probleminin ¢éziimiint (2.58) ifadesi kullanilmak

suretiyle

y(z) = /07' §(z; T)F(T)dT + Csin2z

= / (%sin2xc032T + A(z)sin2T + %sin2(T —z)H(T - x)) F(T)dT
0

+ Csin2z (¢ — sabit)

T

- 2 T T
= Csin2z + S’g a / Tcos2T.F(T)dT + A(z) / F(T)sin2TdT
0 0
1 T
3 / sin2(T — 2).F(T)dT

seklinde ifade ederiz.

Buradaki ilk integral bir sabit deger oldugundan dolay: esitligin ilk terimi

olan Csin2zr ile toplayabiliriz. Ayrica ikinci integral de (2.52) uygunluk kosuluna
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gore sifira egitlenir ve boylece istenen son ¢6zimu
: 1 (" .
y(z) = Csin2r + 5/ sin2(T — z).F(T)dT

olarak elde ederiz.

Burada (2.50) problemine kargilik gelen (2.51) probleminin bir ¢arpimsal
sabiti i¢in tek bir non-trivial ¢oziime sahip oldugunu goz ontine almigtik. Diger
bir olasilik (2.51)diferansiyel denkleminin verilen simir sartlarim saglayan tiim ¢o6-
zumlerinin g6z 6niine alinmasidir. Boyle bir durumda daima Ly=0 diferansiyel
denkleminin v(x) ve w(x) seklinde iki ortanormal ¢6ziimleri bulunur. Eger ¢(z)

ve ¢(z) lineer bagimsiz ¢oztimler ise v(x) ve w(x) ortanormal ¢6ziimleri

(N0

o(z) = ¥(2) [ / ﬁw(x)]?dx}

ve

-1
2

w(e) = |6 = ofe) [ st [ [ " (ote) —ote) [ ote i) e

dir. | ¢¥(z), v(x) seklinde normallegtirilmistir. w(x) igin de ¢(z) ‘in bilegeni v(x)
'in dogrultusunda yer degistirir ve sonug o zaman normallestirilir |

(2.50) problemi i¢in Modifiye Green fonksiyonunu
Lj=6z-T)— w(z)w(T) — v(z)v(T)

Big=0 (2.60)

probleminin bir ¢6ztimu olarak tamimlariz. Bu diferansiyel denklemin sag kismi
(2.52) uygunluk kogulunu sagladigindan dolay: g(z; T') gercekten varolabilecektir.
O halde Green 6zdesligi (2.50) problemin ¢6ziimiinii, C ve D birer keyfi sabit olmak

uzere

B
y(z) = / 3(2; T).F(T)dT + Cuw(z) + Do(z) (2.61)

seklinde belirler.
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Ornek 2.13

d’y
Eﬁ_}-y:F(:p) , 0<x<2r

sinir deger probleminin ¢6ztimiind bulunuz.
Cozum:
Problemin homojen kisnu sinx ve cosx non-trivial ¢éztimlerine sahip olsun.

Bu fonksiyonlar ortogonal olduklarindan dolay: bu problem i¢in Modifiye Green

fonksiyonunu
d’s  _ 1, .
12 +g=6r—-T) -z "(stnxsenT + coszcosT)
z

9(0; T) = g(2m; T)

dg(0;T)  dg(2m;T)
dz - dzx

seklinde tamimlayabiliriz. Diferansiyel denklemin bir ¢oztimi
- Asinz + Bceoszr 0<e<T

§($; T)= 27

sin(T —z) + {

Csinz + Dcosx ;T <z <2rm

dir. A, B, C ve D bilinmeyenlerini bulmak i¢in oncelikle sinir sartlarim uygulad:-

gimizda
B =sinT+ D
sinT sinT
. 5 T cosT +C

buluruz ve daha sonra x=T ’de (2.19) ile verilen siireklilik sartlarim uyguladig-

mizda da
AsinT + BcosT = CsinT + DcosT

CcosT — DsinT — AcosT + BsinT =1
buluruz. Bu dort denklem C=C(T) ve D=D(T), T’nin birer keyfi fonksiyonu ol-

mak lzere

A=C —cosT ve B =D+ sinT



olmasim gerektirir.

Boylece Modifiye Green fonksiyonunu

sinTcosx — cosTsinx ;0<e<T
g(z;T) = ——sm(T — 1) + Csinz + Dcosz + {
0 T <zx<2r

= Csinz + Dcosz + sin(T — x) {

= Csinz + Dcosz + sin(T — .r)[‘-)% + H(T — z)]

seklinde buluruz. (2.61) formiiliine gore simr deger problemimizin ¢ozumu

2n 27
F(z)sinzdr =0 = F(z)coszdr
0 0

uygunluk kosullar saglandigindan dolay:

2n
y(z) = / §(T;2).F(T)dT + Esinz + Gcosz
0
2n
= / {CsmT + DcosT + sin(z — T)[ + H(z — T)]}.F(T)dT + Esinz + Gceosz
0

27
= Esinz + Geosz + / sin(z — T)[ + H(z — T)|F(T)dT
0
olarak buluruz.

Bu kisimda da sinir gartlar1 homojen olmayan (ve karigtk olmayan) prob-

lemlerin ¢oziimleri icin Modifiye Green fonksiyonlarini ileri stirecegiz.

(2.51) problemi bir ¢arpimsal sabit i¢in tek bir w(x) ¢6zlimiine sahip oldu-
gunda

Ly = a%[a(x)g—z] + c(z)y = F(z) a<z<p

Biy=m (2.62)



66
By =my

probleminin ¢6zimu
5_ m
v(e) = [ T5).F@NT + Cula) - Frataiiaia)

m
-7 aB)g(8;) (2.63)
yada sinir sartlarinda ¢; = £, = 0 oldugunda

8 .
y(z) = / §(T;g-).F(T)dT+Cw($)__mza(ﬂ)aﬁg; )

dg(a; z)

57 (2.64)

—myalw)

denklemlerinden elde ederiz.

Eger (2.51) problemi w(x) ve v(x) gibi iki lineer bagimsiz ¢ézume sahip
ise (2.63) ve (2.64) denklemlerindeki Cw(x) ’in yerine Cw(x)+Dv(x) alirz. Aksi
taktirde ¢éziimler aym olacaktir.

Tim durumlar igin, (2.62) probleminin bir ¢6ziimii; ancak ve ancak F(x),

my ve mg, homojen probleme karsilik gelenb problemin her w(x) ¢6zlimii igin
s ma ma
F(z)w(z)de = 7=a(B)w(B) + Za(a)w(a) (2.65)
vada simr sartlarinda ¢; = £2 = 0 oldugunda
B
/ F(z)w(z)dz = mia(a)w'(a) — mia(B)w'(B) (2.66)

uygunluk kogullarim sagladiklarinda vardir.



SONUGC

Ikinci mertebeden adi diferansiyel denklemler icin ele alinan Green fonksiyonlar,
kosullar ne olursa olsun, baglangig ve siir deger problemlerini kolayca ¢ozmemizi sag-
lar. Ornegin 1s1, kiitle transferi, elektrostatik, potansiyel ve bu gibi alanlarda kargilasilan

problemlerin ¢oziimiiniin kullanilmasinda biiyiik fayda saglar.

Green fonksiyonlan kismi diferansiyel denklemlere genisletildiginde Dirichlet ve Neu-
mann sinir deger problemleri, 1s1 iletimi ve telin titregimi ile ilgili problemlerin ¢6ziimlerinin

kolayca elde edilmesini saglar.
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