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OZET

Istatistifin biyik bir kismu lineer modellerinolugturulmas: ve regresyon analizinin
incelenmesiyle ugragmaktadir. Bizde bu ¢ahymamizda lineer modellerin genellestirilmis
ters matrislerle ¢6ziimi ile ilgilendik.

1. Boliimde; lineer modelin tasarimy, en kiigiik kareler yontemi ile s6z konusu modelin
lineer katsayilan olan  ve mn elde edilmesi, varyans hesabi ve tahmini, linner model

i¢in giiven arali@ tahmini ile bir uygulama bulunmaktadr.

2. Boliimde ise; genellestirilmis ters matrisin tanimu, 6zellikléri, elde edilmesi, lineer
modellere adapte edilmes: yeralmaktadir.

Sonug kismunda tezin konusu kisa ve 6z olarak anlatiimistir.



SUMMARY

Statistics mostly deals with structuring of the linear models and investigation of the
regression analysis. In this research, we dealt with the linear models and the solution of
this models by the generalized inverse matrix.

Chapter I contains project of the lineer model, the least-square process, obtaining of
o and B coefficiants of the model, vanance calculation and estimation and an application
by ceonfidence interval for the linear model.

In chapter II, definition of generalized inverse matrix, it's properties obtaining and
adaptation of its usage in the linear models are given.

In the last section, the subject of the thesis is written briefly.



GIRiS

Istatistikte, cogu zaman x ve y gibi (tek veya gok boyutlu) iki biiyiiklik arasmdaki
iliski ile ilgilenir. x ve y arasindaki iligki degisik durumlar gosterir y = ox gibi bir iligki
varsa buna fonksiyonel bagimsizlik, eger aralarinda bir iligki yoksa bagimsiziik vardir
denir.

Bu iki u¢ durumdan, yani fonksiyonel bagimhbktan farkh ara durumlar da vardir.
Buna ise istatistiksel bagimlilik ad1 verilir.

Istatistiksel olarak bagimh (x,y) ¢ifti igin iki farkh durum s6z konusudur.
1-) x ve y nin ikiside rastgele degigsken olup dagihim yasalan F(x,y) ile verilir.

2-) (x,y) ciftindeki bir bilesene mesela x e bir deger verelim. O zaman y kendi
ortalamas1 olan E(ylx) etrafinda defigsecektir. Buna gore € ortalamas: sifir olan bir

rastgele defigken olmak tizere
y=o(x)+e

yazilabilir. € nin dagihmi x e baghdir ve y nin @(x) etrafindaki yayginhigini gostenr. x i
sabit tutarak tekrarh denemeler yardimiyla @(x) e yaklasabilir. Bazi hipotezler veya
sagladif kolayliklardan dolayr ¢(x) fonksiyonu olarak f(x;f,,8,.8,) yi alnz.

Burada fB,,B, ve B, ler tahmin edilmesi gereken parametrelerdir. Yukandaki
formiile regrasyon problemi denir.

Bir regrasyon problemi genel olarak
y=0(x;B,,8,,8,) +¢€

ile ifade edilir. Burada
o(x; By, 8,,8,) = B, + Bx

olmasi halinde regrasyona lineer model adi verilir. Bizim burada inceleyece@imiz model
bu modeldir. O halde lineer modelimizin genel hali

y=P,+Px+e



olan denklemden elde edilen
(X'X)B=X'Y

normal denkleminde, 6zel bir yapist olan X'X in rank: tam degildir. Dolayisiyla klasik
anlamda ters matnsi yoktur. Bilinmeyen parametreler vekt6érii B i¢in tek ¢oziim
olmadifindan birgok yazarlar "uygun kosullar","kaginilmaz kisitlamalar” denen yollara
bagvurarak ¢ozimsiizlifiin iistesinden gelmislerdir.

Son zamanlarda, rank: tam olmayan modeller yeni bir yaklagimla ele ahnmus ve bu
yaklagimda kullanilan yoéntem; ¢ok ¢6ztimii lineer denklemlere uygulamlan
"genellestirilmis ters matrislerle ¢oziim" yontemidir. Dolayisiyla kisitlamalara gerek
kalmadan normal denklemler ¢ozillebilmekte, kisitlamalann bazi sakincalarindan
kurtulunmakta, analiz yontemleri daha genel bir baglamda anlagilabilmektedir.

Bu ¢alismada gudilen amag, son derece yararh gordiigiimiiz bu yeni yaklagimi dile
getirmek, bagka deyisle, nitel defiskenlenin s6z konusu oldugu rank, tam olmayan lineer
modellerin genellegtiriimis ters matrislerle nasil ¢6ziilebildigini gostermektir.



BOLUM I
BASIT LINEER MODEL

1. Lineer modele girig

Istatistigin biiyiikk bir kismu lineer model ya da regrasyon modellerin nasil
olusturulacagim igerir. Bir lineer modelin olusmas: ve lineer modele gore veri girisi
analizi bu tezin konusu olacaktir.

Konuya bir tanim ile baglayam. Ilk olarak (z,...,z,) bagimsiz degiskenlerine
fonksiyonel olarak bagh oldufu disiiniilen belli bir 7 cevap degiskeni. Yani
1= o+ Bz y1 goz oniine alahm. Omegin belli bir tretim igleminde, bir Griiniin verimi
7, katalizin miktan z,, islem siiresince dikkate alinan (korunan) basing z, ve iglemin
basladigindaki sicakhk z, 'e bagh olabilir .

Eger .
n:f(zlv“"zN):Zlﬂij(zl’”"zN)’ (1.1)

.

ise, denklem (1.1) in lineer modele uydugunu séyleyebiliriz. Burada x; ler sadece
nin fonksiyonudur. B,,...,B, nicelikleni (1.1) denklemine lineer olarak giren 1.

dereceden genellikle bilinmeyen parametrelerdir.
(1.1) tipindeki modeller igin bazi sonuglar elde etmek igin. Ik once
s=Lk=28=08,=B ve x(2)=1, x,(z)=z ,z =z, alahm Buna gore (1.1)

modeli

n=a+fz (1.2)
dir. (1.2) deki denklemde x = x,(z) = z aldifimzda 7= o+ B x dur.
Diger bir 6mek, (1.2) genellemesi basit bir z degiskenindeki d. dereceden polinamal
iligkiyle gerceklenir.
Yani;

=T, + 2+ T,2°+...+T,2° (1.3)

dir. Burada s=1 ve k=d+1 oldufu icin B,=7,, x;=x()=z"" wve
j=1,...,d +1olarak yeniden yazdigimizda (1.3) denklemi yeni haliyle asagidaki gibi



n=Bx, +B,x, + Byxs+.. By X0 (1.3a)

olur. Dikkat edilirse B, parametreleri (1.3) ve (1.3a) modeline lineer olarak katilirlar.
polinomal olmayan sekildeki bir modelide, (1.1) denklemiyle verilen bir lineer model
tipinde gosterebilinz.

Simdi,

N=o+Psin2nz (1.4)

modelini gézénine alahm. o ve B, (1.4) denkleminde lneer olarak ifade
edilebildiginden dolay1 bu model de bir lineer modeldir. Ciinkii s=1, £=2,
x,(z2)=1, x,(z)=sin2m ve z;=z, B=a, pB,=p oldugundan dolayr (1.4)
denklemi, (1.1) modeli seklindedir.

Yukandaki 6megin tersine nonlineer modelin bir 6rnegini, B,>f, ve z>0
exp(a) = e® ifadesini goz éniinde bulundurarak

n= (ﬁz -B )_] [exp(_ﬁxz)- exp(—ﬂzz)] (1.5)
seklinde ele alalim.

Daha agikcas: denklemde B, ve B, paremetreleri varolmas: halinde bile bu denklem,
bir lineer model degildir.

Belirli nonlineer modelleri goz 6niine alalim, bu parametrelerie nonlineer olan
denklemler uygun déniisiimlerle lineer modellere déniigtiiritlebilir. Omegin agagdaki
cevap fonksiyonunu g6z 6niinde bulunduralim.

&= Gexp(yz) (1.53)

Agikca (1.5a) de y parametresi ile lineer degildir. Bununia birlikte e tabanina gére

logaritmasinin alinmast ile

n=p+px (1.5b)
sekiinde olan

Iné=Ind+y:z (1.5¢)

denklemini elde ederiz. Burada fB,=Ind, B,=7v, x(z)=1, x,(z)=z dir. Yani
(1.5c) denklemi agikca (1.1) formlu lineer bir modellidir. Belirli verileri baz almak
stiretiyle en kiigiik kareler analizini kullanarak (1.5¢) yi elde etmek igin bir yontem



takip edilebilir. Daha sonra (1.5¢) belith dogru kurallara uyarak izlenilen bir yolla
(1.5a) gikanimum elde edebiliriz. Bunun yaninda (1.5) denkleminde oldugu gibi birgok
nonlineer model doniisiimle lineer modele indirgenemeyebilir.

1.1 Basit Lineer Model ve Onun En Kiiciik Kareler Yonteni Ile Analizi

En kiigiik kareler analizini lineer modele uygulamak igin (1.1) deki modelin
analizini ele alacafiz. Bu durum simdiik matrisler veya n boyutlu geometrik

argiimanlar kullanilmaksizin yapilacaktir.

Ise somut bir émekle baglayahm; sicakliktaki degisimlerin bir gazin hacmindeki
degismeleri nasil etkiledigi ile ilgilenelim. Bunu incelemek i¢in i=1...,N kadar
degerler alirken bagimsiz degisken (sicaklik buna x; diyelim) onceden segilmis gesitli
durumlarda 6lgtilen bir silindirdeki gazin hacimlerinde ( buna y, diyelim ) ki degigimleri
ile 1lgili deneyler yapilabilir. Farzedelimki deneysel hatalardan ayn olarak verilen x ¢
gore y nin matematik imidini ifade edebilmek i¢in y ve x arasindaki iligkinin lineer
oldugu kabul edilerek x e kargilik gelen y min s6zde regresyon fonksiyonu

E(y[x): n,=a+fx (1.6)

seklinde olur.
Aynca, x ne olursa olsun gézlenen hacim , yani y ; biitiin x de§eri igin

V(ypx)=o? (1.7

olarak ifade edilen aym deneysel hatay: verir.
[(1.7) varsaymm literatiirde homoscedestik varsayim olarak adlandinfir. Yani x ve y

nin aym anda deger almalan yada artmalardir]. Eger (1.6) ve (1.7) denklemierini ele
alirsak iki yorum elde ederiz. Birincisi; Bagimsiz deZiskenin, verilen bir x degeri icin, x
degenndeki y den ahnan gozlemler belirli bir D dagihmiyla uygun bir sekilde degisir.
(Omegin ,D, N normal daglim olabilirdi) o° ile x te dretilebilen y degerlerinin

dagihm degigimlerini tammlanz. o+ fx dogrusu izerinde bulunan x deki y nin
beklenen degerini yani (1.6) denklemini,

y=D|a+px,0) (1.7a)

ifadesi ile gosterebiliriz. Ikincisi; ' # x bagimsiz degiskenin diger bir x’ deferi iin



(Ornegin ,D, N normal dagilim olabilirdi) 6” ile x te tiretilebilen y degerlerinin dagilim
degisimlerini tammlanz. o-+fx dogrusu izerinde bulunan Xx deki y nin beklenen

degerini yani (1.6) denklemini

y=D|a+Bx,6*) (1.7a)

ifadesi ile gosterebiliriz. Ikincisi; x' # x bagimsiz defiskenin diger bir x’ degeri igin

y=Dla+p',6?) (1.7b)

yi gbz Oniinde bulundurarak Gzetleyebiliriz. Dagilimlanin ortalamalan ile 6lgilen yerel
degerlerden ayn olarak x’ niinde y ve x deki y nin dagilimlan da ortalama bakimindan
farkliik gosterir. Bu durum gekil 1.1.1 de gosterilmigtir.

(1.7a) ve (1.7b) denklemlerini herhangi bir x igin

y-{a+Bx)-e=0 (1.7¢)

denklemini yazarak Ozetleyebilinz. Burada rasigele hata &, beklenen defen sifir ve
varyanst ¢~ iken biitiin x ler igin aym dagilima sahiptir. x te y 6meklendifinde baz
zamanlar olusjum hatasi (incurred error) olarak o® dan bahsedilir. Yani anlatmak
istedigimiz olusum hatas1 € dir. Burada € sifir ortalamali ve ¢® varyansh dagilima
sahiptir. Daha ileri bir varsayimla x, sicaklifs kullanildiginda ortaya cikan y, gozlemi, x,
sicaklift kullamldifinda olusan y; den bagimsizdir. Yani x, ile y, ve x, ile y,

birbirinden bagimsizdir.

(1.6) ve (1.7) denklemleri, istatistikse]l bagimsizhik varsayirm deneyimiz igin bir model
olusurturur, Iliskinin x ile gergekten lineer oldugunu veya x nin bilinen segilen
bolgelerde lineer oldugu bilindifinden dolay1 (1.6) denklemini ifade etmistik. Simdi adim
olarak y ile x arasindaki fonksiyonel iligki yapisinin (1.6) ya baglh oldugunu arastiralim
istiyoruz. Onceden bahsedildigi gibi modelimizin alternatif bir tanimim kullanarak;
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SEKIL 1.1.1

yi=o+fx +§ (1.8)
denklemini yazabiliriz. Burada €, deneysel hatalan gostenir. Ve
E(e)=0 ,V{(g)=0

daki gibi dagiimigtir. €, diger hatalardan bagimsizdir veya en azindan karsibkhi olarak
aralarinda bir iliskili yoktur. (x;,5,) i=1,...,N verileninin tipik cizimi sekil 1.1.2 deki
gibidir.

Burada kullandizimiz notasyonlar genel olarak kullamlan notasyonlardir. Birkag x,
tenimi aym dedere sahip olabilir. Fakat hi¢ degilse onceden enaz segilmiy iki x in farkh

oldufunu varsayiyoruz. Gergekte deneye ait x lerin en iyi nasil segilecefinin sorusu
burada aklimiza gelebilir. Bu noktada diferleri arasinda bir f egimini tahmin etmek

istedifimizden dolay1 sadece x in farkh degerlerine karsi alinan enaz iki gdzleme ihtiyag

duydugumuzu soylebliriz.
Simdi 717 fonksiyone! iligkisindeki, bilinmeyen o ve B parametrelerinin ve deneysel

hata ¢® nin tahminlerini verecek bir metod géreceZiz. Baz durumlarda, bilinmeyen o ve
Byi a® ve B® vasitasiyla ifade edebiliriz. x ‘e gore lineer kabul edilen bilinmeyen

regresyon fonksiyonunu

n(g) =a® 4+ ﬁ(s)x a 9



olarak gosterelim. Burada (x,,n®) koordinatlanina sahip onceden segilmis x, degerleri
ile iligkili dogru tzerindeki noktalan gectigimize dikkat ediniz. Burada 1), yi 77, yerine
ve 1 yi 1% yerine yazabiliriz. Boylece (1.9) denkiemi,

NP =o®+px , i=1..N (1.93)

seklinde olur. (1.9) tahmininin ne kadar iyi oldugunu &lgmenin bir yolu, "g6zlenen
(x;,y,) verilerinden (1.9) dogrusunun uzakligt ne kadardir ? " sorusunu sormaktir. (1.10)
ile ifade edilen bir kriter fonksiyonu gozlenen (x,,y,) noktalanmn, tahmin edilen dogru
tizerindeki (x,,7®") noktalarina olan diigey uzakliklannin karelerinin toplammni &lger.

Yani;
0, = Z(yf -n®)
= ﬁ(% - o o) (1.10)

dir. Bu denklem bize en kiigiik kareler yonteminin denklemini verir.(Sekil 1.1.2 ye
bakiniz.) $imdi; Eger tahmin edilen iki dogrunun (yani (o®,B%®) ile (o, f)) iyiligini
kargilagtirmak istersek, -6megin (o®”,B%?) ifadesini ele alahm- asafdaki ifadelere
gore sezgisel olarak (o, B®) ile (a®”, ") arasinda segim yapilabiliriz.

0, >0, ise (a(g" , /3(3’)) segebiliriz

0,=0, ise (a‘g{),ﬁ“")) veya (a‘g),ﬁ(g)) yi secebiliriz (1.11)

0, <0, ise (@, F®) yi segebiliriz.

Q ile dlgiildiigii gibi veriye en yakin tahmin edilen dogruya yiikselme verecek
(o, B) tahmin ciftlerini segebiliriz



" @ oo

SEKIL 1.1.2

Omegin (o, B) tahminlerinin tiim miinkiin segenekler izerindeki veriye en yakin
A= b+ Bx (1.12)

tahmin edilen (1.12) dogrusuna yiikseltme verecekdir. Tekrarlanan haller igin en kiigiik
kareler yontemi olarak adlandinlan en kiigiik kareler yontemini kullamnz. (o, ) nin

tahminleri olarak (&, B) vi seceriz . Burada

2

min 0= min (v, - fx)’ = 2.y, -&-Bx,) (1.13)
dir,
Q=Z(y, —a—Bn) , Oep) (1.14)

(1.14) @t minimize eden (&, ) degerlerini bulmanm bir gok yolu vardir.

Burada verecegimiz ilk yontemde hesaplama islemleri kullanihr. (1.1) ifadesinde
agiklamalanm verdigimiz 2. yontem cebirseldir. (1.14) de verilen Q(a, ) y1 minimize
eden degerlerini bulmak icin &¢ ve B ya gore kismi tiirev alinz. Bu tiirevleri sifira esitler
ve yukanda gosterildifi gibi (&,5) ile ¢oziimi gostererek (o, f) igin ¢bziim elde
ederiz. Bu iglemler agagidaki gibi yapilir.

WQqef) 1.15)

“
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20(c., B)
L

Bu sira ile 1ki egithik tretir.

—2i(y.~—&~ﬁxi)=0 | (1.15a)
_zi(}’i - &_Bxi)xx‘ =0

Bu denklemlerin her birini -2 ile bolerek, esitliklerin sag tarafim yalniz "y" terimleni

igermesi i¢in yeniden diizenleyerek ve toplamalar yaparak

(N)&+(ixi)5=§:y,~ (1.15b)

(i X; ) &"' (i xf)é = ixiyi

elde ederiz.(1.15b) esitlikleri o, f y1 tahmin etmek igin genellikle normal denklemler

olarak adlandinlir. Kat sayilar determinants

i1 =A(xi,...,xN) (1.16)

sifir olmadik¢a (1.15b) normal denklemleri (&, fi) ye gore bir tek ¢6ziime sahip

olacaktir. Simdi bu determinant

(Zx) (1.162)

. =N 2
A(X,, va) Zxx N

=Ni(x,—f)2

sahip olur ve elbetteki sifira esit degildir. Tiim x, deZerlerin hepsi birbirine egittir. Bu da
(1.8a) dan sonraki yakiagimiara aykandir. (1.14) denklemini minimize etmenin bir sonucu
olarak (1.15b) denklemien bulundugu i¢in (1.15b) normal denklemleri, en kiigiik kareler
yontemi olarak tammlanir. ¥ ile (x, — ¥ ) kiimesini ve



i1

xy=$x X)y-¥)= Z (1.17)
S(i ):Z(xx’"f)(xi‘f):z]:xi - Nx?

gostererek & ve P goziimler,
é&=y-px ' (1.17a)

Sxy- Ny 3 (x, =%y, -¥)  S(%.9)

Sixi-ner Y (x-%)" S

W
1]

seklinde elde edebilinz.

Daha once gostenldigi gibi (&, fi) kullanlldiginda en kiigitk kareler yénteminin
¢oziimi asafidaki gibidir. O yu minimize eden a~ 8 diizlemindeki noktalan arastirmada
kullamilan (1.14) denklemi ile verilen (Q(c,f) kareler toplamimin diferansielinin bir
sonucu olarak (1.15b) normal denklemlerini elde ederiz. O yu minimize etmenin en basit
yolu (1.15a) veya (1.15b) denklemlerini kullanmaktir. Buradan (o, ) mn tiim diger

segenekleri lizerinde Q(ot,fB) degerlendirildigi zaman Q(¢&, ﬁ) en kigiik olabilir. Bunu
gosterebiliriz.(Aynica ek 1.1 de goriliir.)

farzedelimki O yu ;
Q':Z[(yi_&_ﬁxi)+(&_a)+(ﬁ_ﬁ)xi] (1~17b)

olarak yazalim. Burada (&, ﬁ), (1.17) denklem sistemi ile bulunmustu. Yani (&, B),
(1.15a) denklem sistemini saglar.$imdi (1.17b) ifadesini genigleterek;

N

0=3 (- i)'+ 3(e- )+ (3-8 (1170

i=1

+2g(y,. —&-ﬁ*’i)[(&‘a)'F(B-B)x"]

ifadesini elde ederiz. (1.17c) denkleminin ligiincii teriminde verilen ¢apraz carpimn sifir
oldugunu goéririz. Ciinki bu ifade (1.17d) ye

[ @) (5, - &~ c)+ (B- B3 (3, - & Bxi)x,-] (1.17d)

i=1 =1
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karsilikur ve (1.15a) denklemini kullanarak (1.17d) denklemini sifir bulabiliriz. Buradan;

N a2 Moo R 2
0=3 (3-8~} +3[(6- @) +(B-p)x, (1.17¢)
i=1 i=1
elde edilir. (o, B) nin iizerinde minimize edilen ¢, minimize edilen (1.17¢) denkleminin
ikinci terimiyle minimize edilecedi ve bu (o, f8) ile (&,Zi) degigtirildii zaman bu islem

daha kolay bir sekilde goriliir.
Yukanda gésterilen Q nun minumum degerini s6yle ifade edebiliriz.

0l p) =§:(yi ~&-px,) = min O(e, B) (1.179)

i=1

(&,B), (o, ) nin verilen tahminleridir. (1.6) denkleminin yani n=oa+fx nm
tahminlerine sahip oluruz. Bu ise (1.17) denklemi ile bulunan (&, B) nin en kigik

kareler dogrusudur. Yani;

f=&+Px=1, (1.18)

dir. Eger x =X i1se 0 zaman

ﬁf:&+Bi¢‘=(j7—Bf)+Bu_‘=)7 : (1.18a)
denklemini elde ederiz. Burada en kiigiik kareler dogrusu olarak adlandinlan bu denklem
(¥,3) verlerinin afilik merkezinden geger. (1.18) de ulagtifimiz neticelenn biitiin
islemlere uygulayarak en kiigiik karelerle uygun bir dogru elde edenz. Burada x de y nin
regresyona tabi tutulmas: s6z konusudur. Yalniz x nin 6nceden segilmiy deferlerindeki
en kugik kareler dogrusunun (x,,7),) noktalan oldufunu biliyoruz ve gergekten
(1.14),(1.15) ifadelerini ve digerlerini g6z 6niine alarak;

Q(&,B)=i(y,~-&—fki)z =i(y,~—nx,)2 (1.19)

dir. Genellikle Q(&,B) ifadesi SS, olarak gosterilir. - (,ff) nin tahminlerinin biitiin
miimkin segilmiglerinin tzerindeki O(a,f) nin minumum degerleri- ve SS, , ¢

sapmalarnnin karelerinin toplamlan olarak adlandinilir. Burada e,



i3

e, =y, =y ~(&+px,) (1.20)
dir. ¢, goklugu, genellikle y, nin kalan: olarak ifade edilir ve y, nin gorilen degerlerinden
Yani 7, = a+fx, nin ve 7}, — 7] tahmininin farki olarak adlandinhr. (Bu sekil 1.1.3 de
goriilebilir.)

Kalanlann toplamin: genellikle sifirdir. Yani;

ﬁ:eﬁ =§:(J’f _&'—Bxi)

i=1

- g[(yi —5)-Blx, - i’)] (1.202)

=30, -5)-B3(x - %)

i=1 i=1
=0
dir.

(xpy})

$

SEKIL 1.1.3

Bir en kiigiik kareler analizi yapildifz zaman genelde bu 6zelligi dikkate almaya gerek
yoktur. Fakat gercek sabit terimle lineer bir model uydurulursa bu 6zellik goz oniinde
bulundurulmahdir. Dikkat edilirse (1.20a) denklemi asagidaki gibi ifade edilebilir.

X(}’i_ﬁi)=o veya ZinZﬁi (1.20b)
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Bunu ise;

N

o{ap)=3(n-,) =2e =ss. (1.20¢)

seklinde ifade edebiliriz. Kism 1.2 de E(&)=o ve E(E): B oldugunu goésterecegiz.
Boylelikle ¢, kalanlarin beklenen deferine sahip oluruz. (E(e,]xl,...,xN)yi E(e) ile

gosterebilinz.)

E(ei) = E(yi - &_B’:i'xi""axN)
= E(}’ilxi)_E(&)_xiE(B) (1.20d)
= o+ fx, — o—Px,

=0
dir. Bunun anlam ise e, terimleri tek bagina hata hakkinda bilgi verir demektir. Kisim 1.3

de goriilecektir ki Z,N e? =8S, w, (1.6) ve (1.7) modelinin hata bileseni 6° yi tahmin
etmek i¢in bir baz olarak kullanabiliriz.

Simdi &, B ve SS, , 7, ve e, nicelikleri istatistiksel 6zelliklere sahip oldugunu bu
kisimda arastiracafiz. En kugiik kareler analizinin agiklamalanna ise daha sonraki

kisimlarda devam edecegiz.
1.2. En Kiigiik Kareler Analizinin Istatistiksel Ozellikleri

Bu kissmda buraya kadar hig ihtiyag duyulmayan kabullenmelerimizi hatirlayarak ige
baghyalim. Birinci kabullenme: Dagilimi D olan x'in 6nceden segilmis -sonlu sayida x;

nin birinci ve ikinci momentlen vardir- x, degerlennde rastgele y degiskenlerini

gozlilyoruz, .

E(ylx)=a+ﬁx (1.21a)

Vix)=0 (1.21b)
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ve ayrica x; de gozlenen N tane y, go6zlemleri istatistiksel olarak baZimsizdirlar. Simdi

(e,p) nn (@, [3) tahminlerinin beklenen degerini ve varyansini aragtiralim.

(1.17) denklemi yardimiyla §(x,y) ifadesini basit cebirsel kurallarla

N
Z(xi“f)(yx‘_y):zxiyi_m (1.22)
= Z (x, - X)y,
haline getirdikten sonra islemlerimize baglamak igin i} 'vi
N
- Z (xx‘ -X )yx
— i Mihd 1.22

b= (1222)
olarak yazabilinz. Boylece (1.22)'den

. N
B=Ycy, (1.22b)

1
: (x,— %) S
elde ederiz. burada ¢, =~ —— oldugunu §oruriiz.
S(x%)

Lineer kombinasyonun katsayllan olan ¢, lenn (i =1,...,N) afrlklan sadece x, nin

Onceden segilmis deferlerine baghdir ve bundan dolay: da sabittirler. Bunun anlam B

nn  y, lerin lineer kombinasyonu oldugudur. Bunlar su 6zelliklere sahiptir.

i) Dcl= S (1.22¢)

1if) Zcix', =
{1.22b) denkleminden E (B) yi yami beklenen degeri elde ederiz.

. N
E(ﬁlxn-—wxw): EciE(yilxla'--axN)
1

iciE(yilx,-) (1.22d)

G

1]
..Mz -
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Burada 7, = E(),|x,) = a+Bx; dir. Boylece (1.22c) den
- N
EPB)=2 c(a+Px)
1
N N
= azci +ﬁzcixx_ (1.22¢)
1 1

=p
dir. Yani 8 nmin en kiigiik kareler yontemini B, B icin 6n yargisizdir. Islemlere devam

ederek (1.22) ifadesinin her iki tarafinin varyansini -ﬁ nin varyanst- alinz . Bunu islemsel

olarak gosterirsek;
" N
V(Bxy,.sXy) = Zc,?V(y,|x,,...,xN) (1.23)

dir.
Cinki y, ler bagimsizdirlar, basit islemlerde sonra

V(B) = zcizV(yilxi)

_ O’ici’ (1.232)

o
SG)
dir. [Sayet x, ler S(¥*) m maksimum yapacak sekilde miimkiin oldugu kadar genis

arahkta secilirse f) nin varyanst minumum olacaktir. Bu istenilen sonugtur. Ciinki [3, B
nin bir tahminidir -bir egimidir- ve bu egimin iyi bir tahmini x lerin genis bir araliga
dayandinimast ile ortaya ¢ikanhr. ]

(1.22b) ve (1.17) ifadelerinin birinci satiim kullanarak @ y1 y, lerin lineer bir

kombinasyonu olarak yazilabilecedini gosterebiliriz. Yani;
N

&= (F-%c)y, (1.29)
i=1

dir. Bunu ispatlayabildifimizden
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=2

Ay (Y — 3, X
E@=a, V(@ 62[“5(:52)] (1.24a)

denklemlerini elde ederiz.
Aynca, 1, = a+fx -y nin x teki beklenen degeri- en az kareler yonteminin lineer

bir fonksiyondur. Bu asagidaki gibi gostenlebilir.

N

A, = 6+Bx=Y[F+c(x-D)y, (1.25)
Yukandaki sonuglardan;

2 A (x - -f)z
E(M)=n,, V(n.)= OJ[#"L_S(TQ)—J (1.252)

denlemlerini saglayabiliriz.
[(1.25a) denklemi; 7, tahmini igin, X de veya x, lenn merkezinde en kiigiik varyansi
verdigini gastenir.] Aynica (1.24) ve (1.24a), (1.25) ve (1.25a) denklemlerinin 6zel halini

verir. Ciinkti x=0 da uydurulan dogrunun kesim noktas: & dir. & bilinmeyen 7_, = &

y1 saptar , yani X=0 i¢in

Mo =0, E(f)=0a, V() = OJ[%J“%(;;_;;] (1.25b)

yi elde ederiz.

Daha sonraki iglemler icin & ve 3 nin kovaryansim elde edelim. Yani ;
E[(&- 0)(B-B)]= cov(&eP) (1.26)

(1.26) min degerlerini belirlemek i¢in (1.22) - (1.22¢) den
" N N
(ﬁ_ﬂ)zzci(yx‘_ﬂi):zci[yi-E(yilxi)] (1.26a)
y1 yazabilinz ve benzer sekilde
. N
(&-a)=>(4-%¢, )y, -n,) (1.26b)
.

yi gérmek kolaydir. Boylece,



18

(&-0)(B-B) =[Z‘:(§7—Yc,-)(y,- - ni)][ﬁjci(yi - n,-)] (1.27)

nin her iki tarafinda beklenen degerleri alarak ve y;, nin /i#j i¢in ¥, den bafimsiz
oldugunu hatirlayarak;
R N
cov(a,B) = olz(%c,. +5c‘c,?)+o (1.27a)
i=1
_O%
S(x?)

y1 elde edebiliriz.
Bu noktada su soruyu sorabiliriz. "Bu durumda nigin en kiiglik kareler yontemini

kullamyoruz 7". Ciinkii; Gauss teoremi olarak adlandinlan teoremnin ifadesinde bu

sonug vardir. Bu teoremin bir yorumu burada tartigilacaktir. En basit sekilde ifade

edersek Gauss teoremi; @ veya 8 mn & veya ﬁ en kugiik kareler yonteminin, y,
lerde lineer olan herhangi bir bagka tarafsiz sapmalanmin varyansindan daha biyik
olmayan varyansa sahip olduklanni iddia eder. Gergekten bu a,&+a23, ao+a,f yaait
bir minumum varyans tahminidir. Burada a, ve a, keyfi sabitlerdir. Buna gore asagidaki

teoremi sdyleyebiliriz.

Teorem: (x,,y,), (i=1,..,N) nin yukanda bildirilen sartlar altmda elde edilen
g6zlem noktalan olduklanm: farz ediniz. Yani x de dnceden segilmis degerleni x,,...,x, ,

dir ve gézlenen y,,...,¥, de x den bagimsizdir; Burada her 7 igin £ (yilx,.) =a+fx, ve

V(y|x)=0" dir. (&,B) nm en kilgiik kareler yontemini (&, ) ile gosterebiliriz.

T=a,0+a,B (1.28)
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in tahmini ile ilgilendigimizi farz ediniz .O zaman y, ye gére lineer olan 7 nun tiim

tarafsiz tahminleri arasinda ( en kiigiik kareler tahmini )
t=ad+a,p

bir minimum varyansa sahiptir.

ispat: (1.22¢) ve (1.24a) denklemlerinden E(7) =17 oldugunu rahathkla gérebiliriz.
Simdi T dan bafmsiz ve y ye gére lineer olan bir bagka 7 tahminine sahip oldugumuzu

farzedelhm. O zaman
N
{= Z dy, (2.29)
i=l

ve sapmasizlik (egilimsizhik) bagimsizhik sartt (yani £ (t]x1 oo Xy )= E(@) ) soyledir.

E@)= Zd:E(y;Ixz)z ZAdi(a"'ﬁxz’) =17

- N 12
V(D) =0y [%+(a,-a%)c] (1.30)
i
béylece tiim miimkiin & ve B igin
N N
oy d +BY dx, =a0+af (1.30a)
i=] i=1
ve sonra
N N
2. d;=a, ve Y. dx =a, (1.30b)
i=1 i=1

denklemierini elde ederiz. $imdi, T en kigiik kareler tahminini y, nin bir lineer bir

kombinasyonu olarak yazdifimizi farzedelim. Buradan

N N
t=ab+a,f=3 a(L-%c)y,+> acy, (1.31)
1 1

= i[{,‘- +(a, - aX)c, ]y,.

dir. Bu tarzda 7 nun varyansi -y, lerin bagimsiz olduklanm goz 6niinde tutarak-
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V(%) ='G'ZZ[W‘+(a2—a,x)c,] (1.32)
dir. Ve ( 1.22 ¢ ) denklemini kullanarak

(az anx)z
V(7= O'Z[N NN ] ‘ (1.33)

sonucunu elde ederniz. (1.31) deki beklenen degerden (1.30) daki beklenen degen

cikartarak

-E(M=1-1= }:[ +(a, —ax)c, |y, - 1) (1.34)
ii elde ederiz ve benzer sekilde (1.29) dan (1.30) ifadesini gikartirsak
(~E@)=1-t=3d/(3-n) (135)

i elde ederiz. (1.27a) sonucunu elde ettigimiz metodu kullanarak

cov(T,1) = 0'2}:[ +(a2—a,x)c] | (1.352)
yi elde ederiz ve (1.30b) yi kullanarak
cov(T,1) = o‘z[ +(a, - a,x)ch] (1.35b)
yi elde ederiz. Fakat
(x, —x)d,
Tea -y
DETEEIWC
=1 5 : (1.35¢)
— (a,—a)%)
SG2)

(1.35c¢) tfadesini (1.35b) denkleminde yerine koyarak

(02 -a%)’
cov(T,1) = O’ZI:N @) ] (1.36)
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v elde ederiz .Bu ise bize (1.33) deki varyans ile (1.36) daki kovaryansin birbinne esit

oldugunu gosterir. Yani;

cov(7,t) =V (%) (1.37)
dir. Farzedelimki 7 = T olsun. Buradan

0<V(1—7) = V(1) +V (D) -2cov(E,1) (1.38)

elde ederiz.(1.37) ve (1.38) de ispatlanmis olan

o<V (®)-V(7?) (1.38a)
veya
V(D) <V () ' (1.38b)

denklem sistemini elde ederiz. Burada Ancak ve ancak 7 = T olmasi durumunda esitligin

meydana geldigine dikkat edelim ki bu esitlikte

N .
t=§:d,.y,=r= [er“"'(az_alx)ci]yt

i=1 i=1
ve
¢:%+(az"axf)q s i=L..,N (1.39)

dir. Eger esithik olmazsa

Vo)<V () (1.39a)
dir. Burada yukandaki durumun g¢ok genel ve 6zel oldufunu séyleyebiliriz ve buna gére

asafidaki sonuglan elde edebiliriz.
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Senug¢ 1.2.1.1: (a,=0,a,=1), y, deki B mnn biitiin bagimsiz tahminleri arasinda, ﬁ

en kiigiik kareler tahmini ile minumum varyansa sahiptir.

Sonug 1.2.1.2: (a, =1,a,=0), y, de lineer olan & mn biitiin bagimsiz tahminleri

arasinda & en kiigiik kareler tahmini ile minumum varyansa sahiptir.

Sonug 1.2.1.3: (@, =la,=1), y, delineer olan 7, =+ x mn biitin bagimsiz

tahminleri arasinda 7), = &+ fic en kiigiik kareler tahmini ile minumum varyansa sahiptir.

Bu bolimdeki biitiin  sonuglarin zayif varsayimlan gozlemlerden elde edilmislerdir.
y, gozlemlen birbinyle iliskisizdir. Gergekte gok sikhikla bu tahmin kullanilir. Elbette

yapilan varsaymmlar y; lerle iliskisiz ise ve normal gekilde dagihyorsa elbette y; ler

birbirinden bafimsizdir.
1.3. & nin Tahmini

Daha onceden ifade ettigimiz gibi uydurmakta oldugumuz model dogru ise [sayet

E (y[x) =1], , X e gore lineer ise ve biz bu verilere gore bir dogru uydurursak ], o zaman

e, =y, —ﬁx' kalanlan bize sadece hata hakkinda yani sadece ¢® hakkinda bir bilgi

verirler. Gergekte SS, =Y € , ¢® haklindaki bilgiyi ifade eder. ( (1.20c) yi goz

1 ?
6niinde tutarak (1.44) ' e ifadesine bakiniz.)
Bunu gormek icin 11k olarak

S8, = - & Bx)(y, - &-Px,) (1.40)
= Z(y. "‘&—Bxi)yi - &E(yi - &—Bxi)

—BZ (yi -0 Bx’i )x,
1
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yazabiliriz. [(1.20b) ye bakimz] Fakat yukandaki SS, ifadesindeki son iki terimin
(1.152) denkleminden sifir oldugu goriiliir. Boylece

N N . N
SS,=> ¥ - (Zy,- +BY xiyi) (1.40a)
1 1 1

= SSI e SlSIr

w1 elde ederiz. (1.40a) ifadesi hesaplama agisindan 6nemlidir. Bu denklem bize kalanlann
karelerinin toplaminin, gézlemlerinin karelerinin toplamindan yani & ve B tahminlerinin
en kigiik kareler yonteminin swrastyla birinci ve ikinci normal denklemlerinin sad
taraflanyla garpimlannin toplamlanim ¢ikartarak hesaplanabildigini ifade eder. Bu ikinci
toplam SS, ile gostenlir ve karelerin regresyon toplamm olarak ifade edilir. Normal

denklemleri ise (1.15b) ile venilmislerdir.

Simdi (1.15b) normal denklemleri kullamlarak ,

8S, = &3y, + B xy, = N + 23 x,)5p+ (3 x2)* - (1.40b)
ve de
S8, =2 1. (1.40¢)

oldugu ispat edilebilir.

SS_ ye ait (1.40c) alternatif form bu noktada bizim igin énemlidir. -Yani SS,, 7, nun
bir toplam: oldugundan bu karelerin regresyon toplamudir; Burada 7),, =&+ Bx
regrasyon dogrusundaki x, noktalarimin ordinatlandir.

Ayrica (1.40b) nin sag tarafinn sekli ilgi gekicidir. Ciinkii &2, 268 ve B° terimlerinin
kat sayllan (1.15b) normal denklemlerinin katsayilanindan elde edilen elemanlardir. &
nin katsayilan i¢in 1. knormal denklemdeki 1. katsayryr (yani 1. normal denklemdeki &
nin katsayisim kullaninz.); Bz nn katsaysi igin 2. normal denklemdeki 2. katsayiy1 (yani



24

2. normal denklemdeki B’ min katsayisint kullaninz.); ve 26@ nin katsayisi igin 1. normal
denklemde ortaya ¢ikan 2. katsayiyi yada 2. normal denklemde ortaya ¢tkan 1. katsayy
kullamiz. (ikisinden birinin segimi &B' i oniinde olan 2.carpanim hesaba katanz).
Normal denklemlerin katsayilan herhangi bir (parametrelere gére ) ineer model i¢in gok

onemli oldugu meydana gikar

(1.40b) ve (1.40c) de zikredilen niceliklerden herhangi bir tanesine 8§, ile gosterilen
karelerinin regrasyon toplam: ofarak bakabiliriz. Yani

SS, = N&? +ZZx,.6@+foBz=&Zy,. *"‘BZ"}J’,' =iﬁf (1.40d)

p=1

dir. Simdi onun beklenen degerini aragtiralim. Biz sonsuz 1. ve 2. momentlerle herhangi

bir rastgele degiskeni W i¢in p, = E(W) ve o, = E [(W— u,,,,)z], yerine koyarak

EW*)= 0 + ity (1.41)

oldugunu ve benzer sekilde mevcut uygun momentlerle 2 rastgele W ve V' degiskenleri

i¢in
E@V )= cov(W.V)+Uylty, oV, V)= E[(W — i )V ~ 11y)] (1.41a)

oldugunu zaten biliyoruz. (1.40b) nin sag tarafim kullanarak kisim 1.2 min sonuglanndan

_ w2l ] s _o%
E(SS,)—N{o‘[—ﬁ+8(x2)]+a2}+2Nf[ S(£2)+aﬁ] (1.42)
2 62 2
+(Z%)[§O&T)+ﬂ]

elde ederiz ve basit cebirsel islemlerden sonra

E(SS,)=20"+[No? +2(3 x)af+(3_ x))p’]
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y1 elde ederiz. [Esasen S(¥’)=)_ x - Nx’den olay1 ] (1.42a) hakkinda iki uyanmiz

vardir. Tigilendigimiz modelde iki tane o ve 8 parametresi vardir ve de (1.42a) da 26°
teriminde 2 carpanini ortaya cikartir. o ve f bilinmeyenlerindeki bir kuadratik ifade
yardimiyla bu 2 garpam getirilir. Bu kuadratik formun katsayilan daha énce verilmigti ve

(1.40b) ifadesinde tartigtimigtt.
E(SS,)'yi hesaplamak kolaydir; (1.40a) ve (1.40b) denklemleninden

N
8S,=2.yI-5S, (1.43)
1
elde ettifimizden dolay:
N
E(SS,)=Y EG})-E(SS,) (1.43a)
1

=i[0'2 +(a+Bx,)* |- E(SS,)

dir. Bu ifadeyi agarsak

E(SS,)= N&® +(No? +2aBY x,+ B x? -E(SS,) (1.43b)

yi elde ederiz. (1.42a) denklemini kullanarak
E(SS8,)=(N-2)c (1.44)

elde ederiz. (1.44) ifadesinde gorillen N —2 carpimina hataya ait serbestlik dereces: (DF)

deriz. Sayet
ijz SSe =Z()’,~—TL-) (].45)
(N=-2) (N-2)

ifadesini yazarsak

ES:,)=0 (1.46)

vi elde ederiz. Yani S, , 0° min sapmasiz bir tahminidir.
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1.4. Varyans Analizi 1

(1.43) den ilging bir benzerligi

N

>V = N0 1)+ [Net + 20 x o+ (E B | (1.47)

1

=SS, +5S,

y1 elde ederiz. (1.47) 6zdesligi karelerin genel toplamim iki kisma bolebilecefimizi ifade
eder. Biri SS, hatalan hakkinda bilgi verir difieri ise SS, regresyon denkieminin

parametreleri hakkinda bilgi verir. (1.47) mn elemanlanim varyans analiz tablosu olarak
isimlendirilen asagidaki tabloda gosterebiliriz. (Necla COMLEKCI, 1988) kitabinda yer
almaktadir.

Tablo 1.4.1 : Modelin Varyans Analizi

EQp)=a+Bx , VOx)=¢

Serbestlik
Kaynak Dereceleri | Kareler | Ortalama Bekienen
(DE) Toplami Kare** Ortalama Kare
Regresyon 0-2 + 1/2(NO(2 + ZNYOCﬁ)
2 SS, SS.12 +1/200.xHB?
Hata N-2 SS, SS, /(N -2) c’
Toplam N Z)’fz

**QOrtalama Kare=Karelerin Toplamy/DF

Serbestlik derecesi hakkindaki yorumumuzu ileride yapacagiz. Bu noktada bunlar su
sekilde degerlendirilebilirler. Verileri olmadan 6nce y,,---,y, veri noktasi1 N boyutlu
oklidyen uzay1 R" de herhangi bir yerde bulunabilir. (x,,y,),i=1---,N tzerineki o ve
B y1 hesaplamaya yani (1.15b) normal denklemlerini veya esdeger olarak (1.17) ile
verilen ¢oziimlen bulmak igin iki kasitlamaya gerek vardir. Yani (@, Zi) » Viatm ¥y min N
boyutluk bir 6mek uzayin iki boyutlu 6mek alt uzaymnda bulunmaya ksitlandinhir,
e, = y,~1);, N tane niceliinin (&, B) w1 igeren alt uzayda bulunmas: gerektiZi ve onun
boyutunun N-2 oldugu gosterilecektir. Burada e, ler N sayidadir. Fakat (1.15a) y1 yani
tekrar yazilmig hali ile
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26 =20 -1,)=0 (1.48)
Zeixi.: Z(yi - ﬁxi )x; =0

denklemlerini saflamak zorundadir.
Tablo 1.4.1 de beklenen ortalama kare sutununun incelenmesi ile "ot=0 ve f=0"

bildirileri hakkindaki bilginin SS,/2 regresyonuna ait ortalama kareyi SS,/(N-2) ile
kiyaslayarak elde edilebildigini gésterir. Sayet "or=0 ve B= 0" iddias1 dogru ise 0 zaman
bu ortalama karelerin her ikiside aymt & beklenilen deferine sahiptir. Bu ortalama
karelerin tam olarak nasil kargilagtrildig Kisim 1.6 da tartisilacaktir.

1.5 Varyans Analizi I1

¥y yi x iizerinde regresyon ederekten ve kisim 1.1 deki model ile ilgilenirken biz
"a=0 ve B=0" durumu ile ilgilenmeyecegiz. Parametrelerden sadece biri ile alakali
durum ile ilgilennecegiz. (6rnegin B=0) O zaman bizim amacimz B hakkinda bilgi
veren karelerin toplam regresyon kismini bulmak veya baska bir degisle o hakkinda bilgi
icermeyen karelerin regrasyon toplami seklinde ifade etmek olacaktir. Kullandigimiz
islem yolu ortagonallestirme olarak isimlendirilir. Bununla ilerideki konularda ¢ok genel
olarak incelenece@iz. Burada anlatilmak istenen basit modeli asagidaki tarzda yazabiliriz.

EQ|x)=a+Bx, (1.49)
=(a+px)+h (x,-X)
=¢+p (x,-x)

Burada ¥ ler x'in N tane 6nceden segilmis x, degerlerinin ortalamasidir. Zzl(x— X)=0
~ dir. Bundan bagka sayet ¢ ve f deferlerini biliyorsak biz o 'y1 otomatik olarak biliriz.
Cinku

¢=0+pX veya o=¢-f% (1.49 a)
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dir. Gergekten (1.49), ( ¢ ve B parametrelerine gore bir lineer modeldir ve x, - ¥ 'yi w,

ile gosterirsek

N, = EQilx) = ¢+Bw, (1.50)
elde ederiz.

2 -n)=20,-¢-Bw) (1.51)

1 minimize etmekle ¢ ve f in en kiigik kare tahminlerini bulabiliriz. [Tabii ki (1.51)
denklemi O gibi aym niceliktedir]. Ciinkii

Z(yi - Tl,~)2 :Z(yi . ¢_ﬁ"i)2 = Z(yi F a_ﬂri)z .
ifadesinin ¢ ve B ya gore diferansiyelini alarak ve

dw=2 (x-%)=0 (1.51a)

oldugunu hatirlayarak (¢,8) mn en az kareler tahminlerine ait normal denklemlerini
bulabiliriz. Ornegin ($, 5)
N =3y, (1.52)
~ 2 N‘ v
B wa‘ = zwiy i
1

dir. Bu denklemler kendilerini ¢ozerler ve w, = x, — X oldufundan

¢=7 (1.53)
i‘;z Z(xi—’_x—)yi (]533)

Si JE’}
i elde ederiz. Bundan bagka Gauss teoremi 7= (1)¢+(-X)B tim (), goére) lineer

tahminlen iginde
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T=(+(-%)B (1.53b)

tahminin minumum varyansa sahip oldugunu ifade eder.
t=()y-Pr=& (1.54)

oldugunu hatirlayalim ve gergekten 7= , 7=(1)¢+(~-%)Bf=o nn en kiicitk kareler

tahmimdir. Yukandaki tahminlere ilave olarak uydurulan dogru 6nceden oldugu gibi
A, = ¢+Bw, =4+ B(x, - %)= b+Px, (1.54a)
dir. ve (¢ ve B) dan gelen karelerin toplam regresyonu (1.40b) denkleminden sonra

tartislan formasyon kuralina gore katsayillan (1.52) normal denkleminde elde edilen
(¢,B) ya gore kuadratiktir. Boylece

SS, = N§* +2(0)¢ B+ (> wh)B? ' (1.55)

yi elde ederiz. Buradan

S8, = N¢* +3 (x,~%)* (1.55a)
= Ny +FS ()
=03y, +B5(%,) (1.55b)

dir. Artik ifadenin tek bagina &) bagh bir kisma ve tek basina [§ ya baglh bir kisma aynlmig
oluduunu gorebiliriz. -(1.55a) denklemin tahminlerinin (1.52) normal denklemierinin
sag tarafimina kargilik gelen tahminlerin garpimlannin bir toplami oldugunu ifade eder.-
Gergekten (1.43) denklemine bakarak

$S. =X 0= 1Y = 27 - [N + B8] (1.56)

=3, -7 -FSGE)
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y1 elde ederiz. Bu (1.40a)dan dogrudan ispat edilebilirr [Ek A.1.l. m A.1.1.10

denklemine bakiniz.] (1.56) 'denkleminin 1.satir elemanlannin varyans analizi tablosubir

ile tablolagtinnz. [ Tablo 1.5.1]

¢ ve B dan gelen karelerin beklenen toplami
26° + N(o+Bx) + B2 S(3%) ‘ (1.57)

seklinde ortaya gikar. Bu biraz cebirsel islemden sonra (1.42a) ile aymdr.

Simdi beklenen ortalama kare sutunun incelenmesi B 'dan gegen kareler regresyon

toplammin hata ortalama karesi ile kiyaslanmast "= 0" iddiasina bir yol gosterir. Sayet

bu iddia dogru ise
E(B2S(x%)) = E(SS, /(N -2))= & (1.58)

dir. Tek bagina f ile ilgilendigimiz bu durumda varyans analizi tablosu tablo 1.5.1 'in bir

tyilegtirilmig versiyonudur ve Tablo 1.5.1(a) daki gibi olusturulur.

Tablo 1.5.1(a) esasen tablo 1.5.1 dir. Fakat ikinci tabloda birinci satir yoktur ve biz bu
durumu bininci satirdaki elemanlan Tablo 1.5.1 deki tiim satirdan gikartarak telafi ederiz.
Bunun beklenebildigine dair bir ipucu karelerin kalan toplami SS, ye ait alternatif ifadede

yatar. (1.40 a ) dan

Tablo 1.5.1:§ ile Eide Edilen Lineer Modelin Varyans Analizi

Serbestlik Kareler Beklenen
Kaynak derecesi Toplam Ortalama Kare
¢ 1 N§* = Ny = 9D, o’ + N¢*
B ! B2S(*)=BS(iy) | & +BSG)
Hata N-2 SS, c
Toplam N >V
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Tablo 1.5.1(a)
Beklenen
Serbestlik Kareler Ortalama ortalama
Kaynak Derecesi Toplam: Kare Kare
B 1 B2S(x) B2S()/1 | O +B7S(E)
Hata N-1 SS, SS. (N -2) o
Toplam N-2 SV-N¥ =Y -5
58, =Y y2 - &Ny +B Y x,) (1.59)
=Y -[G-BONT+B T x]
=Zy: [N)—) B(inyi—m-y-)]
yazabiliriz ve (1.17a) y1 kullanarak
55, =3 yi -[ A5 + BSx.y)]
=2 (i -Fy -BS(L.Y)
=2 -9 -BSE)
veya bir bagka tarzda
2.0:-5)=85,+55,(B) (1.592)
dir.Burada f§ dan gelen SS, () karelerin regresyon toplami
SS,(B)=BS(%,9)=B*S(x") (1.59b)

olarak belirlenir. Tablo1.5.1 de ve tablo1.5.1(a) da SS,, B mn ¢° den ayn olarak
hakkinda bilgi verdigini gordiik. Cinkii B mn bekienen degeri o + °S(¥) dir. Bundan

baska (1.44) ve (1.45) den ij nin o dan tarafSiz oldugunu elde ederiz. (1.59a) nin
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elemanlan Tablol.5.1(a) varyans analizi igin bir bazdir. Burada B=0 ifadesi ilgi

odagimizi olugturur.
Biz genellikle 8 ya bagh karelerin extra regrasyon toplami olarak S§, () y1 sunanz.

Gergekten 1= a+fx oldugu durumda bazen SS, ', SS,(a,B) olarak yazabiliniz.
Boylece (1.59a) dan

8S,(B) =200, ~¥) - S85.(2. ) (1.59¢)

yi elde ederiz. Asafida gosterildigi gibi (1.59c) denkleminin ilging bir yam vardir.
Bagmsiz y, leri 1, =E(y)=a ve V()= o sartlanm igeren durumlarda oldugunu
farzedelim. O zaman ¢ok iyi bilindin gibi eBer en kiigikk karelen uygularsak
(3. (3, - @)* kriterini minimize ederek 1= o dogrusunun ayarlanmas )

&=y (1.59d)
¢oziimiini elde ederiz ve bu model igin SS, () kalanlannin karelerin toplami , o” ile
ilgili bilginin

SS()=0(-¥)= min >0 - (1.5%¢)
gibi oldugunu ortaya koyar. Gergekte eger biitiin 7 ler i¢in E(y,)=a ve V(y,)= 0o ise
E@=E@)=a ve E[Y.(3:-7)’|=(W-1) olur. Boylece (1.59%) denklemini
SS_(B)=SS,()— S8, (e, B) (1.590)
seklinde yeniden yazabiliniz. S$imdi "8 'ya bagh karelerin ek regresyon toplami” ifadesi
modelde B min (yani 8 x) dahil edilmesi ile elde edilen karelerin regresyon toplaminin

pargasi olarak gozoniinde tutulacaktir.
Denklem (1.59a) min gézonine ahnmastyla yukanda sdzii edilen biitlin mcelikler

pozitif oldugundan dolay:
2.0i=y) > 58, (1.59g)
yi elde ederiz. Gergekten debu

m L, B
2 0=y 2.0, -y (1.59h)
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dir. Saj taraftaki son terim genellikle R’ ile temsil edilir. Bu durumda (1.59g) ve (1.5%h)

sonuglanyla
$S,=>(y,-¥)(1-R*) ,0<R<I (1.591)

ifadesini elde ederiz. (1.59i) yi gbzoniine alarak R’ yi 'bir korelasyon katsayis: olarak
kullanabiliriz. (Eger R* =0 ise S5, =) (3, -7)’ olur.) Verler E();,)=a modeline
uymus olacagni ifade eder ve x, 'e karsilik gelen y, leri regresyona tabii tutmada pasiftir.
Ciinkii eger V{y,)=0o” bitin i ler igin (y,, ¥,) birbirinden bagimsiz oldugu zaman
E(y,) = o ye "en kugiik kareler yontemim" uyguladifimizda elde edece@imiz sey eninde
sonunda karelerin hata toplamidir. Ciinkii bununla birlikte R?, 1 deBerine yaklasirken
SS, azalir ve sifira yaklagir. Veriler bize bu durumu E (y,.]x,.) = o+ fx, modeli ile iyi bir

sekilde agiklar ve x, lizerinde y; regresyonun yapilmasi gerektigini ifade eder.

R? igin alternatif bir form asagidaki gibi bulunabilir:

, a ZS -‘2 .
" :Zﬁ(y.(—x'yf))z 0
_[s@nT
S(®SG)
veya

__SGD) _wecann/eqenylh
~SHSGD BsG/sG6M)] (1.59k)

dir.(1.591) den
-1<R<1 (1.591)

yi elde edebiliriz. R genellikle x wve y ler arasindaki korelasyon katsayisidir. Dikkat
edilirse yukanda (1.591) formiilii ile agiklanan duyarhiikta dogrusal ayarin bir élgiistidiir.
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Maalesef birgok kisi R nin "x, y ye sebep olsun " olarak atilan 1 civanndaki degerini
kanit .o.liarak alir. Bu yanhs algilama genellikle x ile y arasinda yiksek bir korelasyon
oldugunu ortaya koyar. Genellikle bagka sonug yada sonuglara neden olur. Herkez
tarafindan bilinen bir 6rmek Norvegteki bir kasabanin nifus biyiklagi ve leyleklerin
sayist arasindaki iligki ile ilgili 6mekﬁr. Sekil 1.5.1 de verilen ¢izim yani toplanan veri bir
diiz dogru uydurulmasmni gerekli kilmustir ve burada R nin yiiksek bir deeri ortaya ¢ikar.
Tabiiki leylekler dogumun sebebi olmadigindan buradaki nokta leylek ve insanlarin

nifusunun zamanla artan fonksiyonlar olmasidir.

80 {1000}
P o
0
P
U 70
L -
A
S 60 -
Y
O -
N
T ] e i
100 200 300
Leviekierin sayisip
SEKIL 1.5.1

(1.59j) den ve (1.59f) yi kullanarak asagidaki ilging sonucu elde ederiz.,

2__ S8,(B)
R = r 1.59
Z(yi _y)z ( m)
— SSe(a)_SSe(a:ﬁ)
G

Bu baginti bir lineer kargiik fonksiyonunda birden fazla bagimsiz degisken igerdigi

zaman genellesir. Coklu korelasyon katsayistnin bir tanimimi verir.
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1.6. Ihtiyag Duyulan Dagihm Teorisi: Testler ve Giiven arahkiar:
Onceki kisimlarda
EQ)=a+Bx V(@x)=0 (1.60)

Lineer modelimizin paremetreleri hakkindaki gesitli iddialanmizi incelemek igin degisik
istatistiklerin nasil kullanilabileceginden emin degildik. Bunu yapmanin temeli 6nce x,
lerle verilen y dagiimin normal oldugunu farz etmek ve sonra bu kabul iizerine
dayandirilmig bazi iglem yollanina bag vurmak ve en mnihayetinde bu islem yollanmn
normal olmayan dagihmlar icin ne kadar iyi oldugunu aragtrmaktir. Eger y, ve y; iki
rastgele degiskenlen ikideZiskenli normal dagilimi bitisik olarak dagitilirsa ve aralaninda

bir iligki kurulamazsa o zaman y, ve y; bagimsizdirlar. Béylece normallik kabuliine

ilave olarak modeli agagidaki gibi
y, =IDN(ex+Bx,,6°) ,i=1.. N ' (1.61)

Ozetleyebiliriz. Burada ID notasyon goésterimi bagimsiz olarak dagilani temsil eder. IID
notasyonunu ileride kullanma imkammuz olacaktir. Ciinkil x; # x; 1¢in

E(|x) = E(y,lx,)
dir. Normallik kabulii gegerli oldufu zaman -6nceki notasyonlarda D=N dir-. asafidaki
teoremi soyleyebiliriz.

Teorem 1.6.1. (1.61) denkleminin kabulis altinda (1.17) ile verilen (&,B) en az kare

tahminleni normal ikidegigkenli dagihmindan kaynaklanan bir birlesik dagilima sahiptirler.

Bu dagilimin yogunlugu

[NsG)]®
270

dir. Bu

e@{—%[N(&—a)z+2(in)(5€—a)(l}-ﬁ)-Ffo(B—ﬁ)z]} (1.62)
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E@=a ,EPB=B ,Covap)=- "( f) (1.62a)
V(@)= ?;Si(lx) ) GZ[N S(J?xz )}

V(P = Sf;)

oldugunu ifade eder. (&, B) SS, nin bagimsiz dagihimlandir; Burada SS, ifadesi
SS,=06X}_, (1.62b)
seklindedir. Burada bu teoremi ispatsiz bir sekilde kullanacagiz.

Sonuc¢ 1.6.1.1.:

N(&- 0 +2(3 %) (&~ @)(B-Py+ (X x7)(B- By = T(e.B) (1.63)
rastgele defisken dagilims

T=06'X; (1.63a)

seklindedir ki 7, SS, = 0° X2_, den bagimsizdr.

Sonug¢ 1.6.1.1. birgok yollarda kullanabilirz. 1.Yol: (a,f) mn (&, f}) tahminine
ulagildiktan sonra
Hya=0, ve pB=§, (1.64)
olarak gosterilen ve bir bos hipotez olarak bakilan H, ifadesini aragtiracagimiz
farzedelim. Her iki parametrede kullaniimgtir. B6yle bir hipoteze ekseriya ikisi ayni anda
gergeklesen bir hipotez olarak adlandinlir ve x = x, de 6reklendirilmis olan dafihmn

o, + B,x, ortalamasina sahip oldugnu ifade eder. 6” degeri hakkinda herhangi bir sey
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sOylenemediginden dolay: dafilim H, ile belirsiz olarak birakilmis olur. Boylece H, bir
kansl‘k'»hipotezdir.
Simdi H, dogru ve
T=T(a,,B,) (1.65)
= N(&-a,)? +2(3 %, )6~ 2, )B- Bo) + (X x,)(B- B, )*

ise 0”7 ifadesi SS, = 6°x? den bagimsiz olarak dagildifim kabul edelim. Burada (, B)
mn gergek degerleninin neler olabilecedi 6nemli degildir. Béylece H, 1 incelemek iizere
bir istatistik test olarak

_ (e, B,)/2
=SS, /(N-2) (1.65a)

_ T(a,,B,)/2
S5,
yt kullanabilinz. Ciinkii /, dogru ise sonug 1.6.1.1 den
F=F,,, (1.66)

oldugunu gormek ok kolaydir. Burada genel olarak F, (m‘,ml)serbestlik dereceli

RoRd

Snedecor-Fisher rastgele degiskenini gosterir. ¥ Onem seviyesinin red bolgesi
Red: Hya=a,p=B, F>F,,,, isey seviyesinde (1.67)

ile belirtilir. (m,,mz) serbest dereceli Snedecor-Fisher dagihmim kullandigimiz zaman
F, .5 O olasilifiile gegilen noktay: gsterir. ]

Tablo 1.4.1 'i (varyans analizi tablosu) o, =0, B,=0 gegerli oldugu zaman
yukandakiler i¢in hazirlanz. Cinki  7(0,0)/2, SS,/2, SS,/(N-2) i kiyaslayarak ve
onlanin oranlann: kullanarak yukandakinin 6zel bir halini elde ederiz.

H,: oo=0,f=0 test etmek igin , Sayet

_T1(0,0)/2

F (1.68)
S,

> FZ.N-2:7
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ise y seviyesinde red ederiz. Tablo 1.4.1 deki beklenen ortalama kare kolonuna bakiniz.

(1.68) de verilen islem yolu "a=0 ve B=0" iddiasim test etmek i¢in SS,/2 ;
SS, /(N -2) ile kiyasladigimz bildirir. Burada SS, (1.40c) ile daha 6nce verilmisti.
a=o, B=P, ve (a,,B,)#(0,0) 1 test etmek it;iri kullanilan islem yolu ile (Burada
(1.65a) da tammlanmgtir.) aym formdadir. Yani 7(e,,[,) bulunan karelerin bir

regresyon toplamdir.
EQlx)=o+Bx (1.68a)

v elde ederiz. y, = &, — B,x, 1 y; ile gostererek

E(y/|x)=o*+B *x (1.68b)

yi elde ederiz. Burada
Y=y, -, B, , a*=a-o, ,p*=p-B, (1.68¢)

dir. Sayet y, 1 x, iizerine regresyon uygularsak bu durumdaki karelerin regresyon

toplaminin

ST =na® 423 x,&* B (3 x2)B¥ (1.68d)
oldugunu ve karelerin hata toplaminin

MNERN (1.68¢)

oldugunu buluruz.
Aynica "a = o, ve B=p," durumunun "ot" =0, " =0" a egdeger oldufunu goriiriiz.

Son olarak
&*=d-o, Pr=p-B, (1.68f)

oldugu ve de
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§5° = T(e,,B,) (1.682)
= N(@- )’ +20X x)(8- 0)(B-B)+ (T 37 )(B-B, Y

oldugu gostenlebilir. Tiim bu sonuglardan sonra "bir kesmenin ¢, degerine sahip oldugu

ve de bir efimin B, deZernine sahip oldugu" probleminden "belirli bir kesmenin sifir

degerine ve belirli bir efiminde sifir degerine sahip 6]du§u" problemini test etme

hipotezine dénebiliiz. Bunu y, den y, a uygun dénigimlerle ve y, 1 x, iizerine

regresyon etmekle ve bir regresyon ortalama karesini bir hata ortalamasi ile yapanz.
Sonug 1.6.1.1. in ilging bir baska kullamimi, o ve B nokta tahminlerini bir eszamanh

(o,B) given araligy ile tammlamak istedifimiz zaman ortaya ¢ikar. Sonu¢ 1.6.1.1. i

kullanarak

T(B)/2

TS, =Fnoay (1.69)

ifadesini elde ederiz. Bovlece

Pr{T(a.B)+28.. Fyy 0]+ 7 , (1.70)
i elde edenz. Burada P, olasihfi temsil eder.) Ciinkii (1.70) ifadesinin sol tarafim ve
(1.69) u kullanilarak

Pr[Fsz—z + Fz.N—z,y] + Pr[Fz.N~2 + Fz.N—z,y] (1.70a)

elde edilir ve boylece (ar,B) ya ait 100(1 - y) ¥ birlesik veya eszamanh giiven bdlgesi or-

B duzlemindeki (o,) noktalannin bir kimesidir, bu (1.70) in sol tarafindaki

parantezlerdeki esitsizlifi saglar. Boyle bir kiime

{aB|T(@p <2827y} (1.70b)
={(@.BIV(@- & +2(T x N~ &)(B-B)

+(Z3‘ XB- ﬁ) ")Sz 2N-27}

ile gosterilebilir. Bu (&, B) kuimeside merkezlenmis bir elipsin i¢i ve smmindir.
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Cok sik¢a kullamilan bir parametre ile 6rnegin & veya B nin herhangi birisiyle veya
(o,B) mn T=a,a+a,B gibi bir lineer kombinasyonu ile ilgilenilir. Giiven araliklari ile
ugrasmak i¢in ve/veya boyle durumlara ait 1statistikler: test etmek i¢in agagidaki adimlan

kullaninz.

Sonuc 1.6.1.2. ( 1.61) kabullenmeleri altinda

t=af+a,p (1.71)
rastgele degiskeni normal olarak dagilir. Ozel olarak
2 2
T=N{1,0° 91—+(L?—§x—)— (1.712)
N S(x7)

ve 1, 8§, =0X}_, den baZimsiz ve dolayisiyla
%, 52, =55,/(N-2)= X2,/ (N-2)

den de bagimsizdir.

Bu sonugtan
-1
2 — ok v (1.72)
S,.[a2 /N +(a, a7y /S ()]
yi veya
(-7’
=Fy 1.72
Sfc,[af/NJr(az —alf)z/s(f)] 1N-2 (1.72a)

ifadesini kolaylikla elde edebiliiz ve degisik durumlarda (1.72) ve (1.72a) w1
kullanabiliriz. ilk énce 17= o+ fBx regresyon dogrusunun egimi olan f ile ilgilendigimizi
farzedelim. -8 degisim oramdir-. Yukandaki sonuglarda a, =0,a, =1 koyarak

t=(0)a+(B-p, =P (1.73)

ve

(1.73a)
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y1 elde ederiz. Bu denklem sadece f ile alakah sifir hipotezine ait bir test istatistigini tegkil

etmek igin veya B ya ait giiven araliklarin1 bulmak i¢in kullamlabilir.

Ozel olarak B' mn en kiigiik kareler tahmini olan B 'va ulasti@imiz: farzedelim.
HYP:B=B, , (1.74)

ile tariflenen ifadeyi test etmek amaciyla kullanahm. [Herhangi bir sifir H,, hipotezi igin,
Eger bildirilen sifir hipotez dogru degilse diger ifadenin dogru oldugunu kabul ederiz.
Omegin eger (1.74) denklemi gegerli degilse 0 zaman 8 min 3, 'a esit olmayan herhangi
bir pozitif reel degere sahip olabilecefini yani bunu alternatifi H':B#f, hipotezinin
dogru oldugunu kabul ederiz.] Simdi (1.73a) daki formulii kullanark H" i incelemeye ait

bir test istatistigini kullanahm

B - Bo
{= 1.75
[S}zx /S(Jéz )]]/2 p ( )

ve sayet 7 nin gozlenmis bir degeri asagidaki gibiise ¥ seviyesindeki H{" ‘i ret ederiz

(1.75a)

‘1 l =Ty2
Burada genellikle #_;, » serbestlik dereceli Student 7 dagilimum kullanirken & olasiligs ile
gecilen noktay gosterir. Bu yukandaki islem yolu ile esdegerdir.

Sayet gozlenen deger (1.75b) ise ¥ seviyesinde H" red edilir

pop B-BYSGY)

2 LN-2,7
S, .

(1.75b)

t?=F_.F 1 5, oldugunu hatirlayacak olursak. B,=0 6zel halinde tablo 1.51(a)

tmr? tmd T tm

nin elemanlan ile ilgileniriz ve beklenen ortalama kare siitununa bakarak H{” = f altinda
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SS,(B) ve ;_S’lS'e yi onlann ortalama karelerinin oranmim kullanarak kiyaslanz; bu oran
B, =0, (1.75b) daki denklem tarafindan tanimlanan F istatistiidir. (1.73a) denkleminden

172 S2 172 :
{ ﬁ [S( )} Iy. ~2,y/2 —-ﬂ ﬁ+[S( )] N- 2;1/2} (]-76)
arahinin (B degerlerinin kiimesi) B ya ait bir 100(1-¥)% giiven arali@ oldugunu
rahathkla gorebiliriz.

Simdi (1.72) denkleminde @, =0 ve a, = x degerlen yerine konuldugunda

.~ 1, 1, -
S, JUN +(c-x) /5G] @7

denklemini elde ederiz. Burada 1, = a+fix ve 7}, = &.+Bx dir. (1.77) deki denklemi bir

istatistik test olarak 7, e ait bir giiven araligim tiiretmek iin kullanabiliriz.sonra (1—7)

giiven seviyesi igin 7], € ait bir gliven arah

o

formunda elde edilir. Eger x in defismesine izin verirsek bir giiven kusag elde ederiz.

77 S)X[N (g( x; ] ’N—Z;y/Z < nx = ﬁx S}:[N (Lxg(xx; :l 1N—2,7/2} (178)

Ust ve alt seritleri x e gore ¢izildigi zaman

TI—:’;’ +Syx[N (z(xx;] In_2y2 (1‘79)

denklemierini elde ederiz. Bu denklem bize 7, in degerini verir ve bu kusak x = x, de en

az geniglemeye sahiptir.
(1.77)-(1.79) denklem silsilesinin 6zel hali x=0 oldugu haldir. O zaman

Nn="=0 ,f=0 (1.80)



43

ve (1.77) denkleminden

~

e -t (1.81)
S, [YN +%7/S(#)]

i elde ederiz. Bu & igin 100(1- ¥)% giiven arahfim verir.

] fz 172 1 fz 172
{ala—SN[—ﬁ+—S—(f—2)] tN_2;7,2 < a+S"",}/\7+S—(}.2—)] tN—2;7/2} (182)

verilen bir veri kiimesi igin (@, ) nin postula degerleri Omnegin (&, B,) postula degerleri
(1.82)-(1.76) araliklan iginde sirastyla gok giizel bir sekilde yer alabilirler o, ve 3, degeri
ise (1.70b) denklemi ile verilen (o,B) ya ait giiven aralifmin disinda yer alr. Yani
(o, B,) postula degerleri marjinal olarak kabul edilebilirler yani bu degerler kendi giiven
araliklanna aittirler. Eger (o, B,) noktas: (o, 8) ya ait bitis giiven arahfinin diginda yer
ahirsa eszamanh olarak goézlendikler zaman kabul edilemezler. Burada verilerin biiyiik bir
dikkatle incelenmesi gerektii ve deneyin amacinin akildan ¢ikarmak gerektifini
soylemek yersizdir. Omegin eger deney 8 daki ilgiden dolay: yapilacak ise -f§ x” e gore
karsih@in dedisim oramidir. O zaman (1.76) denklemi $nem kazamir. Bununla birlikte eger
deney (o,B) ya ait bilgiyi elde etmek igin yapilacaksa o zaman (1.70b) denklemini
kullanmak amaca daha uygun olur.

1.7. Basit Bir Modeli Test Etme (Uyarlamanin iyiligi)

Simdiye kadar bu bolimde veriye x in bir lineer fonksiyonu uydurmak igin ortaya
koydugumuz faraziyeleri kullandik. Gergekten 7 kargilk x degiskeninin lineer bir
fonksiyonu oldugu yada iyi yaklagimlarda ( emprik ) temellerde yaygin sekilde kullanilan
x degerleri igin karsihk fonksiyonunun, x e gére lineer oldugu birgok durumliar vardir.

Bununla beraber lineerlik kabuliiniin kontrol edilmesinin énemli oldugu birgok &rnekler
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vardir ve biz artk bu durum igin uyumsuzluk olarak adlandinlan béyle bir metodu
inceleyecegiz.

Ornek olarak bir dogru uydurabiliriz. Fakat bu dogrunun uymadigim kabul edelim.
Cinkii kargilik fonksiyonu x e gore kuadratiktir veya x in nonlineer bir fonksiyonudur ve
biz ortaya ¢ikan bu uyumsuzlugu tesbit etmeyi arzuluyoruz. (Fikri AKDENIZ, 1985) in
kitabindada degindigi gibi sayet bir deneyi asafidaki ’sekilde ele alirsak yukandaki

problemle ugrasmak igin kendimize kolayca bir yontem bulabiliriz. x,x,,x,...,x, in m

tane degerini 6nceden segtifimizi ve herbir x, de birbirinden istatistik olarak bagimsiz #,
i gbzledigimizi farzediniz. Toplam numunenin biytkligini N = Z:; n; ile gosterelim
ve x, ler de tretilen #; gozlemlerini (3y;,Y,;,...¥,) ile gosterelim. Verilerin uyarlanan
grafii (x,,y;), i=12,....,n; ve i=12,....m noktalan tarafindan olusturulmug olarak
diigiinebiliriz. Herbir , j i¢in n, 21 oldufunu farzediyor ve j-—j’ dan enaz birinin
oldufunu farzediyoruz. Bunun igin 7, > 1 dir. Burada m >3 oldugunu kabul edecegiz.
(asagidaki (1.88a) ya bakimz). Bunun yaminda x, <x, <---<x, oldugunuda kabul

diyoruz.
Bir diger nokta en kiiciik kareler uyarlandif zaman

7=+ Bx (1.83)
en kiigiik kareler egrisini elde ederiz.Burada & ve ﬁ
R oA _ 1 m i m _ .
azy—ﬂx ’ y:——zz_yﬁ:—-anyy (1.84a)
N j=1 i=1 N j=1 }
ile
"y
Vi =07 2y (1.84b)
i=1
ve
m ny —_ — m — g —
. 1 Doaid XNy = V) 1,0, — X5 V)
ﬁz 21-121—1 J ¥ =Z]~1 JNJ v (]840)

S(#) S(+%)

ile
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'T‘ 71.X
2% (1.84d)

S(izjﬁzm:nj(xj—f)z , X= i

=
elde edilir. Tabii ki sapmalarn karelerin minimum toplami kalanlann karelerinin
toplamidir. Burada

ﬁij:&+[§xj , i=1,..n ‘ (1.85a)
denklemi gerceklestiinde

m "y

SS,=3. e =2 > W~1n) (1.85)

J=1 i=1

denklemi elde edilir. Eger bir bagka fonksiyon uyarlanmasi gerekseydi bir lineer
fonksiyondan ziyade kalanlar hatadan bagka bilgiyi de igermeliydiler. Ciinkii y, bize

gercek fonksiyon hakkinda bilgi verir. 7), sadece lineer bilesenler hakkinda bilgi vermek
izere dizayn edilirler. Bu meyanda SS, nin o’ =V (y,jlxj) (i=12,..,n, ve
j=1,2,...,m) hakkindaki bilgiye ilaveten dogru fonksiyonu olarak kabul edilen lineer
fonksiyonundan farkh bilgiyide icerecegti beklenir ve boylece SS, nin tek bagma o
hakkindaki bilgiden daha biiyiik olacaf beklenecektir. Bu eger ¢* hatasinin bir tahminini
elde edebilirsek -bu herhangi bir uydurmaya bagh degildir.- bunu kontrol edebiliriz; veriyi
elde ettifimiz yol bunu yapmamiza miisaade eder.

itk adim olarak yukandaki veri igin " tek yol varyans analizi" yontemini veriyi analiz
etmek i¢in kullanilabiliriz. Burada »; gbzlemleri ile m tane grup vardw j=1,2,....m.
Burada gruplann ortalamalarinin 4
EQ,lx)=o+Bx; , j=1..,m (1.86)
olaca@ hipotez edilir. Fakat (1.86) nin dogru olup olmadigindan ve de x, ,j=1,2,K ,m
de populasyonlarinin ortalamalan lineer bir fonkksiyon olmayacafindan -x in daha
yitksek mertebeden bir fonksiyonu oOmegin kuadratik, kibik, exponansiyel veya
siniisoidal bir fonksiyon gibi x in herhangi birbagka nonlineer fonksiyonu
olabileceginden- tek yol varyans analizi i¢in hata terimi karelerin toplam: igindedir.
Gergekten m gruplanna ait tek yol varyans analizi tablosu Tablo 1.7.1. de gostenldigi gibi
olusturulabilir.
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Tablo 1.7.1: Uygunsuz arastirma icin m guplarina ait tek yol varyans tabliosu

analizi
Kaynak Serbestlik Derecesi Kareler Toplami
SSﬁ = an(yij —)7)2
Arasi m-1 J=1
m m "
. N—m:X(nj -1) SSW:ZZ(}’:‘J‘ _37,;)2
Igi j=1 =1 izl
m "y
8§, = Oy -¥)
Toplam N-1=>n,-1 - ,Z_;Z_x: !

"Karelerin 6mek toplami iginde" olarak adlandirilan SS, tek bagma o hatasi
hakkindaki bilglyi verir. Standart elemanter teoriden y,,...,¥;,..., ¥, ,H, tane bafimsiz

ve Ozdes olarak dagitilmig gozlemler -dagilm E (y,j'xj) = ¢~ ortalamasina i = L2,...m;

icin ( y,.j|x).) = ¢ varyansina sahiptir-. oldugundan

E ﬁ(y,,-—w]:(n,—l)oi (1.87)
veya
E izj(y,j —fj)2J=62i(nj—l)=62(N—m) (1.87a)

y1 elde edenz.
Simdi biz diizgiin bir dogru uydurmakta oldufumuzdan m-/ serbestlik dereceli

karelerin toplam arasini; S§,(f)= ﬁ’ (**) -bir serbestlik dereceli uyarlanan dogrunun
egiminden gelen karelerin regrasyon toplamma- ve (uyarlama bilegeninin eksiklifinin
karelerinin toplamim temsil eden) m-2 serbestlik dereceli ve SS, ile gosterdiimiz bir

nicelige aywrabiliriz. Burada SS,



SS, = 88, - 55,(8) (1.88)

dir.Sayet lineerlik kabulii dogru ise 0 zaman
E(SS,)=(m-2)0 (1.88a)
oldugu gosterilebilir. Halbuki dogru degilse
E(8S,)=(m-2)c" + 4* (1.88b)

denklemini yazabiliriz. Burada 4> gergek fonksiyonun lineerlikten ne kadar uzaklastizma
baghdir ve n=o+fx ise A>=0 seklindedir. Burada efer 1= a+fx ise o zaman
N="7Y, +7,X+7,x" oldugu farzedilir]. Buna mukabil varyans ile ilgili bir iki agamal
varyans analizini tablolagtirabiliriz. (Tablo 1.7.2.)

Uyumsuzlugu test etmek igin sadece SS, /(m—2) yi, SS,, /(N -m) ile kiyaslayahm.
Gergekten eger biz y, dafihmina ait normallidi ispatsiz bir sekilde kabul edersek

_ 88, /(m-2)
5SS ) -5
eger
n=o+px {1.90)

ve (1.89) hipotezi dogru ise F, _,, , dafihmina sahip oldufu gosterilebilir. Yani
uydurulan bir dogru uyumsuzluk géstermez ve y Snem seviyesini (Tablo 1.7.2. deki
beklenen ortama kare siitununa bakan iglem yolu) agafidaki gibidir.

Sayet F; > F, , v, 7 ise lineerli§i red ediniz. Aksi halde kabul ediniz. (1.91)
dir.
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Tablo 1.7.2 : Bir Dogrunun Uyarlanmasimda Uygunsuz varyans Analizi

Kaynak Sebestlik Derecesi | Kareler Toplami Beklenen Kare
Ortalamass
Arasinda Regresyon 1 88 (B) = B28S(+*) o’ +B28(x?)
m-1 +g(A4*)*
i¢inde Uygunsuzluk SS, =S85, -BSS@#) | o +4°[(m-2)
N —m SSy =2 2.0y — 1) o’
Toplam N-1 8Sr=)> (3=

8§, nin yani kalanlann kareleri toplamimin bir uygunsuzlugunu gostermek igin

Tablo.1.7.2. nin geklini degistirebiliriz.(1.59a) denklemin: kullanarak
SS,=88,-BSG) , 885, =3 (0, ~ V) (1.92)

denklemini elde ederiz. Aynca Tablo.1.7.2. den
58, -B2S(G) =SS, +5S, (1.92a)

ifadesinin gergeklestifini goriiriz. Yani (1.92) ve (1.92a) denklemlerini bir arada

diizenleyerek
8§, =88, +8S, (1.93)

denklemini elde ederiz. Buna gére Tablo 1.7.2. nin yeni sekli Tablo 1.7.3. deki gibi olur.
Kareler siitununun toplamindaki elemanlar icin B en kiiciik kareler tahmini ifadenin

bir kare bulundugu zaman iglemlere asafidaki gibi devam edebiliriz. Once
Q2.
S8, =ZZy;—Z—§—§—— (1.94)

bagmtisini kullanarak SS,(B) 1 buluruz ve SS, yi hesaplanz. Sonra
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SS, =88, ~-S8S.(B) (1.942)

denklemini kullanarak S§, yi buluruz.

55, =37 32 - e i) (1.94b)

Jj=1 1—1 J

y1 yani

S8y —ilzl vi Z[ Z' ) J (1.94c)

yi hesaplayarak karelerin 6rnek toplamu igenisinde gergek hata terimi SS,. y1 elde ederiz.

Table 1.7.3 : Bir Dogru Uyarlandigi Zaman Varyansin Uygunsuzluk Analizi

Kaynak Serbestlik Kareler Beklenen
Derecesi Toplam1 Ortalama Kare
Regresyon i SS.(B)=BS(#) o +BSG)+g(4?)
m-2 8§, =S8S,-8S, o® + A*/(m-2)
Kalanlar N-2 5Sy =2 2. v ~¥,) &
N-m
Toplam NI 58,= 9.9 -3V

(1.94b) bagmtst S8, mn y,—j, sapmalanmin karelerinin toplamimi yani herbir
J=1,...,m igin onlann 6rek ortalamas: ¥; den j nci gruptaki gézlemlerin sapmalanm ve

sonra bunlan toplayarak (1.94c) ile tlim m gruplanmin diizeltme fakt6rierinin toplamm
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yani .tim (Z o yg.)2 /n; niceliklennin toplamini gikartarak ve bitin y, goézlemlerin
karelerin toplamini bularak hesaplanabildigini ifade eder.

Eger lineerlik hipotezi reel edilirse veriler 7 niin x in herhangi bir nonlineer bir
fonksiyonu -siniisoidal exponansiyel wvs.- olabilecegi kabiliinin uyumsuziugunu
destekler. Simdi 17 ya x in bir polinomial bir fonksiyonu oldugunu veya x in bir
polinomial fonksiyonu ile 1yi bir sekilde yaklasildigini biliyoruz. O zaman eger lineerlik
hipotezi red edilirse verilere kuadratik bir denklem uyarlayabilir ve yeni bir uygunsuziuk
testi, kuadratiklik hipotezin karsihk fonksiyonunun kiibikligine karsi incelemek icin
yapilabilir. Bu tarzda veni g6sterimim agmak igin veriye en iyi sekilde uyan polinomial
modeli bulabiliriz.

Eger (1.91) testi lineerligi kabul ederse f#0 hipotezine karst S=0 hipotezini
(karsihk fonksiyonu x in sabit bir fonksiyonudur.) incelemekle meggul olabiliriz. Bunu
yapmak igin SS,(B) ve SS, /(N —2) yi karsilastirabilirz. Ciinkii eger 4=0 [ve biz burada
datanin (1.91) in kullanim vasitasi ile bunu gosterdigini farzediyoruz.] ve f=0 ise

__S58) ~
=S /N=D) (1.94d)

nin F| , _, olarak dagildify gostenilebilir.

e

Sekil 1.7.1
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Yvkandaki tarisma m23 bafimsiz defiskenlerin  degerlerinde  tekrarlama
gozlemlerinin oldugu kabuli ile olusturulmustur. Bununla birlikte deney tekrar
gdzlemleri olmaksizin iligkilendinlmigtir. Fakat uygunsuziuk hakkindaki gereksinimler
hala biyikk 6neme sahiptir. Bu durumda sikstk yapilan sey e =y, — 1, kalanlarmi

incelemektir. Bunun i¢in teonk bir baz vardir. Fakat kalanlan incelemek e, degerlerini

degisik sekillerde ¢izerek de yapilabilir;

i) i ye karsi e,
ii)x, ye karsi e,

iii) 7),, ye kargt e,

Eger uygunsuzluk yok ise ne bu li¢ ¢izim ne de Sekil 1.7.1. deki gibi e = 0 gizgisinin
iistiindeki ve altindaki noktalan verecektir. Burada e, degerleni e =0 civanndaki bir
banda diisecegi gorulir.

Bununla birlikte efer kalanlar Sekil 1.7.1. deki gibi bir bant igine diismez ise
gosterilen omek kabullerden bin veya daha fazlasinin gegerli olmadifi gosterilebilir.
Omegin eger x, ye kars: ¢gizilen e, degerleri Sekil 1.7.2. deki davrams gosterirse (burada

¥, ler a+ P, Gizerine regresyon yapilir.) o zaman lineerlik kabuliinden giiphelenecegiz ve

bir kuadratigi (7, + 7, + ¥,%) uyduracagiz.
1.8. Tahmin

Cok sik olarak yapilan deneysel bir incelemenin amaci, bagimsiz x degiskeninin
gozlenmis bir y degerinin sonucuna gore tahmin yapmasimu saglayacak 6rnek veri
toplamaktir. Bu durumda deneysel verinin uydurulacak§ modele giivenmeyi isteriz ve
buradaki tartigma i¢in onceki bir bilginin veya uyumsuzlufu degerlendirmelerinin

kargihfinin x e gore lineer olduBunu farzederiz. Yani
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X
X
X .
b4
X x X
]
X X
*
i i i ) i § ] ] [ I ] i i i A -
]
Sekil 1.7.2.
EQ|x)=a+Bx=n, (1.95)

dir. (x, ), i=LK N vensinin uydurulan en kigiik kareler dogrusuna gétirdigiini
biliyoruz ve gergekte bu uyumsuzlugu test etmek i¢in kullamlabilirdi. Uyumsuziugun
bulunamadigim farzedelim; burada (&, ﬁ) ,(or, B) nin en kiigiik kareler tahminidir. Simdi
y ye gore tahminde bulunalim. Bu x = x;, kullamldifi zaman karsiigi y in alabilecegi
degeridir; burada bu deger

7, = o+Bx (1.96)

ya gotiiren veriden bagimsiz olarak gozlenecektir. Tahminde bulunulan degeri y ile
gosterelim (burada y rastgele bir defisken olup bir parametre olmadigindan dolay: y harfi
iizerinde ~ sembolinii kullanamayiz.) $imdi soru sudur: "x—x, da gézlenecek olan
bagimsiz bir gézlenmig y karsihfimmn [(x;,),),7 =1,...,N] 6mek bilgisine dayandinlan
uygun bir , tahmini nedir?

Sezgiyle (x,y,),i=1,...,N datasina dayanan x, da gdzlenecek bir y tahminininde

bulunmak igin
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., = 0+ Bx,, (1.97)

tahmincisini kullanmak makul gdziikur. Ciinki (1.97) ile venlen y, tahmini her iki

tahminde 77, a esit oldugundan
E@, [(x.y)i=1,...N) = E()Jx;) (1.98)

seklindedir. (1.97) nin segimini su yekilde dogrulayacagiz. y nin herhangi bir y tahmincisi
icin y, tahmini degerlerinin x, daki gergek y degerlerinden sapmalannin minimum

olmasinm istiyoruz ve bu sapmalann genishiginin bir 6lgiisit x = x,, i¢in

E((F,, - W|x3)i=1,...,N) (1.99)
= E((J,, — M,)’|(%, 30,1 = L., N)+ E((y - 1,,)* %)
capraz garptmi terimi ile ortadan kalkar. Cinkd y ile y, arasindaki kovaryans y nin x, da
gozlenecedi ve (x;,¥,),i =1,...,N vensinden bagimsiz olacag: kabuliine gore sifirdir.
Boylece eger biz kendimizi y ye gore lineer olan y tahmin fonksiyonlanna kisitlarsak
Gauss teoreminin sonu¢ 1.2.1.3. undan (1.99) denkeleminin sag tarafindaki birinci
tenminin (1.97) yi kulianarak minimum yapildigini goriiriz ve bu islemlere devam
ettigimiz takdirde (1.99) denklemi ile verilen tahmincinin kareli hatasit minimum

yapanz. Konuyu 6zetlersek eger y, nin bagimsiz degiskeni y

IXo+Bx,,6°) ,y,i=L.,N (1.100)

ise (1.97) ile verilen y nin y tahmincisi [(1.99) denklemini ve (1.100) denklemini,
(1.25a) ifadesi ile birlikte kullanarak] y, lere gore lineer olan tiim tahminler arasinda
ortalama kare minimum tahminidir.

1 (x,-%)°

E[(f’xo —y)zl(x,.,y,.)]zo'z[l+—ﬁ+-—sf(g—)—] (1.101)
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Eger (1.100) denkleminde D=N alirsak yani denklemin' dogrusal oldugunu kabul
edersek 0 zaman hemen
T =Y
1172

[S5. /(N =D *[14+1/N +(x, - %)*/S()]

(1.102)

tN—Z

Vo =¥
S}’.x[l +1/N +(x, - f)z/S(*z)]‘/Z

yi elde ederiz. Boylece x, daki y nin bir u¢ noktalanna sahip (1- y) arah: tahmin arah@

1/2
- 1 (x,—-X)°
Yz, +Sy1[1+7\f_+ So(itz) ] In-2.m2 (1.103)
dir. Burada j, nokta tahmini (1.97) ile verilmisti. Eger x, 1 deBigken olarak alirsak 7, e
ait giiven aralifim1 ¢ok daha genis bir tahmin arah@ olarak elde ederiz.[(1.97a) bakiniz.]

1.9 UYGULAMALAR

Ornek 1: Rastgele segilmis 30 birey iizerinde farkli yiyecek ile yapilmus bir diyette bir
riboflavin ¢ikarmanin (kangimmn mililitresi bagina miligramiar) giinlitk defisim miktarlan
(x) ile ve bunlann sistotik kan yogunlugu (y) gostenilmek kosulu ile elde edilen veriler
tablo 1.9.1 de gostenilmigtir.

Bu tablo degerlerinden yararhinarak basitge yapilan hesaplamalardan sonra elde edilen

sonuglar goyledir.
N=30, > x=1354 ) xy =199.576 >y, =4276 (1.104)
> x} =67.89; >yl =624.260

Bu deney kalp uzmanlanimn kontrolii altinda yapilan muayenelerle ortaya
cikmugtir. x ile y arasindaki iliski genellikle lineerdir. Gergekte kullanilan x in degerlerinin
sonuglan kaydedilmistir. Birgok hasta aym geylerle diyete devam etmesinden bikmuglards.
Bu yiizden eksik bir test meydana gikabilirdi.
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Ve, =Y
5. [141 N+ (3= %) $G)]

12

yi elde edeniz. Boylece x, daki y nin bir ug noktalarina sahip (1- y) arah@ tahmin arah@

L2
- 1 (x,—X)
7, +S“J[l+7v—+—‘§(?;—:' Tacayn (1.103)

dir, Burada j, nokta tahmini (1.97) ile venlmisti. Eger x, 1 degisken olarak alirsak 7, e
ait giiven arahigmin ¢ok daha genig bir tahmin arah@ olarak elde ederiz.[(1.97a)

bakimz.]

1.9 Uygulamalar

Ornek 1: Rastgele segilmig 30 birey tizerinde farkh yiyecek ile yapilmis bir diyette bir
niboflavin gikarmanin (kangimin mililitresi bagina miligramlar) giinlik degisim miktarlan
(x) ile ve bunlann sistotik kan yogunlugu (3)) gésterilmek kosulu ile elde edilen veriler

tablo 1.9.1 de gosterilmugtir.
Bu tablo degerlerinden yararhnarak basitge yapilan hesaplamalardan sonra elde edilen

sonuglar soyledir.

N=30, S x=1354; Y xy =199.576; 3y, =4276 (1.104)

Y x1=67.894; > y?=624.260

Bu deney kalp uzmanlannin kontroli altinda yapilan muayenelerle ortaya ¢ikmustir. x
ile y arasindaki iligki genellikle lineerdir. Gergekte kullamlan x in degerlerinin sonuclan
kaydedilmigtir. Birgok hasta aym geylerle diyete devam etmesinden bikmuslardi. Bu

yiizden eksik bir test meydana ¢ikabilirdi.
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Hasta Hasta Hasta

Sayisi X ¥ Sayisi X y Sayis X y
] 39 144 11 64 162 21 36 136
2 47 220 12 56 150 22 50 142
3 45 138 13 59 140 23 39 120
4 47 145 14 34 110 24 21 120
5 65 162 15 42 128 25 44 160
6 46 142 16 48 130 26 53 158
7 67 170 17 . 45 135 27 63 144
8 42 124 18 17 114 28 29 130
9 67 158 19 20 116 29 25 125
10 56 154 20 19 124 30 69 175

Uyumsuzluk sorusunun aragtinldifi bu noktayr elde etmel i¢in ilk 6nce (1.104) deki
degerleni kullanarak y 7, x iizerinde regresyona tabu tutarak agagidaki normal denklemler

elde edilir.

30&+13543= 4276 (1.105)
13546+ 67.8943=199.576
bunu ¢6zdiigimiizde asagidaki sonuglan elde edenz.
&=9871,  [B=097087 (1.1053)
dir.(1.104) daki degerler ile (1.1052) de elde ettifimiz degerlen kullanilarak
SE)=D (x,-x) =) x} - (Z %) = 6783.47 (1.106)
degerini elde ederiz. Boylece £ dan dolay: kareler toplaminin extra regrasyonu

(1.106a)

SS (B) = BS(#) = 6394.02

dir. Ayrica buradan
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;32
S()'.J):ny—%)—=14787.47 (1.107)

sonucunuda elde ederiz. Buradan ¢ikan sonuglarla

58S, =8(y*)-SS,(P) =8393.45 (1.108)

yi buluruz.
Boylece bir uygunsuzluk testi igin elementler -arzu edilen gergek hata terimi- S5,

¢ikanimasiyla hesaplanir. Tablo 1.9.2. de gorileceft gibi x=39,42,45,47,56,67 olmak
iizere alti tane x deden 1gin y in ki gozlem degen bulunmustur, gergekte yapilacak x in
diger tiim deZerlen valmz bir gozlem degenri ahnmugtir. Bu nedenle m degen 24 olur.

n; gozlemlerinde y,; " kosul j " in kullamlmastyla bulunur. Bundan sonra kareler

toplami igenisinde siiphesiz sonuca gidilir.

ny i
20,5 V=125 (1.109)
i=1 i=1

Tablo 1.9.2

x 39 42 45 47 56 67
144,120 124:128 138;135 220,145 150,154 170,158

};

n; =2 oldugu zaman bizim yapacafimiz

2 S — V. 2
Z(J;-ﬁ)EM (1.109a)
i=1 30

dir. Buradan hizheca gorilebilecefi gibi venlerin kiimesi ile ger¢ek hata terimi 8§, yi

asafidaki gibi elde ederiz
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58, =[(144-120)" +---+(170- 158)]/2 = 3193 (1.109b)

Simdi biz burada Tablo1.9.3. iin yardimiyla varyansin uygun analizlenini yapma

konumundayiz.
" uygunsuzluk” un karelen toplam siiphesiz gikanlma ile bulunur. Béylece bu

SS, = §S, - 5S,(B)- 5, (1.110)

dir. 8§, i¢in ginlen degerler sonucu bulunan sonuglar Tablo 1.9.3. de verlmistir.

Buradan

5200.45/22 236.38
i == = 0.44 JFo co0s = 3.855 1.111
L 3193/6 532.17 22.6:0.08 ( )

hipotezini elde ederiz.Boylece bu hipotezi kabul ederiz. Cinkii a+ fx dogru modeline

vyarlandiginda "uygunsuzluk” bulunamaz, yani " uygunsuzluk " olmaz.

Tablo 1.9.3 : Tablo 1.9.1 deki datalarin varyans analizi

Kaynak Serbestlik Derecesi Kareler Toplami
)il 8§, (P) =6394.02
Uyumsuzluk 23 8§, =520045 ,F, =0.44
Has Hata 6 88, =3193
Toplam .
"o 58, =5(5*)
=14.787.47

B ile ilgili bir test yapahm. Omegin %35 seviyesinde S=0 iddiasim kullandifimizda
agitkca gorilebilecefi gibi  hipotez reddedilir. , buradan (1.94d) @ kullanarak Fj

bulunuruz.



-59.

. 6394.02
 8393.45/28
Eger x in y ile iliskisinin gidisi (lineer iliskisi) tam ise f=1 iddiasim test edelim. Buna

F, p00 = 4.196 (1.112)

gore testimizi
B 2\ Cre?
Fy = A5G . (1.113)
S§,/28

dagihim 1le yapanz. Bu durum igin F; nin gozlenmis degeni

0.971-1)?(6783.47
_{ 792(77 ) (1.113a)

Fy

dir ve gozlenmis Fﬁ' < Fls000s = 4.196 oldufundan dolayr f=1 i¢in hipotezi kabul

edeniz.
Simdi lineer ilgkiyi gosterelim. Sonug¢ ¢ikarmak igin herzamanki degerlen

kullanacagiz. Omegin, /3 igin %95 giiven aralifi olan /,,, () nin bulunmasi

TusnB) = B+(55./28)*(VSG)) "ty | (1.114)

=[0.971+0.4305]

seklindedir. Buradan
Joo: () =[0.5405,1.4015] (1.114a)

elde ederiz. Yapilacak yaklagmlarla 7 igin %95 giiven arahinda, limitlerden bulunmasi

kolayca goriilebilir.

. _ 2 P2 V2
&+ﬂx+[—]—+(x 45']3)] (SS“) T25.0028 (1.115)

30 6783.5 28
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250

210

1704

1304

90+

Y

O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
SEKIL 1.9.1

ve x in degigimi igin, bu aralik Sekil 1.9.1. de grafiksel olarak gosterilmistir. Ilerideki y

gozlemi igin 6nceden elde edilen 0.95 seviyesindeki tahmin aralift, x in karsisinda

bagimsizca gozlenir. Aynca Sekil 1.9.1. d& grafiklestinlmistir ve limitler tarafindan

genellestinlir,

12 12
.o I (x-4513){ (SS
+Px+|1+—+ <l 1.115
a+h [ 30 6783.5 ] (28) - (.1132)
Sonugta, (a,f) icin %95 lik giiven bolgesi meydana getirebiliiz. Bu C,,, soyle

bulunabilir, (a, f) dizlemi igerisinde noktalar kiimesi tarafindan venlir.

30(a - 98.71)* +2(1354)(a - 98.7)(f-0.971) (1.116)
+67.894(8~0.971) < 2(SS, [28)F, 3 ous '

Coss = {( a.p)

Bu (1.116) ifadesinde isaret edilen denkligin kullanimiyla bulunan denklemie elde
edilen aralik bolgesi elipsdir . Bu elipsin merkezi (a, ) dir.

Ornek 2: Bityik bir okuldaki 6frenci kayit burosunda ahsan yetkili bir yénetici bir
sonraki yilda okula kayit olacaklann sayisi iginde bulunan &fretim yih boyunca bilgi
almak igin bagvuranlann sayisim: esas alarak tahmin edebilecegini diigiinmektedir. Gegmis

9 yillik veriler asafida verilmigtir.
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Basvuranl
ann Sayisi 25 27 29 2.6 2.8 3 29 3.1 33

(x/1000)
Kaytlar | 183 185 194 196 197 201 206 207 2]

~(3/100)

a ve B dederinin bulunmasi

Her x degeri igin §, degerinin bulunmasi
), =¥, farklaninin hesaplanmasi

& nin hesaplanmasi
a = 0.10 alarak lineer modelin egiminin sifirdan 6nemh derecede farkl olup olmadi@

hipotezinin incelenmesi.

a,f ve Yy ..;s i§in % 90 hk giiven arahZimin bulunmas; islemlen yapilacaktir.

Ayrnica bilgi almak igin bagvuranlann sayist 3500 olduguna gore kawilar lizerinde
gelecekteki g6zlemler igin % 90 hik giiven araliimi bulahim.

Bizim i¢in gerekli olacak venler asagidaki gibi bulunn:ustur.

x, J ¥y, J y,.x,.] x? I(x,-f)’l )“’,-J J’;—.f’,-J(}',-}",«)z

25 18.3 45.75 6.25 0.137 18.6 -0.3 0.09
2.7 18.5 49.45 7.29 0.029 19.2 -0.7 0.49
2.9 19.4 56.26 8.41 0.001 19.9 -0.5 0.25
2.6 19.6 50.96 6.76 0.073 18.9 0.7 0.49
2.8 19.7 55.16 7.84 0.005 19.6 0.1 0.01
3.0 20.1 60.30 9.00 0.017 202 -0.1 0.01
29 20.6 59.74 8.41 0.001 19.9 0.7 0.49
3.1 20.7 64.17 9.61 0.053 20.5 0.2 0.04
33 21.0 69.30 10.89 0.185 212 -0.2 0.04
Toplam
25.8 177.9  511.39 74.46 0.5 178 -0.1 1.91

a ve f degerlerini

Na+B5 x =3y,
&y x + 3 x =Y yx
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normal denkleminde yenne koyarsak

94+2.878=19.77
2.87&+74.44f=511.6

dan &=10.536 ve A= 3.22 elde edilir. O halde regresyon denklemi
$=10536+3.22x

dir. Burada x;, degerlenini vererek j, degerlenni tablodaki gibi buluruz. Yine tabloda
¥, — 3, mn degerleri g6stenilmigtir. Simdi elimizdeki degerlerle o” yi tahmin edebiliriz. Bu

15¢€

20,-3)

o= N-2
denklemu ile elde edilir. Yam

o= —1;79—] =0.273
tir. Burada standart sapma ise o= 0.522dur.

Simdi de

H:f=0 '
H =0

Hipotezlerinin dogrulugunu a=0.10 da arastirahm.

’a‘z;N—z = 10,05.7 =-1.895

hoaan-y = logsn = 195

dir. t-1statistiginin degen

BB _BSe)_ 32 433

\/ o o 07434

5(F)

dir hesaplanan 1 defieri -1.895 ile 1.95 arasinda olmadigindan H, hipotezi red edilir. Yani

B nin degen sifirdan farkhdir.
Simdi de « igin giiven arahfim hesaplayalim.
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57 .
2% ,&+1,_a.za-—z——{'——)

(a1, 0L

NS(3) NS (#)
dir. O halde

P[10.536-1.895/0.214<a<10.536+1.895/0.214]=0.90

dir. Béylece o min %90 Iik gtiven arah

10.130<a<10.942

dir.
Simdi de £ i¢in glven arahiini hesaplayalim.

~ o -~ le)

(ﬂ-’l—wZ sﬂ"":-az_—)
JSG) JSGY)

P[3.22-1.895/0.744< f <3.22+1.895/0.744]}=0.90

dir. O haide

dir. Béylece £ igin %90 ik Giiven arah{
1.810< f <4.630

dir. $imdi E(y}x = 3.5) 'nun tahmini bulahm. '

Pess = EQx=3.5)=10.536+3.22(3.5) = 21.806
dir. §imdi §, nin varyansim hesaplayalm.

X, — ¥)°

_ (
of},’o-o’(l/N+ S )

dir. O halde

- 2
o{o = 0.277(1/9+M) =0.251

5
dir. Boylece beklenen degerin giiven arahif

(21.806-1.895/0.5;21.806+1.895/0.5)

dir.
x=3500 olduguna gore gelecekteki kayitlarin tahmini

4#=10.536+3.22(3.5)=21.806
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dir. Varyansmnin tahmini ise

—_¥)? " 2
P/ N+ 820077041704+ B384 60g
S(x%) 5

dir. Standart sapmasi =0,726 dir. Giiven araligi ise

(21.806-1.895(0.726) < y(x=3.5) < 21.806+1.895(0.726))
(20.430 <y < 23.182)

dir.



BOLUM 11
GENELLESTIRILMiS TERS MATRISLER

2. Genellestirilmis ters matrise girig

AX=Y denklem sisteminin bir ¢6ziimii olabilmesi igin 4 matrisinin s/ tekil olmayan
bir matris olmasi lazimdir. O zaman bu denklemin ¢6ziimii tektir ve X = 47'Y ile venlir.
Eder A matnisi kare matris dedilse bir ¢ok ¢6ziimi olabilir. 4 matrisinin kare matris.
omadi@i durumlarda ¢6ziimii araghrmak igin genellestinlmis ters matris yéntemini

kullanacagiz.
2.1.1. Genellestirilmis Ters Matrisin Tanimi, Ozellikleri

Genellestirilmis ters matris gergekte yeni bir kavram degildir. Bu konuda ilk yapitin
Moore'ye ait oldugu sdylenmir. 1920 de yaymlanan bu makaleden sonra 1955 e kadar bu
konuda onemli sayilabilecek aragtirmalar gorilmez. Bu tarihte Penrose'un bir makalesi
yaywnlamr. S6z konusu yapitta ister kare ister dikdétrgen olsun bir 4 matrisinin asagidaki
ozellikleri yerine getiren bir tek genellestinlmis ters matrisi bulundugunu kanitlamigtir. 4
matnisinin  genellestinlmiy ters matnsimt 4~ ile gosterecefiz. Matris cebirinde
genellestiniimig ters matrisi " g-inverse " olarak adlandinhr.

2.1.1. g- inverse tanim:

DA A A=A
2) A AA =4
3)(AA =44
4) (4 A)=A"A
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Bu ozelliklen saglayan matnse inverse matris denir. Burada 4 min  1ekil olmamas:
veya kare matris olmamasi inverse nin bulunmasini etkilemez ve bu inverse matris AX=Y

denklem sistemi 1¢in bir ¢ozim olugturur ve bu ¢6zim tektir.
Bu ¢alismada, Hausman-Searle denklemini temel alarak

AGA=4 2.1
kosulunu ( Penrose'nin 1. kosulu ) saglayan herhangi bir G matnsine 4 matrisinin

genellestirilmigidir diyecegiz.
Istatistik uygulamalarda lineer modellerin ¢6ziimlenmesinde tekbir g-inverse in

olmamas: herhang bir sakinca olusturmamis hangi G bulunursa bulunsun bazi sonuglann

degismedigi ortaya ¢tkmms ve 6neml bir yaklagima yol agrmigtir.
2.1.2.g-inverse'in Ozellikleri
H=GA diyelim (G = A" igin H=] olaca asikardir.)
1) r(H)=r1(A)=rdir.
2) r(G)=r(A4) dir.
3) H*=H dur.
4) G,A nin herhangi bir g-inverse ise G', A’ mn herhangi bir g-inverse dir: A'G'A' = 4’

2.1.3. G nin hesabs

2.1.3.1. Genel Yontem

Herhangi bir 4 matnisini PAQ=A gibi kogegen bigime indirgeyebilecegimizi

PAQ=A=[D’ ]

biliyoruz.

0 0

Burada PAQ nun mertebesi 4 ile aym r(A)=r, D, ,r elemanlan sifir olmayan bir
koésegen matnsi, sifirlar 1se uygun mertebeden sifir matriseri, P ile () satir ve siitunlara
iliskin elemanter islemlen goéstenrler. Burada A nin inversini asafidaki gibi tammlayahm.
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A—] = Dr—l O
0 O
G=0KP (2.2)

Bu sekilde tanimlanan bir matris 4 nin bir genellestinlmig tersidir. Baska bir deyisle G,
AGA=A kosulunu gergeklestirir. Gergektende AA™ = A"A yazabilinz. Dolayisiyla

AN A=A, ANAA =A (2.3)

olur. Ote yandan P ile Q elemanter islemcilenin ¢arpimlan olduklarmdan tekil degillerdir.
Klasik anlamda tersleri olacagindan PAQ = A egitligine dayanarak

A= P AQ" (2.4)

yazabiliriz. 4 nin bu deferiile G nin G = QA" P deferini AGA da yerine koyarsak

AGA = (PT'AQ' QA PY(P'AQ™) (2.5)
olur. (2.3) ve (2.4) denklemlenyle
AGA =P 'AN'AQ' = P'AQ = 4

sonucuna vannz. Boéylece A matrisinin bir g-inverse m elde etmis oluruz.
Diger yandan P ve (0 bulunmadan da A4 min satir ve siitunlaninda yapilacak iglemler ile
A dogrudan elde edilebilir. Fakat gogu kez 0 ya ve P ye gereksinim oldugundan bu ikisi

bulunmahdr.
Yukandaki yontemle ¢6ziimiin iki ilging 6zellifim belirtebilinz.

1) GAG=G
2) A,(n,q) boyutlu bir matns H=GA olduBuna gore (H-/jmin ranki g-r dir.r(H-7) = g1

Bu iki 6zellik ile, kisim 2.1.2. deki 6zellikler AX= Y sisteminin ¢6ziimiinde énemli rol

oynar.



2.1.3.2. Bir Baska YOntem

g-inverse ler bagka yollardan da bulunabilir. Bu bir 4 matrisini diizgiin kare matnislere

ayirmak ile miimkuandir. Yam bir 4 matnisi,
A___ AU A]:
A'.’l AZ'.’

bigiminde 6yle kisimlara ayirabilinz ki, 4, mr boyutlu 4 matrisi iginde tekil olmayan en
genis alt matnis olur. r mn maksimum olabilmesi i¢in 4 nin satir ve siitunlannda degisiklik

yapabilinz. Aynca 4,, in tekil olmasi da gerekmez.

A7 0
G= )
[ 0 0] (2.6)

matrisi A matnsimn bir g-inverse dir. AG ile GA hesaplandifinda AGA=A4, GAG=G
oldugu gorlir. Burada eger 4 matnisi simetnk ise ¢6ziim daha kolay bulunabilir. Bunu
bir prosediir ile gosterecek olursak agagidaki iglemleri takip edebiliriz.

a) Ranki r ve simetnik olan bir 4 matnsinde r. mertebeden tekil olmayan bir minér

bulunur. Buna M diyelim.

b) M~ olusturulur.

¢) M~ in transpozesi (A ~’)" olusturulur.

d) A matrisi icinde M yi olusturan her elemamin bulundufu yerde, (M)’ de karsihk
gelen elemanlara yer venlir. Oteki elemanlann yerine sifir konur.

e) Bulunan matris, 4 min genellestirilmis ters matrisi G dir.

2.1.4. Bir Uygulama

Ranki tam olmayan ([Al = 0) asafidaki A matrisinin Genellegtirilmis Tersini bulalim

W

[l
N e
_ N
QO et s
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1 0 01 -2 -1
A= 0 -1 -1/0 1 O
0 0 00 0 1

3. sutun yerine 3. + 2. sutun x (-1) islemini yaparsak

1 0 Off -2 1
A= 0 -1 00 1 -1
0 0 00 0 1

I -2 1

demek ki O=(0 1 -I
0 0 1

dir. Simdi A w1 elde edelim.

L B B
Lo VS T R |
St
|
(]
|
Sl
I

A=PAQ=[0 -1 -1|]l0 1 -1]=[0 -1 ©
00 00 06 1](0 0 O

-i 00
A'=[{0 1 0
0 6O
G=0A'P
den

o
I
(= I R
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1 40
G=|0 -1 0
0 0 ¢C

dir
2.2. LINEER DENKLEMLERIN COZUMU

Genellestinlmis ters matnslen tammladifimiza gore burada g-inverse ile genel

¢oziimiin nasil elde edilebilecefini agiklayacagiz.

2.2.1. Genel Cozim
G yi bildigimize gére genel ¢dzime gegmeden 6nce konuyla ilgili teoremleri verelim

Teorem 2.1. AX=Y denklem sisteminin bir ¢dziimii olmas: igin gerek ve yeter kosul
herhangi bir G i¢in AGY=Y olmasidir.

Gercekten de AX=Y nin X' *ile gosterebilecegimiz bir ¢6ziimii olduZunu kabul edelim.
AX*=Y¥ olacaktir. G herhangi bir g-inverse olduguna gére (AGA-4),AX*=Y min her iki

vaninda AG ile garparsak
AGAX*=AGY

AX*=AGY=Y

elde ederiz. Demek ki X* bir ¢bziim ise, AGY=Y dir. Boylece ispat tamamlanmgs olur.

Burada dikkat edilmesi gereken husus X*=GY olmasidir.

Teorem 2.2. Ancak ve ancak AGA=A4 ise AX=Y fonksiyonun ¢6zimi X*=GY
dir.Gergekten de GY bir ¢oziim ise AGY=Y

AGAX=Y
AX=Y
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olur. Demek ki G bir ¢oziimdiir. Diger taraflan AGA=4 ise AGAX*=AX* yazlabilir.
Ancak AX*=Y den AGY=Y yi elde edebiliniz. Bu ise bize G} nin bir ¢6ziim oldugunu

gosterir. Boylece ispat tamamianur.

Teorem 2.3. AGA=A ve H=GA ise AX=Y denklem sisteminin bir ¢6ziimii
X,=GY+(H-1)Z ' (2.7
dir. Burada Z, q. mertebeden herhang bir vektérdiir.

Gergekten de (2.7) denkleminin her tki yamm 4 ile ¢arparsak
AX,= AGY + A(H-1)Z

ve AH=AGA=A oldugundan (daha énceden goéstenildi.), AX, = AGY yi elde edenz.
Ancak bu Teorem 2.2 den GY bir ¢6ziim olduBuna gore 4AX, = AX * 6zdesligine vannz.

Demek ki her (q,1) boyutlu Z vektori igin X, vekiorii bir ¢oziimdiir. g-inverse matrisi
tek olmayacaf gibi Z te istenildign gibi segilebilir. Burada denklemin sonsuz ¢6ziimii

olacad ortadadir.

2.2.2. Lineer Olarak Bagimsiz cdzim Sayis

Denklem sisteminin sonsuz ¢6ziiminiin oldugunu aynca G nin tek olmadiim
biliyoruz. 6nemli olan nokta bunun ne kadanmn lineer olarak bagimsiz oldugunu ve
aralarinda ne gibi bir iligki bulundugunu bilmektir. Lineer denkleme iliskin lineer vektor
sayist, her X ¢oziimii q. mertebeden olacafna gore q dan fazla olamaz. Bunu asafidaki

teoremle dile getirelim.

Teorem 2.4. A, ranki r olan q sutunlu bir matns ise Y de bir sifir vektori degilse
AX=Y sisteminin Lineer olarak bagimsiz ¢6ziim sayist g-r+1 dir. Bunun ispati Merih
Ipek,1980 in kitabinda gésterilmigtir.

Bazi bilesimler hangi X, ¢ozimii kullamhrsa kullamilsin degismezler. Lineer
modellerin ¢6ziimlenmesinde 6nemli bir rol oynadifi igin bu ézellifin Gzerinde biraz

duralim,.
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Rao 'dan kayanklanan bir feoremle soyle dile getinlir.

Teorem 2.5. AGA=A, H=GA olmak tlzere AX=Y denklem sistemmnin bir X,
¢Oziimiinlin &@elerinin A'X, gbi bir lineer birlesimi, ancak ve ancak A’H=k' ise hangi

¢oziim kullanilrsa kullanmilsin ¢6zim defismez.

Yani hangi Z vektorii segilirse segilsin k'X,, Z den bagimsizdir. Bu ise farkli Z
vektorlen igin elde edilen X, ¢éziimlennin &’ ile ¢arpiminin aym sabite esit olduBunu

gostenr.
2.3. Ranki Tam Olmayan Lineer Modeller

Burada ele alacafimiz konu ranki tam olmayan lineer modeldir. Bunun igin 6nce

normal lineer denklemimizi ele alarak bunun iizerinde tartigmaya devam edelim.
Y=Xp+e¢&

denkleminde ¥, nx1 boyutlu g6zlem matrsi, X, nxq boyutlu katsayilar matnsi, £, gx1

boyutlu bilinmeyen paremetreler matrisi £ nx1 boyutlu gézlenemeyen hatalar matnisidir.

Burada dikkat edilirse tek farkhhk X matnsinin 6zel yapisindan dogar. Cogu
istatistikgiler ele aldifimiz modele, regresyon modelinin 6zel bir hali olarak bakarlar.

Denklemdeki bilinmeyen f parametre matrisinin tahmini igin " en kiigik kareler "

yontemine bagvurulur Bu
XX p=XY (2.9)
normal denklemlerini verir. Matrisin eger ranki tam ise ¢dziim

B=(X'X)'X'Y

olacak sekilde tekdir. Oysa yukandaki denklemde X in rankinin tam olmadifim ve
(F(A)=r(X'X) matris 6zelliklennden A"X inde rankimin tam olmadifim biliyoruz.
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Buna gore (2.8) denkleminin ﬁ vektorlen yoktur vada sonsuz sayida ﬁ vektorlen
vardir. ;9 vektorlerinin bulunamiyacags thtimalini g6z 6ntinde bulundurmuyoruz. Ciinkii

matnisin genellestirilmis g-inverse alindifinda bu olasilik ortadan kalkar.

Oyleyse B icin sonsuz gbziim s6z konusudur. Ilk bakista bu ok kéti bir sonugtur.

Ciinku farkl kisiler, aym: modeh kullansalar da, degisik ﬁ vekt6ri bulabilirler. Dolayisiyla
B igin tek bir tahmin vektoriinden s6z edilemez. Bazi yazarlar bu durumda ¢6ziimii tek

yapma yoluna gitmislerdir. Uygulanan yéntem g6yledir.

Y=BX+¢
Denklem sistemim
Y=p*X*+¢

bigimine sokulur. Burada f#* ortalama degeri § vektérinden g¢ikartilan g-1x1 boyutlu

matns X * ise 1. situnun ortadan kaldinlmasiyla elde edilen (nxq-1) boyutlu bir kat
sayilar matnsidir. Boylece f* in ranki tam olacagindan ¢6ziim de tek olacaktir. X *

matnsinin rank: tam olaagindan XX in de ranki tam olacaktir.
Bu y6nteme "déniistiirme ve yeniden parametreleme"” adi venlir.

2.3.1. Ranki Tam Olmayan Modellerin g-inverse ile Céziimleri

Lineer denklemlenn genellestirilmis ters matnslerle nasil ¢6ziildifiini daha énce
gosterdik. Benzer gekilde Teorem 2.2 ye dayanarak (2.9) denklem sisteminin bir

¢Ozumiini
By =GX'Y (2.10)
olacagim sdyleyebilinz. Burada g-inverse nin tamimsi olarak

(2.11)

AXCXX=XX

kosulunu saglayan, aynica Perrosenin 2 kosulunu da gerceklestinir, Yani
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GX'XG=G

dir. Demekks G matnisi XX matrisinin bir genellestinilmis ters matrisidir. Ayrica G tek
olmayacaktir. Bundan dolay: Z’)’ tahmincisi yerine S, simgesini kullanacagiz. Cinki

¢oziimlerden birini géstermektedir.
2.3.1.1. Simetrik Matrislerin Genellestirilmis Terslerinin Ozellikleri.

Simetnik X'X matnisinin birgok 6zelliklen vardir. Bunu bir teoremle belirtelim.
Teorem.3.1. Eger G, XX in XXGX'X=X'X kosulunu saglayan bir g-inverse ve H=GX'X

15€

a-) G, X'X in bir g-inverse idir.

b-) AGX' X=X yada XH=X du.

c-) G ne olursa olsun XGX’ de@ismez.

d-) G simetrik olsun olmasin XGX" simetriktir.

e) (XGX')? = XGX'
£) (I - XGX')? = (J - XGX")

2.3.1.2. Genel Coziim:

XXGXX=XX ve H=GX'X ise teorem 2.2, ye gére normal denklemlerin genel

¢cOzimi
Bo=GX'Y+(H-1)Z (2.12)

esithig ile venhr. Z, (qx1) boyutlu herhangi bir vekiér olacagina gére S,, bir ¢oziim

kiimes: saglar.

Varyans analizinde genellikie faktorierin etkisinin olup olmadif aramir. Aym sekilde
lineer modellerde faktorlerin etkisi aramirken o nin tahminine gerek duyulur. Burada £,

1N varyansi

V(B,)=Go?
dir. Bunun ispati Merih Ipek in kitabinda yapilmistir.
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Gerek varyans gerekse regresyon analizinde 6nemli bir yeri olan temel ézellik

soyledir.
S8y =88, + 58S,

Daha agik¢a yazilacak olursa
PN NS HED NS
dir.
Simdi B, bir ¢6ziim oldu@una gére genel denklemi bu ¢6ziime gére

Y=Xp,+¢

seklinde yazabilinz. Buradan Y=X B, olmak iizere kalanlar
Y-Y=¢
ya da
Y-¥=Y-Xg,

dir. (2.11) denklemi 1se XH-X 6zellifinden yararlanilarak

Y-F=Y-X(GX'Y+(H-1)Z)
=Y-XGX'Y-X(H-DZ
=Y-XGX'Y
=(J - XGX")Y

sonucuna vanrz. Buna dayanarak SS,, yi bulahm. Matrisyel yazihsia

88, =(Y-Yy-Y)
= ((J- XGX")YY((I - XGX")Y)

ancak teorem 3.1. deki (d)) ve (f) 6zelliginden

S, =¥y'(J- XGX")Y (2.13)
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dir. Bu énemli bir sonugtur. Ciinku teorem 3.1. deki (d) 6zellifinden hangi ters matris

kullanilirsa kullanilsin SS,,. degismez.

Ote yandan (2.13) ifadesini kullanarak

8§, =Y'Y-XGX'Y
dir. Burada g, = GX'Y oldugundan
dir. Y' X B, = X'Y B, yanlabileceginden

$8, =YY= XY

dir. Bu regresyon modellerinde vanlan sonucun kendisidir. Bu demektir ki hangi ¢6zim
kullanihirsa kullamlsin kalanlarin karelerinin toplam: degismeyecektir.

o” tahmini 1se

dir.Yalniz burada ¢®, X in rankina (r=r(X)) baghdir.
Ayni sekilde S§, ve 8§, ninde herhangi bir ¢6ziimi i¢in degismedigini gorebiliriz.

Demekki; £ nin bilegenlerinin sapmasiz kestinmi yapilamamakla birlikte S, ne olursa

olsun baz1 degismez sonuglar ahnabiliyor.

2.4. Bir Uygulama

Her hangi konuda 0¢ ayn efitim yontemine bagvuruluyor. Bunlann 6@rencilerin
basansinda degisik etkilerinin olup olmadifim arastirmak istiyelim. Rastgele segilen 9
dfrenciden iligiine birinci yéntemi ,doérdiine ikinci yontemi , dier ikisinede {iguinci

yontemi uygulayalim. Sonuglar ise asaginaki gibidir.
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Biz burada sadece f, inn bir ¢6ziimii ile ilgilenecefiz. Ayrica varyansi ve kalanlarin
kareler toplamimin tahminini bulacafiz. Egitim y6ntemlerinin 6grencilerin basarisina

etkisi olup olmadigim gimdilik arastirmayacafiz. Bu s6ylenen islemleri ise genellestirilmis
ters matrislerle ¢ozecegiz. :

EGITIM YONTEMLERI
11 111
9 14 5
PUANLAR 13 16 7
11 14
8

Bu deneye iligkin modeli

Yy = HHa,+E,

bigiminde yazabiliriz. Bu bir lineer modeldir. Burada y, ti¢ bilesenin toplamu, u ana kiitle

ortalamasi, a, faktorlerin j. katagorisi, &,, olusan hatalardir. Yukandaki modeli
diizenleyerek

Y=gY+¢

yi elde ederiz. Burada da Y gozlemler vektori, X katsayilar matrisi, §, bilinmeyen
parametreler vekt6rii, € ise gézlenemeyen hatalar vektoridir.

Simdi denklem sistemimizi yazalim.
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1
& FF§ S SB&m”
_||+I_
XN
O S —
S o o o o o —_
©C O O o c o
—_ - -0 O o c o
-_ - - - - - -
]
_9.BNMMM -
J

XY

~

(XX)B

den

B=(X'X)' XY

yi hesaplayabilecegimizi biliyoruz. Buna gore énce X'X ive X'} yi hesaplayalim. Sonra

da (X'X)"' i hesaplanz.

X’X=[

1
0
0
10
0

1

0
1
1
1
]

]

100

100 1

1

1

1 1 1
11000060
0 01 1

0 00O0OGOGOUO1I

1
1
0
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[ 9]

13

11
111111111]4 97
111000000 33
XY= 16 |=
00011110014 52
0000O0O0O0T 1 12

Simdi (X'X)™ yi hesaplamak igin daha énce gosterdigimiz g-inverse bulma yéntemiﬁi
kullanacagiz. Burada P ve Q yu bulma iglemini géstermeden kisaca yazalim (X'X)

matrisi simetrik oldugundan Q-/P' diir.

Tt o0 00 1 —0.33 066 —I]
033 1 00 0 1 066 1
P= , 0=
066 066 1 0 0 o0 11
-1 1 1 1 0 o 0 1]
9 0 0 O]
02 0 0
A=PAQ=
0 0 133 0
00 0 o
(016 0 O O]
0 05 0 0
A =
0 0 075 0
(0 0 0 o0
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[0.11 —0.18 —0.5 0]
o 05 05 0
OA

0 0 075 0
0 0 0 0]

L

05 —-05 05 0]
-05 081 05 O
05 05 075 0

0o 0 0 o0

G=QAP=

Burada (X'X)'=G dir. Simdi (X'X)'X"Y yani GX'Y yi hesaplayahm. Ciinkii
f=GX'Y dir.

[05 -05 05 0][93] [0

05 081 05 0}(33] |11

B, =GX'Y = e
-05 05 075 of|s2] |13

o o0 o0 o]fiz

i [ 6]

dir. Bu sonugtan genel ¢oziimii §6yle yazabilinz.

07 (fo o0 0] 1 00 0)][z]
1| [f1 100010 0ff|z
5= +< - o
13 |{1 01 0] o0 1 offf=
(6] |[1 00 1][000 1]

Basit cebirsel iglemlerden sonra



(0] [-1 0 0 O][5] [ -3
I 1 00 Offz] (11+z
b= + . = )
13 1 60 0fjz [13+z
(6] [0 0 0 0]fz,] [6+=]

dr.Z’=(2 1 2 1) alahm. Buna gére

f0] (o 0 0 011 0 0 of}2] [-2
11 1 100/]010o0[/[1]]12
b= + - N
13 i1 01 0| oo 1 olf]2] {15
6] l1 00 1] 000 1]jf1] [7]

Simdi B, ve f,, soziimleri igin kalanlarin kareler toplaminin degismediZini gsterelim.

97
33
A, X'v=(0 11 13 6). 5, =1

12
97

33
BLXx v =(-2 12 15 7). = 1111

52

12

Boylece iki ayn ¢6zim igin F,X'Y nin defismelerini gordik. SS, yi hesaplayahm.
Y'Y=1157 den

8S,=1157- 1111=46

dir.o” tahmini ise o = 8§, /(9-3)=46/6=7.67 dir.
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SONUC

Istatistiin en 6nemli konulanndan biri olan ve istatistigi merak eden bir kisi istatistigin
bazi temel konulanm O6grendikten sonra olaylar arasinda iligki kurmak, onlan
dederlendirmek ve c¢esith sonuglara ulagmak igin Orenmesi gereken en O6nemh
konulardan binde regresyon analizinin &ézel bir durumu olan lineer modeller konusudur.

Bende bunun igin hineer model konusunu en ince detaymna kadar bu tezimde inceleyip,
dinyada her ne kadar temeli 1945 lere dayaniyorsada son zamanlarin en popiiler konusu
olan genellestinlmis ters matnsin ¢ok az kissum lineer modele uygulayarak £

tahmincisini, varyansini ve kalanlann kareler toplamini bulmak igin kullandim.

Soz konusu olan bu tez iki bélimden olusmaktadir. Ilk balim lineer modellerle ilgili
tiim gerekli agiklamalarvenlmistir. Bélimin sonunda ise konuyla ilgili iki tane 6rmege yer
verilmistir. Ikinci boliiimde ise genellestirilmis ters matrislere kisaca deginilmis ve bu ters
matnslerin lineer modellere uygulanmas: tanim ve teoremlerle anlatilmis, 6zellikle ranks
tam olmayan lineer modellere uygulanmas: tizerinde durulmus £ tahmincisinin elde
edilmesi, varyansin tahmini ve kalanlann kareler toplaminin bulunan farkh g, deferleri

igin degismedigi gosterilmistir. Aynica konu bir 6rmekle desteklenmistir.

S6z konusu olan bu tezde binnci bélimin igengini biraz daha agalim: Lineer modelin
olusumunu inceledikien sonra en kigik kareler yéntemn ile modelin bilinmeyen
parametrelerin tahmin defen kareler toplamim minimum yapan degerini bulduk.
Parametrelerin tahmincisi i¢in 6nemh olan varyansin tahminini, gézlenen degerler ile elde
edilen sonuglar arasinda ihiski olup olmadifim aragtirmak icin kullamilan kovaryansi ve
farkli olaylar arasindaki iliski kuruldukian sonra bu ihgkinin giivenirlifini arastiran
korelasyon katsayisi ile bu katsaymin giivenirlifini arastiran Fisher testinin kullamlmasini
inceledik. Sonra a ve ii’ nin giiven arahklanmn belirlenmesinde en 6nemli rolii oynayan
a ve f# tahmincilerinin bulunmasi ve bunlann giiven aralikian ile x in verilmig bir degeri

icin y in beklenen degerini tahmin etme ve ayrica x in verilmig bir degeni igin 3 in 6zel bir
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degerinin t-istatisti3i yada student istatistigi tahmin edilmesi, en son olarak da lineer

modelin dogrusalhfinin Fisher testi yer almaktadir.

Ikinci bolimde ise genellestirilmis ters matrislerin kisa bir tarihgesi, tamm, elde
edilmesi ve 6zellikleri kisaca ele ahinmig aynca bir 6mekle herhangi bir genellestinlmig g-
inverse matrisi bulunmustur. Sonra genellestirilmis ters matrislerin lineer modellere nasil
uygulandigi anlatilmis ve ranki tam olmayan matrislerin genellestinlmis ters matnslerle
nasil inversinin bulundugu ele ahinmigtir. Aynca # tahmincisi i¢in gerekli olan varyansin

tahmini ile kalanlann kareler toplamnin tahmini bulunmugtur. Son olarak ranki tam

olmayan bir matris 6rnegi ile konu 6zetlenmigtir.

Bu islemleri yaparken model olarak tek faktérli varyans analizi modelini temel olarak

aldik.
Bu ¢ahymamizdan cikaracagimiz sonuglar sunlardir:

Genellestirilmis ters martnislerle, highbir kisitlamaya baska bir deyisle zorlamaya gerek
kalmadan ¢6ziim yapilabilmektedir. Bu ise hangi g-inverse yada hangi f, ¢6zimi

kullambrsa kullamlsin ¢6ziim i¢in bazi deferlerin degismedigini goriiriiz.

Diger yandan ranki tam olmayan modeller, ranki tam olan modellerin genellestirilmig
bir halidir. Graybill gibi bazi yazarlann, X matrisinin 6zel bir yapist nedeniyle, rank: tam
olmayan lineer modelleri digerlerinin 6zel bir bigimi olarak gésterdiklenini belirtmistik.
Ama bunun terside dogrudur. §6yleki ranki tam olmayan modellerde G, = ,Z? olursa, tam

rankli modellere ulagihr. Demekki rank: tam olan modeller, ranki tam olmayanlann 6zel

bir seklidir.

Son olarak sunu belirtelim: Lineer denklemler Penrose un yalmzca birinci kosulunu
saglayan bir g-inversle ¢ézilebiliyorsa, lineer modelierinde yalmizeca X XGX'X-XX

kosulunu saglayan bir g-inversle ¢oziilebilecegini gériiyoruz.
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EKLER

EK ALL

Bu bolimde, y nin x iizerindek: regresyon dogrusu igin bir formiil gehstirilmigtir.
Yapilan hesaplamalar cebirsel yapilabilir.
Ik olarak, N tane bagimsiz gézlemler (w,,...,w, ) olarak farzedelim ve F(k) niceligi

miktarim £ ya nayet ederek mimmize edilir. Boylece sunu yazabiliriz;

N

V(ky=) (w,—k) (A1.1.1)
i-1

Sonra, k=W deZennde¢- k  Ustine V minimize edilir.  Boylece
N . R

Vk)=Y [(w,-7)+ (7 - k)] (A1.1.2)
i-1

A
=[O =) + (@~ k) +207 = k)(w, = 7))
=1
denklemini yazabiliriz. Burada
N
D(w,—-W)= w,~Nw=Nw-Nw=0
i=1
oldugundadan
N
=D (w,-W) + N(W-k)
-1

dir. $Simdi & =W karsisinda sabit (w,,...,w,) igin V&), negatif olmayan iki niceliginin

toplamidir ve agik¢a gonilebilecedi gibi minimumdur.
Regresyon problemi minimum O(e, ) w1 verecek a ve f# degerlerini ister.(1.14)de

tanimlandifs gtbi

Ha.p=2.(y,-a-Bx) (A1.1.3)
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Burada x,,...,x, esit degildirler. Eger biz y, = fx, =w, alirsak y-fBx =W y elde
ederiz ve (A1.1.2.) y1 kullanarak, s6yle yazarbilinz.
N

XNa.p)= i(m —a) =3 (w,~ %) +N(v-a)’ (A1.14)

i=1

Siiphesiz, yapilacak segim 8 nin herhangi bir sabit defen i¢in minimine edilir.

a=w=y-p0X (A1.15)

Aynca a nin (3 - fr) olarak ahnmas: ve herhangi £ deferi ile O(a,f) minimize edilir.

Sonugta O(a, ) degen

Q(f—ﬂf,ﬁ):Z[x—()"—/5’37)—,6’34]2 (A1.1.6)

N
=[G -N-Ax-D)]

i-1
Bu yalniz £ nin bir fonksiyonudur. Bunu Q(f) ile gosterebiliriz. Birbirlerine esit olmayan

X,,...,X, sabit degerleri igin Q(f) yi minimum yapan § degen bulunur. Burada

N
A:Z(xi—f)2>0 ,BZZ(Xi—Y)(_}’,—f) VCC:Z(y,—y)z

oldugunda

OP)y=Ap*-2Bp+C (A1.1.7.)

A2}

dir. Boylece efer 5 yi asafidaki gibi secersek, segilen # deden ile O(f) deferi minimize
edilebilir.

____!i_ Z(Xi -Y)(J'i _57)
=== Z(x,—-f)z (A1.1.8)

B

Yani segilen o ve § defierlenni sirasiyla @ ve fi gibi secersek (O(a,f) mimimize edilir.
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& ve P asapdaki gibidir.

&=y-pB¥ Al1.1.9)
5o 2500, -7)
Z(xi _Y)z

Biz burada (1.56) daki noktayl direkmen elde edebilinz. Sonra Q(a,f) min minimumu
olan O(a, ,B’) ve (A1.1.7.) den yararianarak Soyle yazilabibr;

- B2
Q(&,ﬂ):C——A— (A1.1.10)

R DN C s ]
2.0:=5) S -5)

=3 -FY-BY (x, -5

denklemini elde ederiz. (1.56) dan aldifimiz notta O(a,f) = SS, dir.
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EK Al.2

Genellestinlmis Ters Matrislerin Paskal Dili ile ¢6zimii venlmistir tezdeki 6rnek igin ise
test edilmustir.

program g_inverse;
uses dos,crt;
type
=array[1..20,1..20] of real;
var
sat,sut,islem,boyut:integer;
n:integer;
1,},8,k:integer;
bolum,sutis,pivot,freal;
del,a,b,m1,m2,11,12 g yaz:array[1..20,1..20] of real,
procedure yazim;
begin
for i:=1 to n do begin
for j:=1 to n do begin
gotoxy(3*9,i+1);wnte(yaz[ij]:4:3, %
end;
writeln;
end;
end,

procedure carpim;

begin

fori:=1tondo
forj>=1tondo

fork=1tondo
del[i,j]:=del[ij]+m1[i,k}*m2[kj];

end;

procedure sifir;

begin

for 1:=1 to 20 do
forj==1to 20do

deli,j}.=0;
end;
procedure invers;
begin

for k:=1 to n-1 do begin
for 1:=1 to n-1 do
for j:==1ton-1do
if (1I=k) or (=k) then
{}
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else del[1,)]:=del[1,3]-del[1,k}*del[k j}/del[k,k];
del[k,k}=-1/del[k k];
fori=1ton-1do
if 1=k then
{3

else begin
del[1,k]:=del[i,k]*del[k k];
delfk,i}:=del[k 1] *del[k k];
end;
for1:=1 ton-1do
for j:==1ton-1do
del[i j}:=-del[1;];
end;
end;
begin
clrser;
writeln('matnsin boyutu');readin(n);
fori=1tondo
forj=1tondo
begin
a[i,j]1:=0;
11{13]:=0;
12[1,)]:=0 ;
11[1,1]:=1;
12[11]=1;
end;
fori:=1 tondo
for 3:=1 to n do begin
readin(a[1,)1);
. bll=alij};
end;
forj=1ton-1do
begin
pivot:=a[j,j];
fori=j+1tondo
begin
fi=a[i,j}/pivot ;
for s:=1 to n do begin
a[i,s]:=a[i,s]-f*afj,s];
11[1,s]:=11{1,8]-f*11[j,s];
end
end
end,;
fori=1tondo
for j:=1 to n do
yaz[i,)]:=i1[i];
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clrser;

writeln(P matnsi’);
writeln;

yazim;

for sut:=1 to n-1 do begin
sutis:=a[sut,sut];
for sat:=sut+1 to n do begin
bolum:=a[sut,sat]/sutis;
a[sut,sat}.=a[sut,sat]-bolum*a[sut,sut];
for islem:=1 to n do
12[1slem,sat]:=12[1slem,sat]-bolum*12[islem,sut];
end
end;

writeln(‘Q matnst');
fori:=11o0 ndo begin
for j:=1 to n do begin
write(12[1,3}:3:3,' %
end;
writeln;
end;

{ P matrisi ile A matnsinin carpimi}

for =1 ton do
for j:=1 to n do begin
mifigf=11[1];
m2[i,j]:=b[1];
end;
sifir;
carpim,

{ PA matnsi ile Q matnisinin carpimi }

forr=ltondo
for j:=1 to n do begin
m1[1j].=dei[1];
m2[i,j]:=i2(ij];
end;
sifir;
carpim,

Writeln(’ delta matnisi');
fori:=1t0 ndo begin
for )=1 to n do begin



wnite(del[1,j]:3:3,’ )
end;

writeln;

end;

{ Delta matrisinin inversinin alinmasi }

INnvers;
writeln(' invers matns’),
fori:=1to ndo begin
for j>=1 to n do begin
write(del[i,)]:3:3,’ B3
end;
wrnteln;
end,

{ Q ile deltanin inversinin carpimi }

fori=1tondo
for j:=1 to n do begin
m1[i,j]=12[i,];
m2[i,j]:=del[1,}];
end;
sifir;
carpim;

{ G invers matnsin elde edilmes: }

fori1:=1 ton do
for j:=1 to n do begin
m1ij}=12[,];
m2[i,j]:=del[i;];
end;
sifir;
carpim;

Writeln(’ g invers matrist’);
for1:=1to ndo begin
for j:=1 to n do begin
write(del[i,j]:3:3,’ %
end;
writeln;
end;
end.



OZGECMIS

Ads Soyadi - Jbrahim Demir

Dogum Tarthi  : 27 Mayis 1970

Dogum Yen :Akkus/ORDU

Ik Ogrenimi 11982 yilinda Sakarya Ilkokulundan mezun oldu.

Orta Ogrenimi  :1988 yilinda Izmit Imam Hatip Lisesinden Mezun oldu.

Yiksek Ogrenimi:1988 yilinda Yildiz Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Boliimiinde bagladigi egitimini 1992 yihnda tamamladi.

Gorevi :Y.T.Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Matematik Bolimii
Uygulamah Matematik anabilim dal Arastirma Gorevlisi



