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TANITICI OZET

I. Béliimde sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun olugturulmas: problemi iize-
rinde calistik. Periyodlar1 tanimladik ve bu periyodlara sahip en basit eliptik
fonksiyonu bulmaya ¢alistik. Eliptik fonksiyonun lineer olmayan bir diferansiyel
denklemi sagladigini verdik. Klein'nin modiiler fonksiyonunu tanimladik ve J nin
Modiiler doniisiimler altinda invaryanthgim gosterdik. J(1) ve A(t) nin fouirer agi-
limlar1 verildi.

1. Bolimde birim modiillii déniigiimler incelendi. T" modiiler grubunun dogu-
ranlarinin T ve S oldugunu gésterdik. f fonksiyonu modiiler ve egdeger olarak si-
firdan farkh ise o zaman Ry esas bolgesinin kapamsinda f in sifirlarinin say1s11im
kutuplarinin sayisina esit oldugunu ispatladik ve sonra Eisenstein serileri i¢in

inversiyon problemine ve Picard teoremine uygulamalar: verildi.
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SUMMARY

In the first chapter we studied on the problem of constructing a non constant elip-
tic function we prescribed the periods arnd tried to find the simplest elliptic functi-
on having these périod. We gived the elliptic function satisfies the nonlinear diffe-
rential equation. We introduced Kleins Modiiler function and inticated invariance of

J undur unimodular transformations. We gived the Fouirer expansions of A(t) and

J(1).

In the second chapter we studied unimodular trnasformations in greater detail.
We showed the modular group T is generated by Tand S. We proved if f is modular
and not identically zero then in the clousure of fundemantal region Ry the number
of zeros f is equal to the number of poles and then applications to the inversion

problem for Eisenstein series and Picard's theorem had been given.
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ELIPTIK FONKSIYONLAR

1.1. GIRIS

Bu ¢alismada once eliptik fonksiyonlar teorisinin ayrintilarina fazla girme-
den temel kavramlara yer verilmigtir. En basit eliptik fonksiyon elde edilerek bu
fonksiyonun ozellikleri incelenmigtir.

Daha sonra periyodik olmayan ancak eliptik fonksiyonlarin paralelkenar
aglarina benzer sekilde kompleks diizleme egrisel ticgenler halinde deger bolgele-
rine ayiran ve bu bélgelerin her birinde biitiin degerleri alan modiiler fonksiyon-
lara gecilmigtir.

1.2. CIFTE PERYODIK FONKSIYONLAR

Kompleks degiskenli bir f fonksiyonu, o peryodu ile z ve z+ w, f fonksiyonu-
nun tanmim kimesinde oldugu zaman f(z)= f(z+ ®) oluyorsa "Peryodiktir' deni-
lir. @ bir peryod ise her n tamsayisi i¢in nw da bir peryoddur. o, ve 0, iki peryod

ise m ve n tamsayilarinin her se¢imi i¢in mw;+nw, de bir peryoddur.

Tamm: Bir f fonksiyonu o ,/w ; oram reel olmayan o , ve ® , peryodlarina

sahip ise '¢ifte peryodik fonksiyon' denir.

Dejenere durumlardan kaginmak icin oranin reel olmamasim istiyoruz. Or-
negin w, ve w , oranlari reel ve rasyonel olan iki peryod ise @ , ve ® , nin her biri
aym peryodun bir tamsay kat1 oldugu kolayca goriilebilir. Gergekten a ve b arala-
rmda asal secilmis tamsayilar olmak iizere ® /o = a/b ise bu takdirde m ve n gibi
iki tamsay: mevcuttur. Oyleki mb+na = 1 olur. = m ® , +n ® , olsun. bu taktirde

o bir peryodtur ve

0w, m+nw,) ow,mtna) ©,(@mb+na) o, alabilir.

W= — = —_— T e—— = e

w b b b

1



Béylece w ;=b. ® ve ,=awmbulunur.

Bu durumda o ; ve ® ,nin her ikisi de ® nin tamsay1 katlandir.

® /o ; orani reel ve irrasyonel ise f in keyfi kiiciik peryotlara sahip oldugu-
nu gosterir. Keyfi kiigiik peryodlu bir fonksiyon analitik oldugu her agik-baglanta-
1 kiimede sabittir. Gergekten f in analitikliginden her noktada

f(z) =lim fz + z,) - z) yazilabilir. Burada {z,}, O ayakmsayan
Zy —>0 Zy

sifirdan farkli kompleks sayilarin herhangi bir dizisidir. f keyfi kii¢iik peryodlara
sahip ise {zn} yi O ya yaklasan peryodlarmn bir dizisi olarak secebiliriz. O halde
f(z+z )= f(z) —> f(z)= 0 olur. Diger bir deyisle; f in analitikliginden, her bir noktada
f(z)=0 olup f analitik analitik oldugu her acik-baglantili kiimede sabit olmahdar.

1.3. ESAS PERYOD CIFTLERI

Tanum: f, ® Jw ; orani reel olmayan o, , w, peryodlarina sahip olsun. m ve
n tamsayilar olmak tizere f in her peryodu m o ; + n ® , seklinde ise (® ;,0 ,) ¢ifti-
ne "Esas Cift" denilir.

Her o,, o, esas peryod ¢ifti diizlem tizerinde bir paralel kenar ag belirler.
Bunlara 'periyod paralel kenart" denir. Ornek olarak Sekil 1-1a gosterilebili-

nir. W, + 2, Tt +ay
”
:
s Sekil 1.1a Sekil 1.1b

Késeler ® =m o ; + n o , peryodlardir. Iki kenarin ara kesit noktalar: olarak



peryod paralel kenarina ait olan sinir noktalar gibi diigtiniilmesinde bir sakinca
yoktur. Sekil 1.1b bunu gésterir.

Notasyon: o ; ve 0 , oranlarn reel olmayan iki kompleks say1, m ve n keyfi
sayilar olmak tizere m w, + n w, kiimesinin tiim lineer kombinasyonlar Q (©;,® 5
veya kisaca Q seklinde gosterilecektir. Bu w,,0, ile olusturulan "Kafestir.

Teorem 1.1. Eger (® ;,0 ,) bir esas peryod ¢ifti ise O, ® ;,0 , kdgelerinden
olusan tiggen simirinda veya icinde koselerden baska peryod icermez. Aksine bu
ozelligi saglayan peryod cifti esastir.

Ispat: Sekil 1.2a da gosterilen O, o ;, ® o Ve O ;+ o, koselerinden olusan
paralel kenar gozoniine alalim. Bu paralel kenann sinirinda veya i¢indeki nokta-
lar0 < o<1 ve 0 < B <1 olmak iizere z = o ©+ f W, seklindedir. Bu noktalar ara-
sinda peryodlar sadece O, o ,, w, olup O, w7 , w, ile olusan ticgen késeler disinda
bagka peryodlar icermez.

W,y Y + @y

Sekil 1.2a Sekil 1.2b

Tersine O, w,, ®, ile olusan tiggen késelerden bagka periyod icermesin ve o
herhangi peryod olsun. Bazi1 m ve n tamsayilar i¢in ® = m w+n ©, oldugunu gés-
terelim. w, ve w , oranlan reel olmayan sayilar oldugundan ®,; ve w, reel sayilar
tizerinde lineer bagimsizdir. Bu yiizden t, ve t, € R olmak iizere w = t, 0,+t, ©,
dir. t den kiiciik en biiyiik tam say1 [t] tamdeger t olsun.

t=1[t]+1 O<r«<1, to=[tyl+ry, O<r,<1 yazalim.
Bu taktirde o= [t,] 0, + [t,] ® ,= r; ®, + r, ®, olur.
r, veye r, den biri sifirdan farkh ise 0 zaman r, 0, + r, 0, , O, ®; , 0, ve O+ ©,ile
olusan paralel kenar i¢inde bulunan bir peryod olacaktir. w bu paralel kenar icin-
de bulunan bir peryod ise w veya ®, + w,® dan birisi O, ®,, W, nin olugturdugu



tiggen i¢inde veya o ; ve @, yi birlestiren késegen lizerinde bulunur ki bu da hipo-
teze aykiridir. Bu yiizden r, = r, = O olur ve ispat tamamlanir. Sekil 1.2.b.

TANIM: (0 ,,0 5) ve (o ;"0 5 ") gibi iki kompleks say1 ¢ifti herbirinin orani
reel olmamak iizere, bu iki ¢ift peryodlar aym kafesi olugturuyorlarsa "Egdeger-
dir" denilir. Yani Q (0 ;,0,) = Q (0,0 ,) diir.

Asagidaki teorem egdeger peryod c¢ifti arasindaki bir esas bagintiyr ifade
eder.

Teorem 1.2. (0 ,0 ;) ve (®;',0,") ¢iftlerinin egdeger olabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul

' b
ad-bc =+ 1 olacak sekilde (mz.) =( ?d)( coz) veya
0)1 (Dl

ab
W, =aw, +bw,, o,=cw,+do, seklinde 2x2 lik tamsay1 degerli ( o4 )
matrisinin olmasidir. '

1.4. ELIPTIK FONKSIYONLAR

TANIM: Bir f fonksiyonu asagidaki iki ¢zellige sahip ise eliptiktir.
a) f cifte peryodik

b) f meromorf

Sabit fonksiyonlar, eliptik fonksiyonlarin, asikar bir érnegidir. Daha sonra
sabit olmayan eliptik fonksiyonlar icin érnekler verilecek fakat ilkin tiim eliptik
fonksiyonlara ait baz esas tzellikleri cikartalim.

Teorem 1.3. Sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun bir esas peryod ¢ifti var-
dir. '

ISPAT: f, analitik oldugu noktalar kiimesinde eliptik ise agik baglantili bir
kiimedir. Ustelik f, oranlar reel olmayan iki peryoda da sahiptir. Ayni zamanda f
in sifirdan farkh tiim peryodlar: arasinda en az birinin orjinden uzaklig: minimal-
dir. Aksi halde f sifirdan farkl keyfi kiiciik peryodlara sahip olacaktir. Bu yiiz-
den sabit olur. @ sifirdan farkh orjine en yakin peryodlardan birisi olsun. |®|mo-
diilii ile tiim peryodlar i¢inden en kiigiik argiimani negatif olmayan bir w, peryodu



secilsin yine 6yle bir peryod mevcut olmal aksi taktirde, sifirdan farkh keyfi kii-
¢iik peryodlar olacaktir. Orada ®, ve -0, den bagka |, | modiilii ile bagka peryod-
lar varsa , in argiimanindan daha biiyiik olan en kii¢lik argtimanli peryod w, ol-
sun. Degilse #n o, peryodlarim igeren en biiyiik cemberi alalim ve negatif olma-
yan en kii¢iik argiimanl birini alalim. f lineer olmayan iki peryoda sahip oldu-
gundan béyle bir peryod mevcuttur. Bunlardan birine o, dendiginden, kurdugu-
muz yapiya gore O, ®;, 0, iiggeninde kigelerden baska peryod yoktur. Bu ytizden
(@,,0,) cifti esastir.

f ve g, ©; ve 0, peryodlu eliptik fonksiyon iseler toplam fark, ¢arpim ve bo-
limleri aym peryodlu ve eliptiktir. Ciinkii peryodiklikten dolay: bir eliptik fonksi-
yonun herhangi bir paralel kenarda incelenmesi yeterlidir.

Teorem 1.4. Bir f eliptik fonksiyonunun bazi peryod paralel kenarlarinda
kutuplan yoksa f sabittir.

Ispat: f in bir peryod paralel kenarinda kutuplan yoksa f siireklidir. Ve bu
yiizden paralel kenarmn kapamginda smirhdir. Peryodiklikten dolay: f tiim diiz-
lemde smirhdir. Bu yiizden f Liouville teorimine gore sabittir.

Teorem 1.5. Bir f eliptik fonksiyonu baz peryod paralel kenarlarinda sifir-
lara sahip degilse sabittir.

Ispat: Teorem 1.4 i-Lle uygulamakla miimkiindiir.
f

Not: Bazen bir peryod paralel kenarin sinirinda sifirlarin veya kutuplarin
olmasi uygun degildir. Meromorf bir fonksiyon diizlemin herhangi bir sinirl boli-
miinde kutuplarn veya sifirlarin sadece sonlu bir sayisina sahip oldugundan bir
peryod paralel kenarin sinirinda kutup veya sifirlara sahip olmamak sarti ile ben-
zer bir paralel kenara daima doniistiiriilebilinir. Sinirinda sifirlara veya kutupla-
ra sahip olmayan bdyle déniigiim paralel kenarina "Hiicre' denecektir. Koselerin
peryodu olmasi gerekmez.

Teorem 1.6. Herhangi bir hiicre sinir1 boyunca alinan bir eliptik fonksiyo-
nun integrali sifirdir.

Ispat : Periyodiklikten dolay: paralel kenar boyunca integraller kisalir.

Teorem 1.7. Bir eliptik fonksiyonun kﬁtuplarmdaki rezidiileri toplami,



herhangi bir peryod paralel kenar iginde sifirdir.

Ispat Bir hiicreye Cauchy'nin rezidii teoremi ve teorem 1.6 uygulanp ¢ozii-

lir.

Not: Teorem 1.7 bize sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun her bir peryod
paralel kenarinda en az iki basit kutba veya en az bir ¢ift kath kutba sahip oldu-
gunu gosterir.

Teorem 1.8. Herhangi bir peryod paralel kenarinda bir eliptik fonksiyonun
sifirlarinin sayis1 kutuplarnin sayisina esittir. (Her biri katlar1 kadar sayilabilir
olmak tizere)

1 f . A
om | fg; dz integrali hiic-

renin icindeki kutuplarn sayis1 ve sifirlarinin sayis1 arasindaki farka esittir. £/f
eliptik, f ile aym peryoda sahiptir. Ve teorem 1.6.daki bize anlatilan bu integral
sifirdar.

Ispat: Bir hiicrenin C sinir1 boyunca alinan

Not: Herhangi bir peryod paralel kenarinda bir eliptik fonksiyonun sifirlarn-
nin (kutuplarinin) sayisi, " fonksiyonun mertebesi'dir. Sabit olmayan her elip-
tik fonksiyonun mertebesi 2 den biiyiik veya esittir.

1.5. ELIPTIK FONKSIYONLARIN OLUSTURULMASLI

Simdi sabit olmayan bir eliptik fonksiyonun olugturulmasi problemine dé-
nelim. Bu peryodlara sahip en basit eliptik fonksiyonlarn bulmaya calisalim. Bir
fonksiyonun mertebesi en az iki oldugundan herhangi bir peryod paralel kenarin-
da iki basit kutba veya ikinci mertebeden bir kutba ihtiyac vardir. Eliptik fonksi-
yonlarmn iki teorisi Weierstrass ve Jakobiyle gelistirilmistir.

z=0 da ikinci mertebeden bir kutubu olan eliptik fonksiyonun olusturulma-
sinda baslangi¢ noktasindan hareket ederek Weierstrass yolunu inceleyecegiz.
Herbir o peryodu yakininda Laurent a¢iliminin esas kismi A/(z-0)? + B/(z-w) for-
munda olmalidir. Kolaylik i¢in A=1, B=0 alalim. Her bir ® peryod yakininda bir

acilim istedigimizden Y L 7 toplamim gézéniine almamiz dogaldir. Toplam
. -0 . . . .
tizerinde biitiin peryodlar m=zm ®; +n w, dir. Bu toplam m ve n tizerinde z=w igin

¢ift seridir. Bu tip ¢ift serilerin yakinsaklik ozellikleri olan iki lemmaya



deginecegiz. Bu lemmalarda m ve n keyfi tam sayilar olmak itizere m o,+ n o, tim

lineer kombinasyonlarmmin kiimesini Q ile gisterelim.

sonsuz serisi ancak ve ancak

Lemma 1 o reel olmak iizere X

m(l
o > 2 i¢in mutlak yakinsaktr. 03;% :
Ispat: Sekil 1.3 'te verilen paralel kenara gore r ve R

orjinden sirayla minimum ve maksimum uzak-
hklar olsun. Sekilde gériilen o, sifirdan farkl:
Wy —w, herhangi 8 peryod alindiginda r<| 0wl <R yazla-
bilir. (8 peryodu i¢in) 8 peryodun gevreledigi bu

ortak merkezli tabaka 2.8=16 yeni peryodion ol-
mak tizere 2r<| wl<2R esitsizligini 16 o peryo-

—w —Wy

du icin saglar. Yeni bir kati igin 3.8=24
3r<l wl <8R esitsizligi 24 » peryodu icin sagla-

nir.

Sekil 1.3.
Ve boylece esitsizlik
1 1 1
< <

e S lald S = ilk 8 peryod i¢in

1 1 1
QRE = lol® = (@rF

16 yeni o peryodu i¢in. Ve biylece toplam

Sn= Y lol* dr.

Orjine en yakin sifirdan farkli 8(1+2+...+n) peryodlar iizerinden alinan
Sn=3Y lwl* toplami

8R*+ 2.8 (2R)® +.......... +n8nR)*<Sn<8r*+ 2.8 (2r)% +......... +n8(nr)-*
veya

8R* ]27:,1 k1-* < Sn < 8r@ E1 k' egitsizliklerini saglar.
O halde bu S(n) kismi toplami o > 2 iken 8 (a-1)/r® ile iisten sinirlidur.

Fakat herhangi bir kismi toplam béyle iki kismi toplam arasinda bulunurki
2 w1 serisinin tiim kismi toplami tistten siirhdir. O halde o > 2 ise seri yakin-
saktir. o> 2 alindiginda S(n) alttan simirh oldugu icin seri raksaktir.



Lemma 2. a>2ve R>0ise X G—lc-o——senm |z] <R dairesinde diiz-
giin mutlak yakmsaktir. 01>k

Ispat: o > 1 oldugunda R ve o ya bagli bir M sabiti oldugunu gosterecegiz.
o, lol>R veVz,lzl <R i¢gin lz-0l™ <M. lol™™ d. ‘

Lemma 1i Lemma 2'nin ispatina uygulayalim, egitsizlik.

zZ-0 © 1

(1)

lw] > R olmak tizere Q daki biitiin ® lan gézéniine alalim bunlarin iginde
modiili minumum olam segelim. |wl| = R+d ise d>0 yazilir.

Bu takdirde |zl <R ve lwl 2R+d ise
l(z-0)/ ol = 1-z/w] 21-12z1 / lol 21-R/(R+d) yazihr.
O halde M= (R+d)* /d* olmak tizere

| (z-0)o!® 2 (d(R+d)* = ﬁ dir.

Bu da Lemma 2 yi ispat eder.

Onceden belirtildigi gibi ¥ (z-0)2? formundaki seriler yardim ile en basit
bir eliptik fonksiyon olusturuldlef.{ Bu form her bir periyod civarinda uygun bir
esas kisma sahiptir. Oyle ise iist kuvvet 2 yerine 3 yazilirsa seri mutlak yakmsak
olmaz. Bu bize mertebesi ii¢ olan eliptik fonksiyonu verir.

Teorem 1.9. f, f(z)= Y, (z—m)*" serisi ile taniml olsun. O halde f, Q da V bir
o peryodunu 3. mertebeden kutup kabul eden w,, o, peryodlu eliptik bir fonksi-

yondur.

Ispat: Lemma 2ye gore f(z) serisi | z! <R dairesinde diizgiin yakisaktir ve
lo | >R tizerinde alinan toplam ile elde edilmistir. Bu yiizden f bu bolgede analitik
bir fonksiyonu temsil eder.

Bu bélgede f(z) serisi her bir ® peryodunun 3. mertebeden kutbu hari¢ anali-
tiktir. Kalan terimler sonlu sayidadir. Bu da f in Q da her bir ®, 3. mertebeden
kutbu ile meromorfik oldugunu ispat eder. f in ®, ve o, peryodlarina sahip oldu-
gunu gosterelim. Bunun igin serinin mutlak yakmsakligindan yararlanalim. f(z)
de z yerine (z+ ®,) alinirsa f(z+ m1)=mEER(z+ o;0)3 olur. Fakat w-0,, Q daki biitiin



peryodlarinin icindedir. Oyle ise seri f(z+ ©,) i¢in f(z) nin sadece yeniden diizen-
lenmis bir seklidir. Mutlak yakinsakliga gore f(z+ o,) = f(z), f(z+ @,)=f(z) olup f ¢if-

te peryodiktir bu ispat tamamlanir.

1.6 WEIERSTRASS P FONKSIYONU

Simdi mertebesi 2 olan bir eliptik fonksiyonu olugturmak icin teorem 1.9 un
fonksiyonunu kullanalim. Sadece f(z) serisini terim terim integre edelim. Her bir
peryod civarinda verilen (z-0)%2 esas kismi -2 ile carpildiginda (z-@)2 olur. In-
tegresyon hesabinin bir sabiti de vardir. O dan z ye integre ettifimizde w=0 da
z-% tekabiil eden terimleri kaldirdigimizda ve terimi ekledigimizde fonksiyon

1 -
2t Zap
yon asagidaki seklini alir. Terim terim " Weiserstrass P fonksiyonu' halini alir.

dt seklini alir. Terim terim integre ederek fonksi-

Tanim: Weierstrass P fonksiyonu
+ 3 (—L_ . L} serileriile tanimhdur.

1
Ry 2 wof | o
Teorem 1.10 Tanimdaki P fonksiyonu ®, ve ®, peryodlarina sahiptir. P, Q

daki her bir w-peryodunda bir ¢ift kutup hari¢ analitiktir. Ve P(z), nin bir ¢ift
fonksiyonudur.

Ispat: Serideki her bir terim

0?2-(zw0? | _ zQw-2z) ,
0202 = 02zo?’

[ (z-0)2 - 02| = | modiiliine sahiptir.

Simdi herhangi bir 1z| < R kompakt dairesini gézéniine alalim. Bu dairede
sonlu sayida o peryodu vardir. Bu peryodlan iceren seri hari¢ tutularak Lemma 2
| <

nin ispatinda bulunan | esitsizligi ile M, yanhz R ye bagh sa-

(z-w)? o2
bittir. Bu bize I1z!| <R bélgesi disinda wi¢in R < | ol oldugundan

2(2 -2) l< M REIwl+R) MR(2+R/w) < 3MR
o 2(z-w)2 '~ lwl4 = lw!3 YE

ifadesini verir. Bu ifade, 1zI1< R dairesinde diizgiin ve mutlak yakinsak serileri

gosterir. Bundan dolay: bu dairede analitiktir.

Bu daire i¢in her © peryodunda 2. mertebeden kutbu verir. Bu yiizden P,
her bir peryodda 2. mertebeden bir kutbu olan meromorf bir fonksiyondur. Simdi
P nin bir ¢ift fonksiyon oldugunu ispat edecegiz.
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(-z -0)? = (z + 0)? = (z-(-0))? dir
Tim -0 = o periyodlar icin P (-z) = P (z) oldugundan P ¢ift fonksiyondur.
Son olarak periyodikligi gosterelim. P nin tirevi

Pz =-2Y ——
P oy >

Bu fonksiyonun ®; ve @, periyodlarmna sahip oldugu gosterilmistir. Boylece
her bir o periyodu i¢in P’ (z+ ®) = P'(z) dir. Bu yiizden P(z+ w) - P(z) fonksiyonu

sabittir.

olarak verilmigtir.

Fakat z = -/2 alindiginda

P(w/2) - P(-0/2)= 0 sabit oldugundan P c¢ifttir. Yani her o icin P(z+ w)= P(z)
olup fonksiyon istenen periyodlara sahip olur.

1.7 ORJIN CIVARINDA P NIN LAURENT ACILIMI
Teorem 1.11. r=min {lw!; ©#0} olsun. O<|zl< r i¢in

P(z) = _ZT + Z— (2n+1) Gy, . 222 (3)

=Z—mlT n > 3 i¢in. (4)
yazilabilir

Ispat: O<lzl<r, lz/w|< 1 oldugundan ve

1 1
(z-0)? = w2 (1.2 )2
®

= (14X (@D (29 alndizinda

1 n+1
(z-w)% ~ =2 mn+2

Tim o lar izerinde almnan toplam mutlak yakinsakliga gére Gn, (4) ile vexi-
len Pz)= =+ (D)3 —L . zi= = 4+3m+DG,,.20 dir.
z et z

. z8 olur.

wn+2

P cift oldugundan G, ; katsayilar sifira egit olmahdir ve (3) esitsizligi elde
edilir.
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1-8 P ILE SAGLANAN DIFERANSIYEL DENKLEM
P fonksiyonu lineer olmayan
[P'(z))? = 4.P%(z) - 60 G4P(z) - 140.G, diferansiyel denklemini saglar.

Ispat: P nin kuvvetlerinin bir lineer kombineéonu ile ve P'niin z=0 d.aki
kutbu hari¢ tutularak elde edilir. Bu bize kutublar: olmayan bir eliptik fonksiyo-
nu verir. Ve bu ylizden sabit olmahdar.

P(z) =~ +3 (+1) Gy 2= 2 +8.G,2 4 5.Gzth....
P(z) = --z2—3- +6Gz+20 GgZ® + ......... fonksiyonunun z=0 civarinda 3. merte-
beden bir kutup oldugu goriiliir. Karesi ile 6. mertebeden bir fonksiyon
P@P = - 2284 80 Gg+......)
2 76
z=0 i¢in sifira egit kuvvet serisini gosterir. Simdi
4P )= +36-24 460 Gy 4. oldugundan
[P'(2)P - 4P%(z) = -60 —S’;— 2140 Gg# oo
[P - 4P%(z) + 60 .54 = 140 G + ... dur
z

Sol taraf z=0 da kutba sahip olmadigindan bir periyod paralel kenarmin hig
bir yerinde kutbu yoktur. Oyle ise sabit olmalidir. Bu yiizden bu sabit -140 Gg ol-
malidir ve ispat tamamlanir.

1.9 EISENSTEIN SERILERI ve g, g; INVARYANTLARI

Tanim: n2>3icin G, =X L serilerine "n. mertebeden Eisenstein

serileri” denir. @0

g, =60.G, g, =140.G,

Bagimntilan ile tanimlanan sayilar g, ve g, invaryantlaridir. O halde dife-

ransiyel denklem
[P'(2)]2=4.P3z)-g,.P(z)-g; formunu alir.

Diferansiyel denklem yalmz g, ve g5 e bagh oldugundan P tamamiyle belir-
lenir. Ciinkii katsayilar: g, ve g; tin terimleri ile ifade edilebilir.
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Teorem 1.13 Her G, Eisenstein serileri pozitif rasyonel katsayih g, ve g,
iin bir polinomu ile agiklanabilir.

b(n)= (2n+1) Gy,,, ise b(l) =—= 5 b(2) === dir. Ven 2 3 i¢in

0 b

(2n+3) (n-2)b(n) = 3]§1b(k) .b(n-1-k) veya e§1thk m >4 i¢in
-m-2

(2m+1) (m-3) (2m-1) G, =3 ;_2(2r-1) (2m-2r-1) G,,.Gy,, o, dir.

Ispat: P icin diferansiyel denklemin diféransiyeli, P ile elde edilmis ikinci
mertebeli bagka bir diferansiyel denklem verir.

P" = 6.P? -%“’— (5)
Bunu P(z)=z2+ ¥ b(n). z22 ve

n=1

(5) de aym1 kuvvetten z leri egleyerek bulabiliriz.

1.10 e, e, e3 SAYILARI

Tanum: Yar: periyodlarda P nin degerlerini e,, e,, e ile gosterilir.
e=Ph), e,=P(L), =P (2t

Asagidaki teorem, e, e,, €5 sayilarimun 4 P3-g, P -g ticiincii dereceden poli-
nomunun kékleri oldugunu gosterir.

Teorem 1.14
4. P3(z) - g,P(z) - g5 = 4 (P(2)-¢) (P(2) - e,) (P(2) - e3)
alindiginda e, e,, e; kikleri ayrktir. Bu ylizden g,®- 27 . g2# 0  dir.

ISPAT: P cift oldugundan P' tiirevi tektir. Tek bir fonksiyonun yar1 peri-
yodlar1 ya fonksiyonun sifirlar1 ya kutublar oldugu kolaylikla gésterilebilinir.
Gergekten periyodik olmasindan

P (-—9— )=P (co-i ) =P (—CL) aldigimizda ve P’ tek oldugundar
P (- ——) =-P (——) dir. Bu yiizden P (-——) siarli ise

P'(———) _Odlr

(;1 , 052 , (01-; SRR P'(z)'nin kutublan olmadigindan bu noktalar P'niin

sifirlar1 olmalidir. Fakat P', 3. mertebeden oldugundan bunlar basit sifirlar
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olmahdirlar. Béylece P' kigeleri 0,0, , ®, ®+ @, olan periyod paralel kenarmda
baska sifirlara sahip degildir. Diferansiyel denklem bu noktalarm her biri kiibigin
bir sifir oldugunu gosterir.

Simdi e, ,e,,e; sayilarmin birbirinden farklh olduklarini gosterecegiz.
P(z)-e, fonksiyonu z=%l de sifira esittir.
P'(%' )=0 oldugundan bu ¢ift kath sifirdir.

Aym sekilde P(z)-e, nin w,/2 de bir iki kath sifinn vardir. Eger e,=e, ise mer-
tebesi =4 olan P(z)-e, eliptik fonksiyonu wy/2 ve 0,/2 de iki kath sifira sahiptir.

Fakat mertebe 2 oldugundan e;#e,, eg#e;, eg#e, dir. Bir polinomda farkh
kokler oldugunda A lan sifira esit degildir. 4x3-g, x-g; kiibik polinomunun A s1
g,%-27g,2 dir.

x=P(z) polinomunun kokleri farkli oldugundan g,? -27g%; # 0 dir. Ispat ta-
mamlanir.

1.11. DISKRIMINANT

A = g3 - 27g.? sayisina diskriminant denir. g,, g; invaryant ve A diskrimi-
nant o, ve w, periyodlariin fonksiyonlaridir.

g2=8 (0},0,) g5=8; (0,00,) A= A, ©y)

Eisenstein serileri g, ve g, iin sirasiyla -4 ve -6. dereceden homojen fonksi-
yonlar oldugunu goésterir. Herhangi A= 0 igin

g, A 0y, A oy= A" g, (0,,0,)
g; A @, A wy= A% g, (0,0, oldugundan
A, Aoy= A1 A(w,0,) dir. Buylizden

A_-_1 ve 1_ @ ahndifinda

w, w,

g, (1,1) =0t g, (0,0,

g, (1,7) =0,%.g 4 (w,,0,) bulunur.
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g, , g3 ve A da w,/o;= T alinarak bir T kompleks degiskenli fonksiyonlara
gevrilebilinir. T = w,/w, oranmin imajiner kismi pozitiftir. Ve iist yarn diizlemde
Im (1) > 0 ile H gosterilecektir.

teH ise gy(1,1), g(1,0 ve A(1,7) ic¢in swrasiile gy(1), g3(1) ve A1)
yazalim. Boylece

=1 w1
g2,(1)=60.% (m+n1)? sg4(1)=140.% m ve A(T)=g,¥(1)-27g4X1) bulunur.

m,n=-ve 0. A=—ee
(m,n)=(0,0) (m,l’l)=(0,0)
Teorem 1.14 e gére H deki biitiin 7 lar i¢in A(1)=0 dir.

1.12 KLEIN'S MODULER J(Z) FONKSIYONU

®, ve w, peryodlarmm bir fonksiyonu gibi tanimlanan sifirinc1 dereceden
g, ve g 'iin kombinasyonlar: "Klein's fonksiyonu'dur.

_ 820,09 gy

A (0,,0,)

Tanim: ©,/0, reel degil ise J (©,,0,)

g,% ve A aym dereceli oldugundan homojendirler.
JA o, Aoy =J(w, ,w,) dir.

teH ise w(1,7) = J(0,,w,) dir. Béylece J(w,,w0,) sadece T oraninin bir fonksi-
yonudur. J(1,7) i¢in J(1) yazilabilir.

Teorem 1.15 g, (1), g; (1) ve A(t) fonksiyonlann H de analitiktir.

Ispat: H de A(1)20 oldugundan g, ve g, iin analitikligi ispat icin yeterlidir.
o > 2 ile g, ve g5lin her ikisi

hag 1 e e
Y  ————— seklinde cift serileri ile verilmistir.
m,nz=-co (m+n1:)6
(m,2)%(0,0)

y>0 olmak iizere 1=x+iy olsun. «>2 ise H'de her 7 sabiti i¢in seri mutlak ya-
kinsaktir ve S= {x + iyl Ix| <A, y 28> 0} her bir S geridinde diizgiindiir. Bak:-
niz sekil 1.4
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Sekil 1.4

Vv (m,n) # (0, 0) ve Vticin
1 < M
(m+n1)* - (m+ni)®

(6)

olacak sekilde yanliz A ve & 'ya bagh M>0 sabitinin oldugunu ispatlamali-
yiz. lemma 1 yardim ile yanliz A ve & 'ya bagl olan K>0 i¢in
[m+ntl2 > K. |m+nil? veya

(m+nx)? + (ny)? >K (m?+n?) (7)

(6) min ispatim saglar, n=0 ise gq=m/n olsun 3JIK>0 i¢in
(g+x)2 + y2/ (1+q? >K (8

x| <A ve y=z8 ise K=8Y[1+A+8))]ile (8) gerceklenir.

lql<A+8 ise (g+x)?220 ve y?328° oldugundan (8) esitsizligi acik olarak
goriliir.

lql >A+38 ile Ix/ql <Ixl/(A+8)<A/(A+8) <1 oldugundan

X X A o
1+ —I121-— e =— . v
+ " I >1 AeS " AL dir. Bu yiizden
q.
> 2
lq+x1| 2 2.5 e &2 atilarak
(g+x)% + y? 52 q?

. 9
1+q2 > (A+8)2 1+q2 (9)

olur simdi q?/ (1+q?%) , q%2> (A +98)?2 oldugundan
@ (A+d)P
1+0® 1+(A +5)?
K tanimu ile (9) ve (8) kullanilir.

, @%nin artan bir fonksiyonudur.
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1.13 J'NIN MODULER DONUSUMLER ALTINDA INVARYANTLIGI

Oranlan reel olmayan o, ve 0, periyodlar1 verildiginde ®, = aw, + bw,

o, = cw, + do, bagmtilaniile ©,, ©, yeni periyodlarim verelim. Burada a, b, ¢, d,

ad-bc=1 olan tamsayilardir. O halde (w,, ©,) ¢ifti (0, , ®,) ¢iftine esdegerdir. Ve

Q periyodlarmin aym kiimesini olustururlar. Bu yiizden g, (0, , ®,) = g, (w;,
®,) oldugundan Q periyodlar kiimesinde yanliz g, ve g5 e baghdur.

Sonug olarak A (0, , ®,) = A (0, ®,) ved(@, ,0,) = J(w,,) dir. Yeni peri-
yodlarm oram

Ly am,+b o at+b .
T = — = = dir.
o, cw,+d ct+d
Kolay bir hesaplama ile
, at+b ad - be __Im(7)
Im(7) = Im:( -~ )= Toord | 2 .Im(’c)-lcm_dI2 olur.

1€ H oldugundan ancak ve ancak e H dir. a, b, ¢, d ad-bc=1 olan tamsayila-
n ile v = (at+b) / (ct+d) esitligine "birim modiillii doniisiimler" denir. Bu yaz-
lanlar altinda biitiin modiiler déniigiimler kiimesine, bir grup olduklan icin "Mo-
diiler Grup' denilir. Gelecek béliimde bu grup tartisilacaktir. J(t) fonksiyonu,
modiiler grub doéniisiimleri altinda invaryant oludgu yeniden gésterilecektir.

Teorem 1.16 tecH ve a,b,c,d ler ad-bc=1 olan tamsayilar oldu-

punda 2’:;’ cH ve J%—;’— )= J(1) (10)

Ispat: 1'= 1-1 6zel bir modiiler déniigiimdiir. (10) denklemi J(t+1) = J(1)
oldugunu gosterir. Bagka bir deyigle J(t), 1 periyodlu, T nun bir periyodik fonksi-

yonudur. Gelecek teorem J(1) nun bir Fourier agilimi oldugunu gosterir.

Teorem 1.17. 1tcH iken mutlak yakinsak Fouirer serileri ile

N=~o00

seklinde tanimlanabilinir.

Ispat: x = e?™ degigken doniigiimii yapalim. H tist yan diizlemi birim dai-
reye doniigiir. D= {x| 0<Ix[<1}, H de her bir 1, D de bir tek x noktasma déniisiir.
Fakat D de her bir %, H deki sonsuz tane noktanin tasviridir. Eger 1 ve t X lizerin- -
de e?™'= e ise T ve T bir tam say1 kadar farkhdur. ~
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Sekil 1.5

Eger xe D ise f(x) = J(z) alalim. x déniigiimii ile H nin noktalarimin her biri 1
dur. J, 1 peryodludur. Bu noktalarin hepsinde J ayn: degerlidir. Oyle ise f(x) iyi
tamimlidir. f, D de analitiktir. Ciinki D de her noktada f'(x) mevcuttur.

h d _d dr dx  J1)
f(X)—- dx J(T)'— o J(T) S _J(T)/_d't —W

f, D de analitik oldugundan sifir yéresinde Laurent agilimi vardir. Bu D de

dur.

her bir x i¢cin mutlak yakinsaktir.

flx) = X a(n).x? x yerine e?™  yazildiginda J(1) nun (11) denklemindeki

N=-~c0
mutlak yakinsak fourier agiliminin var oldugunu goériiriz. n 2 2 ic¢in a_ =0,
a_;=123 oldugunda 123, J(1) nun fouirer agiliminin katsay: tamsayilaridir. Bunu

yapmakla ilk olarak g,(1), g4t) ve A(7) nun fourier agcihmlarini belirlemis oluruz.

1.14 g,(1) ve g; (1) nun FOURIER ACILIMI

Her bi{ ):);&(o(or)xnn'c)'k Eisenstein serileri T nun 1 peryodlu bir periyodik fonk-
m,n A
siyonudur. Bilhassa g,(1) ve g4(t) da 1 peryodlu ile peryodik fonksiyonlardir. Bu
kisimda agike¢a Fourier katsayilarim belirleyelim.
1 1 .
(1)=60Y ——— g (1)=140Y ——— oldugunu

B2 (m,n0,0) (M+nT)* & (mn)=(0,00 (M+nT)8 hatiralayalim.

Bunlar m ve n iizerinde ¢ift serilerdir. Ilk énce

oo 1 oo 1

m= (m+n1)* ve mz=-°° (m+nT)8
elde edelim.

daha basit serileri i¢in fourier agilimlarin

Lemma 3; n>0 ve 1€ H i¢in Fourier a¢ilimi

oo 4 0= o0 6 = ,
2z 1___ 8 Y pleit ye y 1 =8 5 pSemint dur.
m=- (M+nT)* 3 r=1 m=- (m+nt)? 15 r=t
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Ispat: Kotanjantin kismi kesirlerine ayirma ile baglayalim.

ncot’t=—1—+2 (—1—--—1——) , X=e?m olsun
T mEeTim m
m:

te Hiken Ix| <1 oldugundan

COSTT . 2nit x+1 1
=T. e +1 =m-——- = 7'[1(

Tcott="m

— (Y x4 fo X*) = -mi (1 + 2 il %) bulunur.
r=1 r=| r=

Bagka bir deyisle 1€ H iken

=)
sinmt 2m1.] x-1 1-x 1-x

Aoy Al nia+2y e dur
T me=Tim M r=1
Tekrar tiirev alinirsa
R 1 =-(21ti)2.§, r. e2nirt (12)
2 M= (t+m)? r=1
m#0
a3y e (O S 2ni
3!m§=:¢° (et = (2mi) .rZ=‘,1 r3 . e?mr
513 Tamp = - CniF F o
T yerine nt yazilarak Lemma 3 elde edilir.
Teorem 1.18: e H iken G oK) = X4, d* olmak lizere
fourier agilimlar:
£,(%) =i"i (14240 3 & 410 . o)
g1 = {1 5042 S k) . ek} dur.
Ispat: x= e2"11 iken
=~ 1 - 1 1
T)=60 X =60{X -—-—+Z Z
Bl mn=- (T+m)* mse mt n=1 m=w=- (m+1)* (m-n7)*
(m,n)#(0,0) mx0, n#0

=60{2T(4)+222 1,

n=lm=-= (m+1)4
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= 60 {—27i+-1ﬁt— > X r3. x"} yazarz.
90 3 n=1 r=1

¢ift toplamda nr sabit iken g, (1) agilimi i¢in bu terimleri hep birlikte toplayalim
g5(1) i¢in formiil benzer gekilde ispat edilebilir.

1.15 A(r) VE J(t) NUN FOURIER ACILIMI

te H iken 1(1)=1 ve 1(2) = —24 ile 1(n) katsayilan tamsayidir. Fourier agilimi
Alz) = (2m)12 nél (n) . e?™* dur.

Not: 1(n) aritmatik fonksiyonuna Ramano'nin Tau fonksiyonu denir.

Ispat: x=e" A= i S (n).x* ve B= 218’ 5m) . x* olsun.
n=1 n=

A) = g,3(1) - 278 2(x) = 6‘;’;12 {(1+240A)? - (1-504B)? }
oldugundan A ve B tamsay: katlandir ve
(1+240A)3 - (1-504B)? = 1+720A + 3(240)2A%2+(240)3A%-1
+1008B - (504)2 B2
=122 (5A+7B~) + 123 (100A2-147B%-8000A3)

Fakat 5d%+7d° =d3(5+7d?) = d¥d%-1)=0 mod(3)

d3(1-d®)=0 mod(4)
Oyle ise 5d3+7d*=0  mod (12) dir.

Bu yiizden (1+240A)% — (1-504B?)'nin kuvvet serilerinin a¢iliminda her bir
katsaymmin bir elemani 12%tiir.

Oyle ki 7(n) tamsayilar oldugundan

64712
27

x'in katsayilan1 122 (5+7), 7(1)=1'dir.

Alt) = {128 g 1(n) €2} = (2m)12 ilx(n) e dur

Benzer sekilde 1(2) = -24 bulunur.
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Teorem 1.20 te H iken C(n) tamsayilari ile fourier agilimi
12° J(0) = €7 4 44 + 3 C(n) . & dur.
n=

Ispat: x'in tamsay1 kuvvetlerinde her bir kuvvet seriler i¢in I yazmak uy-
gundur. x=e?" gldugundan

64712
27

A) = -545‘_713 (128 x (1-24x + 1) } dur. Bu yiizden

12
g, %) = (1+240x + I = -54;’;—(1+720x +T)

g2°(7) 14720x + I 1
- - = (1+424x + 1
J(1) A(7) 123x (1-24x + I) 195 (A+720x + 1) . (Q+24x + I)
C(n) tamsayilan ile

1933(1) =—)1{— +744+ 3 Cm).x» . dir.

n=1
Not: C(n) katsayilar1 n < 100 i¢in hesaplandiginda 1916'da ilk 7'sini Ber-
wick, 1939'da ilk 24'iinti Zuckerman ve 1953'de ilk 100'inti Wijngaerden hesapla-
mastir. burada ilk birkag vardir.

C(0) = 744
C(1) = 196, 884

C(2) = 21, 498, 760

C(3) = 864, 299, 970

C(4) = 20, 245, 856, 256

C(5) =333, 202, 640, 600

C(6) = 4, 252, 023, 300, 096
C(7) = 44, 656, 994, 071, 935
C(8) = 401, 490, 886, 656, 000

C(n) tamsayilan ilging aritmetiksel ézellikleri olan bir sayidir. 1942'de D.H.
Lehmer ispat etmigtir.

(n+1) . C(n) =0 mod (24) Vn21 | icin



-91~

1949 de Joseph Lehner farkl: ¢esitlerin boliinebilir 6zelligini kesfetti.
C(5n) =0 mod 25

C(Tn) =0mod 7

C(11n) =0 mod 11

5, 7 ve 11'in daha ¢ok kuvvetleri i¢cin denkligini de kesfetti; 2 ve 3 asal say:-
lan i¢in benzer sonuglar buldu.

1932'de Petersson C(n) i¢in
etmn
V2 pd/
1938'de Rademache ile bu formiil bagimsiz olarak yeniden kesfedildi. D.H.
Lehmer ve digerleri ile A(t)'nun Fourier aciliminda t(n) katsayilart genisg bir cet-

n—> o iken C(n) ~

gibi bir asimtotik formiil kegfetti.

vel helinde bulunmustur.

=1 7(6) = -6048
«2) =-24 U7) = -16744
(3) = 252 7(8) = 84480
U(4) = -1472 ©(9) =-113643
o5) = 4830 1(10) = -115920

Vn t(n) # 0 icin Lehmer diizenlemigtir ve 1(n) ile denklik degerlerinin ¢alis-
masi Vn < 2149 286 39999 i¢in yapilmistir.
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1. BOLUME AIT ORNEKLER

1) wy/w; ve wy,Yw,! oranlar reel olmayan (w;,,) ve (®,,0,) kompleks say1
¢iftleri verilmis olsun. (®,,0,),(®, * ®,) ¢iftlerinin peryodlarinin ayni kiimesini
tiretmesi i¢in gerek ve yeter kogul
W, ®, ab

! ®, ¢ d| olacak sekilde 2x2 boyutlu det = 1 olan

a b’
c d
matrisinin almasidir.

Ispat w,/w, , 0,/®,' oranlar reel olmayan (® 1@2) ve (0,', ,") peryod ¢iftlerini
diigiinelim. kabulden

©; =dw,; + cw 2]
" . e
@, = bo, + 2o, oldugunu biliyoruz.

2 gl matrisinin det=1 olusunu kullanalim

* denklemini sirasiyla —b, d ile ¢arpalim.
-bw,'= -bdw, - bew,

dw, =dbw, +da w,

dw, - bw,' = daw, - bcw, = (ad-bc) w, = 1.0, = w,
W, =dw, -bw, (1)hesaplanir.

Yine * denklemini sirasiyla a, -c ile ¢arpalim.
aw,=ad o, +acw,

-C 0)2"= = Cb 0)1 + ca CD2

a 0.)1' -C 0.)2'= da (,01 - Cb (Dl = (ad"‘bC) 0.)1 = (1)1
0, =a®,'-cw, (2)hesaplamnr.

(1) ve (2)'den (0,,0,) ve (0,,0,) komplex say ¢iftleri peryodlarm ayni bir kii-
mesini tretirler.
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[P'(z)]2 = 4P%(z) - 60 G, P(z) - 140 G dur.
& — _O.JL. - ._(22_. - (1)1 + mz : " - N
Eger z = 5 =5 Z=— ise P"(z) = 0'd1r.

P'(z) = 6P2(2) - —— g =2 (P(z) - &) (P(a) - &)

olup
0 + Oy

el_P( ) eZ_P(-—) ve eg= P( 5

)

oldugundan

pr(2L “;1 2(P<——-) e,) (P(~—L L) - eg) =2(e;-e;)(ere;)
w, Og
P (——2——)=2(e2-e2) (ey-e3) =0 ve

P"(i"—lg&) = 2eye,) (659 = 0

olarak hesaplanir.
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3. f ve g peryodlarin ayn1 kiimesine sahip iki eliptik fonksiyon olsun.
P[f(z), g(z)1=C

olacak sekilde 6zdes olarak sifir olmayan bir P(x,y) Polinomu vardir. Ispat-
layin :

[c sabittir, f ve g'ye bagli, fakat z 'ye bagh degildir]

. 1 1 1 . o .
Ispat: P(z) = Z * qéo 0 P oldugunu biliyoruz. burada p eliptik
geQ
fonksiyonunu z ve g'ya bagh olarak diigiiniirsek
1 1 1 .
Piz,Q)=— + X - — 'dir.
V=2 wo (z-@? ¢
qgeld

Buradaz=f q =g déniigiimii uygularsak
1 1 1
g ==+ %X —- =
PRE=T go (F@? g
denklemi elde edilir.

P fonk'unda f ve g koymakla elde edilen deger bize bir sabit degerini verir.
Ve bunu C ile gosterebiliriz.

P(f,g) = C ile gosterilebilir.
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P (u) = P (v) olmas: i¢in gerek ve yeter kogul u-v veya u+v'nin p'nin bir per-

yodu olmasaidur.

Ispat: P(z) = ;1; + q%o (z-1q)2 - é— oldugunu biliyoruz.
Buradan e q
1 1 1
Plw) = w q§0 (u-q? ¢
qef (*) esitlikleri yazilabilir.
1 1 1
Pv)=—=—+ X -—
( ) VZ o (V_q)Z q2
qeQ

P(u) = P(v) kabul edelim. Buradan P(u) - P(v)=0'dxr.

(*) esitliklerinin farkini alalim.

P@-PM ===+ 3 —— -
W-PV=T5-F+ L @? oar
qgeQ

= 0 dur.

Bu egitligin sifira egit olmasi i¢in u=v ya da
u= -v olmasi gerekir.
u=v i¢in P(u) - P(v) =0
u= —v i¢in P(u) -P(v) =0
[P(-v) = P(v)] P ¢ift fonksiyon
Buradan u= v => u-v=0
u=-v => u+v=0 esitliklerielde edilir.
P(z) = P(z+0) = P(z+u+v)
P(z) = P(z+0) = P(z+u+v) ] ~
Bu egitlikler u-v ya da u+v'nin P(z)'nin bir peryodu oldugunu gosterir.
Tersine ispat i¢in
P(z) = P(z+u+v) olsun Yani u-v ya da u+v 'yi

P(z)= P(z+u+v) P(z) nin bir peryodu kabul edelim.
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Bu durumda P(z+u+v)-P (z)=0 olmalidir.

1

Bu fark yazilirsa
P(z+u+v) - P(z) = Zre +q§0 Gruv-0? @ @af | @
olmalidir el
z=—v doniigiimi uygulayalim.
P(-v+u+v) - P(+v) = L z " 12 + X . = z =0
‘ , (vusv) v wo (-v+utv-q? (v-q)
P(u) P(v) w8
1 1 1 1
p -P(y) = ) - =0 =
W-PW) =5 "7+ 2 =% g >
qenN
1 1 1 1 1 1
+ Z . = — 4 — " 9
u2 q#0 (U-Q)2 qZ v2 q0 (V'q)2 q2
qEQ qEQ

P(u) = P(v) bulunur
Aymni iglemi z=v doniisiimii ile uygulayalim.

P(z+u-v) - P(z) =0 kabul etmigtik
1 1 1 1

Pv+u-v) - P(v) = viuv)? v T o vtuv-@? | (v-q)? 0
qeQ

1 1 1 1

—_—— s - =0 bulun r.

u? vz g (uQ)?  (v-q)? :

qeQ
—_ z —_ e —— = Y 4 Z Y
W g wa? @ VP e (@ P
qeQ qe
| ; Il I :
P(u) = P(v) bulunur.

ispatlanmasi gereken budur.

=0
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2. MODULER GRUP VE MODULER FONKSIYONLAR
2.1. MOBIiUS DONUSUMU

Bir o6nceki bélimde unimodiler dénisiimlerle karsilagmistik.
T'=(at+b)/(ct+d) denklemi ad - be =1 olmak iizere a, b, ¢, d ler tamsayidir. Bu bo-
liimde transformasyonlar (déniistimleri) daha ayrmtili ve unimodiiler déniigiim-
ler altinda invaryant olan J(t) fonksiyonunu inceleyecegiz.

a, b, c, d ler keyfi kompleks sayilar olmak tizere
f(z) = (az+b)/(az+d) 1)
"daha genel doniigtimlerle ¢aligalim.

(1) denklemi z=c ve z= -d/c hari¢ C*= CU{e} genisletilmis kompleks sayilar
sisteminde Vz i¢in f(z) tamimlidir. fin tanim biitiin C* {izerine
f(-d/c) = o, f(s) =a/cyi  tammlayarak genisletelim. Oncelikle

. (ad-bc) (w-z)
fw) - #2) = Towid) (czvd) @)
denklemi ad-bc = 0 iken f in sabit oldugunu gosterir. Bu dejenere durumdan

kaginmak i¢in ad - be # 0 oldugunu kabul edelim. Béyle bir rasyonel fonksiyona
"Mobius doniigiimii" denir. z=—d/c basit kutbu hari¢ C* tizerinde her yerde ana-
litiktir.

(2) denklemi ile gosterilen her Mobius déntigiimii C* {izerinde 1-1dir.

f(z)'nin terimleri z i¢in (1) denkleminin ¢6ziimiidiir.

) df(z) - b

Oyleki:f: C* —>C*  z= —cf%—;; dur.

f analitik oldugundan her bir noktada f'(z) # 0 dir. Bu yiizden f fonksiyonu
z= -d/c kutbu hari¢ her yerde komformdur.

Mobius déniisiimleri daireleri dairelere doniistiirii. (Dogrular; dairenin 6zel
bir durumu gibi gézéniine alinir.) Bunu ispat etmek i¢in A ve C reel olmak iizere

AzZ+BZ+Bz+C=0 (3)

denklemini gézéniine alalim. Daire tizerindeki herhangi noktalar A # 0 ko-
sulunu yerine getirecek sekilde bir denklem saglar (3)de z yerine aw + b/cw + d
yazilarak benzer sekilde A'wW + B'w+ B'.w+ C' =0 esitligini elde ederiz.
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Burada A' ve C' reeldirler. Dolayisiyla her mobius déniisiimii bir daire veya dog-
ruyu bir daireye veya dogruya déniigtiiriir.

Sifirdan farkl: sabit her a, b, ¢, d katsayilari ile ¢arpilan bir mobius déniigi-
mii defigsmez aym kalir. Bu yiizden ad-bc=1 kabul etmekle genelde bir kaybimiz
yoktur. (1) denklemindeki her mobius doniigiimii ad-be=1 olacak sekilde A=( ? }1))
gibi 2x2'1ik matrislerle ifade edilebilir. O zaman det A = ad - bc = 1' dir. Eger A ve
B matrisleri, f ve g gibi mobius déniigtimleri ile gésterilirse AB ¢arpim matrisi fog
bilegkesi ile ifade edilir. Burada fog(z) = f(g(z)) dir.

I=( (1) 2) birim matrisi déniigiimii ile f(z) = z = -(-1)—:—:—(11- ifade edilir. Ve fin
dz-b d -b e i Ty
ot a NAT( e a ) ters matrisi ile ifade edebiliriz. Boylece
tim mobius dénhiistimlerinin kiimesi ad - be = 1 olan bir grup formundadr.

tersi olan f'i(z) =

Bu bélim a, b, ¢, d katsayilar1 tamsay: iken énemli bir alt grup ile ilgilidir.

2.2. I Modiiler Grubu

at+b
a, b, ¢, d ler tamsay1 ve ad-bc = 1 olmak iizere ' = i+ d formundaki bii-

tiin mobius déniisiimlerin kiimesine "modiiler grup' denir. Ve T ile gosterilir.
Bu grup A=(f:l 3) olmak tizere det A= 1 olacak sekilde 2x2'lik tamsay1 matrislerle

ifade edilebilir ve ayrica her bir matris bunun negatifiyle 6zdestir. Dolayisiyla

A ve —A aym doniigiimii temsil eder. Genelde matris Ve déniistimii aralarinda ay-
. . b .. at+ . .

rim yapmayacagiz. Yani eger A = (2 d JiseAt=1g dir. Bu ilk teorem T.1

= 1+1 ve S.1 = -1/t doéniistimleri ile I’ mn olusturuldugunu gosterir.

Teorem 2.1: I" modiiler grubu Tz(t 11 Jve S =( (1) 3 ) matrisi ile olusur. T’
daki her A

A=TnSTRS......... S . T% seklinde agiklanabilinir,
n, tamsayilardir ve bu gosterilis tek degildir.

. " 4 9
Ispat: Once 6zel bir A = (41 95 ) problemini gézéniine alalim. A y1 S ve T
kuvvetlerini ¢carpimi olarak agiklayacagiz. S2=I oldugundan S in birinci kuvveti
agagida goz oniine alinan matris ¢arpimim1 meydana getirir.
4 9 1n 4 4n+9 .
AT =Gy 9570 1 7=(11 11ns25) ilkolan

degismeden kalir. n in uygun bir se¢imi ile | 11n+25 ! < 11 alabiliriz.



Ornegin n=-2 alahm 11n+25=3 ve A.T-2 = ( 41 1 )} olur. Boylece T nin uygun bir
kuvveti ile A y1 carparak Idl < lc| kosulunu saglayan (2 b ) matrisini alalim.

c d
Bu kez buldugumuz bu ifadeyi S ile sagdan ¢arpalim.
0 -1 1 4
(4) AT2. (11 3)( 1 0) (3 _11)

Bu igslemde iki kolon yerlestirir ve ikinci kolonun isareti de degistirilir, tek-
rar T nin uygun bir kuvvet ile ¢carpildiginda bu bize 1d| < lcl olacak gekilde bir
matris verir. Bu durumda ya T* yada T3 4 kullanabiliriz. T4 i secerek

aresm=¢ Ayl H-g D

bu ifadeyi S ile sagdan ¢arparak

bu ifadeyi S ile sagdan carparak

aresmes=(l O Lo 2

1 0 1 _3) bulunur.

Simdi T® ile ¢arpalim.,

2 s _(0 -1y,0 3,_,0 -1,_ o
AT2ST4S.TS = (1 3 )(0 2 )= (1 0 ) =S elde edilir.
A icin ¢oziim A = ST-3 ST+ ST? bulunur.

Bu durumda id| < IC! kosulunu saglayan T nin kuveveti birden fazladir.
Ispat icin sunlar yeterlidir.

¢ 20 olacak sekilde I"'da A = (2 2) dir.

C uzermde tiimevarim uygulamrsa C = 0 ise ad=1'dir. Oyleisea=d =+ 1
olur ve A= (0 +1 )= ( 1 +b) =T=b Béylece A, T'nin bir kuvvetidir. ¢ =1 ise ad-b=1

iken b=ad-1 olur. Ve

a ad-1 1 a,,0-1,,1 d
A=( )=( 1)(1 0)(0 1

Teoremin herhangi ¢ 2 1 i¢in sol taraftaki elemanlar <c olacak sekildeki bii-
tin A matrisleri i¢in ispatlandigimi kabul edelim. ad-be=1 oldugundan (c, d) =1

) = T2.S.T4 olur.

asaldirlar. ¢ ve d ye bélme algoritmas: uygulanirsa d = cq+r O<r<c olur. O zaman

_,ab 1-q_a-aq+b
A.T‘q—(c d)( )-( r)

_(-aqth -a ..
1 0) ( r -C ) dir.

hipotezden dolay: son matrisi S ve T'nin kuvvetlerinin carpmmdir. Ovle ise
A da béyledir. Bu ispat tamamlanar.

AT2S=3 'aq*bn
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2.3. ESAS BOLGELER

G, I modiiler grubunun herhangi bir alt grubu olsun. H iist yar:1 diizlemde t
ve 7' gibi iki noktaya eger G deki bir A i¢in 7' = At ise 'G grubu altinda esde-
gerdirler' denir. G bir grup oldugundan dolay: bu bir denklik bagintisidir. Bu
denklik bagintis: iist yar: diizlemin denklik simiflarinin yériingeleri olarak adlan-
dirilan bir ayrik bslgeler dizisine béler. Gt yoriingesi Ae G olacak sekilde At for-
mundaki tiim kompleks sayilarn kiimesidir. Her bir yoriingeden bir nokta sece-
lim. Bu noktalarin bileskesine "G'nin bir esas kiimesi' denir. Uygun topolojik
ozelliklere sahip olan kiimelerle ugragmak icin bazi kavramlar ele alalim ve asa-
&1daki gibi G nin esas bolgesi olarak tanimlayalim.

Tanim: G, I modiiler grubunun bir alt grubu olsun. H nin bir R; agik alt
kiimesi eger asagidaki iki 6zellige sahip ise G nin bir "esas bolgesi' olarak ad-
landinlir.

a) Rg nin farkh iki noktas: G altinda esdeger olmaz

b) Eger 1e H ise R'nin oyle bir T noktas: vardir ki G altinda 7', 7 ya esdeger-
dir.

Ornegin bir sonraki teoremde H de 17! >1,11+T| < 1 esitsizliklerini sagla-
yan biitiin 1 larm biitiin I’ modiiler grubunun bir R, esas bélgesini olusturdugunu
gosterecegiz. Bu bilge Sekil 2.1.in tarah kismadar.

Sekil 2.1

Esas peryod ciftlerini asagidaki lemmanin ispatinda kullanacagiz.
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Lemma 1: Oranlan reel olmayan ," ve @, verilsin. Q={m o,+n o, m,n
tamsayi} olsun ad-be=1 iken ( m2 )= (a 2)( 2))2 ) gibi (0;', ;) ye denk esas ¢if-
tivardir. Ve lo,| 2 | o1, la)1+0)2I l w, ! ,1 0)1-0321 2 |yl dir.

ISPAT: Orjinden artan uzakliklara gére Q nin elamanlarim bir dizi olustu-
racak sekilde siralayalim. Ve bunu Q = {0,w,,w,...} diyelim. Iw/] =lw, | ise
0< 1wl <lw,l £...vearg W, < arg w,,; dir. © = @, ve 0,0, in kat1 olmayacak
sekilde bu dizinin ilk elemani olsun. O zaman késeleri 0,0;,0, olan ti¢gen koseler
hari¢ Q min hlgblr elemamm 1germez Boylece (0;,0,), Q kiimesinde bir esas ¢ift-
tir. Bu ylzden (e @2 )= (a ) ( ) olacak gekilde ad-bc==+ 1 olan a,b,c,d tamsa-
yilar1 vardir. ad-bc— -1 1se c -——>-c, d—> -d, o;—>-0, alindiginda aym esitlik elde
edilir. Clinki o;,0, sectigimiz yoldan dolayr lw,! 2 ;| ve lo;+ w,| 21w, dir.
0, ¥, ler Q da peryod olduklarmdan dizide w, den sonra yer alirlar.

Teorem 2.2.: t'eH ise Itl 21, I1+11 2 I7! ve I7-11 2 It] olacak gekilde
H de I' altinda 1' ye denk bir kompleks t say1s1 vardr.

Ispat: ©,'=1 ve &,'= 7' olsun. Ve Q = {m+nt'; m,n tamsayi} peryodlarn kii-
mesine lemma 1 i uygulayalim. O zaman lo,!2l o1, lo;xw,] 2 lw,] olan 0,, ®,
esas ¢ifti vardir. T = /o, olsun.

Ohaldeadbec=1 ve I1l 21, I1x1] > I7] iken 1= (2 E)T'dﬁr.
C

Not: H deki | 1+11 > || kosulunu saglayan 7 lar I + Tl < 1 kosulunda sag-
lar.

Teorem 2.3.: R = {te H; I1]>1, I1+1! < 1} agik kiimesi I i¢in bir esas bolge-
dir. Bundan bagka AeT ve R da herhangi bir 7 i¢in AT = 7' ise A = I dir. Diger bir
deyisle yalmz 6zdes elemanlar R;. da sabit noktalara sahiptirler.

Ispat: Teorem 2.2., 7e H ise T altinda 7' ye denk R; nin kapamsinda bir 1
noktas: vardir. I altinda, R nin farkl iki noktasmnin esdeger olmayacagim ispat-
layalim. A = ( 2 d) olmak tizere T = At olsun. Ik 6énce c#0 ve te R ise
Im(7') < Im(7) oldugunu gosterelim.

' Im(t)
()= Tered I

let+d |2 = (et+d) (cT+d) = c21.T+ cd (1+%) + d2 >c2=—lcdl +d2 dir.

almdiginda te R ve c20 ise
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d=0 ise let+dl2>c22>1 bulunur.

d#0 ise ¢2- led!l + d2 = (lcl - 1d1)2- ledl 2 ledl > 1 oldugundan yine
let+d!2 > 1 bulunur. Bu yiizden c#0 lct+dl? >1 i gerektirir ve buradan
Im(t)<Im(t) dur. Diger bir deyisle c#0 olan I' nmn her A eleman1 R. da herbir t
noktasinin ordinatim azaltr.

Simdi t ve T, R ya ait esdeger iki nokta oldugunu varsayalim. O zaman
-+

ad=1, a=d=z1 oldugundan A = ( i g )=( 51 _'_? ) = T*® olur. Bu yiizden c=0 dur.
Fakat 1 ve T'niin her ikiside R. da oldugundan b=0 dir. Boylece t=t'diir. Bu I al-
tinda R. nim farkh iki noktasmin esdeger olmayacagim ispat eder. Sonugta At=t'
ise argiimanlar ayni oldugundan ¢=0, a = d = + 1 dir. O halde A=I olur. Bu R;. da

yanliz 6zdes elemanlarin sabit nokalarmin oldugunu ispatlar.

r-2z -t 7 T Tt

75
5T ST TST\ 75T

T-4sT /STS

Sekil 2.2

Sekil 2.2, R~ esas bélgesini ve onun modiiler grup déniisiimi altinda gériin-
tiisiini gosterir. I’ nin her bir elemani daireleri dairelere donustirir. (Dogrular,
dairelerin 6zel bir halidir)

Rr egrilerinin simirlan reel eksenine dik dairelerdir.

I' min f elemanlan altinda her f (R}.) gériintiist i¢inde aym sey dogrudur. Bii-

tin f (R.) goriintiilerinin kiimesi, feI", H nin hepsini érter.

2.4. MODULER FONKSIYONLAR
Bir f fonksiyonu asagdaki ii¢ kosulu saglarsa "modiilerdir’ denilir:
1) f, H iist yan diizlende meromorftur.

2) I’ modiiler grubu altinda her A i¢in A= ( ? 3) f(A1)=f(t) dur.
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3) £, fonksiyonu f (1)= > ag,-e?™™ seklinde fourier agilmina sahiptir.

1° 6zelliginde f, H ﬁs:;rn;n diizlemindeki kutuplar hari¢ H de analitiktirler.
2° zelliginde f, T’ min tiim doéniigiimleri altinda invaryanttir.

3° zellifinde f in 1=i noktasindaki durumunu inceleyen bir kuraldir.

Eger x=e?>"" ise 3° deki fovruer serisi x in kuvvetlerinin bir lavrent agilimi-
dir. fin iee daki durumu O civarinda bir lavrent agilimi olarak tanimlanmigtir.
Eger M>0 ve a(-M)#0 ise 0 zaman f in i daki M mertebeli bir kutbu oldugunu
soyleriz. Eger M = 0 ise - . .1, i da analitiktir deriz.

3° kogulu ile f, i>» da n mertebeli bir kutba sahiptir. J fonksiyonu bir modi-
ler fonksiyondur. Bu fonksiyon bir birinci mertebeden kutbu i olacak sekilde H
de analitiktir. Daha sonra her modiiler fonksiyonun J nin bir rasyonel fonksiyon-
larinin asagidaki ozelliklerine baghdir.

Teorem 2.4: f modiiler ve egdeger olarak sifirdan farkl ise o zaman R esas
bélgesinin kapaniginda f in sifirlarinim sayis1 kutup noktalarinin sayisina esittir.

Not: Bu teorem sadece R min simir noktalarinda uygun kosullarda gecerli-
dir. Hepsinden énce p, i, p+1 ve i~ kigelerinde kesigen dért kenarin birlesimi ola-
rak R nin sifirlarini gézoniine alalim. Burada p = ¢?™3 tiir. Kenarlar (1),(4) ve
(2),(3) esdeger ciftlerinden meydana gelir. Eger f in kenarlar tizerindeki bir nokta-
da sifir veya kutbu varsa o zaman yine esdeger kenarlar iizerindeki esdeger nok-
talarda bir sifira yada kutba sahiptir.

Sadece (1) veya (2) kenarlan tizerindeki noktalar R ya ait olarak almacak-
tir. p kosesindeki sifir veya kutubun mertebesi 3 ile boliinebilir. i deki mertebe 2
ile bélunebilir. i daki mertebe x=e?* degiskeni ile verilen x=0 daki kutbu veya
sifirlarmin mertebesidir.

Ispat: Oncelikle R min sinirnim sonlu bir pargas: iize-

ot rinde f in sifira veya kutba sahip olmadigim

_mm s ~ varsayalim. R. y1 bir yatay ¢izgi ile keselim
e R Im(t) = M burada M > 0 dir. f in biitiin sifirlan

ve kutublar: kesilmis bolgenin i¢inde kalacak

sekilde genig alinmigtir. (Bu bilgese R diyece-

giz) (Eger f in R da sonsuz sayida kutbu varsa

onlar ie da bir y1g1lma noktasina sahiptirler bu

ise (3°) koguluna aykiridir. Benzer olarak f es-

g pEi deger, sifirdan farkl: oldugundan fin R, daki s1-
(Sekil 2.3) firlarinin sayis1 sonsuz olamaz)

W o)

2) G
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oR kesilmis bolgenin sinirlarini géstersin P ve N, R nin igindeki fin sirasiy-

la kutuplarimin ve sifirlarinin sayisini gostersin.

L

1
T d(1) = o {.[1+ jg+ .[3+ .[4 + J.5 } vardir.

1
N-P=5+

-a‘..‘.]p( {-J-iﬂ‘f —

———p
o 3
/\ / =
, P
Sekil 2.4 Sekil 2.5

Sekil 2.5 de goriildiigii gibi yol 5 pargaya ayrilmigtir

(1) ve (4) boyunca alinan integraller peryodiklikten dolay1 sadelesir.
(2) ve (3) boyunca alinan integraller peryodiklikten dolay: sadelesir.
(3) lizerinde u = S(1) = -1/t veya 7 = S'lu = S(u) dur.

fIS(w)] = flu) , fIS(w)]S'(u) =f() oldugundan integrall degismez.
1) fISwIS'@w)du  f(u)

Oyle ise w— ) d(t) = S()] o) du dur.
Béylece N-P = 5— 1 J5 ff‘((T)) dt  kalr.

Bu integrali x= e?™ olarak x diizlemine déniistiirelim. Yatay kisimda 71 de-
giskeni T = u+iM -1/2 Su < 1/2 , x= e2ri@+M) = g2Mn  g2niu dyur, Oyle ise negatif
yonde x=0 civarinda e?™ yaricaph bir K dairesi etrafinda x, birkez degisir. Bu iist
kisim {izerindeki noktalar K nin i¢indedir. O halde f in K da sifir ve kutuplan

x=0 da mumkiin olanlar haric, yoktur.

F
fi(r) = F'(x) —g:— ff*((;)) dt = F((;:)) dx ile fourier acithmi bize

a
f(t) = —;;‘— Frreeerreaeens =F(x) i verir. Buradan
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1 f(7) 1 F (x) i
NP=5= |, ggdi=- 5 ¢ 5 oo &x = -(Np-Py) = Pp- N dir.
Np ve Pg, K igindeki sifir ve kutuplarln sayisidirlar. x=0 da m. mertebeden
bir kutbu varsa 0 zaman M >0, Np =0, Pr=m dyleise

Pp-Np=m ve N =P + m dir.

Bu yiizden f, R. da « degerini aldif1 kadar sifir degerini de ahr. x =0 da
n. mertebeden bir sifir1 varsa m = -n, Py = 0, Ny = n oldugundan N+n=P dir. Yine
f, R, da e degerini aldif1 kadar sifir degerini de alir.

Eger f in R nin sinirimin sonlu bir kisminda sifir ve kutbu yoksa bu teoremi
ispatlar. Eger f in kogeler diginda bir kenarda sifir ve kutbu yoksa R nin i¢indeki
sifir ve kutublar1 kapsayan integrasyon yolunu Sekil 2.6 da gosterildigi gibi yeni-
den ele alacagiz. Esdeger kenarlar boyunca integralleri sadelestirmigtik.

l -
-I'J-PM

=) R

Sekil 2.6 Sekil 2.7

: 3,
R min kapanigina ait olarak gézoniine alinan esdeger sifir veya kutup nok-

talarinda yanhz biri bizim i¢in uygun oldugundan sadece yeni sifir ve kutublan-
nin her bir ¢iftinin bir elemani yeni bélge i¢indedir. Ve 6nceki gibi ispatlanir.

Eger fin p veya i kigesinde bir sifir veya kutbu varsa sekil 2.7 deki gibi gos-
terilen yeni agik yollarla integrasyon yolunun bagka bir seklini alabiliriz. Aym
diisiinceyle x = 0, x = e yakinminda laurent aciliminda x™, x in en kiigiik kuv-

vetiile
-1/24+iM f’('t)
NP=_2—TC—1- {ICI+I .[ '[1/2+1M } f(T)
=2— f+f +f } f((:cc)) dt+m buluruz.
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p kosesi yakininda f(r) = (t-p)* . g(1) , g(p) # 0 yazariz. Eger f in p da bir s1-
fin1 varsa k lssii pozitiftir. Ve fin p da bir kutbu varsa negatiftir. C, yolunda r sa-
bit ve a, r ye bagh olmak tizere 1 - p = r €® yazilir. Buradan o< 8<n/2 i¢in

f(1) k g'(t) , T i
W=t—p+ (0 ve o'=—p— -a ile

f(T) 1 o k g'(p+r‘ei9) s
2mi Jcl o ¥ = 57 lve e + orr.e® )r.e®.id6

ko' r_ e g'(p+r.e®)

o dé dir.
w2 glp+r.e®) ) o

9% T on

r —> 0 a giderken son terim sifir olacagindan integral simirlidar.

1 . . it I _f(_’r)' ‘k
o« —>n/3, r—>0 iken lim5= ) TFpdi= 5 dir.

r—>0

h(i) # 0 iken f(t) = (—i} h¢1) ,

. . 1 f(z) k .
Benzer sekilde }_1__131 fc3 o) dt= —8 oyle ise

f(7) -k
(L1 .f )f() dt= ——

r—>0 2

Aym sekilde i kégesi yakinminda lim —— 1 f f@) dr= -—é—- olur. Béylece

—>0 211 % (1)
N-P=m - % - -;— formiiliinii elde ederiz. Eger f, xk= 0 d? bir kutba sahip ise

ve p ve i deki sifirlar m, k ve ¢ pozitif oldugundan N + F+tg = P+m dir.

Soldaki eleman R, kapamisinda f lerin sifir sayilarim (dikeylerde birlesen
toplamalarla) ve sagdaki eleman kutuplarin sayisim belirler.

Eger fin x = 0 da n. mertebeden bir sifin1 varsa m= —n ve denklem

N+n+ %+ -é— =P  olur. Benzer gekilde f, p da bir kutba sahip ise veya i deki

k/3 veya ¢/2 ye karsihik gelen terim negatif ise P ile esdegerdir. Bu ispath tamam-
lar.
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Teorem 2.5: Eger f modiiler ve sabit olmayan bir fonksiyon ise her ce C i¢in
f-c fonksiyonunun R daki sifirlarinin say1sina esittir.

Ispat: f-c ye teorem uygulanir.

Teorem 2.6: Eger{ JH st yar: diizleminde modiiler ve simirli fonksiyon ise
sabittir.

Ispat: f stnirhi oldugundan onun bir degeri atilir ve f sabit olur.

2.5 J NIN OZEL DEGERI

Teorem 2.7: R kapamsinda J fonksiyonu her degeri tam bir kez alir. Ozel-
likle tepelerde J(p) = 0, J(i) = 1 olur. i~ da tek kath bir kutbu vardir ve p da bir iig
kath sifin 1 =1 de J(t)-1, bir iki katlh sifir1 vardar.

Ispat: Ik 6nce g,(p) = 0 ve g,(i) = 0 oldugunu kanitlanz.

3
p =1vep2+p+1=0 oldugundan

()= e = L s —
60 5205 & Tmrnp)t T (mpiimp)lt | p* i (mpZn)?

1 1 1 1
P e @mmpY ~ P aik (N 7 MY
boylece g,(p) = 0 dir

1

benzer bir diigtinceyle g5(i) = 0 oldugunu gésteririz. Bu yiizden

g 23(P ) . g 23 (@
J === J@3d) = =
(p) ve J(i) 2,0

AQ) - 1 dir.

2.6 J NIN RASYONEL FONKSIYONLARI OLARAK MODULER
FONKSIYONLAR

Teorem 2.8: J nin her bir rasyonel fonksiyonu bir modiiler fonksiyondur.
Buna mukabil her modiiler fonksiyonu J nin bir rasyonel fonksiyonu olarak goste-
rilebilir.

Ispat: Ilk kisim agiktar. Tkinci kisimin ispétl i¢in fin z,........ , Z, sifirlar ve
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P; »----» P, kKutuplara sahip oldugunu farz edelim. z, ve p, her yerde sonsuz oldu-
gundan 1 faktori koyalim.

LR () - 3(zy)
g =1 Fo o0

O zaman g, R kapanisinda f gibi, aym1 kutup ve sifirlara sahip olur. (her

olsun.

biri 6zel katsayilarla) Bu yiizden f/g nin sifir ve kutuplarn yoktur ve sabit olmali-
dir. Yani f, J nin rasyonel bir fonksiyonudur.

2.7. J NIN DONUSUM OZELLIKLERI

Teorem 2.7: Bize R, esas bolgesinin kapaniginda her J fonksiyonu her de-
geri tam olarak bir defa alir. Sekil 2.8 de J ile R. nin kompleks diizlem iizerine
doniligsmesi gosterilmisgtir.

(a) (b)

Sekil 2.8

Sekil 2.8 (a) daki golgeli kisimda Ry nin sol yarisi (e, 0] reel arahif tizerine
déniisiim stmrinin dikey kisimlar ile sekil 2.8 (b) de golgelenmis tist diizlem tize-

rine déniigtimudiir.

Dairesel kisimun simir1 [0,1] arahifina doéniigiir ve imajiner eksen kism
v>1,u=0, (1, «) aralifina doniigiir. R daki imajiner eksene simetrik noktalar
J(Rp)da eslenik noktalara déniigiir. Agilarin sirayla iki ve ¢ katina giktag yer
olan 1=i ve 1=p tepeleri haricinde déniisiim konformdur. Bu doniigimiin 6zellikleri
agagidaki sekilde gosterilebilinir.

R, daki imajiner eksenler iizerinde 1=iv buradan x =e?" =¢-** > 0 bu yiiz-
den fourier serisi
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123.J(7) = -—-1— + Z Cln).x» , x=e"
J(iv) nin reel oldugunu gosterir.

v—>ce iken J(i) = 1 ve J(iv) —>e0 oldugu i¢in imajiner eksenlerin oram
1sv<+ oo reel eksende 1 < J(1) < o olarak diizenlenir. R;. nin sol sinin tizerinde
1=-1/2 + iv buradan x = *M* = 2V , ™ = 2™ < ( dur.

Biiyiik v, kiiglik x i¢in J(-1/2 + iv) < 0 dar. Oyleki J, u = -1/2 dogrusunu nega-
tif reel eksen tizerine déniigtiiriir. Buradan J(p) = 0 ve J(e) = 0 olur.

Rrnin sol siiri -ee < J(1) < 0 dogrusu tizerine déniigiir. R. min smurlar, solda
uzanan R nin i¢indeki saat yoniiniin tersindeki noktalarn iginden gegtigi igin
imajiner noktalar, imajiner diizlemdeki reel eksen iizerine uzanair.

Son olarak J nin imajiner eksene simetrik noktalarda eslenik degerler aldi-
gim goriiriz ki bu J(1) = J(-1) dir. Bunu gbérmek i¢in T = u + iv yazalim ve buradan

X = @20t = g2mi(uHiv) — o2 o27iu ve

X = e2w | @-2niu _ g2miC-utiv) — o-2nit dir.

Boylece 1 ve -T, x ve x eglenik noktalarina eglenir. Fakat J icin fourier seri-
si reel katsayilar alir. J(1) ve J(-1) kompleks esleniklerdir. Ozellikle 7% = 1 dairesel
yay1 lizerinde -T = —i— buradan J(-1) = J (-%) = J(1) dur. Oyle ise bu yay iize-
rinde reeldir.

2.8 EISENSTEIN SERILERI iCiN INVERSIYON PROBLEMINE

UYGULAMA
Weierstrassin eliptik fonksiyon teorisinde w, ve w, peryodlan g, ve g, invar-
yvantlarimi
1
1 (4

= W Oy
g =8 (L) =140 2 g P

esitliklerine gére belirler.

Esas problem g, ve g; invaryantlarinin verilen sabit degerleri alip olmaya-
caklarma karar vermektedir. (Yanhz g,? - 27g,2 = 0 gerek koguluna bagh olarak)
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Bu Eisenstein serileri i¢in inversiyon problemi olarak adlandirilir. (4) Esit-
likleri g, ve g5 iin terimlerinde w, ve , i¢in ¢ézdigiimiizde asagidaki teoremin bu
¢ozlimi verdigi goriiliir.

Teorem 2.9: Verilen a, ve ag kompleks sayilar: igin

a,? - 27a,% # 0 olsun. O halde oranlan reel olmayan w, ve w, kompleks sayi-
lar1 vardir.

g = (0, ) =2, ve
g3 = (0)1,032) = a3 tﬁr.

Ispat: U¢ durumu gozéniine alahm.

(1)a,=0
(2)ag=0
(3)azaz=0

1° durum igin; eger a, = 0 ise ag # 0 dir. a,® - 27a4% # 0 dan ,; herhangi bir

kompleks say1 olmak tizere ®,° = g5(1,p)

g5(1,p) # 0 oldugunuda biliyoruz.

ve O, =p O olsun. Burada p = "3 tiir.

g,(1,p) = 0 ve A(1,p) = g3 - 27g42 # 0 dir. Buradan
1
gA0,05) = gy(00;,0,p) = _(Flrgz(lﬁ)) =0 =a, ve

1
85(00;,00) = g5(,0,p) = —=5~g4(1,p ) =a; olur.
1 .
gz(l)l)
ag

2°. durum igin; eger ay = 0 ise a, # 0 dir ve 0, saglariz w,* = ve

w, = 1 w,0lur. Buradan
. 1 .
go(01,009) = Z5(0y,1 @) =0t g,(1,1) =a, ve
. 1 . .
g25(0;,0,) = gz(m,,i w,) =% g,(1,1) =0 = a; tir.
1

3° durum i¢in; a#0 ve a;#0 olsun. Im(t) > 0 olan bir T kompleks sayis1 sece-

lim, J(7) = ve J(1) # 0 oldugundan a,#0 dir. ve

J(r)-1  27a? e
S ONE o ledu.

2
a® - 27a,%

(8)
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2
Bu 1 se¢imi igin @,2 = agz_ . g5(1,) yu saglar. Ve ©, =T 0, olur.
a3 g,(1,7)
Buradan
g, W) w,* . gy(1,7) 9 g4(1,7) 3y . .
= = ) = leki
50,00 T ot gAY O gD T a oyie
ag
g5(;,09) = 2, g2(00;,00p) (6)
JO T gene) g:%(,,0,) T ag,(0,,0,)

almarak (5) denklemi ile kargilagtinldiginda g.(®,,0,) =a, oldugunu ve bu yiizden
(6) ile g;(w,;,0,) = a5 oldugunu buluruz. Bu ispat tamamlanmis olur.

2.9. PICARD TEOREMINE UYGULAMA

J modiiler fonksiyonu kompleks diizlem iizerinde Picard'in inli teoreminin
kisa bir ispatim gostermek igin kullanilabilir.

Teorem 2.10: Her sabit olmayan tam fonksiyon bir kompleks deger harig

her degerini alir.
Not: Ornek olarak f(z) = e* iistel fonksiyonu 0 degerini almaz.

Ispat: fi , (a ve b) gibi 2 degerini almayan bir tam fonksiyon olarak diisiine-
f(z) - a
S olsun. O halde g

lim. a#b ve f in sabit oldugunu gosterelim. a#b g(z) =
tamdir. Ve 0 ve 1 degerini almaz.

H iist yan diizlemi I' déntigtimleri altinda R nin esas bélgesinin goriintii-
siiyle ortiiltidiir. Buradan J, R} y1 kompleks diizleme déniistiirdiigiinden J, H st
yar: diizlemini 0, 1, e dallanma noktalarim sonsuz yaprakli Riemann yiizeyini R
ya déntistiiriir. Buradan J'(t) # 0 dir. Eger 1 # p veya 1 # i ise J'(p) = J'G) = 0 dur.
Her J-!in tek degerli dal1 J(p) = 0, J(i) = 1 ve J(e) = = hari¢ her yerde lokal anali-
tiktir. J-! in her tek degerli dah i¢gin bilegke fonksiyon

h(z) = J°! [g(2)]
tek degerli fonksiyon elemamdir. Burada g(z) asla 0 vel olmadigindan her sonlu
z de analitiktir. Bu yiizden h her sonlu z diizleminde keyfi siireklidir. '
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Monodramy teoreminden her z diizleminde h nin siirekliligi tek degerli ana-
litik bir fonksiyon olarak vardir. Boylece hlgu(z) =¢ih® de tam bir fonksiyondur.

Fakat h(z)eH oldugundan Im(z) > 0 dir. Oyle ise le(z) | = em@ « 1 dir.

Bu yiizdeny , Liovelle Teoremine gére bir smirh tam fonksiyondur. Sabit ol-
malidir.

Fakat g sabit oldugundan g(z) = J[h(z)] dir. O halde h de sabittir.

f(z) = a+(b-a) g(z) oldugundan f sabittir.
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Boliim 2: Modiiler fonksiyonlara ait 6rnekler

19 A=(®P) 1Al=1 ad-be=1

A (D= at+b
ct+d

‘ 11 0 -1
Siibstitiisyonlar T=(qg 1) S=(1 ¢)

-1
T =1+1 S(t) ="

a) A = S ile hesaplanirsa
A=(91) op 1AI=1 dir
b) A = ST ile hesaplanirsa
A= DA H=@ P
0
1

i
A=( 9 ) olup 1Al =1' dir.



2)

(ST)= = I olmasi icin gerekli en kiiciik n tamsayisi nedir?

n=1 i¢in

st=(] G =@ 1)

n =2 igin

=9 1= DH.d D=1

n=3 igin

Sl 1.0 <1, -1 0
(ST)"‘—(1 0)(1 1)-(0 1)
bulunur Buradan

(ST)»=1 esitligini saglayan en kii¢iik n tamsayis1 3 diir.
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b at+b

3°) A=[§ g LIAl=1, A @W=c77

olmak tizere i'yi sabit birakan tiim A matristerini belirleyin.
Burada i' yi sabit birakan tiim A matrisleri
A=[® 21 JAl=ad-be =1

-ai b

A=[ 2 41 IAl=ad-bc =1

_ra-bi A _
A_[ci d ] lAl=ad-be =1

A=1 2 Py 1Alcad-be =1

bi¢imindedir.
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o _a b _ at+b
z?f_-)A—[c d] 1Al =1 A(T)——_—C‘t+d

olmak tizere g = 2™ {i sabit birakan tiim A matrislerini belirleyin.
Coziim: A matrislerini bulmadan énce

2T _ Cos120 + isin120 =% + %g—

p = &8 = Cos 2311; +1sin

3
yazabiliriz.
Simdi A matrisleri yazihirsa
1 . \3

A= a(-T+1.—2—) b o

1 V3
c —_— i —
dl 5 -1. =

1 V3
[A] =ad("4—‘ --\ii i+'4— i+—Z- )-bc=ad-bec=1

1.8

A= a(-"‘2'—+1. ) ) b ox2

1B

c dl[- 5 -1.T

IAl=ad(i ‘f’n 431+ 2)-bc=ad-bc=1

il B

"9 1- g

d
3
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1 V3
a it )
{3— J
A= C(‘ 2+i. T) d 2x%2
3
Al = ad - be( i - \f 1+ \Z i+—-i31—)=ad-bc=1

seklindedir.
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Soru:

+1+3i
J@)=1 ved( -““—%/’-—1) =0 oldugundan gésteriniz.

Buradan J(1), Klein 'nin modiiler J(t) fonksiyonudur.

Cevap:
3
a) J(1) =—— & oldugu bilinmektedir.
g,%-27g?
J(1) =Jd@E) => t=1idir.
o) .
T= —0)'2— (0, ve w, oranlar reel olayan iki period)
1

. W,y .
1= '—(-D—I- => Wy=1. 0

1 1 1 Lo
Pz)=—5+X ['(——-)7 -—1 idi

22 . (Zo ®

P(z) fonksiyonu bagli bulundugu z ve o sembollerini kullanarak,
®=m ®; + n o, oldufundan
P(z; 0;, ®,) seklinde yazabiliriz.
1 o 1 1
PO\'Z; A ;, A 0)2) _-——7\'222 +a#20, LO\,Z- (m)\, W, + - mz))z - (m W, + - (02)2 ]

1 1 1
=zt I raer e !

1 1 1 1

2wzt 2 Ger o)

1.1 1 1
=izt L Gy o)

1
=57 P(z; ,, »,)
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seklindedir. Bu da P(z; ®,, ®,) nin homojenligini gosterir.
Burada A =1 yazarsak

P(iz; i 4, imy) =—ilz— P(z; 0, 0p) = -P(z; ®,, @p) olur. (1)
W, =i, idi. =>1w, =110, =-0, olur.

P(iz; i oy, 1 wy) = P(iz; i 0,, -0,) olur.

= P(iz; 0y, -0,) dir. o, peryot oldugundan -, de peryottur. Bu
ifadede -, yerine w, yazilirsa

- PGz; 1 0, 10y = P(iz; 0,, 0,) = P(iz; ,, ®,) elde edilir.
Bu son ifade ile (1) ifadesinin sol tarafi aym oldugundan

-P(z; 0,,0,) = P(iz; ®,, @) olur. Buradan da

-P(z) = P(iz) yazilabilir. P(z)'nin Larent acilim

P(2) = o + 3 Gz + 5 Gzl 4. dilr.
g, =60G ==>G=—g—2~'g=14OG => G =22 yvazlirsa
2 4 4 60 b 3 6 6 140
=y B2 2. B3 4
P(z)=— + oo X T g Xt olur. (2)
Piz) = - o - B2g2 4+ 58 5y )
Zz 20 28 ooooooo

-P(z) = P(iz) => P(z) + P(z) =0 (2) ve (3) burada yerine yazilirsa

1 g ,. g 1 8 , 8
[-zz-20 z+-§z4+ ....... ]+[;2-+ 90 2 g Z e 1=0

Sag tarafta z* 1i terim olmadigi igin g4 = 0 olmalidir.

3 3y,
g2 => J(i) = (g2 )l

—_— =1 olarak bul .
g23 N 27 g32 (g23)i olar unur

gs=0 ise dJ(1)=
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b) i)“—f“- =2 diyelim. 22 =1 idi.
O3]
1+iv3
1= —+21— olduguna gore w,=A w; dir.

PAz; A w,A o) = P(Az; ?»'ml,?»zm,) olur. (a) sikkindaki gibi
P(Az; A 0,,A @) =712- P(z; w,,0,) dir. (P(z)'nin homogenliginden dolay)
Bu son iki esitlikten;
P(Az; A 0,22 0,) =-£—2 P(z; w,,0,) yazihr. Ayrca —;3-2— =-A oldugundan
=-A. P(z; 0, A 0,) olur. (4)
A2=X-1 oldugndan A’w, yerine A w,- @, yazilabilir.
O halde P(Az; A 0;,A%20,) =P(Az; A 0;,A 0;-0,) olur.
= P(Az; A 00, ,A ®,) dir.

A 0, -0; = (A-1)o; peryot oldugundan (1-A)w; = w,-A ®, ve dolayisiyla o, de
peryottur.

P(Az; A w,A2 ;) = P(Az; ©,A o) olur. (5)
(4) ve (5) 'den

P(Az) = -A P(z) elde ederiz.

P(z)=z—12+ gg 72 + gg A SR seklinde P(z) 'nin larent a¢ilimi
yazilabilir.
_ 1 8 .00, 83,4 a_ 1 __ g 1 _
P(?»z)-lzz2 +-§6-7»z+287»z4+ .......... ?»_-T _>7»—;¥2 =-2
ey L8 1y o, 83 5y,
P(Az)=-\. 7+ 50 ( )»)z + 58 -\ z* +.........
P(Az) = -AP(z) => AP(z)+PQz)=0 Buradan yerlerine yazarsak
Aoog, o, 83 A8 2z, & 4 —
[22+20X + 98 Azt ]+['z2'20’_x'- 28 Azt+...... 1=



-51 -

Sag tarafta z2 'nin katsayis1 sifir oldugundan
g:
2—(2) (A - —}1: )=0 dir A -% #0 olduguicin g, =0 olmalidr.

3
Bu durumda J(t) = — B -0 cikar.
g° - 27 gg?
T =.1""_i‘13
2

- 1+iV3 s
i) o 3% diyelim, 22 1= 1‘;1‘/5 =

W
olur. Aynen (i) sikkindaki gibi diigiinerek;

A= wy=A

P(Az; A 0,1 @) = P(Az; A 0,02 0,) .
= 2 ldusu ici
P(hz; A 0, o) =% . P(z; 0,,0,) > A X oldugu igin

P(Az; A 0,A? 0,) =A. P(z; o,A @) yaziir. (6)
A=) -1 oldugundan Ao, =-A0, -0, olurve
P(Az; A 0, A2 0;) = POz; A 0\ 01-00)
= P(Az; -A ©; -0;,A ©;)
= PQ\z; -0;-A 0,A ;)
=P(Az; 0;+A 0, ®,)
P(hz; A 0,A% 0,) = POz; 04) o)) = P(Az; 0,,00) olur. (7)
(6) ve (7) den P(Az)=AP(z) => P(Az)-AP(z)=0 bulunur.

_ 1 8 a5, B3 .4 .
P(}»Z)—}»2z2+20 A2z 4+ 28?»z“+ .......... dir.
AP = s B2 a2, 88 g, dr.

Z * 20 28 e

P(Az) - A P(z) = 0 da yerine yazilirsa;
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1
(757 +5m N2+ SR N 4]+ [ el 2 e At ] =0

1 1
-77-=7» ve XZ=T oldugundan N‘:% =A olur. O zaman

A g 1 , 8 .4 A 8B o, . 8 =
[?+2—0. 7+ g ek S R S 50 Az 58 Azt +.....]=0
olur.

Sag tarafta z2'li terim olmadigindan dolay:

20 (7» -A)=0 olur.
1-22
323
JT) = — o 5 | = 0 sonucu bulunur.
g, - 27 g4

-1+iV3

T= 2
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