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S e e g

Lineer Diferansiyel Denklemler ¢esitli bilim dallarinda
her zaman genis bir c¢alisma alani olmustur. Fakat modern bi-
limde bazi dogal olaylar lineer olma 6zelligi ile aciklana-
madigindan Non-Lineer Diferansiyel denklemlere basvurma zo-

runlulugu ortaya c¢ikmistar.

Non-Lineer diferansiyel denklemlerle daha ¢ok miihendis-
ler ilgilenmislerdir. Bu denklemlerin ¢Gziim yontemlerindeki
arastirmalar teorik matematikg¢iler tarafindan ihmal edilmis-
tir. I1k calismalar Amerika Rusya ve Ingiltere baslatilmis-

£y .

Bu denklemler genellikle bilinen fonksiyonlar cinsinden
integre edilemez. Bu bakimdan problemin fiziksel nitelikle-

rine uygun yaklasik ¢6ziimler bulunur.

iki boliimden meydana gelen bu ¢alismanin birinci boli-
minde tam olarak integre edilebilir Non-Lineer Diferansiyel

denklemlere Ornekler verilmistir.

Ikinci bélimde Eliptik Integraller ve Eliptik fonksi-
yonlarla integre edilebilir Non-Lineer diferansiyel denklem-

ler incelenmistir.



SUMMARY

Linear Differential Equations is always large studying
subject in different science sections but in modern science,
some natural events can not be explain by linear characte-
ristics, therefore necessity to apply Non-Linear Differenti-

al equations appeared.

Most of the time the Non-Linear Differential equations
are used by Engineers. The solution methods of this equations
neglected by the theoretical mathematians. The first study

was started in USA, Russia and United Kingdam (England).

That Equations generally was not integrable as the kind
of the known functions. Therefore, approximate solutions are
found which is appropriate with physical quality of a prob-

lem.

In this study which two parts the first part of it
Examples of exactly integrable non-lineer differential

equations were given.

In the second part, elliptic integrals and non-lineer
differential equations which can be integrable by eliptic

functions studied.



BOLUM 1

INTEGRE EDILEBiLiR NON-LINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

Jo ke Giris

Bir adi diferansiyel denklemde y bagimli degiskeni ve
y nin tiirevleri birinci dereceden ise ve bu denklem yy',
Yoy g y2y3 gibi terimleri igermiyorsa bu diferansiyel denk-
leme y ye gore lineerdir denir. Efer y nin veya tiirevlerinin
dereceleri birbirine benzemiyorsa ya da denklem y yi ve tii-
revlerinin ¢arpimlarini igeriyorsa bu diferansiyel denklenme

non-lineerdir denir.

Ornegin:
2
41 + x3 4y + y=x3
dx2 dx

denklemi ikinci mertebeden bir diferansiyel denklemdir. x3

5 & : ? A 2
ve X~ terimleri denklemin lineer olmasini etkilemez.

2 2
Q_% + y %l + y2=0 ve Q_% + (Ql 1/2+y=0
dx . dx "

denklemleri ikinci mertebeden non-lineer diferansiyel denk-

lemlerdir.

Bu bolimde eliptik integrallere basvurmadan tam olarak
integre edilebilir denklemler ele alinacaktar. i1k olarak
asagida verilen 3 basit Ornekle non-lineer denklemle lineer
denklemlerin integrasyon sabitlerinin farkliligi agiklanmis-

tir.
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diferansiyel denkleminin x X icin ¥=y, baslangi¢ sartaini

saglayan ¢ozimiini bulalaim.
A bir sabit olmak ilizere diferansiyel denklem
xdx+ydy=0
seklinde yazilaip integre edilirse
x2+y2=A
elde edilir. Baslangi¢ sartindan x§+y§=A=a2 bulunur. Denkle-

min ¢ozimi

Bt

dir. Bu da ayni merkezli a yarigcapli ¢ember ailesini gdste-

rir. Cozim

ks 2oalyii?

seklindede yazilabilir. Bu nedenle y iki degerli ve integ-
rasyon sabiti a2 ninde bir fonksiyonudur.

Oysa

dx X

diferansiyel denkleminin ¢&ziimi

dir .=Bireda Al#O baslangi¢ sartina bagla ir keyfi c¢arpan-

drr

20) Sy "Xy

dx X-y
diferansiyel denkleminin x=1 i¢in y=1 baslangi¢ sartini sag-

layan ¢oziimini bulalaim.
Diferansiyel denklem
(x+y)dx=(x-y)dy (1)

seklinde yazilap



x=rcos® y=rsin0d
doniisiimi uygulanirsa

dx=cos@dr-rsin0do
dy=sin@dr+rcos0do

olmak iizere (1) denklemi
(cosO+sinO®)(cosOdr-rsin0dO)=(cosO-sin0)(sin@dr+rcosOdo)

seklini alir. Buradan

dr _
@ =
logr=9+c

sonucu bulunur. r ve © nin degerleri yerine yazildiginda

% log(x2+y2)—arctan % = c

elde edilir. Baslangi¢ sartindan c=1/2(log2-1/2n) olur.Denk-

lemin ¢Ozimii;

% 108(X2+y2)-2[arctan(§) - %-n]: 0

dir. Denklemin Rex: yRPL baslangi¢ sarti ig¢in ¢Oziimi:

e - ¥
o [0 ] foreor @rean]
: 4 X
(x0+yo) -

dir. Yine burada non-lineer diferansiyel denklemin ¢ozimi-

nin, baslangi¢ sartinin bir fonksiyonu oldugu gorilmektedir.

= BE 5 2%
dx y

diferansiyel denkleminin ¢Ozimini bulalim. Denklemde y=vx

doniigiimii yapilirsa

dy | dv
dx x(dx)*v
olmak iizere

dv 1

o + = - 220
x_dx g v

XV %% B (vf1)2=0



olur. A bir sabit olmak ilizere

/ X_le+ / Qf = logA
(»=1)
log(v-1)+logx-logA = ;%I

elde#dilir. Buradan

x(v-1 1
log gAl'—_v—l

(y-x)=he*/77%)

¢ozimi bulunur. Burada y, A nin bir fonksiyonudur.

1.2. Bernoulli Denklemi

Bernoulli diferansiyel denklemi

dy 5 u
x T E(x)y=g(x)y

seklindedir. f(x) ve g(x) x'in siirekli fonksiyonlaraidar. u

sifirdan veya 1'den farklidair. Bu y nin non-lineer olmasina

gerektirir.
Denklemde
u=y1—u
doniisiimi yapilarsa;
88, (i-upy~Y dy (2)

dx dx

olmak ilizere;

du
o 3

elde edilir. Bu denklem birinci mertebeden bir lineer dife-

+ (1-w)f(x)u=(1-u)£(x)

ransiyel denklemdir.

Y | e(x)u=x(x)
dx

seklindeki lineer bir denklemin genel ¢Gziimi



X

X X
Je(x)dx [ g(x)dx [ g(x)dx
u=ce +e /] x(x)e dx (3)

olduguna goére (2) denkleminin genel ¢Gziimi

X X
u___ce(U"l)f f(x)dx & (U—l)e(u-l)j f(x)dx fx g(x)e(l—u)fxf(x)dxdx
(4)

gy -Sonuc olarvak

L1/ (=)

elde edilir.

1.3.:Riccati Denklemi ;

Riccati diferansiyel denklemi

%ﬁ + ay2+yf(x)+g(x)=0

seklindedir. f(x) ve g(x) x'in siirekli fonksiyonlaradar.
Denklemde

X
u=eaj ydx (5)

donlisiimi yapilirsa
u'=ayu u"=(ay'+a2y2)u
olmak iizere

d2 du
; + £(x) g, + ag(x)u=0
dx .

elde edilir. Bu denklem ikinci mertebeden bir lineer dife-

ransiyel denklemdir.

1724 yilinda Riccatinin buldugu denklem

-4y + ay2—bxu=0 (6)
dx

dir. Bu denklem (5) doniisiimi ile



.
g - abxMu=0 (7)
dx

ikinci mertebeden lineer diferansiyel denkleme doniisiir. Bu

denklem Bessel fonksiyonu gibi ¢6ziilebilir.

diferansiyel denkleminin ¢oOziimi

u=xP [AJ_ (kx9)+BJ_, (kxD)]

dir. Burada p=1/2(q+l), v=(o+l)/(u+2), k=2k1/(u+2),q=p/v=(1/2u+1) ve
v tam degildir. (7) denkleminin gbzﬁmﬁ a=0, ki=—ab yazila-
rak elde edilir. Bu durumda p=1/2v, v=1/(u+2), k=2i(ab)1/2/
(u+2), q=(1/2u+1) dir. Iv(z)=e_1/2v" ?Jv(zi) seklindeki

Bessel fonksiyonu i¢in ¢o6ziim
1

1/2 2
w=x /O [A T (1xD)+B T (1xT)]=x“Y (8)
dir. Burada 1=2(ab)1/2
y=u'/au oldugundan ¥'=d¥/dx ile (8) denkleminden
1 P 3 L
2 Wy %% V') fan‘®

Y(u+2) ve Al’Bl keyfi sabitlerdir.

y={1/2 x—

% A .
{2x + g }

I
o =

q-1 | q * q
T 1 [A11V(12})+311-1 (2331
X

|
o |

q 1 ~T !
: 21 x [1v+c1_l]
o {1 +

[13cE ]

elde edilir. Burada c=B1/A1 y fonksiyonunun iﬁtegrasyon sa-
bitidir. Ciinkii (6) denklemi birinci mertebeden bir denklem-

dir ve sadece bir integrasyon sabiti vardar.



Ornek
%% + y2+yxg(x)—g(x)=0

diferansiyel denklemini ¢ozelim.

Bu denklem bir Riccati diferansiyel denklemidir. Burada

a=l f(x)=-xg(x) dir. Denklem

d 2
E% + y +g(x) [yx-1]=0

seklinde yazilabilir. Bunun bir 06zel ¢Oziimi y1=l/x dir.
Denklemde

B
v

b -
1
x|

donlisiimi yapildiginda

dv 2 *
dx (x +xg)v=1

elde edilir. c bir integrasyon sabiti olmak iizere, denklemin

¢Oziimi

f[(2/x)+xg]dx
ce +

e

J[(2/x)+xg]dx Jx o~ J[(2/x)+xgJdx

X
=cx2eIngx+x2eIngxf e—]xgdxdx/XZ
dars

v yerine de8eri yazildiginda

X
l/x(xy—l)sceIngx+eIngxf e_IXdedx/x2

elde edilir.

1.4. Denklem Sistemleri

%ﬁ - z+y[(y2+22)1/2-2a] (10)
42 __yia[(yPee?) 2o2a) (1)

denklem sistemini ¢dzelim. (10) denklemi y, (11) denklemi

z ile garpilip toplanarsa



yy'+zz'=(y2+zz)[(y2+z 1/2 ~g8]

32 (y2+z2)=(y2+22)[(y2+z 172 34 a]
1/2

o NI

elde edilir. (y“+z ) =u donisimi yapilip integre edilirse

denklem,

du

' = fdx+Al
u -2au
olur. Buradan
1 u =
2a 1Og(2a—-u)—x+Al
u 2ax
(2a-u) he

2 e

elde edilir. Bir integrasyon sabiti ve 2a>(x"+z ) olmak

lizere ¢Oziim;

2ax

(y2+2 )1/2 =

[2a-(y +22)1/2]

1.5. Ikinci Mertebeden Denklemler

Ikinci mertebeden bir lineer diferansiyel denklemin 1li-
neer bagimsiz iki farkla ¢oziimi vardir ve bu ¢oziimler oran-

tily degildir. Ornegin Y199

denkleminin iki farkla ¢O6ziimii olsun. Bu durumda denklemin

genel ¢oziimi
y=A1y1+A2y2 13
aiv. Al ve A2 sifirdan farkli keyfi sabitlerdir.
Eger bir by3.terimi (12) denklemine eklenirse
J+ay+by =0  (a=w?) (14)

non-lineer diferansiyel denklemi elde edilir. (14) denklemi-
nin genel ¢oOzimi (12) deki gibi degildir. Ciinki bir non-1li-

neer diferansiyel denklemin ¢oOzimi lineer bagimsiz olmayabilir.



Bir fizik probleminde genel ¢Oziim, baslangi¢ sartlari veya
sinir sartlari i¢in belirlenen bu sabitlerin bir fonksiyonu-
dur. (13) deki A
gerleri baslangi¢ sartlarindan bulunabilir. Bu degerler (12)

1,A2 sadece birer ¢arpandir ve bunlarain de-

de verilen mekanik sistemin salinimlarinin (27T/W) peryodunu
etkilemez. Fakat (1l4)'e karsilik gelen peryot baslangig

sartlarinin bir fonksiyonudur.

2
2y-1
1.6. dy . (1) (42
dx y +1

Diferansiyel Denkleminin COziimi

Denklemde v = 4y doniigsiimi yapilairsa,

dx

2
4.5 BP9 Wi
dx2 ey Wi . OEE dy

olmak lizere

elde edilir. Denklemin her iki yani integre edilirse
fsix =IAY;1_ st
v 2
y +1

1ogv=log(y2+1)-arctany+c
parctany
1+y2

bulunur. v degeri denklemde yazildiginda,

fearCtanydy/(1+y2)=cfdx+D

parctany_ .o

y=tan [log(cx+D)]

¢Oziimi elde edilir. Burada y, ¢ ve D nin bir fonksiyonudur.



w110+~

2

d‘y 1-4, dy.2_
R e + (75;) (dx) 0 (15)

Diferansiyel Denkleminin COziimi

Denklemde v=dy/dx doniisiimi yapilirsa

E:l).lf

v dv = (
dy H y

seklinde degiskenlerine ayrilabilir diferansiyel denklem el-

de edilir. Bu denklemin ¢oziimii,

f%} = &tl) %} + A

H 1

1ogv=(£ﬁl‘-)logy+A1

veya
v=Ay(1—1/u)

bulunur. v nin degeri yerine yazilirsa

4% 0 (=1}
i 53

fyH/¥=1) 4y onfdx+B

el L (Ax+B)
elde edilir. Sonug

y=(cx+D)u

L 1

dir. Burada C=Au ", D=gu

zamanda y nin bir fonksiyonudur. a bir sabit olmak iizere

integrasyon sabitleridir ve ayna

denklemin y=a seklinde bir 6zel ¢o6ziimiide vardar.

(15) denklemi havacilaikta bir boundary-layor problemi-
ni olusturur. Bu denklem aerofoil yiizeyinden akiskanin ay-
rilmasi ile ilgilidir. v=(1-u)/u yani u=1/(1l+v) alinarak(1l5)

denklemi



B O

2
y &3+ v (420 (16)
dx A

seklinde yazilabilir. Bu durumda ¢ozim

y=(ch)1/1+v

dir.

Bir non-lineer diferansiyel denklemde biitin terimler
y nin derecesi ile ayni degilse, ¢oziim keyfi bir sabit ile
carpilamaz. Ornegin y1(14) denklemini saglar fakat Ay1 bu
denklemi saglamaz. Ayl'in denklemi saglamasi i¢in A=1 veya
yq= 0 olmasi gerekir. Bunlarin her ikiside (16) denkleminde

1/14v

y'ye gore ikinci derecedendir ve A(Cx+D) bir ¢oOziimdiir.

(15) denkleminin tekil noktasa v=dy/dx in (16) da yeri-

ne yazilmasiyla elde edilir.

£y srk sy
dy y

V>0 ise y=v=0 orjin noktasi, V<0 ise diigiim noktasidir.

1.5 -' y"+3yy ' +y°=£(x) (17)

Diferansiyel Denkleminin Coéziimii

f(dydx

Denklemde u=e donilisiimii yapilarsa

2

D i ==44
%% = uy , : 3 =Ny Way uly ey )
dx
3
i—% = u(y"+3yy'+y°)
X

olmak iizere

d3u

dx3

- uf(x}=0 (18)

elde edilir. Bu denklem ikinci mertebeden bir lineer denk-

lemdir. Al’ A2,A3 keyfi sabitler, Uj,Uy,Uq 6zel ¢oOziimler

olmak ilizere genel ¢oOziim,



i A

u=A1u1+A2u2+A3u3
dirs

X
/ ydx

donilisimi yapilairsa
y=u'/u
elde edilir ve ¢Oziim
/ ’ /
A1u1+A2u2+A3u3

y=
A1u1+A2u2+A3u3

(19)

/ ’ /
£21+Au2+Bu3)
(u1+Au2+Bu3)
seklini alar. Burada A=A2/A1, B=A3/A1 dir. (39),; 8 ve B in=

tegrasyon sabitlerinin bir fonksiyonudur.

f(x)=0 olmasi, (17) denklemi i¢in ©6zel bir haldir. Bu

durumda denklem

y"+3yy ' +y>=0

seklini alair. (18) denklemi

olur. Buradan d2u/dx2=Ao, du/dx=on+Bo

1 2
b= on +Box+c

bulunur. y nin degeri yerine yazildiginda,

’ 2(A0X+Bo)

u
PR T ham se ) ©(20)
0 . 0 o
= 2(x+A)
x2+2Ax+B

elde edilir. Burada A=B0/Ao, B=2C0/Ao integrasyon sabitler-

dir ve y nin bir fonksiyonudur.
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1.9. y"+3yy'+y3=0
Denkleminin Fiziksel Yorumu

Sekil-1 de goriildiigii gibi siirtiinmesiz yatay diizlemde,
sliirtiinmesiz baglarla bagla birim kiitleli bir cismin bir dog-
ru boyunca hareketini diisiinelim. Bu hareket sirasinda son-
diriici hi¢ bir etken yoktur. Denge veya sifir durumundan bir
y mesafesi, karekteristikleri y3 yenilenmis kuvveti ile ta-
nimlanmis kiitlesiz bir yayin karsitidir. Cisme 3yy seklinde
yavaslatici kuvvetin uygulandigini varsayalim. Burada §=dy/dt
dir ve hiz ile yerdegistirmenin ¢arpimi ii¢ kati olarak alin-
mistir. Cisim kendi denge durumundan A uzunlugu kadar ha-
reket ettirilip t=0 aninda serbest birakildiktan sonraki ha-

reketi inceleyelim.

Birinci adim, (20) denkleminde x yerine t yazilarak A

ve B nin belirlenmesidir. t=0 da st P4 igin

g
A =3 By, (21)
elde edilir. (20) den tiirev alinirsa
/ 2 2(t+A)2
- %% g (22)
(t“+2At+B) (t"+2At+B)

olur. Boylece cisim kaldigi yerden hareket eder. t=0 da y=0

oldugundan
B=2A° (23)
elde edilir. (21) ve (23) den
2
A--l/y0 ve B-2/yo

bulunur. x yerine t yazilarak bu deferler yerine yazildigin-
da ‘

y=2(t+l/yo)/[(t+1/yo)2+1/y§ ] (24)

elde edilir.
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Sekil 1.

Hiz ile orantili viskoz sBnUmlU kitle-yay sisteminin sematik gosterilisi.

i) yo>0 oldugunda (24) denkleminde de goériildiigii gibi
t>='a monoton olarak yaklasirken y++0'a gider ve bdylece t=0
da y=0 oldugunda t ve y arasindaki iliski Sekil-2A da ¢izil-
mistir. y=0 oldugunda t1=(31/2—1)/yo da biikim noktasi olu-
sur. Bu durumda . § biyiik, t1 kigiiktiir ¢iinki y nin artmasa

ile s6niim artar.

4y
X 5%
l 1 | | L
0 5 10 15 20
t
¥
2
os AR
%
JJ || | | .
10 R 5 n 15 20
i
-%
]
—Q0S [

Sekil 2.A: 1.10'da yo0 olmasy halinde denklemin gdzim egrisi.
B. y <0durumunda denklemin gBzim edrisi. t24 oldugunda (B), t20 igin (R)

ile aymadar.
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149 yo<0 oldugunda (24) de Y5 yerine o b yazilarak

y=2(t-1/y )/ [(t-1/y )+1/y% ]

elde edilir. t=0 aninda y=0, ook T 83T . t=1/yo ise y=0 dar
ve y pgziEiftiv. y-t iliskisi.gekil 2.B de cizilmigtir.

1.10. Non-Lineer Denklemin Tiretilmesi

2 7
Q_% + f(x) d

dx dx

u du
¥ gt ysieip (25)

iclinci mertebeden diferansiyel denklemi gozonine alinsin.

Burada f(x) ve g(x) x'in y'den bagimsiz fonksiyonlaradar.

Denklemde

X
abai I8
doniisiimi yapilarsa
2 3
%& e i B u(y' +y%) = 4 T u(y"+3yy'+y°)
dx dx
olmak iizere
u(y"+3yy 4y ) Huf (x) (v +y2)+ug(x)y=0 (26)

elde edilir. u#0 olmak iizere (26) denkleminden ikinci merte-

beden nonlineer
A 1 2 3
y +[3y+f(x)]y +o(x)y+f(x)y"+y =0
denklemi elde edilir. uj,uy,uqg (25) in bagimsiz ¢oOziimleri
ise (26) denkleminin ¢o6ziimii;
1 g ¢
(u1+Au2+Bu3)

y =
u1+Au2+Bu3

dir.
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1.11. x=0 I¢in y=y=0 ve x o I¢cin y=0 Baslangi¢ Sartima

Saglayan
3 2
3 eg_l +y dy + (ﬂl)z=0
3 2 dx
dx dx

Diferansiyel Denklemin Coziimi

Bu denklem hidrodinamikte jet ugaklari teorisinde kul-
lanilair. Birinci adimda € sabitini kullanmadan islem yapalaim
w, p'nun 3 defa tiretilebilen bir fonksiyonu olmak iizere

x=3u, y(x)=2ew(u) alainirsa (27) denklemi;

veya
o"+2 (wo"+w' 2)=0 (28)

elde edilir. Bu denklem
d ”" 1
e (w"+2ww' )=0

seklinde yazilabilir. A bir sabit sayi olmak iizere
w"=-2ww',A (29)

elde edilir. Yukarida verilen sartlardan €>0, u=0 oldugunda

w=0=0 ve u+® oldugunda w'=0 dir. Bundan dolayi A=0 dair. (28)

den
w"420w'=0
veya
% 3 ( 2y _
. (w'+w™)=0
yazilabilir. B=a2 integrasyon sabiti olmak iizere
LTI

elde edilir. ¢ bir sabit oldugunda ¢Oziim;

£ B i

1 ]
= h(¥y_
. argt (a) u+c



oL da

dir. u=0 oldugunda w=0 dir ve dolayisiyla c=0 olur. Bu du-

rumda denklem
w=ath(au)
seklini alir. ve u nun degerleri yerine yazildiginda
y=2cath(ax/3)
¢oziimi elde edilir. Burada A=c=0 ve B integrasyon sabitleri-
dirs
A,B,c#0 oldugunda denklemin ¢ozimini bulalaim.
(29) denkleminden

R e L
g (w +w”)=A

) +w2=Au+B

elde edilir. z=Au+B dOniisiimi yapilirsa

dw _ dw ,dz _ , dw
du-"rdz —du-s z
olmak lizere
2
Rl S R
dz T A et

elde edilir. a=b=1/A, u=1 olmak iizere bu bir Riccati denkle-
midir. o=0, p=1/2, v=1/3, q=3/2, 1=2/3 A ve ¢ bir integras-
yon sabiti olmak iizere denklemin Bessel fonksiyonu yardimiy-

la ¢ozimi;
z3/2

I 60222 2130y el 3 (22372 730)

(2)=(A/22) {1+(22172 /1) }

1,,6(222 2130 e1_y 3(223/2130)

dirs z=[A(x/3)+B] ile (30) denkleminden
y=2ew[A(x/3)+B]

elde edilir. Bu fonksiyon A,B ve c integrasyon sabitlerini

icerir,
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1.12. Lane-Emden Denklemi

Bu denklem, gezegen yapisinda bir gaz goériintiisiiniin yer
cekimi ile ilgili denge baglantisi ile meydana gelir. Burada
toplam gaz basinci olagan gaz basincinda ve radyasyon tazyi-

ki toplaminda vardir. Bu

p = % a T + %;

formili ile verilir. Burada p basing¢, T mutlak sicaklik, =z
radyasyin sabiti, v birim kiitlenin hacmi, R gaz sabitidir.
p basinci ve p=1/v yogunlugunun her ikiside r yaricapi ile

degisir. k ve p sabit olmak iizere ikisi arasindaki iliski
1+1
p=Eql*l/M (31)

ile gosterilir. Eger r yarigapla bir kiire cismin, kitlesi

m ve yercekimine ait sabit G ise genel denklemler

dm _ 2 :
e 4mr~q=0 (32)
r? dp
—q ar + Gm=0 (33)
dir. (32) denklemi
r2 d
— £B 4 Gm=0 (34)
G SH0E
seklinde yazilip (33) denklemi kullanilairsa;
3 -8 r2 dp
:E E? (7; dr)+4ﬂcq=0

elde edilir. A keyfi bir sabit olmak iizere (31) de g=i®" @&~

nigimi yapilairsa,

A(1+1/u)9u+1

p=K (33)

elde edilir. (34), (33) de yerine konursa

2
.._d_.(_L.

5 2 4 gu+ly . 476G Z(=17w)®_o
r2 dr @U dr

K

veya



A

k2=4m6 A1/ W) a1k
yazilarak

2

-5 49y, 2oM
it iy 32T (36)

elde edilir. (36) da &=kr doniisiimi yapilirsa

€2 d& dé&

veya
i%e 9 ab
_2+Ed_€+®=0
dg&

elde edilir. Bu denkleme LANE-EMDEN denklemi denir. u=0 ve
p=1l degerleri disinda non-lineerdir.
1.13. Lane-Emden Denkleminin Doniisiimi

a%® . 2 49 oY =
e g S g =0

denkleminde &= % déniisiimii yapilirsa
¥ IR B -
gs: .. dx
olmak iizere;

2
xa-iJ% + oMo

(37)
dx
elde edilir. p=5 olmas1 halinde (37) denkleminde O=(3)Y/%/%
doniisimi yapilirsa
x2y"axy'-1/4y(1-y*)=0 iy

elde edilir. x=e” doniisimi ile (38) denklemi 1/4y5 terimin-

den dolayi non-lineer

d2y

du2

y(1-y*)=0 (39)

=

denklemine do6niisiir.
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1.14. Lane-Emden Denkleminin Coziimii

(39) denkleminde v=dy/du, du=dy/v yazilirsa

1 4
T ¥ty )

e )
dy
elde edilir. Buradan

17 5
[ vdv = 5 f(y-y~ )dy+A
veya

& 2 -4 S g
LB o £ 3 Y )+2A

elde edilir.

r=0, £=d0/d£=0 oldugu zaman y=v=0 oldugu gdsterilebi-
lirse A=0 olur. Boylece ¢oziim

4 2
d 1 e
v = E% i it ) (40)

seklini alir. u-» r+0 oldugundan (40) denklemi

w=-2[(dy/y)/(1-1/2y*)1/ 248,
olur. sin2m=1/3y4 yazilirsa
u=—fduMsinu&B1
=-log(tanwl/2 )+B1
tan % w=Be Y=Bg
2

elde edilir. sin’w yerine 4tan21/2uv(l+tan %w)2=1/3y4 yazi-

Iirsa
y= L2822/ (14B2£2)271/2 (41)
olur. Fakat @=(%)1/2x1/2y ve x=£—1 dir. €C41) de ®=(lﬂ01/2ygj2

doniisimi yapilirsa
elde edilir. £=0 da 0=1, dO©/d&=0 alinirsa B2=1/3 olacagindan

U=5 indisli Lane-Emden fonksiyonu

1

dir.
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BOLUM 2

ELiPTiK INTEGRALLER VE ELIPTIK FONKSIYONLARLA INTEGRE
EDILEBILiR NON-LIiINEER DIiFERANSIYEL DENKLEMLER

2.Y. Giris

a>0, bzJ olmak iizere t=0 ig¢in y=0 baslangi¢ sartina
saglayan

y+ay+by =0 (42)

denklemini go6zoniine alalim. Bu denklem sekil-1 de gdsterilen

kiitle-yay sistemini gosterir. Yayin karekteristigi sly+s3y3

dir ve soOoniim yoktur. Sistemin diferansiyel denklemi

m§+sly+s3y3=0

dir. Burada m kiitle olmak iizere, a=sl/m, b=s3/m dir. S1Y+s3y
seklinin bir yay kontroli sekil-3A da gosterildigi gibi bir
diz kiris ve uygun sekilli bloklar kullanilarak elde edilir.
Yayin gercek uzunlugu titresimin genliginin artmasi ile aza-
lir. Sertlik yenilenmis kuvvetin tiirevi olarak belirlenmis-

tir. Bundan dolaya
2
s—sl+3s3y
dir. Bu durumda sertlik s,>0 veya s,<0'a gore yer degistir-
3 3

medeki artimla azalir veya artar.

Non-lineer yenilenmis kuvvetin baska bir &rnegi sekil
3B de goésterildigi gibi bir m kiitlesinin gergin bir telin
merkezinde yaptigi harekettir. y/1sl ise m, yatay olarak ha-

reket eder. Hareketin diferansiyel denklemi
§+ay+by3=0

dir. A zlan kesidi, E elastikiyet modiilii, y=0 da T gerilim

olmak iizere a=2T/ml, b=EA/m13 dir.
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(42) denkleminin ¢oziimi i¢in v=dy/dt doniisiimi yapilirsa

| ¢ e 3
| e s A%,
elde edilir. Buradan
v y 3
f vdv = - [ (ay+by~)dy
0 y
o
% o 1 4 4

viuslieer 3 S S BTy ) (43)

bulur. Negatif kokler seg¢ilirse

vedy/de=—a 22y 2 [14(b/20) (3 24y )] 2
elde edilir. ve buradan
= y
t=-ga 1712 f dw
1/2

Yo (y(z)—u)2 1/21‘_1+(b/2a)(y(2)+wz):]

bulunur. Denklemde w=yocosW doniigimi yapilairsa

¥
s it dy

:
) [1+(b/23)yi(1+cosZW)]l/2

elde edilir. Eger A2=by§/2(a+by§) ise denklem

¥
3 a¥y
t = / (44)
(1+by§ e S IFTE T
seklinde yazilabilir.
I\P d\;l
~ (1-Azsin2W)1/2

integrali ) modiilli birinci cinsten bir eliptik integraldir.
(44) denklemi
Y ay

=F(\,p) = [ (45)
u ¥ % (l-kzsinZY)l/z 4

olmak ilizere
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1
t = F(A,Y) (46)
(a+by§)l/2

seklinde yazilabilir. (45) de x=sinyY doOniisiimi yapilirsa,
sin g dx

1/2(1_32,2y1/27

u= [

[(1-x2)

e

Sekil 3.

ABC Bir non-lineer yay kontrolinin bulunusu

olur. Tanimdan



sin? 30

-1 .
g=8in “sin?s
J R T4 TP

2x2)1/2J

yazilabilir. Bdylece
sn=sin¥? (47)

olur. Burada snu jacobian eliptik fonksiyonun siniis tipidir.

Bu tanim

dx

5 |y |s1
X

3 y
u=sn_ ~y= [ 172
0

(=0

ile tanimlanmis ters fonksiyon ile karsilastirilirsa

du 1
2
(1-y

dy 1/2

)
veya

sinu=y

sonucu elde edilir. Coziime uygulanan, cosu'ya karsilik gelen

jacobian eliptik fonksiyonu
cnu=cosY (48)
dir. (47) ve (48) den
e 2 2
sin"u=cn u=l

bulunur. Bu baginta sin2u+cos2u=l ile karsilastaralabilir.
(44), (46) gozimleri bir ters fonksiyon seklinde ifade edi-
lebilir. ¥Y° rin verilen degerlerine karsilaik gelen F deger-
leri eliptik integraller tablosundan ¢ikartilabilecektir.
Tablo-1 den t degerleri hesaplanabilir. Diger koordinat
y=yocosF=yocnu dur. y-t arasindaki bagintidan grafik nokta-

lari g¢izilerek eliptik cosiniis egrisi elde edilmis olur.

2.2. Salinimin Peryodik Zamana

(42) denklemi ile verilen dinamik sistem sOniimsiizdiir
ve yay kontroli ters simetrik veya tek fonksiyondur. Eger
kiitle ?yo kadar yer degistirmisse, salinimdan sonra y=0 mer-

kezi durum esnasinda bir peryodik salinima uygulanmis olur.
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Hareketin peryodu 2.1 de elde edilmis y=yocosw den ¢1ikar.
Cinkii cos/”, 2r peryodludur. Ceyrek peryot, kiitlenin 2 18
baslangi¢ durumundan merkeze veya y=0 denge durumuna hareke-
ti i¢in alinmis peryottur. Bu peryod ¥(0,1/2m) araligina
karsilik gelir. (44) ve (46) dan hareketin tam peryodu

1/2 19

4
/
. [(a+by§ 1/2J o (1—Xzsin2w)l/2

-
I

(49)

[a+by )/ 2R (2, 1/2m)

dilts BuradaeP CA - V2% Y K nedilltc birincl cinskten bir tam
eliptik integraldir. (a+by§)1/2 carpanindan dolayi peryodik
zaman, a,b,yo'rln ya ayri ayra ya da birlikte artmasi ile
azalir. Eger Y sabit ise, a veya b ya da bunlarin her iki-
sindeki bir artim, daha sert bir yay ve bu nedenle daha kii-
¢ik bir T, peryodu ve w/2ﬁ=’i} yiksek temel frekansi gerek-
tivir. BEfer a,b ‘sabitagldraa; (a+by§) ye karsilik gelen,
(sl+53y§) ortalama sertliginin arttirilmasi ile baslangig
hizi daha biiyik olacagindan ya da biiyliyecektir. Yaklasik
olarak peryod

]1/2 /2

;3% (a+by§)_l/2=[h/(sl+s3y§) =(kitle/ortalama sertlik)l

i3

To = (kiitle/ortalama sertlik) x bir ¢arpan (50)

dir. Burada ¢arpan 4F(\,1/2T) dir.

2.3. 2.2 de Verilen Peryodun Niimerik Ornegi

Y0=1 a=10, b=100 alinirsa modiil

A:l}yg/Z(a+by§)]1/2=(100/2x110)1/2

= 0.674

dir. (49) denklemi ve Eliptik integral tablosundan,

t /2 pe0.674, 1/27)

E (4/110)

4x1.82/10.48=0.695
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elde edilir. (50) ile verilen ¢arpan 4x1.82=7.28 dir. Bir
lineer yay-kontrol sisteminde 2m=6.28 alinabilir. Salinimain

frekansai

sepie 1:]
2 _To _4&
dixr. b=0 ise

L

y=y cosa t

dir ve frekans

a1/2 101/2

v {7 Sl = d
20 o 0.3

dir. y=1 oldugunda yay kontroliine by3 teriminin eklenmesiyle
salinimin’ frekansi "3 “katina crkar. Frekans orani yo>1 ve

yo<l'e uygun olarak artar veya azalair.

2.4, Grafiksel Gosterilis
Yooilke ¢ ara31ﬁdaki iligkiyi gostermek i¢in
£=F(0.674,¥)/1101/2

formili kullanilir. A=0.674=sina ve buradan a=42.5° dir. Ay-
ni1 zamanda y=yocosY=cosY dir. Datalar tablodan elde edilmis-
{ o 18 o

Tablo 1.

Yo F(42.5°,¥°) t=F/10.48 t(radians) y=cos'

0 0.000 0.0000 0.000 1.000
10 0375 0.0167 0.151 0.985
20 0.352 0.0336 0.304 0.940
30 0.535 0.0510 - 0.461 0.866
40 0.724 0.0691 0.625 0.766
50 0.923 0.0881 0.797 0.643
60 1.132 0.1080 0.976 0.500
70 1359 0.1292 1.168 0.342
80 1. 50% 0.1510 1.365 0.174
90 1.82; 0.1738 1.57% 0.000
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Tablodaki son iki siitundaki noktalar birlestirilerek cnt=cos
Jacobian Eliptik Fonksiyonunun ilk ¢eyrek peryodu elde edi-
lir. Egrinin bu kismi sekil 4 de ¢izilmistir. Burada eliptik
cosine efrisi, esit peryotlu ve genlikli adi veya dairesel
cosinus-eprisi Tile karsilastawalnass dcin’ Kkesilk- ¢izgi ile
¢izilmistir. Iki egrinin ordinatlari1 arasindaki fark Onemli

degildir.

Sekil-4. cnt ve cost egrileri.

2.5. (42) Denkleminin Yaklasik Coziimii

y=cos¥Y=cnt efrisi bir Fourier serisi ile ¢oziilebilir.

Birinci yaklasimda

y=A1cosum+A3cos3wt

alalim. Burada |A1|»¢A dir. Bu denklem (42) de yazilap

5l
Y=wt doniisiimi yapilirsa

«
|

= —wz(AlcosW+gA3cos3W)

a(Alcos¥4A3cos3W)

o
]
|

o
<
|

¥ % 1/4bAi(3cosW+cosSW)+3/4AiA3COSW+3/2bA§A3cos3W



% 08 =

elde edilir. Son satirda A3 i iceren terimler (ikisi disin-

da) ihmal edilebilir oldufundan kaldirilmistar.

cosY nin/ Katsayisi-sifira esitlenirse, A1#0 olmak ilizere

w2=a - % bA2 -

\ bA. A {51)

13

Slw

elde edilir. (51) den, non-lineer dinamik sistemin veya di-
ger bir fizik sisteminin karekteristigi olan frekansin hare-
ketin genligine bagli oldugu goriiliir. b=0, A3=0 oldugunda,

sistem lineerdir ve o, Al'e bagli degildir.

cos3Y nin katsayisi sifira esitlenirse
~guihgtahy + 3 A% + 2 bAZA.<0

elde. edilirs- (51) dash

donilisiim yapilarak

lAg li terimler ihmal edilip, a ig¢in

o
bA1

(52)

g
12

= ba?

3
32(w” - 37 bA})

elde edilir. A3 1li terimler kullanilmadan (51) bagintaisa

(52) de yazilarak

2
£ 32a+21bA§
1
= (53)
[21+ (33%)]
baZ

elde edilir. Burada b>0 olmak k0§u1uy1a denklem daima 1 den

kiigiik veya 1'e esittir.
t=0 da Lot oldugundan |A1|2|A3| ile
= 4
y =A A, (54)

elde edilir. (51) denklemi (54) de kullanilirsa
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@ byO b4 byo A3 {.55:)
bulunur. a=10, b=100, yo=l alinip A3 li terimler ihmal edi-

lirse ilk yaklasaim
7

w =10+475=85
olur. Alﬂl alinarak bu sonu¢ (52) de kullanilirsa
A330.05 (56)

elde edilir. Boylece Al’='25A3 olur. Degisik degerler yerine
(55) konulursa

©w2=85-75x%0.04=82
elde edilir. Bdylece peryodik zaman

r = 2L . 0,698
o w
olur. (54) ve (56) dan A1=(y0-A3)=1-0.04=0.96 bulunur. Bulu-

nan A, ve A, de3erleri i¢in ilk yaklasim

1 2
y=0.96coswt+0.04cos3wt (57)

gseklinde elde edilir.

2.6. 2.3 ve 2.4'iin Uygulamalar:

2.3 ve 2.4 de elde edilen sonug¢lar asagfidaki problem
i¢in kullanilabilir: Biiyiik bir m kiitlesi, h yiiksekliginden
¢elik bir yiizey {lizerine birakilmistir. Sikistirma esnasinda
birbirine kenetlenen iki cismin yer degistirme ile kuvvet
arasindaki baginta f=sly+szy3 dir. (a) yilizey kiitlesini, (b)
sikistirmadan sonra my den olusan yer defistirmeyi (c) sonii-

mi ihmal ederek, sistemin hareketi belirlenir.

Diferansiyel denklem,

m {52 4 + s.y+s y3=0
dt2 | 3

veya
;+ay+by2=0
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dir. Burada a=sl/m b=s3/m dit . Max e degistirmesi ener-
ji bagintisindan hesaplanabilir. Strain enerji, m in potan-
siyel enerjideki kaybina esitlenirse,

yO yO

3
sy J ydy+sg [ ydy =
O o}

N |

e
$1Y, + 4 S3¥o=me(h+y )

elde edilir. h;yO ise

S
y = ()t

S
) 3 1/2_1]1/2
o} S3

[(1+4mgh —5)
f
olur. =y ig¢in hareket 2.3 ve 2.4 teki hareket ile Ozdes-
tir. Boylece y-t egrisi eliptik cosiniis cnt dir. Cinkii sOniim
yoktur. y=0 dan yo'a kadar olan egrinin baslangi¢ kismi cnt
nin birinci dortte-bir daireye karsilik gelmesiyle elde
edilmistir. 2.4 te ilk yaklasim
y=A1coswt+A3cos3wt

seklinde verilmistir. Isleme t=0 da yani sikistirmanin mey-
dana geldigi zaman baslanirsa wt yerine (wt-1/2m) yazilmalai-

dir.-Bu - da
y=A151nwt-A351n3wt

yaklasik céziimini verir. A, ve A; 2.4 teki gibi hesaplanir.

2.7. Basit Sarkag
Sekil 5A da verilen hareketin denklemi

2

ml g—% + mgsin©=0

; dt
veya

a0 :

T % sin©=0 (58)

dt

i

dir. sin@O=0- = ey oldugundan denklemin derecesi bir-

den farkli olur ve bu nedenle denklem non-lineerdir. Sinis
egrisinin seklinden dolayi sertlik kontroli © nin artmasa

ile azalair (Sekil 5B).
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Sekil 5A. Basit sarkag. B. Basit sarka¢ ic¢in yenilenmis kuv-
vet ve sertlik egrileri.

(58) de v = %% 4 % = a-yazilirss,
dv i
vV 0 + asin®=0

elde edilir. Buradan

[vdv=-afsin@d0 + = A

N =

v2=Zacose+A

bulunur. Eger maximum genlik O=Y ise v=0 ve A=-2acosY olur.

BGylece
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v=¥(2a)1/2(cosO-cosW)1/2=12a1/2(sinzl/ZW—sinzl/ZO)1/2

elde edilir. 1/2V¥=k, sin 1/20=ksinf alinip, t nin artmasa
ile © nin azalmasi nedeniyle negatif isaret seg¢ilirse,

1i2

= = V=05

kcosY (59)
elde edilir. Ayraca

1/2 cos 1/20 dO=kcosYd¥

d@=2cosPdY/(1-kzsin2F)l/2

dir. Bu denklemin ve (59) un dO ifadeleri esitlenirse

deiari d¥ (60)

M5 12031172

bulunur. t=0 oldugunda v=0 ve P=1/2 dir. t=l/410 oldugunda

©=0, =0 olur. (60) denklemi =(1/27,0) araliginda integre
edilirse,
: -1/2m
AT, 1 | o 5D 2, 1120
o (1-k“sin"y)

ceyrek peryod elde edilir. Burada F(k,1/27) ifadesi birinci
cinsten k=sinl/2¥ modiilli bir tam eliptik integraldir. Boy-
lece bir tam peryod i¢in zaman

3/

1 =4(1/g)"’ “mF(k,1/27)

olur. Eliptik integral tablosundan, k daki artim ile F in
de arttiga gorilir. Dolayisiyla genligin biyimesi, peryodik
zamanin uzamasini gerektirir, yani swing zamani genligin bir

fonksiyonudur.



2.8. Q—% + 2 5ing=0
dt

Denkleminin Yaklasik Coziimii

|0|<1/6 ise sin0=0-1/60> alinabilir. Bu durumda denklem

O"+a®+b®3=0
oluy: Burada a = % e ﬁ% dixr., Sertlik nin artmasi ile
ilk yaklasim (51) bagintilari ile elde

azalar. Bu durumda

edilir. Bir Y genligi i¢in

2~ ¥ et onion Orariad
wFas g (P N-5Y]

dir. BOylece Y genliginin fonksiyonu olmak {izere yaklasik
peryodik zaman
ol B o tg A g &
ocwa 2ﬂ(g) (1 + 16 . al
Al
2.9. Sonimlii Viskos Hareket
(42) denklemine 2ky terimi ilave edilirse,
§+2k§+(ay+by3)=0 (61)
elde edilir. k=0 oldugunda (53) den
A
o
=, 51 (62)

1

bulunur. Hareket yaklasik olarak agisal frekansli cosiniiso-
dial bir hareket olur.
~ 3b 2 RS

Buradan yaklasik ¢oziim
y=y, coswt

dir. k>0 oldugunda ve (62) sarta saglandifinda, yaklasik

olarak denklem



. e

y+2ky+w2y=0

olur. Baslangi¢ sartlari t=0 i¢in y=0 y=0 dar. (61) denkle-

minin yaklasik ¢ozimi

kKt
e 4 coswt

kt 1/2

olur: Al:yoe_ , towo icin o3 oldugunda

WEle o % byie—Zkt)l/Z

elgde eadilir.

230 . Blastik

Lineer Elastik teorisinde asagidaki kurallar kabul

edilmistir.

10) Zorlama basing dile orantiladar. Yani Hook kanunu

gecerlidir.

20) Sapma, basing formiillerinde ¢ok biiyik oldugundan

bunun kareleri, c¢arpimlari ve tiirevleri ihmal edilebilir.

z ‘Q‘P £
PQP | | C
c D

Sekil 6A. CEF Elastikinin Semasi. CD. Bent sekli.
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= sabit kabul edilen strutun eksen uzunlugu
= gsekil ©6A daki gibi ox dogrusu boyunca uygulanan

= c¢c den itibaren O6l¢iilmis yay uzunlugu

tH H 9 < e 0 ™Y =
n

; © = c ve D'de sirasiyla gerilmeye teget aca
D deki ordinat
=Ea = biikiilme rijitligi
= bending diizlemine dik kesitin eylemsizlik momenti
= Elastikiyet modiili olmak iizere
Diferansiyel denklem a=p/B ile
Bd©O
i T RF=0 (63)
veya
29
- +a8.0 (64)
ds "

dir. Sekil 6B den dy/ds=sin® dir ve bdylece (64) denklemi

29
1—5 4. asin®el (64)
ds

olur. Bu denklemde s yerine t yazilarsa, (58) denklemi ile 6z-

des olur. Sonu¢ olarak (60) denklemi kullanilairsa denklem;

ay
ds = - (68)
al/z(l_kzsinzp)llz
seklini alir. Sekil 6A da C de y=0, ¥Y=0 ve bundan dolay:
Yo = %W dir. Ayni zamanda C ve E arasinda gerilme ilizerinde

herhangi bir noktada 2.6 degisken degisimi yardaimayla
¥ =sin"!(sin 1/2 ©/sin 1/2¥) elde edilir. Ayrica

9 . comad k20 40

ds = 2kcos ds
denklemi s in artmasi ile O nin azalmasindan dolayil negatif-

tir. Bu durumda



il " i

1y
oty 0 o
% 1 - RS TEE 24 ]
lg (I~k"sin"¥P)
2
T b
o vl
o o
2
- a 2 [F(k, 2m-F(k,% )] (67)
elde edilir. E de'V1=0 oldugunda (67) bagintisindan
1
Is2a 2 ¥(k, 2 (68)

sonucu bulunur.

2.11. Maximum Sapma

(63) ve (68) den

elde edilir. ¥=0 oldugunda
TWARE 3 b SR | (69)
ymax=2ka = F(k,1/27)

dir.

2.12. Yiik ve Max Sapma Arasindaki Iliski

Gerilme , biikiilme durumunda oldugu zaman ¥=0, k=0,ymax=0
dir. (68) denkleminde F=1/2T oldugundan a=pc/B alinarak

Euler critical yiikiiniin formiili

T8, 108
ol 12 12
seklinde yazalar. (68) bagintisa



4BF?2
el gt
14
seklinde yazilairsa
_.D_=£*_E2
Pe m2
elde edilir. (65) denkleminden
ymax k
Jee

bulunur. F tablosu kullanilarak k=sinl/2Y¥ nin degisik deger-
leri i¢in ymax/l1 ye karsilik gelen p/pc degerleri i¢in gra-
il cekil 7A daki gibi ¢izilir.

ﬁ% P/
15
£ TS ! L - —
0 020, C308 1 O 02 O£ G5 & %0
A B

Sekil 7A. Elastikte p/pC ile ymax/1l nin grafigi
B. p/pC ile (1-d)1 nin grafigi

2.13. Sekil 6A daki d Uzakliga

Bu uzaklik

1/2 1
d wfdg w3 f cos@ds
0

ile verilmistir. cosO=1—251n21/20=1-2kzsin2f oldugundan (63)
ve (66) dan



.

1/2 - S
=172 (1-2k 31n2P)
d=2a / a'¥
o (l—kzsinz‘P)l/2
172 M 51 k2sin2py1/2
o (1-k sinZP)
-1/2
=2a RE(k,1/2 )-F(k,1/27m)] |kreel|<l

elde edilir. Burada F-ove Eisirasiyla birinci ve ikinci cins-
ten bir tam eliptik integraldir. (1-d)/1 orani k nain degisik
degerleri i¢in hesaplanabilir. Bu takdirde sekil 7B deki gi-
bi p/pC ve (1-d)/1 arasindaki iliskiyi gosteren grafik ¢izi-

; e i o

2.14. Siirekli Jacobian Eliptik Fonksiyonlar

Z2:3 den

snu=sin¥ (70)
ve

cnu=cosY &5
ddx |k|<1 ile, iigiinci fonksiyon

2 1/2

dnu=(1-k sinzf)1/2={(1-k2)+k2cos%ﬂ

2

Ol ainteil tettian? yektean 1 172 (72)

ile tanimlanmistair. Bu durumda (70), (71) ve (72) den
sin2u+cn2u=k2u+dn2u=1
olur. Peryodik fonksiyonlarin grafikleri sekil 7CDE de ve-
rilmistir.
Tirevler: k ile A i¢in (46) dén

d R IR PP £
3g Snu=sin’u = 3o sin¥ g

=(1’kzsin2?)1/zcosf
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Sekil 7. CDE Jacobian eliptik fonksiyonu csnu,

elde edilir. Boylece

sn'u = cnudnu
benzer sekilde

cn'u=-snudnu
ve

; 2

¢nu=-k snucnu

bulunur.
Fourier Serileri K=F(k,1/27) ile

1/2 6

gt 2uplaedp a1 Se  +150pT H1 7078 Xs s ). Pk
o 1/2
- 21 = i Ty
snu = T z ( 7171 ¥ sinl2rxl) 7%
r=0 1-q
o r+1/2
2m Ju
cnu = ¥ 2 ( o ) ‘cos2r&k) oK
r=0 149

]
~

@

r
d e Xkl e 1 ) rTu
e 2 ril ;:ﬁj? i K

dir.

(73)

/2 |k|<1

(74)

(75)
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(75) im Uygulamasa: y=10y+100y3=0 diferansiyel denkle-
minin ikinci yaklasaik ¢dziminde iuglinci harmonigin esas har-~
monide gpenlik orani 0.042 dir. Bu deger iterasyon metodu
kullanmaldaganda 0.038 olarak dulunur. Bunlar (75) denklemin-
den elde edilen tam sonu¢lar ile karsilastarilacaklardar.
2.3 den k= =D.674 wve p=0.411 dolayisiyla q=0.038 elde edi-
lir. (73) denkleminden

iy

= -—'—2— = 0.0395 (76)
1  I-quq

elde «=0iliy. By durumida karsilastarma ic¢in ii¢ deger elde
eiilmis olur. i) Fourier serileri 0.042, ii) Iterasyon 0.038
iii) Eldprik Fonksiyom D.395, degerlerinin her biri esas de-
erden 75 dehe kiciktiir.

2.15. 4sou Aconu Adoe ile Saglasan Denklemler

1°) #snp dcin diferansiyel desklem
(73) v"y2 gore tizetilirse

s1"=dncn" scnén’ -
"n(dnztkzcnz ) (77)

elfe edildir. Fakes “244?”251, ”znﬁz-l eldugundan
B i et ) 4F ”2”‘2“,”2 ) (78)
=(sk? )- 2% en?
sz, (T7) we (78) dep
so A7) - 202 687} 6p
clde £0ilix. Eper yropp ise Sepkilen
o yy-aityten (78)
iz yebepy olsup. Burede b spfirfep ferkly gersel bir sa-

Vidada. pebsny (79) Lepklewipfe yrzriip % ile bolipdrse
senidapin so) sprabapdeii sopvey terim -3k p0en? slnr. Bura-
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(75) in Uygulamasi: §=10y+100y3=0 diferansiyel denkle-
minin ikinci yaklasik c¢Oziimiinde iliciinci harmonigin esas har-
monige genlik orani 0.042 dir. Bu deger iterasyon metodu
kullanildiginda 0.038 olarak bulunur. Bunlar (75) denklemin-
den elde edilen tam sonuclar ile ‘karsilastirilacaklardar.
2.3 den k=A=0.674 ve p=0.411 dolayisiyla q=0.038 elde edi-
lir. (75) denkleminden

A
Zé e e JUELE (76)
3 1-q+q

elde edilir. Bu durumda karsilastirma ic¢in ii¢ deger elde
edilmis olur. i) Fourier serileri 0.042, ii) Iterasyon 0.038

iii) Eliptik fonksiyon 0.395, degerlerinin her biri esas de-

gerden 725 daha kiigiiktiir.

2.15. Asnu,Acnu,Adnu ile Saglanan Denklemler

10) Asnu ig¢in diferansiyel denklem
(73) u'ya gore tiiretilirse

sn"=dncn'+cndn'
=—sn(dn2+k2cn2) (77)

elde edilir. Fakat dn2+k25n2=1, sn2+cn2=1 oldugundan

dn2+k2cn2=1—kzsn2+k2(1—sn2) (78)

wdtk2)= 2k 2en”

dir. (77) ve (78) den
snw=i(1+k2)—2k25n2}sn

elde edilir. Eger y=snu ise denklem

P

y"+(1+k2)y—2k y =0 (79)

dir. y=Asnu olsun. Burada A sifirdan farkli gercel bir sa-
bittir. y=Asnu (79) denkleminde yazilaip A ile boliiniirse
denklemin sol tarafindaki sonucu terim —2k2Azsn3 olur. Bura-

dan y=Asnu



Pl

£i=2:3

y"+(1+k2)y—2k A" “y =0

denklemini sagladiga goriiliir.

(80) denkleminde u=0at yazilirsa

2-2:+2 3

y"+(1+k2)a2y—2k a“A” “y =0

elde edilir. Bu denklemin ¢Oziimi y=Asnot dir.

20) Acn ic¢in diferansiyel denklem

O

1" de oldugu gibi islem yapilarsa

§+ay+by3=0 (a,b>0)

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oziimi

y=Acn{t(a+bA2)l/2}

geklindedir. Burads kZ=bA% 13 (asbA™)

4F Clci, 1 /1270
(a+bA2)1/2

T=

dir. a,b>0 oldugundan A gercel sayisi ic¢in |kl<l diry

dolayi ¢6ziim daima peryodik ve kararladar.

3°) Adnu icin diferansiyel denklen
y"—ay+by3=0 (a,b>0)
diferansiyel denkleminin, k2=2(1—a/bA2), |k |<1 ve

2F(k,)/20 )

T=

ile ¢oziimii

yekdntic (ST LA

(80)

Bundan

dir. Y=(a/b)1/2 civarinda bir peryodik ¢0ziim ic¢in, k gercel

olmalidar. Buradan

(2a/p)1 25 |4 |5(a/b) /2

elde edilir.
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