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OZET

Banach cebirlerinin  genel incelenmesi adi altinda yaptifaim bu
galismayl ug¢ bélumde ayirdim.

Birinci bolimde, Banach cebirlerinin elemanter teorisini ele
aldim ve bu g¢gergevede konuyla ilgili tanimlar ve teoremler
yaninda bazi 6nemli kavramlara da yer verdim.

Ikinci boliumde ise degigmeli Banach cebirlerini inceledim. Bu
baslik altinda Gelfand teorisinin ilk esaslarina yer verdim. Bu
arada Kabuklar ve Cekirdekler, degismeli BY-Ccebhiriert,
Tikizlamalar ve L™ cebiri de ele alinmigtair.

Uguncu boélumde de J.F. Rennison tarafindan yapilmis olan
"Bir Banach Cebirinde Merkezlige Bagli Kosullar" (2] ve
"Bir - Banach  Cebirinde Merkezlige  :Bag§ii Koesullar II" [3]
adli ¢alismalari  birlikte ele aldim ve Dbunlar arasindaki
birbirini tamamlayan kavramlara yer verdim.



SUMMARY

i & seperated to this study which 1is named as General
Examination of Banach Algebras in three parts.

In ~the:  first part, 1 began to work on Elemantary Thedry of
Banach Algebras and from this viewpoint I brought about
theorems & definitions connected with the subject and also some
important concepts.

In the second part, I examineted Commutative Banach Algebras. I
brought -about - basic principles of Geltand: Theoky ‘under - This
title. At the same time also Hulls & Kernals, Commutative B"-
Algebras, Compactness' and L= Rlgebra were becan to work. In
the third part, I began to work studies together that are named
as Conditions Related to Centrarility in a Banach Algebra ({2]
and Conditions Related to Centrarility in a Banach Algebra [31
which is done by J.F. Rennison; and I brought about concepts
that are connected with these studies.



BOLUM I
BANACH CEBIRLERININ ELEMANTER TEORISI

Banach cebirlerinin elemanter teorisi incelenmeden 6nce bazi
tanimlari verelim.

.15 Tanimlar

A, kompleks cisim iuzerinde bir vektor uzayi olmak iizere
birlesme ve garpimin dagilma 6zeligi tanimli ise, yani;

1) Xy, ek -dcan.

XEyZ) = (XAV)Z

(Xx¥Yy1Z = XZ+yZ 1)

x(y+z) = xXy+x2z
(11) X,YEA ve a kompleks degeri igin,

atxy) = 2Xlay) s, CaxXly (2)
olacak sekilde skaler g¢arpima bagli ise A 'ya bir Kkompleks
cebir denir.

A 'yi normlu bir lineer uzay ig¢ine gétiiren ve

Pl € xl vl ocovem (3>

esitsizligini saglayan A 'da tanaiml: bir norm varsa, O =aman 4
normlu bir kompleks cebir adini alir.

Buna ek olarak, efer A bu norma bajli tam bir metrik uzay yani
Banach uzay:i ise, A 'ya bir Banach cebiri denir.

(3)- egitsizligi carpaimi surekli bir islem yapar. Bu da . eger
Xn—> X V€ Yn—> Y ise, 0 zaman (3) esitsizliginden ve

Xa¥an—XY = Xa¥a—-X¥ntX¥n—XY = (Xn=X)¥a+tX(¥Ya-¥) (4)
egsitliginden Xa¥n— Xy 0lmasl demektir.
A 'nin degisme 0Ozeligini tasaimasi yani, her X YER igin

Xy = yx olmasi gerekmez. Bununla birlikte, xe = ex = x (xX€R)
olacak sekilde AR 'nin bir e birim elemanina -sahip oldugunu

kabul edecegiz.

(3) egltsizliginden ” & “ : -1 oldudu ve e 'nin en $Fazla - bir
tane olabilecegi (el= gle = ) kolayca gdriiliir. Ayraica
ﬁ S e oldugunu kabul edecegiz.



Ejegs xi:A "da:bir terse sahipse yanik, A7t Mu» xx7'w; @1 01acak
sekilde bir x~*€A elemani varsa, xERA elemanina tersinir
denir:::¥ine,s hig bir x€A elemaninin birden fazla tersinin
olmadigi kolayca gorulur.

Eger x ve 'y A !'da.tersinir:.ise; () nts yatxy=?* glduSundan, (x>
ve xy 'de tersinirdir. Bu nedenle tersinir elemanlar g¢arpmaya
gore bir grup olustururlar.

XER - lcin x-Ae . tersinlir ollnayacakxk sekilde tum A kompleks
sayilarainan: kiimesine x- elemaninin izgesi  (spectrum) denir.
Burada x elemaninin izgesini o(x) simgesiyle gdsterecegiz.

Banach cebirlierinin teorisi bir yandan ceblirsel Gzelilkler - ve
diger yandan topolojik ozelikler arasindaki bir gok etkilezimi
ysar. Ayrica Banach cebirleri ve holomorfik fonksiyonlar
sinda yakin iligkiler vardir.. o(x) 'in hi¢bir yerde bos
ylmadigyl temel gergedinin en kolay ispati tam fonksiyonlarla
ilgili Liouville teoremine dayanir ve spektral yarigap formiulu
kuvvet serileri hakkindaki teoremlerden dogal olarak gikar. Bu
da kompleks Banach cebirlerini giindeme getirir.

1.2. Tersinir Elemanlar

Bu kisimda, A e birimli bir kompleks Banach cebirini ve G A
nin tim tersinir elemanlarinin kimesini gdsterecektir.

1.2.1. Teorem : Eger x€R ve I x || <1 ise, o taktirde e+x€G
{e+x ) *=_ 15 (sl )%= (1)
n=0
ve
. B
” (etx)- *~o+x H  JEep e S (2)
i : el £
dir
Ispat : " Xy " < “ X " ” Yy ” (x,YyEA) esitsizliginden
H x“” < ” : "" dir. Eger
Shieia=NE2— . (5N (3)
ise, Sy Tth "R-"@a Dir jCcauchy: “dizigt  “ofdufu sonucu
¢ikar.Ohalde (1) ‘deki s8seri (A 'nin normuna ‘gére) Dbir

YEA elemanina yakinsar. Qarpim siirekli ve

(e+x)Sy =e+(=-1)N¥x¥*+2 = GN(e+x) (4)



oldugundan, (e+x)y = e yie+rxy oldugu goruitir . “B fAa (1) °1
verir.

(2) esitsizliygi,

2 = - 0
i = (-)xm < T x| x| —m4m — (5)
-] x|
nin soenucu olarak ¢irkar.
1.2.2,  Teorem : xe6, %"} = 1/a, h€EA ve BaR-4. 5. B ¢ . &
ocldufunu varsayalim. O taktirde z+heEC ve
BZ
I (x+h)“1—x‘1+x‘1hx—1ﬁ g AT (6)
o ta—R2
5145 ol
Ispat : | x~*h JJ < | x=*l I h ] = 1/a B = B/a dar.
B K R rrEe TR a0 s B e Ohalde Teorem 1.2.1.'den dolayi e+x~*he€G
dir ve
Xx+th = xe+eh = xe+xx~*h = x(e+x~*h)
oldugundan x+heE6 dir. Polayisiyla” (x+th)~* = (e+x=*h)-"x— % elde

edilir. Boylece,
PR Rl B P S bo B i Sl MRl b - o

= [ Cptx=dhy =iy —3h =1

air. Teorem 1.2.1. 'deki (2) esitsizliginde x yerine x~%h
konursa .
T L I o B
n 1 1 {
H (@+x:=1h ) gk = h u < <
o SNl g Sl © e B R 8
1/02 B: BQ
1=1/a .8 ala-3?

elde edilir.

" (x+h)‘1—x‘1+x‘*hx'*" " [(e+x’1h)‘1—e+x‘1h]x““

B B2
€ —— |
ala—-f3) & ta—f)

bulunur.



1.2.3.. SonuC : G apgiksbir kiimedir ve X-——w %> tatwiri G ‘den G

iizerine bir homeomorfizmadir.

Ciinkii, - x€G - ve ” h ”——+.0 ise, | (x+h)~"*-x"*ll—» 0 olmasini
gerektirir. Boylece, x—s= Xx~* surekli olup, agik¢a G 'yi G
tizerine tasvir eder ve tersi oldufunu bir homeomorfizmadir.

1.2. 4. ‘SONUC ¢ Her xelk igan (x) LARAZ Vve X €3ol(x) ioe

| A | < “ ” dir:
Cunku, ! A ! > ” X ” i8€, 0 Zaman Tebrem 1.2.1i "den-dolayi
e-A~*x€G dir ve ayni sekilde x-Ae = -A(e-A"1x) 'den dojrudur.

O halde A ﬁ'c(x) dir. o(x) 'in kapali oldudunu ispatlamak ig¢in
ancak ve ancak eger x-ie f G ise,

(a) X" e . glix) dirs

(D) Sonug k. 2.3, "aen dolay:r G 'nip“timleyeni A " "nif=kKapalil *bir
alt kumesigirs=ve

{c) A —s, x-)e tasviri kompleks duzlemin R igine ' sgiirekli bir
tasviri oldufunu gormek yeterlidir.

1.2.5. Teorem : § 1A tizerinde sinirli lineer bir fonksiyonel ve
XEAM0l suN- Ve

£CA ) = Plix=Ae)=*1 (A E otx) (7)

tanimlansin. O takdirde £, o(x) 'in tumleyeninde holOomMOrEikLir
Ve A —am iken £l A J—a 0 qir.

Ispat : A ¢ o(x) olsun. x 'in yerine x-Ae ve h 'nin yerine (A-T)e
alarak - Teorem - 1.2.2. Yl uvgulayalim. A 'y& Yeter. depecege
yakin olan her I igin,

” (x—Te)‘*—(x—Ae)‘1+(A:F)(x—Ae)"” £ C ]T-AI‘ (8)

olacak sekilde x ve “A:"'ya bagll bir C sabiti " varairpy. .bbylece,
P& X T dkeh,

(x=re)=2=(x=Ae) *
(X=Ae)y—=2 (9)

dir ve eger ® ‘yi €9) "*un her iki tarafina uygularsak ¢ nin
stirekliligi ve lineerliginden,

£(T)-£(A)
— Prix-ae)-2] (10)
r-A



diz.: Boylece £ tHretilebilirdir yve dolayiSiyla oix) .diBinda
holomorfiktir. :

Bontic - olarak, «A ——saa0r dken G 'deki evirtim (inversion)
tasvirinin siirekliliginden,

AfCA) = lp[A(x-—/\e)"li = ¢;[(x/)\ @) "] e ¢<—e) (11)
CRLE .

1.2.6. Teorem (Gelfand-Mazur) : Eger A, iginde saifir olmayan
her bir elemanin tersinir oldugu birimll bir kKompleks DBanach
cebiri ise, o takdirde A (kompleks cisme izometrik olarak
izomorfik) kompleks cisimdir.

I¢ginde safir oOlmayan her bir elemanin' tersinir - olgdufu  bir
cebire Bélme cebiri denir. Burada, A 'nin degismeliliginin
hipotezin bir pargasi olmadigini, sonucun bir par¢asi oldujunu
belirtelim.

Ispat : Eger x€A ve A;# lz ise, x-Ai1e ve X-Aze elemanlarindan
en az. biri tersinir oimalaigir. o~ Clinkii, bunlarain herikisi de
si1fir olamaz. Burada  of{x) tam 6larak bir noktadan olusur.
Ocnefgin: = xER 101N A(X) dir. x-A(x)e tersinir olmadigindan,
sifir olmalidair. Bdylece x=A(x)e dir. Bu nedenle x —= A(X)
tasviri A ‘'nin kompleks cisim lizerine bir 1izomorfizmasidir.
Ayrica bu tasvir bir izometridir. Qunkii, her x€A igin

|A(x)| = ” Alx)e ” = ” % ”
seklindedir.
Ts2.7.  Tanym 2 Herhangi bir x€A igcin ao(x) 'i kapsayan orjin
merkezli .en. kictk ‘kapali diskin yaricapina  x .. '1in spektiral
yarigapa ' denir ve burada‘f(x) = sup{ [A] sLAET TR I gekinde
gisterecegiz.

Bazen buna x 'in spektral normu da denir.

1.2.8. Teorem (Spektral Yarigap Formulu) : A e birimli kompleks
bir, Banach cehiri olmak tizere -her x€A 1icin

lim ¥t = P(x) (12)
Lin | oxn Ki |

air.

Ispat : x€A ve n pozitif bir tamsayi, A kompleks bir say:
olsun ve A~fc(x™) kabul edelim.



(XP-ARQ) = (X=A@)(XET24AX2 "2+, /. +tA" *e) (13)
elde edilir. Cx2=ARe) =2 41le . (13) ‘Un-her.ik3 tarata CarplLiafak
x=Ae . 'Rin sterginir’ oldugu godriiliic ve " bbylece Afo(x) dir.
Dolayisiyla Ao (X) ise, G Ty e TSR 103N - ABEaiR™) dir.
SanuctT 1-2. 4. 'den dolaya IA"iinx"” dir ve bundan dolayz:
lA;iﬁx“ﬂl’“ dir. Buradan da
1 i

\f(x)é]ﬁmx IngfRngesn (14)
Ny @©

elde edilir.
Eger }AI)HXH ise,

(XE=x) . = P Tl R T (15)

n=0

oldugu- Kolayca gbrulur. Bu nedenle yukaridaki serl -—-(x-Ae)z?
SET " ¢, A iizerine sinirli linner bir fonksiyon olsun ve Teorem
1:2.5""deki - giby T tanamlansin. ~(15) " clen

£A) = - dixmy -m-2 (16)
n=0

agilimi ;A!)”x” placak Sekilde " her A Igin geceriidir.’ Teorem
e, 'den dolayzx 1 4 gix) <diginda  holomartik olup,
dolayisiyla “{ A: IA! >\f(x) I kume st S etnge v8r - alir . - Efer
[A: }thx) ise (16) kuvvet serisinin yakinsadi§i sonucu gikar.
Ozel Tolarak, A uUzerindeki her sinirli lineer @ fonksiyoneli
igin

SUp [PA™"X™)| < @  C |A] > (x) ) (17)

elde edilir.

A 'nin herhangi bir elemaninin normunun A ‘'nin dual uzayi
Uzerindeki bir 1lineer fonksiyonelin normu ile ayni oldugu
Hahn-Banach Teoreminin bir sonucudur.

CI7 )Y egitsizlig? ner ¢ igin gegerli oldugundan, burada Banach-
Steinhous Teoremi uygulanabilir ve ]A, >‘f(x) olmak uUzere her
bir A 'ya -

IA==x=ll £ C(A)  (n=1,2,3,...) (18)

olacak sekilde bir reel C(A) gaylsinin kargilik  geldifl
sonucuna varailir. (18) 'in her iki tarafin |A|® ile garpip,
n-inci kokini alalim.



Eger |A| >Vf(x) ise,
”x‘“”l’“ Soia )l T EHKT PR €15 o - Bl oo (19)
elde edilir ve boylece

lim sup”x“”l’“ < ‘f(x) (20)

puiunur. (14) ve (20) 'den

lim sup“x“”*’“ S\f(X) < Em inf”x““"" olup,
n—%m n__? o]

1im fxmgrom =~y(x) sonucu ¢ikar.

N, @

1.2.9. Uyarir : A 'nin bir elemani A 'da tersinir olsa da olmasa

da sadece cebirsel bir 6zelliktir. BOylece x 'in 1IEGeE81 Ve ayhnl
sekilde \{XX) spebtral yaricapl - A -!nin tebirsel yapisi
cinsinden animlanir. Ote yandan, O&6nceki teoremden yer alan

limit, A 'nin metrik 6zeliklerine dayanir.
Tamamen farkli yollarla ortaya ¢ikan iki niceligin egitligini
iddia etmek bu teoremin dikkate deger o6zelliklerinden biridir.

1.2.10. Ornek : @(T), T birim dairesi lizerindeki tiim siirekii
kompleks fonksiyonlarin cebiri olsun (noktazal toplama ve
garpma ve supremum norm ile) ve A,F U 'da holomorfik olacak
sekilde U birim diskinin kaplami iizerinde siirekli bir . F
fonksiyonuna genisletilebilen tim £ C(T) 'lerin kiimesi olsun.
A 'nin - CUCT) "nin-bir alteebiri oldudn kolayca - gorulur. ESer
fn€EA ise ve ({fn}, T ulUzerinde diizgiin yakinsarsa, Maksimum
Modil Teoremi (Fnl} dizisinin U 'nun kaplami Uzerine dizgln
yakinsamasinl gerektirir.” By da AR 'nin C(T) 'nin kapali - bir
altcebiri oldugunu ve dolayisaiyla A 'nin kendisinin bir Banach
cebiri oldufunu gosterir.

1.3 Idealler ve Homomorfizmalar
Bu kisimda sadece degismeli cebirlerle ilgilenecegiz.

1.3.1. Tanim : I degismeli kompleks bir A cebirinin altkiumesi
olmak lzere eger,

(a) I, A 'nin bir alt uzayi (vektdr uzayi anlaminda}) ise,
(b) x€EA ve Y€EI oldugunda xy€I ise I 'ya bir idealdir
denir.

Efer T ise I 0z idealdir. Maksimal idealler herhangi daha
biiyiik o6z idealler tarafindan kapsanmayan 6z ideallerdir. Hig
bir 6z idealin tersinir bir eleman kapsamadigini belirtelim.



B -adiger  Dbir kompleks—cebir olmak tzerey A -man~ Bri¢¥ne: bir
$ tasvirine, eger ¥ aynl zamanda ¢arpiml koruyan lineer bir
tasvir, yani,

her X,YER i¢in 2(x).¥(y) = B(Xy) ise,

bir homomorfizmadir denir. % ‘nin cekirdegi (yada sifir uzayi)

$(x)=0 olacak sgekilde tim x€EA elemanlarinin kiimesidir. Bir
homomorfizmanin gekirdeginin DEE ideal oldugunu yine
belirtelim.

1.3.2. Teorem—: Eger A birimli degismeli kompleks bir cebir

ise, A ™Min . -her -6z “ideali- -bir maksimal . 1deal -tarafindan
kapsanir. Eger buna ek olarak A bir Banach cebiri ise, A 'nin
her maksimal ideali kapalidar.

Ispat : Birinci kisim Housdorff Maksimallik ilkesinin hemen
hemen dodrudan bir sonucudur (ve herhangl bir pbirimll degligmell
halkada gegerlidir). I, A 'main bir 6z ideali olsun.

I ' yi kapsayan (kiime kapsamiyla) A ‘nin tum ¢z 1ideallerinin
toplulugu kismi siralil ve M ,P 'nin bir maksimal lineer sirali

alttoplulugu Q —dgindeki- ldeallerinin - birlesimi - dlsun. O
takdirde M bir ideal (ideallerin lineer sirali bir
toplulugunun birlesimi olusundan), ICcM ve MiA dir. QCunku, A
nin birimini kapsayan P 'nin uyesi yoktar. Q ‘nun

maksimalliginden M A 'nin bir maksimal ideali olur.

Eger A bir Banach cebiri ise, M 'nin M kaplami ayni zamanda bir
idealdir. M , A 'nin hig¢ bir tersinir elemaninl kapsamadigindan
ve tiim tersinir elemanlarin kumesi agik oldugundan M+A elde
edilir ve bundan dolayi M 'nin maksimalligi ¥ = M oldugunu
gosterir.

1.4. B6lum Uzaylari ve B6élum Cebirleri

J 'nin bir A vektodr uzaylnin bir alt Uzayl oldugunu varsayalim
ve herbir x€A ile

Fix) = x+J = { x+y:YET } (21)
eskimesini birlestirelim. Eger Xa-Xa€J L8e, ) Lakdirgs
B(X1) = ®(xa) dir. xi-x2EJ ise, ®(x1) N &(x2)=F dir.

J 'nin tim eskiimelerinin kimesini A/J ile gosterecegiz ve eger
X, YEA ve A skalerleri ig¢in;

d(x) + ®(y) = B(Xx+y), A®(x)= B(AK) (22)

tanimlanirsa, bir =~ vektbr : uzayl  olur:.



Jibirs vektr uzayl ofduStnda“(22) 1gienlert 1iyy teninlizdar: tu
anlamda eger;

®(x) goix'y. ye - @Cy) = @ty') ige, g takdairde

LX) T+ Py VHERD X U EAFADEFL) , RIAB (XD ST APRXT ) £23)
dir. Ayni zamanda & , A 'nin A/J 'nin gifir elemani $00)=J Qiv.
Asagida, A 'min sadece  bir vektér uzZayl olmadigi fakat
degismeli bir cebir oldudu ve J 'nin A 'nan bir 0z 1idealil
oldugunu kabul edecegiz. Egjer;

XionenT VeV =yeE g ise,

Xy R e e Y XY )

esitligi x ¥y =xy&d. oldujunu gosterir, Bu nedenle garpma aynl
tarzda A/J de tanimlanabilir:

d(x)®(y) = &(xy) XL NER) 5 51 8 e

Bu  durumda -A/J bir gebirdlir - -ve+9, A" "fAan; cekirde8iid olan A/J
Uzerine bir homomorfizmadir.

Eger A bir e birim elemanina sahipse, o takdirde &(e) A/Jd 'nin
birimidir ve, ancak ve ancak J bir maksimal ideal ise A/J Dbir
cisimdir.

Bunu gérmek igin xEA ve x#J varsayalim ve
I = faxiyrach vy,  yedy olsun.

X€EI oldugundan I, J 'yi 6z olarak kapsayan A 'da bir idealdir.
Eger J maksimal ise, I = A olup, bir a€R ve YEJ igin ax+y = e
dir. O halde @&(a)®(x) = &(e) olup, bu da A/J bir cisim olacak
sekilde A/J 'nin her sifir olmayan elemaninin tersinir oldudunu
ifade eder. Ejer J maksimal dedilse, IZA olacak -sekilde x
yukaridaki gibi segilebilir. Béylece eEI ‘dar. O takdirde &(x),
A/J 'de tersinir degildir.

1.5. B6lim Normlari

A=2man norpmiy bir lineer uzay, o 'Dain- A bin Kapall bir " ait

uzay:r ve &(x) = x+J 'nin yukaridaki gibi oldufunu varsayalim.
[8Cx)|| = InfC Jx+yll : y€J 3 ' (24)

tanimlansain.

Burada f@ex)ff 'nan, B(x) eskiimesi 1icin yer alan elemanlarin

normunun en buyiik altsiniri oldujunu belirtelim.

g

f

i ¢ J
| <n §




A=

Bu -da tipki- - x ‘defn Jd ve uzaklik gibidir. (24) ifadesiyle A/J
de tanimla norma R/J ‘nin bolum normu diyecegiz.
A/Jd G@safidaki 6zelliklerij tagair:

(i) A/J normlu lineer bir uzaydir.

(ii) Eger A bir Banach uzayi ise, A/J 'de dyledir.
(i1i) Eger A defismeli bir Banach cebiri ve J kapali bir o6z
iPdeal "ise o takdirde A/J degismell bir Banach ceblridir.
Bu 6zellikler kolayca gerc¢eklenir:
Eger x€J lise, g@(x)” =-0 dir. fJ ise, ni kapali oldugu
gergegi H@(x)” o Pt s G [~y = % I o G
ﬂA@(x)ﬁ = ]A! ﬁ@(x)g oXaugur atIktir. Efer i, Xa€h T ve €30 ise:

»*yin CHPFEOGO Y + & (1=102) 25)
clacak sekilde y.,Y=2€J vardir. O halde,
ﬁ@(X1+Xz)H < ﬁx;+x2+y1+yzg < H@(XL)H + j|Jgxad || + 2€

ticgen esitsizligini verir ve (i) 'yi ispatlar.

A ‘'nin tam ve (9(Xa)} 'min A/d 'de bir Cauchy dizisgi ' olIdugunu
varsayalim.

” thkmal = Blea e oY C1=120 .2 ) olan bir
alt dizi ve Zi—Xa.6J ve HZ -Za..3f < 27+ __aGaP sekilde =g
elemanlari vardir. Béylece (z;} A 'da bir Cauchy dizisidir ve
A tam oldugundan pz.—z” —w 0 7 kogulunu  saglayan z&R vardir.

®(xn+) 'nin A/J 'de &(z) 'e yakinsadigi sonucu ¢gikar. Oysa bir
Cauchy dizisi yakinsak bir alt diziye sahipse, o takdirde tim
dizi yakinsaktir. R Bdéylece A/J tam olup, dolayisiyla (ii)
ispatlanmis olur.

(iii) ‘'yi“ispatlamak ig¢gin xi,x2€A ve -€>0 segelim ve (25)
gegerli olacak sekilde y.,y=€J segelim.

IQ(X:,Xz)p < !(X;‘Fy;)(Xz"'}’z)” < !IX;"'Y;“ ”Xz*‘)’z”

olacak sekilde (X1+y1) (X2+Y2)EX1X2+d oldugunu belirtelim.
Buna gore (25) ifadesi,

IIQ(XJ.Xz)” < @ (xa) )l I®(xa)ll (26)
i il i o i

esitsizligini gerektirir.
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Sonug olarak, egder e, A 'nin birim elemani ise, (26) 'da xsfJ
ve Xz = € alindigi zaman “@(e)” et elfde e ity Oysa e€d(e)
dir - ve bolim normunun tanimi fj2terj < “e”“= 1 oldggunu
gisterir. Dolayisiyla H@(e)” =1 olup, boylece ispat

tamamlanmis olur.

Bu temelleri elde ettikten sonra, degismeli Banach cebirleriyle
ilgilas-pbazi anahtar gercekleri elde edebiliriz.

Dzha dncekl q9ibi A ‘'nin e birim elemanly dedigmell KOompleks bir
Banach cebiri oldugunu varsayalim. A 'nmin tim kompleks
nomomorfizmalarinin /A kiimesini A ile birlegtirelim. Bunlar A
nin kompleks cisim Uzerine homomorfizmalaridir yada farkli bir
terminoloji ile, 6zdes olarak sifir olmayan, A iizerinde
garpimsal lineer fonksiyonellerdir.

1.5.1. Teorem : Asagidaki bagintilar gegerlidir

(i) A 'nin her maksimal M ideali bir h€ /A 'nin gekirdegidir.
(ii) Ancak ve ancak bir he/ Igin. "RHix) = A ige - XEoix) dir.
(iii) Ancak ve ancak her hEZ& 1TCin-"hix) # 0 ise Xer iR 'da
tersinirdir.
(IV) Her x€A ve hel wedn - RixYeotx) dir.
t¥):- Her ‘x€A “'va ~he Tgin !h(x)} L EPER- T4 ”xg i r

Ispat : Eger M, A 'nin bir maksimal ideali ise o takdirde; A/M
bir cisimdir  ‘ve M %kapali oldugundan (Teorem:1.3.2¢)  “R/MZ-DLIr
Banach cebiridir. Teorem 1.2.6. 'dan dolayi A/M nin kompleks
cisim ilizerine bir 3 -izomorfizZmasi vardirs @&, ¢gekirdegi M olan
A 'nmin A/M Ulzerine homomorfizmasi olmak lizere eger h = jo® ise
o takdirde nel& ve --h¥ ipn gekirdeldi = M =:diyr. ~ ‘Bdylrece (1)
ispatlanmis olur.

Ejer A€c(x) ise o0 zaman x—- Ae‘*tersinir dedildir. O halde YyE€EA
olmak iizere tim (x-Ae)y elemanlarinin kimesi, Teorem 1.3.2 'den
dolayi bir - maksimal  “fdeal” lcinGe ver alan R nmain- bir 02
idealidir.

(1) 6zeligi h(x- Ae) = 0 olacak gsekilde bir DR~ ==Ll var
oldugunu gésterir. h(e) = 1 oldujundan, h(x) = A dir.

Ote yandan, A#U(x) ise, o takdirde bir y€/\ igin h(x- Ae)h(y)=1
sonucu gikar ve dolayisiyla h(x- Ae)30 veya h(x)i A dir.Bbylece
(ii) odzeligi de ispatlanmig olur.

Ancay ve ancak Ofo(x) lse, x tersinir oldujundan (1ii) o6zeligi
(1i) ‘*den ‘crkar.

Son olarak, ¢FY) vert¥)etit): "nin dogrudan -Bonucliaridar. (V)
0zeligi, bir lineer fonksiyonel olarak h' nin normunun en fazla
bir olmasini gerektirir. Ozel olarak, her bir heA siireklidir.



1.6. Uygulamalar

Highir cebirsel kavram icermeyen fakat Banach cebiri
teknikleriyle 1ispatlanabilen, teoremlerin bazi oOrneklerini
verelim.

Iv0it s ‘Teorem " A(UYF; U 'ya kisitlamalari holomorfik olan U
agik birim diskinin U Kaplaml Uzerindekl _ tum surekll
fonksiyonlarin kimesi olsun. fi,...,fa ‘nin, ¥Yz€U igin;

!f;(z)! +...+!f2(z)! 20 (27

olacak sekilde A(U) 'nun elemanlari oldugunu varsayalim. 0O
takdirde;

by

= £.(2)Qu(z) = 1 (z€U) (28)
im=3

olacak sekilde 31,...,9n ACY) vardir.

Ispat : Holomorfik fonksiyonlarain toplamlari, g¢arpimlari ve

duzgin limitleri holomorfik cldugundan, A{U} supremum normlu
bir Banach cebiridir. Tum Zf;ﬁ; fonksiyonlarin J kimesi, 9. ler
A(U) 'nun keyfi elemanlaril olmak tizere A(U) 'nun bir idealidir.
J nin - cACU) 'nun 1 birim elemanini igerdigini ispatlamak
gerekir. Teorem 1.3.2. ' den dolayi bu ancak ve ancak J, AU
nun hig¢bir maksimal ideali iginde degilse gerg¢eklesir. Teorem
SO (i) 'den dolayi, Vi (1<i<n) ig¢in h(fi)=0 olacak sekilde
ACU) 'nun kompleks cisim izerine higbir h homomorfizmasinin
var olmadiginl ispatlamak yeterlidir.

once bu homomorfizmalari belirleyelim. Polinomlaran A(U) 'nun
yodun bir alt kimesi seklinde oldugunu belirtelim. £f€A(U) ve

€>0 varsayalim. f, U \duzerinde diizgin sirekli oldugundan
her Z&U - ictn |f(z(-f(rz)] Cag - Olacak sekilde ‘bir - r<i-—-vardir.
Eger ]rz {1 ise f(rz)_''in geniglemesi z 'nin kuvvetlerinde

yakansar. . O “halde- z€U - 31cin flrz) 'e diizgiin-yakainsar ve . bu
istenilen yaklasimi verir.

h, A(U) 'nun bir kompleks homomorfizmasi olsun. fo(2z)=2z alalim

O takdirde fo€A(U) dur. og(fa) = U 0kdugu ' agiktir: Teorem
: it Y (IV) 'den dolayi h(fs)=a olacak sekilde bir a€U
vardir.. 0O “haloe el 2,8 . i iein htI%a)=a"=ft"=lu) i Ve

dolayisiyla her P polinomu ig¢in h(P) = p(a) dir. h siirekli
oldugundan ve polinomlar A(U) iginde yodun olduklarindanVf€EAR(U)
Lgin h(f) = fin) sonucu CLEEX

(27) hipotezi en az Dbir 1 (1€i<n) damgasi ig¢in lfx(a)l)O
olmasini gerektirir. Boylece h(f:)30 dar.
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Her .. bir heA 7 h(f;)#o olacak sekilde verilen £
fonksiyonlarinin en az birinin karsilik geldigi gosterilmis
oldu ve bu da yukarida belirttigimiz gibi teoremi ispatlamaya
yeterlidir.

15652 Not = : "Bir-“"onteki- ispatitaz A (U 'nun tum maksimal
ideallerini de Dbelirledik. Cunku nerbiri DL NG FX "nin
cekirdegdidir: Eger g€l - igeiive. efer ‘Ma, f{a) = “9" ‘olatcak

sekilde tiim f€A(U) 'larin kiimesi ise 0 takdirde Ma, A(U) ' nun
bir maksimal idealidir ve A(U) 'nun tim maksimal idealleri bu
tarzda elde edilir.

A(U) 'ya genellikle disk cebiri denir. A(U) 'nun elemanlarinin
T birim daireye kisitlamalari C(T) ‘'‘nin kapali bir alt cebirini
clusturur.s R,  C(T) ‘'nin bir midksimal altcebiridir.  Daha agik
olarak, eger AcBeC(T) ve B, C(T) 'min kapali bir altcebiri ise
(supremum norma bagli), o takdirde ya B = A veya B = C(T) dir.
A kesin olarak

m

A
Bhu = o R filarRe T OHel =10 (A== SHEi=3N LD (29)

2T J

0ldugu bu f € C(T) 'lerden olusur. O halde yukarida adi gegen
maksimallik teoremi bir - yaklasim teorenmi olarak ifade
edilebilir

1.6.3. Teorem : gEC(T) ve bir n<0 igin §(n)30 oldugunu
varsayalim. O takdirde her f€C(T) 'e ve her €>0 ‘a
N .
lf(e*’)—IE Pn(e*°)g“(e‘°)‘ < tas2EeT) (30)
n=0q
min)d
olacak sekilde Pan(e*®) = X 8n,x€1%® (n =9k ... %) ¢3))
k=0

polinomlari karsilik gelir.

N

ERpat i E, = Pag= (32)

n=0

geklindekl tum fonksliyonlar Kumesinin C
Oolsun.

C(T) 'deki kaplami

feorem, B = C oldujunu iddia eaiyor. B C kabul edelim. Tum
(32) fonksiyonlarinin kumesi (burada sabit degildir) bir
kompleks cebirdir.
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ifadesini verir. Bu da teoremin hipotezine ayKiridit.
I. Bo6lumin sonunda Wiener 'a ait asagidaki teoremi verelim

o

o6 o4 TaoEen ;. f(es™) =3 Cnein® £37)

-— o0

> e | L Bag ve bet reel 8 icin f(e*®) # 0 varsayalim.

O taktirde X |Y=| ¢ = olmak kosulu ile

= = A et (38)

<o

£(e~")
air.

=y (39)

o

Espat :-A. |

]

normlu (37) 'yi sa8layan birim daire tizerinde tim kompleks £
fonksiyonlarinin wuzayil olsun. A 'nin bir Banach uzayi oldu3u
agiktir. Gergekten, A sayma dlgiumine gdre integre edilebilir
tamsayilar ilizerindeki tiim kompleks fonksiyonlarin 1* - uzayina
izometrik olarak izomorfiktir. Oysa A ayni zamanda noktasal
garpim altinda dejismeli bir Banach cebiridir. QCinkii, g € A ve

gtetr®) = 5 Pbae*r® ise, O taktlirade

fletM)gle*M)—c T (F Ba—nbele*®

n k {

dir ve dolayisiyla

JE9) = = |F caoxde| ¢ T |bx| T |Cn-x| = 2] |3]

n k b 3 n

dir. Sl s
Ayrica 1 fonksiyonu Ahpan - DirimEdar ve fr]] = ¥ 4ar.
Eotet®) e Ein alalim. Q taktirde fo€A, 1/faCEA ve
Boo= .51 83, .o XGEN. JRaT) CEL AR S8R R A TN LEFNERGS
bir kompleks homomorfizmasi ve h(fg) = A ise, ”h” € 1 gergesgi

|A"| = [(fon)[ < "fa“" =1 b= D e 0
gerektirir. © halde |A| = 1 dir. Basgka bir deyigle herbir
h 'a h(fs) = e*= olacak sekilde bir e*=€T noktasi karsilik
gelir. Boylece, h(fa") = @ibac - fontadia) (n = 0301 3 -0 N (40)

dir-.
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Eger £ (37) ile verilirse o taktirde f = I Canfa™ dir.
Bu seri A ‘da yakinsar ve h A ulUzerinde 1lineer sirekli bir
fonksiyonel oldugundan (40) 'dan

BEE) = Eles*) (fEeR) —eldge etliir.

Hipatezimiz, £ in. I hin -hichir noklasinda degersiz olmacigini
dolayisiyla ] R A nin herhangi bir kompleks
homomorfizmasinin c¢ekirdeginde bulunmadigini: ifade eder ve
burada Teorem 1,57} . >fNUn B '‘da tersinir olmasini gerektirir.
Boylece teorem ispatlanmis olur.
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BOLUM II
DEGISMELI BANACH CEBIRLERI

Bu bolumde degismell Banach cebirlerinin Gelfand teorisinin 1ilk
esaslarindan bahsedecegiz.

Bir ~“Banach - cebripin _gyni zamanga -biritesmell bir . cebir .olan
kompleks bir A Banach uzayidir.Bu uzayda garpma V& normun

I < 1) Qs £, 9€R)

esitsizligi ile bagli oldugu I.Béliimde sdylenmisti.
Ayrica - bit bBélimde .elemanlarit x .Ver¥ ler.olarak dejilde f.ve g
ler olarak alacagiz.

Eger her f,g€A igin fg = gf ise,A Banach cebiri degismelidir.
Eger |1}l = 1 ve her f€A icin 1f = fl olacak sekilde 1€AR elemani
varsa, A Banach cebiri bir 6zdeslige sahipdir.

Bu b6liimde sadece 6zdeslikli degismeli: Banach cebirleriyle
ilgilenecegiz ve A 'nin 6zdeslikli degigmeli bir Banach cebiri
oldugunu kabul edecegiz.Ayrica bu bélimde A 'nin tersinir
elemanlarinin bir ailesini de A~* ile gOsterecegiz.

2.1 Izge (spectrum) ve Cbzen

2.1.1 TEOREM : Herhangi bir f€A igin f 'in izgesi kompleks
duzlemin bos olmayan tikiz bir alt kimesidir.(x-f)~* fonkslyonu
f 'in ¢ézenine ait olan A igin, A 'nin analitikligine baglidar.

takpleks Dbip A  S8¥is8l. BOEr Asf - L8ISinlr 18e, L&A, . 'Nin
Gozeni icgindedir. Aksi halde A, f 'in izgesi iginde yer alir.)

Ispat : Buradaki "analitik" so6zcuginun anlami, "“"yakinsak bir
kuvvet serisi ile yerel olarak 1fade edileblilir.”, -acmektir.
Gergekte vektor-degerli fonksiyonlarin analitikliginin

disiiniilebilen herhangi iki tanimi gakisir.

Eger !Al > “f” ise, - N il P L serisi sonsuzda analitik
- n=0

olan bir g(A) fonksiyonuna yakinsar. Dogrudan bir hesaplama,

g(A)(A-f) = 1 vyani g(A) = (A-f)7* oldugunu goésterir. O halde

oGE ) Ifll yarigapli kapala gisk - dcinde :yer :alif.:Ae ‘an

Cézeninin"elemanl oldugunu varsayalim.

b 1 et LN 6 B b e e serisi,

n=0



{ iA—Ao] < l/H(Ao—f)‘ln ¥ giskinde analitik olam. bir  HoX)
fonksiyonuna yakinsar. Ayrica dogrudan bir hesaplama,
hiADus (AN=f)e * oldugunu gb6sterir.

Sonuc: .sodarak - vf in clZenl aCiktir . ye (A-f)s* -itadesi £ 'in
cozeni lizerinde analitiktir.

A izerindekl her sUreklil lineer L. fonksiyoneli icin Lea=-f£)~*?

f. "4 glzZeni Uzerinde A Shan analitik bir.  -fonksiyoni.. olup,
sonsuzda degersizdir. Eger o(f) bosg olsaydi, o zaman L((A-£)"2)
ifadesi Liouville teoreminden dolayil O6zdes olarak sifir olurdu
ve Hahn-Banach teoreminden dolayi (A-f)~* 0Ozdes olarak sifir
olurdu. Oysa, bu olanaksizdir. Bu da o(f) 'in bos olmadigaini
gosterir. Boylece, teorem ispatlanmis olur.

2.1.2. ».Sonlec ;. & Efer- A, . F  in-gozeninin elemnanl ige . ve
0.6 ALaGE)) o ifades han: oftE) e uzaklik sige . 6-taktipge

O CE Y e ”(A—f)'*”
girc.
2.2. Maksimal Ideal Uzayi

A i birs Jeilaeall R-onin baska hicbip - 062 -rdealinde - yver
almazken J ise, maksimaldir. A 'nin maksimal ideallerinin
kimesine A ‘nin maksimal ideal uzayil diyecegiz ve Ma simgesiyle
gbésterecegiz.

2.2.1.  Teorem : Eger J A ‘npin bir maksimal ideali ise, o
taktirde A/J -zkompleks . sayilar  cismine izometrik olarak
dzomorfiktir,

.

Ispat : A 'nin her maksimal idealinin kapali oldugunu I.
B6luimdeki Teorem 1.3.2. 'den biliyoruz.

J A 'nin bir maksimal ideali olsun. J kapali oldugundan, A/J
|£+3]| = inf ( ||f+g| : g€J ?

normu ile bir Banach uzayi olur.
I£g+3) ¢ J£+3) Jg+I  (£.gER)

oldugunu goéstermek kolaydir.

Bbylece A/J degismeli bir Banach cebiri olur. Her g€J 1igin

|t+g]] * 1 oldugundan, ||1+J]] = 1 dir. Sonug olarak, 1+J
ifadesi A/J igin bir oOzdesliktir.

I. Bo6limdeki Teorem 1.2.6. 'dan dolayi, A/J kompleks sayilar
cismine izometrik olarak izomorfiktir. Bu da ispati tamamlar.
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J 'nin A 'da bir maksimal ideal oldugunu varsayalim. A-—s A/J
izdisumui J gekirdekli bir cebir homomorfizmasidair. I. Bdliimdeki
Teorem 1.2.6., A/J 'yi kompleks cisimle ©6zdeslemeye olanak
sajlar. Dolayisiyla J, sifair olmayan kompleks degerli bir O
homomorfizmasinin gekirdegidir. Eger fER ise, 0 zaman
f+3J = At yani i 6,10 ] olacak sekilde kesin olarak tek \
kompleks sayisi olarak @(f) tanimlanabilir.

Karsil oOlarak, e8er ¢ A 'nmin sifir olmayan kompleks. - degerll
bir homomorfizmasi ise ve Ad ¢ 'nin g¢ekirdegdi ise, o0 zaman
A/R¢ Dbir cisimdir ve dolayisiyla A4y A 'da bir maksimal
idealdir.

O halde asajgidaki teorem ifade edilebilir.
2.2.2. Teorem : > Ay eslemesi, ¢ 'nin gekirdegi Ap A 'daki
maksimal idealler ve A 'nan sifir olmayan kompleks-degerli

homomorfizmalarinin bir bire-bir ve uUzerine eslemesidir.

Asagidaki Yardimcil Teorem Ma 1icin bir topoloji tanimlamamiza

olanak verecek: ¢ ‘'nin Birekliligi hakkindaki iddia
Teorem FER T G 'in sonucu olarak gikar. Giinki, lineer
fonksiyoneller ancak ve ancak gekirdeklerl kapali ise
stUrekliidir.

22253 Yardimcy - Teoren ¢ ¢, A 'nin sifir olmayan kompleks-

degerli bir homomorfizmasi o¢lsun. Bu Laktirds ¢ surekiidir ve

”p” = 1 = 1) dir.

Ispat : ¢(1)2= ¢(1) oldugundan ya (1) =1 yada Qt1) = Q@
dir. 1Ikinci hali gozénine almayacaglz. Aksl taktirde ¢ ozdes
olarak sifir olurdu. O halde {(1) = 1 dir.

Eger f€A ve | qf” ise, 0. taktirde A-f -tergihliralr.
Dia- f\¢((A f)‘*) = ¢«i> = 1 bagintisindan, ¢()\ £) £ 0 ya da

P ? elde edlllr. Sonug olarak |Q(£) | lfi ¢ikar. Bu
her €A igin dogru oldugundan ¢ surekll malidir ve
1Pl < 1 dir. ¢c1) = 1 oldugundan, |p] = 1 elde edilir.

Yardaimci Teorem:2:2:3¢  Ma’yil R nin A* eglienik uzayinin birin
kUresinin bir alt kumesl 1le o0zdeslemeye olanak verir. Ma'nin
topolojisini zayif-yildiz topolojigl olarak Tanlmlar. DUrada Ma
A*'dan elde edilir.

Big¥a Dblr aeylgle, Ma‘'daki bir <{({a)} ag1 ancak ve ancak her
$ER iein D tf) d(£) ise ¢ 'ye yakinsar. W E Ma'nin agik
komsuluklarinin bir tabana

MW pE5 i, te 16D = COEMT [BUE-H cE 0 <&, iSHE 3



0

Feklindeks kunmelerle verilir. - Burada EX0L o0y pagitif bir
tamsay:r ve. £3, ... . Inkl dIr,

2.2:4. - Teorem : A 'nan maksimal ' ideal uzayi: Ma, L 80 S o o
Hausdorff uzayidir.

Ispat : ¢(1) = 1 kosulunu saglayan homomorfizmanin zayif-yildiz
jimiti yine sifir  oOlmayan bir homomorfizmadir. O halde Ma

A*ostanbirim yuvarinin zavif-yildirz kapali bir alt kiimesidir.
Alaoglu Teoreminden dolayai A" ‘'in birim yuvarx zayif-yilaiz
trizdEr.. - SonUc- olanal,. | ‘Mx & Tikiedan. f(¢) = P(f) geklinde
tanimlai Ma tizerinde kompleks degerli £ fonksiyonu, f€A ‘'nin
Gelfand donusumudur.

2.2.5. Teorem : Gelfand déniisimii A 'nin, Ma ilizerinde siirekli
fonksiyonlarin bir & cebiri uzerine bir homomorfizmasidir. A
cebiri Ma=man  noktalarinily ayirir ve ‘As-ssabitleri loepir.
Gelfand db6nusuUmi norm-azalandir

1l € 1] (£€R)

E A

T8paL 4 f—es f 'nin bir cebir homomorfizmasai oldugu Ahemen

gergeklesir. Ma 'nin topolojisinin tanimindan her bir 2€R 'nin

Ma  UZerinde siirekli oldugu aciktir. icHer ﬁEMA Cin "¢“ = 1
- - o~ : : A ' -

oldugundan, her fEA Fcin [f(¢)| < ”f“ oldugu sonucu

gikar. O halde,

A
[Ehs ¢ Iy atr.

A 'nin o6zdesliginin Gelfand,dontisiimi, Ma lizerinde bire ¢6zdes
@lan - fonkgiyondur: O -halde, "4 sahitlier: icerir.

A A
Eger her f€A igin_ £(¢;) = £(bs) ise, o taktirde her f€A igin
¢s(£) = g=(f) ve §a = ¢a dir. O halde, & Ma 'nin noktalariny
ayirar.

252565 Tgorem : Eger feA ise, 0 zaman f 'in o(f) izgesi - Ma
izerinde f 'in f£(Ma) deger kiimesi ile cakisir.

Ispat : MA€c(f) oldujunu varsayalim. Buna gére A-f tersinir
degildir. Dolayisiyla (¢ A-f)A ifadesl Dbir 02z  1dealdlir. I.
Bolimdeki Teorem 1.3.2.'den dolayi, A-f 'i igeren maksimal bir
Jeridealie vardyps - Egér-d ¢ e qekirdggi ise, o taktirde
pa-£) = 0 ve £(d> =A dir. O halde AEL(Ma) dir.

A A
Karsit olarak AEf(Ma) oldugunu varsayalim. £($)= A olacak
sekilde (PEMa segelim. Buna gore Q(A-f) = 0 olup,dolayisiyla A-f
tersinir degildir ve A€c(f) dir.
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2.3. Ornekler

2.3: 1. “‘Ofrnek < Fikrz bir X Housderf wuzayl iHzeringe siitekidi
komplex degerli fonksiyonlarin C(X) cebiri olasgan

q £ p = sup !f(x)l EECTR)
i lx XEX 1

supremum normu ile bir Banach cebiridir.

Her x€X, f£EC(X) igin Pa(f) = £(x) seklinde tanimli QuEMocx
degerlendirme homomorfizmasini belirler.

282V Teoren =+ Her ¢€Mo<x> bir x€X noktasinda ¢x degerlendirme
homomorfizmasidir.

Ispat : €EMocx> 'in her bir Q. , x€X 'den farkli oldugunu
varsayalam. O taktirde her x€X icin QP(£fx) = 0 olurken fx(x)#o
olacak sekilde fx<€C(X) vardir. Buna goére, IfK]’ T § SR g
komsulufunda pozitiftir ve

boje= = pcgpEo = 0 dir.
;fx1!2 S o f*nJ’ = g X uUzerinde pozitif olacak sekilde
X1,...,%a€EX secelim. O takbtirde g C(X) 'de tersinidir.

Bu da teoremi kanitlayan ¢(g)=0 & ayKiriair.

Bu teorem X ve Mc(x> 'in homeomorfik oldujunu gosterir. Ozel
olarak ‘' X-djzavai: -C(X): "ITh Hanach  cepirl ~yvyapisiyls tamamen
belirlidir.

2.3.3. Ornek : Sabitleri igeren C(X) 'in herhangi bir diizgiin
kapali A altcebiri yine supremum normlu degigmell blir Banach
cepiridir. - 'Eger A X - if ngktalarani ayairirsa, X——ﬁ,¢x

ealemesi Ma-- 'nin  kapally "bir dlit Kumesi olarak X in -Dbir
gommesidir.

Asagidaki 6zel hal, X 'e ait olmayan nasil maksimal ideallerin
meydana gelebilecegini gbsterir.

Burada A komplex dgurlemds I [z $ 4 3 kapal: barim il
gosterecek. Birim diskin bl& siniex - 4 ! z ! = Yo yeoa i e im
cemberdir. =z ‘' deki polinomlarla b/A' tzerinde  duzgun
Yaklagabilen cp) ‘aaki fonksiyonlarin alt ceblrl pcb) 1le

gosterecegiz.

Bir fec(bl\) fonksiyonunun k. Fourier katsayisi
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ile verilir. Fejer 'in teoreminden dolayi, £
B =T 7. ¥ Th) [ nEY )
fonksiyonlarinin dizgin limitidir. Burada

m

fo = = D hod

k=-—1m

*uH

o TR ot 2 F 2 =gl air .
= =T

Eger Dbir fGC(bZS) fonksiyonunun negatif Fourier katsayilarai
yoksa, o-taktirde: £ Ve On . Z tde  polinomlapdir. Bbylece
fEP(bZl) grr Ayrica, on polinomlari maksimum modiil ilkesinden
dolayi A izerinde, 1¢ tizerinde analitik olan £ 'in ‘ya
suirekli bir f geniglemesine diizgiin yakinsar.

Karsit .olarak, = eger fEC(bZS), igl& Uzerinde analitik olarak Z&
ya sirekli genisletilebilirse o taktirde Cauchy teoreminden
dolayir f 'in negatif Fourier katsayilari yoktur. ©Ozel olarak,
herhangi bir f€P(b/A\) 'nin negatif Fourier katsayilari yoktur.

Bu da bir fec(bA) igin asagidaki ug¢ iddianin esdeger oldugunu
gbsterir

.

(%) feP(bA\)

(%%) : ic[l Uzerinde analitik olarak Z& 'ya siirekli genisler.
(#%*%x) f 'in negatif Fourier katsayilari yoktur.

Her A€/ , A * da P(bA) ' daki fonksiyonlari apalitik
genislemelerinin degerlendirilmesi ile elde edilmis P(bZA\) 'nin
bir ¢& homomorfizmasini belirler. A—> 0, eslemesi 'y1
MpcsA > 'nin kapali bir alt kimesi olarak gomer. 'Y1 Mpccnans

daki gomilmiis goérintisi ile 6zdeslemek adet olmustur.

¢€Mp<bz>> ‘ya keyfi- varsayalim. X '¢(z) olsun. Burada 2

koordinat fonksiyonudur. Iz ]|= 1 oldugundan, [A] €1
yani A€ elde edilir. Ayn1 zamanda, tum p polinomlari 1igin
¢tp(z)) = p(A) = ¢, (p) dir. Polinomlar P(bA) 'da yogun

olduklarindan, ¢ ¢ 1ile cakisir.

Sonug¢ olarak, P(bZA\) 'nin maksimal ideal uzayi A ile gakisir.
fEP(bZX) 'nin f Gelfand donusumu 1913 uzerinde analitik olan £
in 'ya siirekli genislemesidir.
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2.3,4. Ornek : Bir-n tamgayisi icin!@‘®2[0,1] ifadeési,  h'kKere

siirekli tiiretilebilen [0,1] araliginda surekll kompleks-dederli

fonksiyonlarain vektor uzayini gostermis olsun. C¢=2[0,1] uzaya,

noktasal garpimli ve;

Hf”an) R sup ‘f‘k’(t)] normlu bir Banach cebiridir.
il B L S

C*=32[{0,1] 'in maksimal ideal uzaya [0,1] dir.

2.3uBkTOrnek : 0-< o £1  dicin Lipsi0,Yt] ifadesi o mertebeli bir
Lipschitz kosulunu saglayan [0,1] Uzerinde sirekll kKompleks-
degerli fonksiyonlarin kimesi olsun. Lip«[0,1] 'deki norm

| f{8)=£(T) !
ﬁ f ”u = sup ! £(t) ]+ sup
0Lk dd Oisd<til ‘s-ti“

seklinde tanamliaidir. Lipe[0,1] uzayil, c¢arpim:i fonksiyonlarin
olagan noktasal garpimi olan bir Banach cebiridir. Lip-I[0,11
in maksimal ideal uzayi [0,1] dir.

@
g arnek. s ki ”a“ e jan; normu sonlu olan,
iki-kuyruklu a = {@nln=-» dizilerinin kimesi olsun. Eger

a,b€l* ise, a ve b 'nmin c = axb girisimi (convolution)
Cn= - An-—1xDbx
Jo = —co
seklinde tanimlidir. Carpma olarak girisim ile 1* dejismeli bir
Banach cebiridir.

€n€1*, n. girisi ve diger girisleri sifir olan dizi olsun. O
taktirde &7 1* igin Bir- Szdepliktic. Her  w €1I*% .,

a = = an &n seklinde 1* 'de yakinsayan seriyi ifade
edebilir. Burada DR s e i¢in “EReby s & . " b 4
Ozellikle herbir &a. tersinirdir ve En—t= £., tersine

sahiptir. Bundan baska &a= (&) , -® < n ¢ ® dur. Béylece
a€l* igin ifade

a = = anazn

N = —co

olur.Ozellikle & ve &~? 1ri2 g dogure.

Birim modiillii her kompleks A saylsi 1¢in I* uzerinde surekll
lineer QﬁiM;; olacak sekilde ¢A_ ' nin I* uUzerinde garpimsal
0ldugu gergeklesir.



_24_

@eMll keyfi olsun. Buna gdre |¢(£13] 2 Y S ve
1
e . e IDCENERE RSN & BT,
TNy

Boylece O(€:) =A birim modile sahiptir. ¢ S A | T T
% liretegleri izerinde ¢k ile g¢akistigindan , ¢ = ¢A are .

Bu da 1* 'in maksimal ideal uzayinin bAA ael* ‘'in Gelfond
dénusumu; :
aee=®y = = gnBin=® ekt o B SN R G

A
fonksiyonudur. Gelfand dbéniusimiunin 1* cebiri, mutlak yakinsak
Fourier serisine sahip olan. . b Uzerindeki siirekli
fonksiyonlar ailesidir.

2.3 7%  .0Ornek s H bir Hilbert wuzayi.ve_B(H) - H. sUizerinde
siirekli Tineer operatdrler . €ebiri _olsun. O -taktirdae B(H)

IT]| = sup € ||Tx|| : x€H , |x|] € 1 3

normu - ile -bir Banach ie¢@bidir. - BiH) Cc8birl bir 06zdeslige
(6zdeslik operatoriine) sahiptir. Apagik haller disinda, B(H)
dedismeli olan bazi 6zel alteebirleri. vardir. Bu da oOrnegin,
bir tek operatdrle tiretilmigs B(H) ‘'ain herhangi bir altcebirini
kapsar.

2.4. -Shilov. Sainira

A
Eger her ?eA fonksiyonu E Uzerinde maksimum moduller Kkabul
ederse, Ma 'nin bir E altkumesi A igin bir sinirdir.

2.4.1. Yardimci Teorem : R T R S | ya -V My 'nin
A
V=5 |fj(\P )| E SRS i e I e

seklinde tanimll temel agik kimesi olsun. Ya V, A ig¢in her
Sinira rastlar ya da E A igin kapali bir sinir oldugu zaman E\V
A ign kapali bir sinirdar.

Ispat : E\V A ign bir sinir olmayacak sekilde A igin kapali bir
E sinirinin var oldugunu varsayalim. V 'nin A 1¢in her 2inira
rastladigini gostermeliyiz.

A
| £ ||l=\vv< 1 olurken I % [Ma = 1 olacak sekilde f€A segelim. £
Y%%ine uygun bir f™ kuvvetinin konulmasi ile, E\V izerinde
[£f,] < 1 kabul edilebilir.
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¥V lzerinde de AI%?]! < Aesokaugundan, E Uzerindg ve dolayisiyla
Ma lzerinde i ,, £ 1 elde edilir. tUzerinde f 'in maksimum 1
modiline vardigi kumenin V iginde yer aldigi sonucu gikar.
Biylege V, A-igin ' her . sinira -rastiar..Bu-da ¥Yardimcl Teoremi
ispatlar.

Asagidaki teorem Shilov ‘'a aittir.

2.4.2. Teorem : A l¢in tum ¥apali sainirlarin kesigimi Aigin bir
sinirdir
tspat : 6a , A igin tim kapali sinirlarin kesisigi olsun. Ancak

ve ancak ¢ 'nin her U komsulugu igin, Uzerinde f 'nin maksimum
modile vardigi kiime U iginde olacak sekilde f€A varsa, agikga
@ECA dir.

A
fel: ' nini O Qzerinde £l < 1.kosulunu:safladagini. . .varsayalim.
Ma lizerinde If; ¢ 1 pldufunu gistermeliyiz.

A

A, If(¢)] 2 1 kosulunu saglarsa, 0 zaman Ma 'da ¢ 'nin
mel  agik . komsulufu. vardir ki.-bu. A :igin bir kapala
sinirdan’ ayriktir.

A
VigagvanVn tikiz { !f] 2 1 } kimesini oOrten béyle temel
komsuluklar olsun. Yardimci Teorem 2.4.1. 'den dolay:
k
Ma\(U V)
I=1

g N
A igin bir sainirdir. Bu sinar ilizerinde |f| { 1 o0ldugundan, Ma
lzerinde ’ ’ { 1 elde edilir. Bu da teoremi ispatlar.

A igin tiim kapali sinirlarain kesisimine A ‘'nan Shilov
siniridenir ve burada Oa simgesiyle gdsterecegiz. Bu sinir A
'nin en kiigilk kapali sinaradir.

Maksimum modiil ilkesinden dolayi, b/\ gemberi P(A) igin bir

sinirdir. Eger - Aéb/\ ise, 1+Az fonksiyonu yalniz z =A ‘da
maksimum modiil kabul eder. O halde b IR o2 } igin herhangi
bir sinir iginde bulunmaladir. Bdylece, P(A) 'nan Shilov
sinirai ‘nin topolojik siniraidir.

A A
2.4.3. Teorem : Eger f€A ise, o zaman f£f(0a), £(Ma) ‘nan

topolojik sinirini igerir.

A A
spat ,: f(¢), £(da) 'dan pozitif bir 6§ uzakli3inda olurken
(P)EPEf(Ma) o0lacak sekilde QEMa 'nin var oldaugunu varsayalim.



A A
EA—f(¢)l { 6/2 olurken A¢f(MA) olacak sekilde kompleks bir A
sayisi segelim. A-f tersinirdir.

A A
g = (A-f)~* olsun. O taktirde g = 1/(A-£f) dir. ¥ €6a i¢in
|gCW )| < 2/6 nldugundan, g%nﬁAs 2/6 elde edilir. Bununla
birlikte |§({)| > 2/6 dir. Bu geliski teoremi kurar.

2.5. Temel Teorem
Bu kisimda, belirli analitik fonksiyonlarin Banach cebiri

elemanlarina uygulanmasina ait temel bir teoremin ispatin:i
veriyoruz.

A
Y, i i e Teorem — ¢~ fE€h" “glsmn’ My Yo S ) 'nin bir
komsulugunda tanimli ve analit;ﬁ olanA kompleks-degerli  Dir
fonksiyon olsun. O taktirde g = h o f olacak sekilde g€EA
vardir.
Ispat : Cauchy integral formiilii, o(f) 'i gevreleyen uygun bir
T gevresi igin ,
1 ntre)
htzs) = dz {ZaEg L))
2T Z2=2ea

oldugunu ifade eder.
i}
’{

208 " J
n

NiE) (-0 ‘a2

tanimlayalim. Integral bir baya31l Riemann integrali olarak
vardir.

Sonlu Riemann toplamlari ile integrali yaklastirarak

1

peg) = J h(z) (z-pe)-2az

2Ti
o e

A A '
0ldudu goériiliir. Sonug olarak, g = h o £ aar.

neee (dern )

I. Bbliimdeki Teorem 1.2.8.(Spektral Yarigap Formilé> “i Qe
gézdniine alarak asagidaki sonucu elde ederiz :

A
2.5.2. Sonug : f— f Gelfand ddnusumii ancak ve anmcak hes £€3
Iecin e I £ "= ise, bir izometridir.

Ispat : Eger f— f bir izometri ise, Q@ ZTImam
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A A
1= = 1£20 = 1=l= I£4° dir.
Kargit "olarak, eger _her felA igin ﬂf’j = |f“2 ise, 0
taktirde her n 2 1 igin | £22 = || £ |*dir. Béylece,
2 P o ol -
fedo] = f SURNINSer BN B,

elde edilir.
2.6. Kabuklar ve (Cekirdekler

J A 'da bir ideal olmak lizere 'J 'yi igeren, Ma 'daki maksimal
ideallerin kimesine J 'nin 'kabugu denir. Bagka bir deyisle, J
nin kabugu her f€J igin ¢(f) = 0 olacak sekilde tum @EMA 3
lardan olusur.Agikear d 'nin " kabugu-Ma' nip “kKapalil “bir ‘‘alt
kiimesidir.

2:6.1.Tebrem: J, A '"da  kapaiiy Dir  ideal ve B, - d'nin ve
gzdesligin  lineer  gerenl (Spanil - olsun.t ‘takairde B, ~A nin
Kapali. bir altcebridir :ve Ma d'nin “kabujunun -bir ‘“noktaya
bzdeslenmesiyle Ma-'dan-eldeedilir:

Ispat: J ' nin bir 06z ideal oldugunu kabul edelim.Bir Banach
uzayinin sonlu boyutlu bir altuzayl ve kapali Dbir altuzayin
toplami kapali oldugundan, B, A 'nin kapali bir alt cebridir.
Ayni zamanda J, B'de maksimal idealdir.

Her ¢€Ma igin , (¢ ¢ 'nin B ' ye kisitlamasi olsun.O
takdirde , Ma'~-nin M= ig¢ine'stirekli biF tasvirdir:A¢giketa ,aneak
ve “ancak g J “*pin-kabugupna=ait-ise T(¢) B'nin maksimal J
idealidir.Dolayisiyla T, J'nin kabuju disinda bire-birdir.

V €Ma 'nin maksimal J idealinden farkli oldugjunu varsayalim.
O takdirde WY (f) = 1 olacak sekilde f € J vardir. g€ A igin
$(g) = ¥ (gf) tanlmlansin. O takdirde, ¢ lineerdir ve
()=t Adir: Eger g.,g=2€A ise, 0 zaman ¢(g;gz) = \Y (gig=z2f)

= Y (g.ga2f2) = Y (gif) ¥ (gaf) = $(g)(ga) dir. O halde
deMa  dir. Acgikga T(@® = Y olur. Bu da T 'nun Ma 'y1 Ma
lizerine tasvir ettigini gdsterir.

Boylece 1, J 'nin kabugunun bir noktaya Ozdeslenmesi ile, Ma
uzayinin Mam ilizerine siirekli bir bire-bir tasvirini belirler. Bu
tasvir o =zaman bir homeomorfizma olacaktir. Bu da teoremi

ispatlar.

2.6.2. Teorem : J, A 'da kapalil bir ideal olsun. O taktirde A/J
bélium cebirinin maksimal ideal uzayl J 'nin kabugudur.

Ispat : A—- A/J bdlim tasvirinin 6 devrik doénusiimu

(W) = W (£+D) e86h. WeeMs, )
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ile Tanimlidir. 6 'nin istenilen homeomorfizma oldugu kolayca
goriiibr.

R ‘'nin.. bir alt kiimesi olsun, Exnln-gekrerdesl: o F - nin
noktalarina karsilik gelen maksimal ideallerin kesisimi olup,
Cek(E) ile gosterecegiz. Baska bir deyisle Qek(E), %  E
tizerinde deZersiz olacak sekilde f€R 'nin kiimesidir. Agikga
Cekl(E) A 'da kapali bir videaldir.is Ma 'nain bir BE alt. - kiimesis,
egjer E AR 'daki bir ideadin kabugu ise, bir kabuktur.

Kabuklarin sonlu birlesimleri kabuklardir ve kabuklarin keyfi
kesisimleri kabuklardir. Dolayisiyla kabuklar Ma igin bir
topolojinin kapali alt kiimeleri olarak alinabilirler (Kabuk-
Cekirdek Topolojisi).. Kabuk-gekirdek topolojisinde Ma 'nin bir
F alt kimesinin kaplami Cek(F) ‘nin “kabugudur. Bir ¢€MA
noktasi, ancak ve ancak (f) + 0 iken f {Uzerinde degersiz
olacak sekilde bir f€R varsa, F 'nin kabuk-gekirdek kaplamina
ait olmaz.

Kabuk-gekirdek topolojisi Ma 'nin olajan topolojisinden daha
kucuk olagan bir Ti-topoloejisidir (noktalar kapalidir). -Kabuk-
gekirdek -topolojisi, ancak ve ancak kabuk-cekirdek topolojisi
ve Ma 'nin ‘olafan topglojisi caklsiksa, bir Hausdorff
topolojisidir. Bu, ancak ve ancak Ma 'nin her kapali alt kiimesi
bir kabuk ise, meydana gelir. Yine bu, ancak ve ancak Ma
Uzerinde dizenli ise, yani Ma 'nin her kapali E alt kiimesi ve
her (QEMa\E igin E lzerinde degersiz olurken f(¢» + o0
olacak sekilde f€R varsa gergeklesir. Eger bir A Banach cebiri
bu esdeger oOzelliklerinden birine sahip ise, A 'ya diizenli bir
Banach cebiri denir. Diizenli Banach cebirinin 6rnekleri L*(G)
grup cebirleri vasitasi ile verilmistir.

2.6.3. Teorem : Ejer A diizenli bir Banach uzayi ise, o zaman ﬁ
Ma Uzerinde normaldir. Yani Ma 'nin E v& F g9ibl L1K1S Aayrik
glt kimelerinin her ¢ifti igin E lzerinde f = 0 ve F uzerinde
f = 1 olacak sekilde bir f€A vardair.

Ispat : (€A olsun. Oncelikle @ 'nin bir komsulujunda § = 1
olurken, E tzerinde § = 0 olacak sekilde g€A 'y1 bulalim.
h(¢) = 1 o0lacak sekilde h€Cek(E) segelim.

= )
Ve 9EMn ¢ Ny Woad 2 3183

kimesi E 'ye rastlamayan, ¢ ‘'nin tikiz bir komsulugudur.
J, EUW 'nin gekirdedi olsun. Hipotez geregi J 'nin kabuju EUW
dir. Teorem 2.6.2. ‘'den dolayi, A/J 'nin maksimal ideal uzayl
EUW 'dar.

A : ; A
H = h+J esgkimesi, W iizerinde H 2 1/2 iken E lzerinde H = 0 '1

saglar. =z = 0 'in bir komsulugunda 0 ve Ag[ 2 1/2 b MR pir
komsulugunda 1 olarak tanimlanmis kompleks duzlem ilzerindeki ©
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fonksiyonu H ‘nin ¢ 1zgesinin - bir - komsulugunda ‘ analitiktir.

Teofenm 2.5.1. 'den a@6layay, G= 79 .0‘H olacak sekilde

G = g+JEA/J vardair. Yani E izerinde § =20 ve - W HzZeringe

§ = 1 olacak sekilde g€A vardir.
n

F‘

Hin o takizligy gereqgi S Weu Wil  Edizerinde §,= 0 ve W,
=1 :
tizerinde §,= 1 olacak sekilde Ma 'nin Wi,...,Wan alt kimeleri ve

g%, . +,9aC6A balunabilir.

Burada ga.tg9a2-gaiga'nin Gelfand ddnilisimi E {izerinde sifir ve
WiUW2 lzerinde 1 dir. Bu tarzdg devam ederek WiU...UWn Uzerinde

= 1 olurken E iizerinde . £ = 0 olacak sgekilde f€EA elde
edilir. Bbétlece teorem ispatlanmis olur.

2.7. Degisneli-B*-Cebirteri

Bu kagim@a“ X ‘takaz -bir '“Hausdorff uzZaylolmak : lizere €O
cebirlerini aksiyomatize edecegiz. Bunun Foin; bhir ;3
fonksiyonunu onun kompleks f esleniji igine génderen kompleks
eslenikleme operatériniin soyut bir agiklamasinl verecegiz.

A 'nin- bIY aurevi-(Uz aimaj)sagadidakl OZelikleri -saglavan -k
gan-A 'ya bir f-—=T% gperataoriidur

(i) fonz f
(1i) (f+g)=~= fr+g™
(iii) (Nf)m™=X £~
{1Vv) “Cthegre=-pegs

r

Burada f,g€A ve A kompleks sayidir.

fen olmak Uuzere ”f“f“’ = “f"2 kosulunu saglayan bir
f— 5 f* direvi ile degismeli bir AR Banach cebirine degismeli
hir B*- cebiri denir.

2.7.1. Yardimci Teorem : Ejer f—s f* A 'nin bir diirevi ise, o
2aman - 1%="1 dir:

IBPET 1~ 1%=mf e & ifSate x({AE)rapeaki) dir-

2.7.2. Yardimci Teorem : Eger A degismeli bir B*-cebiri ve f€A
ise, 0 zaman “f’" = "fu’ ve "f" = “f“" S P

Ispat - " JE22= Y (£2)2£2) = JUE*EI(E~E) ]} = JI£=£f)°
n i ] n H i i i

= Ifli* olup, dolayisiyla FE] = i£ll* dir. Ayrica

BEJ%= NI £ = jrengen = JE~|* olup, dolayisiyla

£} = ”f“" axyr.



2.7.3. Yardimcl Teorem : A.degismeli bir B*-cebiri olmak iizere
eger f€A f~= f~* kosulunu saglarsa, O zaman Ifl - aair .
Eger géeRA g*= g kosulunu saglarsa, o zaman g reeldir.

Ispat :f* = f~* oldujunu varsayalim.O takdirde ayni zamanda
¢ty =-f dir. Boyléece 1 = !f“f' = Hf“’ ve
1 = I(f"l)*f‘lu = ”f‘1n3 fir. ogtt) ve  -gti=-FT ) ‘ninher

ikisinin de A birim diski iginde bulundudu sonucu gikar.

Bu sadece Rer ACagCE) tein [A| = 1 o0ldugunda meydana
gelir. Yani f birim modiile sahipse gerg¢eklesir.

Eger h herhang00i bir Banach cebrinin elemani ise

A
e A o ;
= serisi e®= e®™ kosulunu sa3layan bir e»
st % 21

elemanina yakinsar. e® tersinirdir ve e ™ tersine sahiptir.

Peeap - hi*dlirevi- Yardaimel Teorem 2.7:.2: ‘den dolayi stireklidir.
sonwo olarak. h€A igin,

IS g i e o Chm)ye
' Lig Bt S AECRCCTE S —_— = P
n=0 nl n=0 ni
ary.;
Bu kez de g*= g o0ldugunu varsayalim. £ = e*9 alalim. ©
taktirde fr= e~isS= e~19= f—12 dir.” "Yardxmel® -Teoremin 11k

yarisindan, o(f) birim gemberin bir alt kiumesidir. O halde o(g)
reel olmalidir. Bu da ispati tamamlar.

2.7.4. Teorem (Gelfand-Naimark Teoremi) : A defismeli bir B*-
cebiri olsun. O taktirde Gelfand donusumu

S

fe=f (f£€R)
kosulunu saglayan C(Ma) ve A ‘nan bir izometrik
izomorfizmasidair.

Teoremin oOnemli kismi, Gelfand dodnusimunin direvi kompleks
eslenik igine tasimasidir. .

Tspat : Sonug 2.5.2. "ve Yardamcl Teor@m "2.7.3.,. 'den duviayi
Gelfand doniusumud A nin COMR)  'nin - "Kepads -bid-A- alt - cebiri

Uzerine bir izometrisidir.

Eger f€R ise, g = (f+f*)/2 ve h = (£-£*)/2i olsun. Buna gére

Pimigeih , g = g™ ye N s~ Tdir.
?Pylgpe ;“=Agﬁ;ih“x olur. Yardimcl Teore 2.7.3. kullanilarak
= gi-ih*=g-ih‘="¢f . elde ‘edilir.
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A A A ~

Bu:.formiil  6zellikle, ~fel ise;: ovBaman ‘£ 'in--f - Kompleks
eslenigininde Anln elemani oldugunu gosterir. , Sabitleri
icerdiginden. ve A, Ma ‘'nin nektalarini. ayirdigindan, Stone-
Weierstrass teoreminden dolayi C(Ma) ile gakismalidir. Bu da
ispat: tamamlar.

2.8. Tikizlamalar

S: bir -topolojik uzay~0lmak ilizere CB(S),, S {Uzerinde sinirli

siirekli kompleks-deferli fonksiyonlarin cebirini gbéstersin.
€BLS)sa@ebiri;

|f]ls= sup |f(s) ]
S€S

normu ve f*= f direvi ile degismeli bir B"-cebiridir.
S iizerindeki fonksiyonlarin bir AP ailesi, f€® oldugunda feF

ise, 6zesleniktir. s # t S 'in elemani oldugunda £(s) e

ake
; : *
olacak gekilde f€# varsa, @ ailesi ayirgandir.

TakaZz-ebif X Hausderff ugavi yeiS=tinXs'ipsyegun dir 7¢(S) alt

kiimesi tzerine siirekli bir bire-bir g tasviri, §S topolojik
uzayinin bir tikizlamasidir.
Srilinher X tikizlamesil: sabitleri igeren yani C(X) 'in § ‘e

kisitlamasi olan CB(S) 'in kapali ayirgan 6zeslenik bir A alt
cebirini belirler. ;

Karsit . olarak A ‘BN, gsabitieri.iceren- CB(S) 'nin kapali
ayirgan oOzeslenik bir alt cebiri oldujunu varsayalim. @
taktirde A, CB(S) 'in bir B*-cebiridir. Teorem 2.7.4. Gelfands
Naimark teoreminden, A, C(Ma) 'vya izometrik olarak
izomorfiktir.

Her s€S elemani s 'de f€A igin
A
f(1(8)) = £(8)
seklinde tanimli T(s) degerlendirme homomorfizmasini belirler.

S 'den Ma igine 7 fonksiyonu, Ma 'nin topolojisinin tanim
geregdi siireklidir. A, S 'nin noktalarini ayirdijindan,
T bire-birdir.

Eger g€C(Ma) ve g T(S) Uzerinde sifir ise, o taktirde g, S
Uzerinde o6zdes olarak sifir fonksiyonunun Gelfand donusumu
olup, dolayisiyla g = 0 dir. O halde 7(S) Ma 'da yogundur.

Ma 'nin S 'in bir tikizlamasl oldudu sonucu g¢ikar. Bu da
asagidaki teoremi ispatlar.
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2aB . b cdeprem . ¢ S bir topolojik uzay olmak iizere, S HER X
tikiziamasi . ve - sablitlieri - deapan =GRS ) “in kKapall ayirgan
bzeslenik A alt cebirleprl arasthda dbijektif bir: eslene vardir.
X tikizlamasi ile birlesmis A éebirdi CB(S) ‘deki

fonksiyonlardan olusur ki bu siirekli olarak X 'e genisler. A
ile birlesmis X tikizlamasi A 'nin maksimal ideal uzayidir.

Bir o6rnek olarak, IR reel eksen ve A,

m

Ly =g ciet=_t
I=1
seklinde trigonometrik polinomlarim IR Uzerinde dizgiin
limitlerinin cebiri olsun. Burada a, 'ler reel ve cC; ‘ler

kompleks deferlerdir. ‘A cebiri-defismelil  bir B*-cebiridir.
Meydana gelen tikizlama reel eksenin Bohr Tikizlamasi adini
alir. By, tikaz bhir topolojik grubun -yapisinl verebilir. Reel
sayilar yogun bir alt grup olarak gémiilmis olur. Oysa IR 'in
gommesi bir homeomorfizma degildir.

2.8.2. Teorem : S bir.topnlojik uzay ve A, sabitleri - igeren
EB(SY “1in kapali ayirrganh-bzesienik bir &lt cebiri aisun.

o IR S Ms kanonik gbtmmesi ancak ve ancak asgag&idaki
kosullarain biri saglanirsa bir homeomorfizmadir

(1> S 'in kapali herbir F alt kumesl ve sS€S\F igin, f|e= =1
olurken f(s) = 0 olacak gekilde bir f€AR fonksiyonu vardir.

(11)_ S .tin-kapali -herbir F alé Kunesl ve . .seb\F-1¢in
f(s)$f(F) olacak sekilde bir f€A fonksiyonu vardir.

Ispat : A = C(Ma) gercgejinden dolayl (i) ve (ii) kosullarinin
herbiri ancak ve ancak S 'in tium kapali F alt kumeleri ve 2&€5\F
igin 7T(s), Ma 'da T(F) 'in Kaplamina ait degilse, meydana
gelir. Bu, ancak ve ancak S 'in herbir kapali F alt kimesi igin
T(S\F), 7(S) ve Ma 'nin agik Ma\T(F) alt kimesinin kesisimi
ise, gergeklesir. Yine bu, ancak ve ancak 7~* surekli 1ise,
meydana gelir. Bdylece teorem ispatlanmis olur.

Topolojik bir S uzayi, eger S 'in her kapalil F alt kumesi ve
BESNF - -icin f|p= 1 olurken f(s) = 0 olacak sekilde S tizerinde

surekli kompleks-degerli bir £ fonksiyonu varsa, timel
diizenlidir. Eger S tiimel dlizenli bir Hausdorff uzayi ise, o
Zzaman  Teorem 2.8.2.. A = CB(S) cebirine uygqulanir. Bu - bizi

asagidaki teoreme goturur.

2.8.3. Teorem (Stone-Cech Teoremi) : S tilmel diizenli  bir
Hausdorff uzayi olsun. O taktirde 5, X 'in Yyojun Dir alt
kimesine homeomorfik olacak sekilde tikiz bir X Hausdorff uzayi
vardir ve S izerinde her sinirli sirekli Kkompleks-degerli
fonksiyon X 'e siirekli olarak genisler.



2.9 1. -Cehiri

S bir kime ve ¥ S 'in alt kimelerinin bir o-cebiri olsun. T,
(S,3) siizerinde: bif  olasalik:leiinid olsun. -¥Yani I, Fehl-s- 1
olacak sekilde (S,X) ulzerinde pozitif bir O6l¢umdiir.

L=(I') -‘Banach ~uzayi, --hpktasal carpimli ve % T tLEET R D))
diirevi ile degismeli bir B~-cebiridir.

Gelfand-Naimark teoreminden dolayi, L=(I'), C(Y) 'ye izometrik
izomorfiktir. Burada ¥, L=(I') 'nun maksimal ideal uzayaidir.

[

A
oo p £ AT s S TS

fonksiyoneli C(Y) iizerinde siirekli bir fonksiyoneldir. Riesz
temsil teoreminden dolayi,

A A
l f dr = [ £ ar e LEtar D
J J 7
placak sekilde Y tizerinde diizenli bir ' Borel 8lgumu vardair.
L= = L=y vyani r=f) = CcY) oldusunu gostermek
istiyoruz.

“X=, E€XI 'nin karakteristik fonksiyonunu belirtsin. A=?*= U=
gldugundan, Gelfand dénisimi X=2*= kosulunu saglar. O halde
A=, Y 'nin kapali ya da agik bir U= alt kimesinin karakteristik
fonksiyonudur.

Kargit -elarak ejer U, . ¥, nin bir kapag alt ktimesi ise,  onun
karakteristik fonksi onuASUreklidir ve dolayisiyla“XeEL=(I') 'nin
donisilimi olmalidir.-X2="Y oldugundan “X3=" ve bir E€X igin
X =Xeg elde edilir. O halde Y 'nmin her kapag¢ U alt kiimesi bir
E€X igin Ue seklindedir.
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BOLUM III
BIR BANACH CEBIRINDE MERKEZLIGE BAGLI KOSULLAR
3.1. Bir Banach Cebirinde Merkezlige Bagll Kosullar I

Bu kisimda A, @ kompleks cismi ilizerindeki birimli bir Banach
cebirini gésterecektir.

3.1.1. Tanim : a€R elemaninin her x€R ve AEC igin,

”x(A—a)“ < "(A—a)x" (1)
kosulunu sagladigini kabul edelim. O taktirde 3 A nin
merkezinde yer alir.

EBSr. - bir K- 21, her xeh ve Al fcin,

“x(A—a)" oK “(A—a)xn (2)

ise, bir a€A elemanina merkezimsidir denir.

Merkezimsi elemanlar genellikle merkez degildirler.

3.1.2. -Nofasyep: ¢ AEN Icin. —a 'nin A ‘'@eki ixgesi oaia)d
olarak yazilacak ve ¢dzen kime, onun timleyeni, Pafa) ile
gésterilecek. A 'nin merkezi Z(A) olarak kulldnilacakdar.
Herhangi bir X Banach uzayi ig¢in L(X), X uUzerinde tum surekli
lineer operatérlerin cebiri olacaktair. K 2 1 igin,

Q(K,A) = { a€Rn : "x(A-a)" K "(A—a)x" . her x€ER, AEC }

Q(R) = U QO(K,R)
K21

yazilacaktir. Béylece, Q(A) merkezimsi elemanlarin kumesidir.
(1) esitsizligi sadece ja(a) ‘da A ‘'nin deQerleri 1ig
kulanilir ve sonuglarin gojuda sadece A'nan bu dejerleri
igerir. Bundan dolayi, K21 igin

-

-

-~
-

AR

Qx(K,R) =  a€R : | x(A-R)| ¢ K||(A-a)x}] ,her xé&.Af}‘i:\ 3
O=(R) = U Q=(K,R)
K21
yazilir ve QO-(A) 'nin elemanlarina o~ Rerkezimsi AT
Ancak ve ancak her x€A, %Ejk(a) igin ,
[(A-R)=2xA-a) ] < K|l

ise, a€Qs(K,A) o0ldugunu belirtelim.



_35_

Tlgili eebir- ‘efer belairtilmishe, 0 Zaman geneilikile fan,
O=(K), vb... yazacagiz.
Boylece Z(A) C Q(A) C Qz(R) dair.

3.1.3. Yardimci Teorem : a€Q-(K) ve Da a 'ya karsilik gelen ig
tirev olsun. O taktirde her x€EA ve Ax,Aa,...,)nEan) igin,

[(Aa-a)~2(Aa-a)~2...(An-a)"*Da?x|| & (K+1)=|x]||

55 g
Ispat : Ispat n iizerinde timevaraimla yapilair.
m=lscin

(X=a) = "Da™X ='}A—a)‘1x(A—a)—x
axr: 3 :
Sonucun W2l ifoin ispatlanmis oldugunu ve XER .
Aaii Ny v e o Anes € plad ol diBUnG YATrSAYALin. © QUNKY,  :1=2;d/. . 5,0

igin a (Ai-a)~*" ile yerdegistirir. Tiumevarim hipotezi geregi
H(Al—a)“l Vo= B S T N ) i D.“*‘xu
=”(An*1—a)‘1 D.((A;-a)"(Az—a)’l...(An—a)‘1D.“x)"

£ tK+1) “(A;—a)‘l(Aa—a)‘l...(An—a)‘iD.“xu

I~

(K+1)=* x|
dir. Boylece, timevarimla ispatlanmis olur.

3.1.4. Teorem : a 'nin -o-merkezimsi oldugunu ve w : A Li(X)
in oc«x>(ma), oala) 'nin sinirina rastlayacak sekilde X Banach
uzayi - Uzerinde A‘tmin - iIndirgenemez - -bir S tasviri o0ldugunu
varsayalim. O takdirde wa bit skaler operatérdir.

tspat : X, x€A ve J€X igin xJ = w(x)J seklinde sol
indirgenemez bir A-modul gibi kabul edilsin. Johnson 'un D1r
sonucundan dolayi, C > 0 sabiti, her x€AR ve 3€X igin

Po-+ @ e 1S )

olacak sekilde = dogrudan siireklidir. Eger a€Q-(K) 1ise, o
taktirde Yardimci Teorem 3. 1 s {den dalayl, her x€R, KEX've
AEan) igin

|A-a)=*paxy|| < ck+DI x| |3 || Qir

Y, her A€p(a) igin (A-a)~?'T sinirli olacak sekilde X ‘in lineer
bir alt dzayidir. Ve, her x€A vel€X igin D.X3§ €Y dir. Ustelik,
herhangi bir bEA ve‘IGY igin Y bir alt-modul olacak sekilde
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ta)y “daki her - A ""1¢in
(A=a)-*b "= (Xx=a) *ba=altAza) " IREelnirly Xaldig: gértiliic.

Cinki or.«x>(wa) , oa(a) 'nin sinirina rastlar,

(A=ma)—?* her Agfh(a) Toif- - LX) ‘de Banirli gegildir. ve
dolayisiyla dizgun sinirlilik teoreminden dolayai Y#X aLtr. %
nin indirgenemezlijinden dolayi, her x€AR ve }EX igin Y=0 dir ve
dolayisiyla Dax, =_.0 olur. Baska bir deyisle wa w(a) 'da
merkezdir ve dolayisiyla ma skaler bir operatérdir.

gl Sonue . Ll A RnInthiyr X Banach uzayl  dginsEdX) an
indirgenemez bir alt cebir oldufunu varsayalim. O taktirde A
A'nin herbir o-merkezimsi elemani skalerdir.

Ispat. A —> L(X) kapsama tasviri A 'nin indirgenemez . bir
tasviridir ve Teorem 3.1.3.'Un spektral kosulu her o-merkezimsi
eleman igin saglanacak sekilde herbir a€A igin ooala)d

Orexs (@) dir. ( doud C 3,y dir.)

K €° e tikiz bir kiime olsun ve ¥  , ‘K’' 'man timleyeninin
sinirsiz bileseni iizerinde =analitik ve sinirli olan tim
kompleks degerli fonsiyonlerin sinifai olsun.,Eger = in-her bl
elemani sabit ise, K 'ya bir Painleve bos kimesi ad:

verildigini belirtelim.

Painleve bos kimelerinin sinifi sifir lineer 6lgumlu tim tikiz
kiimeleri kapsar ve sifir analitik kapasiteli tikiz kimeleri ile
cakigar. :

3.1.6. Yardimci Tedrem : Her p EP , A€EC ve n = 0,1,2, ... iqin.
[Pllnva € 2272 (A-VIP(V) ||a : e ! : .
afr:

Ispat : (i) |A] € 3 27272 oldugunu varsayalaim.

Eger jTh= 2% ime, 0 taktirde

SA=D)p(T)| 2 277=2 |p(r)} dir 6yle ki

[Plless € |IP}n ¢ 2772 [A-VIP(V)|a dir.

(ii) Eger A1 2 3 27272 ise benzer bir disiince,

[Pllasz € 222l A-VIP(V) |lasa € 27°2 [ (A-VIP(V) |a

0ldugunu ispatlar. .

3.1.7. Ornek : k bir dogal sayi olsun. Ju] < i, |v| ¢ 1,
u*3+0, u**1=0 ve her x€C ve AEQ igin jux] < [(\-vIx]l olacak

sekilde O ‘'nin .u ve v elemanlari ve degismeli bir € Banach
cebiri vardar.
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Kurulmasi : Co , u*** = 0 kosulu ile degisen belirli olmayan u
ve Vv 'de € lizerindeki tim polinomlarin cebiri olsun. Bdylece
Co 'in elemanlari po, Pi, ---- ,:Pxr€EP olmak iizere

k
W= = pslviu® (%) geklindedir.

=0

b

"x" i lp=|]= yazilarak C0 'da bir norm verelim. Burada x
%)  'da. verildigig¢ gibidic. It = vl = vl = 1 oldudunu
belirtelim. . Co 'da her x ve y igin |Ixy|| ¢ [jx]] |ly}] oldu3unu
gergeklemek aligsilmig bir hesaptir. ¢ bu norm igin Cg 'in bir

eksiksizlemesi olsun.

BEger x (%) 'daki gibi ise ve AEC ise o taktirde

xX—-=3 K
ux = = Po(v)urc*? ve (A-vix = X ( A-V)pe(VIu® dir obyle ki
=0 > r=0

teorem 3.1.6. 'dan dolaya,

b Tl 8 xR =3

Jux] = X [Peffers $ E 2T AVIPLA(VIfe § 25" fQA-v)x]
=0 =0 5

dir. Bu esitsizlik siireklilikten dolayi C 'de her x igin
gegerlidir. u yerine 2 *"2u koyarak gerekli é6rnek elde edilir.

3.2. Bir Banach Cebirinde Merkezlige'Bagll Kosullar IIT

Bu kisimda, tim lineer uzaylar ve cebirler, kompleks sayilarin
C cismi tUzerinde tanimlanmis olarak alinacaktir. Bir X Banach
uzayi verildiginde, BLEX) X “tizerinde - tlm  ‘sinirll _JiNeer
operatodorlerin cebirini gdsterecektir.

Asagida, bazi O6rnekler verelim

3.2.1. Eger a merkezimsi ise ve oata) sifir analitik .kapasiteye
sahip ise ( 6zellikle ca(a) sayilabilirse ), o taktirde a €MerA

dir.

3.2.2. Herhangi bir merkezimsi a elemani igin, a 'ya karsilik
gelen - Dai¢ tlirevi ¢ Dex = ax:=.%3.kesulu. ile R -dgine A:'nhin
bir tasviri olarak tanimlanmis ) topolojik olarak sifir
gligliidiir, yani p(D.) = 0 dar.

3.2.3. Fger a merkezimsi, x€EA ve MC ise, o taktirde ancak ve
ancak (A-a)x = 0 ise x(A-a) = 0 dar.
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3.2.4. Eger A, bir X Banach uzayi igin BL(X) 'in birimli kapala
bir Rl tpabivy dse wve A, X Uzerinde indirgenemezligi
etkiliyorsa, o taktirde A 'nin her merkezimsi elemanl bir
skaler -operatordlir.

3.2.5. Birimli-Olmayan Cebirler : A birim elemansiz bir Banach
cebiri olsun ve A* = C® A onun birimlestirmesi olsun.

A lizerinde verilen topolojiyi ilireten A* lzerindeki herhangi bir
norm, :

"a+x“ = |a|+"x" (a€C, x€ER)

ya esdegerdir. a€Q(K,A), x€A, a,AEC ve A#Ua(a) olduzunu
varsayalim. O taktirde,

[Catx)(A=a)|| = |aA [+]aa-x(A-a)|
= [aA|+”[aa(A—a)‘1-x](A-a)”
< IGAI+K ”(A—a)[aa(A—a)‘l—x]”
= !aA]+K Haa—(A—a);” $ K |ta-a)(a+x) ||
dir . - Qunkii (A=a)~*aEh air.:
3:2:6. Onerme: a 'n;n A 'da merkeziﬁsi oldugunu vérsayallm. 0
taktirde asagidaki kosullarin ikisinden biri a ‘'nin A* ‘'da

merkezimsi oldugunu sajlamaya yeter

(i) oata) 'nin hig bir yerde yogjun olmadigy O ‘'nin bir
komsulugu -vardir.

(i1):-a->= kim aus @ :3dim g ofacak sekilde X *da  ‘Banirli: ‘bir
(e ) dizipi. Vardie.

tspat : (i) a€Q(K,A) oldugunu ve ca(a) 'nmin { AEQ : |A|<6 } da
hig bir yerde yodun olmadidini varsayalim. Siireklilikten
dolaya, Jih= ‘deki. ' (2) esitsizligi her |[A] $- 6 igin

gegerlidir. Bununla beraber, |A| & 6 igin,

I

"aa—x(A-a) " < la] "a" S G "(A-a)x"

S AaEl) Ial "a" R "aa—(A—a)x"'

2

(K+1)6’*"a"|aAl + K "aa-(A*a)x"

esitsizligi,

[(a+x)A=a)|| € M JaA| + M [laa-(A-a)x| = M .|[(A-a)(a+x) ||
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egitligini verir. Burada M = max(1+(K+1)6‘1”a“, 1) sadrr.
O halde a€Q(M,A*) dir.

(i1) Tium n 'ler igin Jjua] ¢ B olsun. O taktirde A 'daki tiim x
der O ataaky ve n dogal sayilari igin,

”una—x(A—a)“ ”Aun—(un+x)(A—a)”

= IAI # K ”(A—a)(qn+x)”

{7

(K+1)B‘A| - K ”Aun—(A-a)(un+x)”

(K+1)B )| + K [laua=(A-a)x]||
dir. n —s ® giderken, her a,A€C ve x€A igin
Ja=x(A-a)| ¢ (K+1) B |A| + K [a-(A-a)x|
”ca—x(A—a)” £ (K+1) B |aA| + K uaa—(A—a)x“
sonucunu*verir.

(1)7'"dekl §1ibl Nygun bir M pabitisicin
”(a+x)(A—a)” < M ”(A-a)(a+x)" elde edildgi.

Eger A sinarli iki-tarafli bir yaklagsim ©6zdesligine sahipse
Onerme 3.2.6. (ii) 'nin kesinlikle saglandigini belirtelim.

3.2.7. Ornek : Bir A Banach cebiri ve A* 'da merkezimsi olmayan
A 'nin merkezimsi bir a elemani vardir.

Kurulmasi : Ao, x = ae + flea + ap(a) ' %
tipindeki tim bigimsel ifadelerin kimesi olsun. Burada a,f3 €C
ve p @ izerinde bir polinomdur. e? = e , ae = a ve ea?® = a3
tanimlanisiyla Ao 'da birlesmeli bir garpim ortaya ¢ikarilsin.
e 'nin RAo <cebiri igin bir sag birim oldugunu fakat bir sol
birim olmadigini belirtelim.

"x” = |u| |B| + sup |p(z)1 tanimlansin.
|z |<1
Her xi, xa€Re igin |[xaxa] < M |xaf [x=|

olacak sekilde bir M sabitinin var oldudunu gdstermek alisilmis
bir durumdur ki Ao 'daki bu norm bir cebir norma esittir. Bunun

kontrold altinda,

"eap(a)",= |p(0)| + sup |p(z) p(O)' $-3 sup |p(z)|
|z ]£1 | |€1
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olmasi igin eap(a) = p(0)ea + alp(a)-p(0)] olmasi gerektigini
belirtelim. A, bu norma gdre Ao 'in eksiksizlemesi olsun.

Eger x (1) 'deki gibi ise, o takbtirde her €€ icin

”(A—a)x" = |Aa! 4 [AB] + sup l(A—z)p(z)—Bz—a‘ (23
lzlﬁl
olacak sekilde
(A-a)x = ae + fea + al (A-alpta)-fa-c ] esitligi vardar.
- BOylece eger |A| { 1 ise (2) igindeki supremum z = A 'daki

degerden daha kuguk defilken Al 2.1 ise
”(A-a)x” > IAB| + ]A8+a| 2 [al

olacak sekilde

|¢A-adx] 2 Aa] 2 |af ; (3)
dir. O halde her A€C igin |l(A-alx] 2 |« (4)
x(A-a) = (A-a)x + ax - xa ve |ax-xa| = [lea-gea| = 2 |«
dir ve dolayisiyla (4} 'den € igindeki tim A ve Ao igindeki tim

X 'ler.icin
x| ¢ [a-aix] + 2 |e| ¢ 3 [[GA-a)x]
- i o

Sureklilikten dolayi, A igindeki tum x 'ler igin gegerlidir. O
halde a, A iginde merkezimsidir. Bununla beraber,

(e-1)a = ea-a # 0 ve

a(e-1) = 0 oldugundan a 'nin A* iginde merkezimsi olmadigi
aciktar. '
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