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RiTT

Bilim ve teknidin geligmesinde &nemli katkisi olan Kis-
mi ve Adi Diferansiyel Denklemler bugiin Milhendisligin biitiin
branglarinda ele alinmakta olup, bu konuda ¢ok degisik sekil-
de calismalar yapilmaktadair.

tkinci mertebeden lineer eliptik bir denklem olan La -
lace denklemi de bu alanlarda ¢ok kullanilan kismi bir di -
feransiyel denklemdir.

tki de§iskenli

2 + - 0 (2.31)

Laplace denkleminin tarafimdan incelenmesi iki b&liimden o-
lugsmaktadir.

Birinci b&liimde genel olarak ikinci mertebeden Lineer
kismi diferansiyel denklemler ele alinmis olup, bu denklem-
lerin tanimi, kanonik forma indirgenmesi ve siniflandirilma-
s1 lizerinde durularak ili¢ tipe ayrildidi g6sterilmigtir. Hi-
perbolik, Parabolik ve Eliptik olarak {li¢ tipten olusan bu
denklemlerden &zellikle eliptik olani iizerinde durulmustur.

Tkinci bdliimde ise bir eliptik denklem olan ve bu tezin
konusunu olugturan Laplace denklemi incelenmigtir. Iki boyut-
lu olarak ele alinan Laplace denkleminin olugumu, fiziksel
olaylarda kullanimi, kartezyen koordinatlardaki ifadesi ele
alinarak Sinir-DeJer Problemleri olarak adlandirilabilen
problemin g¢&ziimleri incelenmigtir. Analitik ¢6zlim ve defig-
kenlerine ayirma ydntemiyle ¢O6ziimler de arastirilmigtar.

Ayrica bu bdliimde ayni zamanda potansiyel denklem ola-
rak da adlandirilan Laplace denkleminin bir dikddrtgen lize-
rinde, bir slot lizerinde ve bir disk {izerinde baglangig¢ ko-
sullariyla birlikte ¢ozlimleri de verilmigtir.



SUMMARY

In the mathematization of the problems of pure and applied
sciences and those of engineering ordinary and partial differen-
tial equations have been forming the most indispensable means.
On the other side broadness and difficulties involved have made
the mathematical discipline of differential equations the most
favorite subject of mathematicians of our century. Never the
less going on research involving differential equations does
not seem to come to end in sight.

Focus of my thesis is the Laplace's Equation

+ =0 {2.32)
332 3y

In the first part second-order linear partial differential
equations are taken into consideration, in general: their
definitions, reduction to their. canonical forms, their
classification as hyperbolic, parabolic and elliptic types are
outlined. Finally some examples of the elliptic types are
shortly considered.

In the second chapter elliptic type equation of (2.31)has
been studied, its definition,expression in the Cartesion
form, applications in the classical physics are treated
closely, solutions with various boundary values are studied.
Analytical solutions are obtained theis and solutions by means
of the method of separations of variables are also studied.

Moreover in this main chapter, Laplace's equation (also
called "potantial equation") over a region of the type of a
rectangle, of aslot and of a disc are considered, their
solutiors are studied.



BOLOM : I

IKINC! MERTEBEDEN DEGISKEN KATSAYILI LINEER KISMi
DIFERANSTYEL DENKLEMLER

l.1. TANIM

A(x,y)Uxx+ B(x,y)ny-i—C(x,y)Uy i-D(x,y)Ux+ E(x,y)U

b 4 y

+F(x,y)U = G(x,y) (1.1)

diferansiyel denklemine ikinci mertebeden dedisken katsayili

lineer kismi deferansiyel denklemi denilir.

Burada A,B,C,D,E,F x ve y bagimsiz degiskenlerinin fonk-
siyonlaraidar.

1.2. KANONIK FORMA INDIRGEME

(1.1) denklemi

Ax2+ Bxy+ C y2+ DE+ EF+ G = 0 (1.2)
kuadratik ylizeylerinin denklemlerine benzetilebilir.

(1.2) denklemi analitik geometri derslerinden bilindigi
gibi
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A = B - 4AC > 0 ise Hiperbolik
A= B2 - 4AC = 0 ise Parabolik (.3)
A = B2 - 4AC < 0 ise Eliptik

olarak siniflandairalar.

Benzer sekilde (l1.1l) diferansiyel denklemi (1.3) bagin-
tilarina gdre hiperbolik, parabolik, eliptik olarak adlandi -
rilirlar ve uygun doniligslimle kanonik denilen sekillere indirge-
nebilirler.

Gercekten x ve y bafimsiz deJiskenlerinin

E = E(x.¥), n=n (x,v) (1.4)

fonksiyonlarini g&zdniine alalim ve

R T Ui, W W T (1.5)

olduunu varsayalim. Buna gdre Z(x,y) fonksiyonu Z* (E.n)

sekline doniiglir.

Simdi (l1.1) denklemindeki Ux’ Uy’ Uxx' ny, Uyy kismi
tiirevlerini £ ve n cinsinden hesaplayalim.

U gx + HE= N

Ux £ Ny

B, 2l ot BN

U= Uee gi PR Unn"i 0 L v

nyz UEE S gy + Ugu(gx “y +gy nx)+ Unn n, ny + UE Exy
* Uy

2 2
Upy™ Uggliy * W &y * Uy M, # U & + U Ny

Bu tiirevler (l.l) denklemine g&tiiriiliirse
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2 2
(Alx,y) 8" + B(x,¥)E E +C(x,¥)E," ) U

y " T

(2A(x,y)E n, + B(x,y) (F’xny +£ynx) + 2C(x,y) Eyny ) Ugn +

2 2
(A(x,y)n", +B(x,¥)nn_ +C(x,y) n,” U, 4+

Y
(A(x,y)E  + B(X,y) Exy +C(x,y)UEE+ D(x,y) £+ E(x,y) Ey )UE+

(A(x,¥)n  +B(x,y) n__ +C(x,¥) n +D(x,y)n_+ E(x,y)ny)Un+

y Yy

F(x,y) U = G(g,n) (1.6)
bulunur.

A" = Al 6+ B Y EE + Clxy) e,

BY = 2A(x,y) E,n, + BOXY) (Ena£on ) + 2C0x,y) En,

¢ = A(xry)nX2+ fo,y)nxny-l»C(x,y)ny2

%
He =

Alx,y)E  + B(X,y) &xy+ C(x,y) UEE+D(x,y)E + E(x,Yy) &Y
+A(x,¥) n 4 B(x,y)nxy+ Clx,y) nyy+D(x,y)nx

+E(x,y)ny+ Fiz,¥) =~ 8.4%,%)

olarak alinirsa (l1.6) denklemi

- * o e
A Ug€+B Ugn+C Urm s B (E;n;, Uy ,- B An) & EL

seklini alir. $imdi (l1.7) diferansiyel denklemini en basit
sekle getirecek gekilde ¢ve n'yyr segelim. U¢ hal g&zdniine
alinabilir.

* *

I.t ve n'ya A= 0, B® = 0 olacak gekilde segelim.
Alx,y) €2 +B(x,y)E n_+C(x,y)e, % = 0
rod x ’ _xy ' Y2 =

A(x,y) n2x+B(x,y)nxny+C(x,y)ny =0

YaZilag,
2 2

A(x,y)fx + B(x,y)fxfy+-C(x,y)fy =0 (1.8)

baintisini g&zdniine alalim. fx = Ex konursa birinci, fx =ny

konursa ikinci baginti elde edilir.



TiX;y) = C
alinirsa

fxdx + fydy =0
olur. Buradan

N e
o (1.9)

bulunur (1.8) badintisinin heriki tarafai f; ile bd&liinlirse

£x )2+ B(x,y) ( £x

fy fy

A(x,y) (

)+ C(x,y) =0
bulunur. Bu bagintida (1.9) ifadesini yazarsak,

2
A(x,y) (—d-L) - Bix:Y) 45 Cix,y) = 0 (1.10)
dx dx

elde edilir. Buradan

8y B:VB?‘ - -4BC

dx 2A

(1.11)

olarak ¢6ziiliir. Bu ifade diizenlenip integre edilirse

Y = 1 (x)+Cl

Y = ‘Pz(x)+C2

veya
y b3 (pl(x) - Cl
Y -wz(x) = C2
bulunur.
elx,y) = C =
5l .12)
nix,y) = C2 =

olsun.¢ = cl, n= C2 egrilerine karakteristik edriler denilir.
($ekil 1) Bdylece (1.4) doniliglimlerinin gekli belirlenmig olur.



$imdi A= B2 - 4AC diskirminatinin pozitif, negatif ve
si1fir oldudu halleri inceleyelim.

2

a) B - 4AC > 0 ise

Bu sart sadlandigi zaman (1l.10) denkleminin birbirinden

farkli iki gercel kokii mevcut olur.

(1.7) denkleminde A* ve C¥ ifadelerini sifir yapacak se-
kildet n bagimsiz deJigskenleri belirtilebilir. Bu takdirde

>

5" o ge e M, 9 U, U) (1.13)
veya v
8. =2 o YulER, nF 0,50 W) (1.14)
En Bx 1

bulunur. (1.14) ifadesine hiperbolik diferansiyel denklemin

l. Kanonik Formu denilir.

Hiperbolik diferansiyel denkleminin ikinci kanonik for-

munu elde etmek icgin

&+ N =0
L. e 8
dedisken ddniligtlirmesi yapilair, Ug’ Un kismi tilirevler hesap-
lanirsa
Ug = Ua+ U6 (1.345)
n:Ua-UB

bulunur. Hiperbolik diferansiyel denklemin birinci kanonik
formunda bulunan U kismi tiirevi hesaplanirsa

En
Ugﬁ =(Ua&+UaB)an +(Uea'+ UBB)EBn
UEn = Uaa UaB = (UBa - UBB)
UEn = Uaa - UBB (1.16])

elde edili r (1.16) badaintisi (1.14) bajintisina gbtiiriiliirse



a+B a=8

Uaa et UBB = Hz( 2 —-2_-' U, Ua, UB, UG-UB) (1517)
diferansiyel denklemi veya
Uaa- UBB - Hz(a)B' U’ Ua, UB) (1.18)

elde edilir. (1.18) ifadesine hiperbolik diferansiyel denk-

lemin ikinci kanonik formu denir.
b) 82 - 4AC = 0 ise
Bu halde (1.10) denkleminin iki katli k&ki vardar.
B° - 4AC = 0 ise B =%2VED (1.19)

olaxrs

(1.7) denkleminde A = 0 segilir ve (1.19) bagintisi

gbzdbniine alinirsa

»* 2
S TR £ =0
Ag - + 2 VAT Exﬁy + Ey
veya
A" = (VE: +V8 )2 =0
B = v =
yazilir. Buradan
VA gx+VcT gy =0 (1.20)

*

bulunur. B™ egitliginde B 2 VAC yazilirsa

»
B =2( Ag n + V'Rgxgy + VAC EyNx * ngny)

>
B =2 ( VA(VRE, +VCE In + VT ( VEL +VCc ) n )

<
B=2(V'§gx+V'c;YHﬁ nx+\f6ny) (1.21)

olur. (1.20) ve (1.21) badintilari gdzdniine alinirsa B“:O
olur. Buna gdre



* »*

G = H (ﬁ,ﬂ. u, US' UYI)

U ;s HZ (E,n, U' U ’ Uﬂ) (1-22)

3

bulunur. (1.22) ifadesine parabolik diferansiyel denklemin
Kanonik Formu denir.

) B2 - 4AC < 0 ise

Bu halde (1.10) denkleminin karmasik iki kokii vardair.

ay B +t VB® - 4AC
dx 2A
gx_B:V4AC-B2
dx 2A

. > 3 $3:23)
2A 23

dy B 4+ \4ac - B2
dx

(1.23) adi diferansiyel denklemi integre edilir ve

0L+iB:Cl
(X‘iB=C2
bulunur.ve
3
s = Sae (£ +n)
B = —— (g=n)
2i

dedisken ddniigiimi yapilirsa

Ugg-y-Unn = H(E,n, U, U,

£ Un) (1.24)

elde edilir. (1.24) ifadesine eliptik difarensiyel denklemin
Kanonik Formu denilir.



i¢ kanonik formda incelenen hiperbolik, parabolik ve
eliptik diferansiyel denklemleri su isimlerle de kullanilair.

Bir boyutlu dalga denklemi

e

8x2 2 8y2
olup

Utn =.0

kanonik formuna getirilebilir ve hiperboliktir.

Bir boyutlu diflizyon denklemi

kanonik formdadir ve paraboliktir.

Tki boyutlu harmonik denklem

o 2 0 Z

kanonik formda olup ve eliptiktir. Bu denkleme Laplace denk-
lemi denir.

1.3. ORNEKLER

32U 2 32U
1) 5~ = X > denklemini kanonik forma indirgeyelim.

X 3y

Bu halde A=1, B=0, C=-x2 air.
(1.10) denkleminin kokleri +x dir ve (1.11) denklemi
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3 2 T2
=¥V + 2 > SRR Tl -—Z—X
alabiliriz. O zaman “
2%y & | (e - R
3gan 4(&-n) g o€
kanonik formuna indirgenir.
2 2 2
2).;.4 U24.2 9 U + 9 g = 0 denklemini kanonik forma
9X 9Xoy oy
indirgeyelim.
Bu halde A=1, B=2, C= l1l'dir.

(1.10) denklemine kargilik olarak

1 + 20L+0L2 =0 -

ile (b) halidir. Bdylece A=-l'e sahip oluruz.

o T e, n= X4y

alabiliriz. O zaman

kanonik formuna

indirgenir.
BZU e 320
3) 5— + X 5 = 0 denklemini kanonik forma
0% oy
indirgeyelim.

Bu halde (1.10) denkleminin kokleri Al = i, Azz-ix'dir..

E = iy + % xz, n == iy+ % x2

e——

'J.“a.'::'_
02
163> N |

L0
¢ e
b

\3WEQ
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BOLOM 11
LAPLACE DENKLEMI

2.1. TANIM

Matematiksel fizikte rastlanilan Orneklerden eliptik
tipe ait olan Laplace denklemi,

¥ 540 <v2=io+--'<’-7 i (2.1)
oxX= oy -

dir. Laplace denkleminde ortaya ¢ikan ¢ fonksiyonu g¢odu za-
man bir potansiyel fonksiyondur. Bu bakimdan (2 ) denklemi-
ne potansiyel denklemi adi da verilir. Laplace denklemini
saglayan fonksiyonlara genel olarak harmonik fonksiyonlar
denilir.

Bir 6rnekle Laplace denkleminin bir eliptik denklem

oldugunu gdsterelim.

2
xex L Uyy <X

kismi tiirevli diferansiyel denklemini gdzdniine alalim. Ve

Cinsini tayin edelim.

K ag® o G &0 < dx wilkh

1. hal: x > 0 kabul edelim. Yani eliptik halini g&z®niine
alalim.
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ay _ Bz VB% - 4ac 0+ V-4x
dx

2A 2%

E 2x Vx

dy _ 2 VRL . + i
ax

&y .. Véf ve & . ;f; adi diferansiyel denklemleri
dx X dx X
¢bzliliirse

¥ g ZiVT{"'Cl

y= 2iVxX + C,

bulunur.

Y+ 2¥%=2C =€

3§
y-2iV-3<:C2:n
alinarsa
=0+ i =
n=oa-18
veya
1
a = —5— (g+n)
B = —— (g-n)
i &
elde edilir.
{6 —i—
X Bv—x
3 5
U —_ (U, - —U))
- X B8 2Vx B
UY=U0.
g
UYY oo

hesaplanan dejerleri verilen denklemde yerine yazilirsa
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LSS S e R SN e
e .
1 2
vu.. -—0U+ U = X

"o w
U + U - —l— V. #+ x2

elde edilir. Bulunan bu son badinti eliptik diferansiyel
denklemin kanonik formudur.

2. Hal x < 0 ise yani =- 4x > 0 hiperbolik halidir.

dy B +Ve%-4ac 0 +V-ax

dx 2R 2x

- G50 1L T

ax X V=x

oY = e ve . 4 = - = 8 adi diferansiyel .
dx V=% dx V=x

denklemleri ¢&ziiliirse.

Yy =2Vxx~-C

1
Y = 2V:-X‘C2
bulunur.
Y"’ZV‘_X=C1=£
Yy -2 Vx= C2 & n

alinirsa ve Ex, Ey, x, “y tiirevleri hesaplamirsa

Ex = = : {Y = 1l .
& 1
nx— Vo ' l&ll

elde edilir.



14

U, = Ug > P U -

- V=x Vex

-3/2
-1 1 1 1

U, .=U + 20, —— = U —— + —=— (U -U.) (~x)

XX Eg ” En - nm . 5 | Pl

i b AR e

UY € n

Uyy= UEE - ZUEH - Unn

hesaplanan deerleri verilen diferansiyel denklemde yerine

yazilirsa
. - - - B)t-x) w7 x xd
En 5 M 3
4, = -i—(un- Ug)(-x)_l/z v x2
Cep = —i—(Ua - Ug)(-x)_l/z + fz

bulunur. Burada x deJerleri £ ve n cinsinden yazarsak

4
Lo o As=8)
(E-n) 1024

! 5
UEn - T(Un- UE)

elde edilir. Bu son badinti verilen diferansiyel denklemin
kanonik formudur.

2.2. LAPLACE DENKLEMININ KULLANILDIGI F1Z1KSEL OLAYLAR

(a) YERGEKIMI

(1) Cekici bir maddenin ig¢inde ve disinda ¢ekme kuvveti

5, yercekimi potansiyeli adi verilen ¢ harmonik fonksiyonuna
F = gradg (2.2)

esitligi ile baglaidar.



- -

(ii) Boslukta ¢ fonksiyonu v2¢ = 0 Laplace denklemini

saglar.

(iii) Cekici maddenin p yodunlufuna sahip oldudu bir
yerde ¢ potansiyeli Poisson denklemini saglar:

voif =~ dap (2.3)

(iv) Cekici maddenin bir ylizey lizerine dadilmis olmasi
halinde g potansiyeli ylizeyin iki tarafinda ¢l ve ¢2 gibi
farkli deferler alir. Yiizey lizerinde bu iki fonksiyon

g, 3%,

- == = 4qg (2.4)
an on

¢l=¢2’

sartlarina uygundur. Burada ¢ ¢ekici maddenin yiizeysel yo-
gunlugunu, n de ylizeyin 1 numarali b&lgeden 2 numarali bdl-

geye dodru yOneltilmig normalini gdstermektedir.

(v) Izole edilmig kiitlenin bulundugu yerler disinda ¢

fonksiyonunda singililerite mevcut olamaz.
(b) IDEAL BIR AKISKANIN IRROTASYONEL HAREKETI

(i) Ideal bir akiskanin irrotasyonel hareketinde q hizi,

hiz potansiyeli denilen ¢ fonksiyonuna
q = gradg (2:5)
esitligi ile bagladar.

(ii) Kaynak ve kuyu olmayan akiskanin biitiin noktala-
rinda g fonksiyonu V2¢=0 Laplace denklemini saglar.

(iii) Akagkan, lizerindeki tipik bir p noktasinda U hizi
ile hareket halinde bulunan bir rijid ylizey temasta bulunu-
yorsa,

(g=-U) . m®d (2.6)
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olur. Burada n, p noktasindaki normalinin. dogrultusudur.Boy-

lece @ nin gergeklemesi gereken sart,ylizeyin her noktasinda

op .
n = (U.n) aix. (2.7)

(iv) Eger akiskan sonsuzda sukunette ise § — 0 dir.
Fakat z yOniinde bir diizglin V hizi varsa § — 0 sartinin ye-
rini z+.00 ig¢in

g~= V2 (2.8)
sarti alar.

(v) ¢ fonksiyonu kaynak ve kuyu haricinde singiileri-
telere sahip degildir.

(c) ELEKTROSTATIK

(1) E elektrik vektdrii, 4 elektrostatik potansiyeli
olmak {lizere, :

E = - gradg {2:9)
badintisi ile ifade edilebilir.

(ii) @ potansiyeli bos uzayda

Laplace denklemini saglar.

(iii) Elektrik yiiklerinin mevcut olmasi halinde ¢
fonksiyonu

s s (2.10)

poisson denklemini saglar.

Burada p elektrik yiik yodunlududur.

(iv) ¢ fonksiyonu her iletkende sabittir.
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(v) n , iletkene distan ¢izilen normal ise bu iletke-

nin her noktasinda

38

on

==470 (2.11)

dir. Burada 0 iletken {lizerinde ylizeysel elektrik yilik yogunlu-

Judur. Bu yilizden iletken {lizerinde toplam yiik

1 g
4T on

ds (2:12)

dir. Integral iletken yilizeyi iizerinden alinir.

(iv) Sonlu ylk sistemi ile sonsuzda g — 0 olur. Fakat

bir z dofrultusunda bir diizgiin Eo alani mevcut ise, z igin

¢ ~ EOZ (2.13)

dix;

(vii) Izole yiiklerin bulundudu yerler harig, .4 fonksi-
yonu singiileriteye sahip degildir. Bir q yilkiinlin yakininda
# - q/r sonlu bir dedere sahiptir. Benzer sekilde boglukta
bir m momentinin bir ikiz kutbu civarinda g - (m.r)/r3 sonlu-

dur.
(d) DIELEKTRIK

k dielktrik sabitini gdstermek lizere, bir dielektrigin
mevcut olmasi halinde ¢ potansiyeli agagidaki sartlari saglar:

(i) Yiik var ise

div(k.gradg)= - 4mp (2.14)
veya k sabit oldugu takdirde

x V2 g = 47p (2.15)
Poisson denklemini gergekler.
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(ii) Bir yilizey boyunca temas halinde bulunan iki ortam
halinde, bu yiizeyin iki tarafinda ¢ potansiyeli ¢l'¢2 iki
sekil alir, fakat ylizey ilizerinde

3g, g,
g, =%y K = K, (2.16)
on on
dir.
(iii) Bir iletken ylizey iizerinde
R —22. o~ 4no (2.17)
on
dir.

(e) MAGNETOSTATIK

(i) Manyetik vektdr alani H , g magnetostatik potansi-
yeli olmak lizere

H =- gradg = (2.18)
baintisi ile ifade edilebilir.

(ii) Magnetik gegirgenlige u denirse

div (grad ¢) = 0 .. {(Z2.19)

dir. EJer y sabit kalairsa bu denklem

denklemine ddniisiir.

(iii) Ani ortam degisikliginde,
28, %9,

g, =%, 1 ¥y (2.20)

dir, -an

]
=
N

on
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(iv) Bir z dogrultusunda sabit bir ﬁo alani varsa

Zz -0 dken

g -- H.z (2.21)

e sahip oluruz.

(v) Boslukta bir m momentli magnet civarinda ¢-(ﬁ.f)/r3
sonludur. Burada r magnet merkezinden itibaren &l¢iilen uzak-
liktir,

(f) KARARLI AKIMLAR

(1) 3 iletken akim vektdri, ¢ potansiyel fonksiyonu
ile

3 = - ogradg (2.22)
ile ifade edilebilir. Burada o iletkenlidi g&stermektedir.

(ii) ¢ fonksiyonu

div (ugradg) = 0 (2.23)
denklemini veya ¢ nin sabit olmasai

V2¢=0
denklemini saglar

(iii) Belirli bir potansiyelde ylik saglayan bir batar-
vadaki elektrot yiizeyinde ¢ sabittir.

Elektrotta kalan toplam akim i ise

{ sw fo-SE ge (2.24)
ary:

(iv) Iletken ve yalitkan arasindaki sinirda veya bog-
lukta akim mevcut dedildir. Bu yilizden
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og =0
an

(2.25)

axrri
(g) BIR AKISKAN UZERINDE YUZEYSEL DALGALAR

Yercekimi etkisinde bulunan bir ideal akigkanin kiiglik
genlikli dalga hareketlerinin g hiz potansiyeli asagdidaki

sartlari saglar:

(i) ¥° & 5.0
6 s B =
(ii) Serbest ylizey lizerinde
2 2
o g - g 22 T (2.26)
ot oy
(iii) Sabit Kenarlar {izerinde
= o (2.27)
on
dir.

(h) KARARLI ISININ AKIMI

Isinin kararli akimli iletim teorisinde, ¢ sicakliga

zamanla degismez ve asagidaki sartlari saglar.

(1) div (K gradg) = 0 (2.28)

dir. Burada K 1si iletkenligini gdsterir.

Ortamin heryerinde K sabit ise
2
v g =0
Laplace denklemi sadlanir.
(ii) Sinir boyunca 1si akisi mevcut ise

% .o (2.29)
on

dir;
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(iii) Sabit bir ¢o sicakliginda ylizeyden ortama rad-
yasyon gegtiginde

¥+ nig-4) (2.30)
an
dir. Burada h bir sabittir.

2.3. KUTUPSAL KOORDINATLARDA LAPLACE DENKLEMI

£ 2
N e (2.31)
89X oy

Laplace denklemini g&zdniine alalim. Ve
X = r.Cos®, y= r.Sine (2.32)

dedigken doniiglimiinli yapalim.

r=\/x§+y2 , © = arctg ——

X
U(x,y) = U(r.Cos®, r.Sin8) = V(r.e) (2.33)

yazilabilir. (2.33) badintisindan x ve y ba§imsiz de§igken—
lerine gbre ikinci mertebeden tiirevler alinirsa

3%y 2. 3%V  2Sin® Cos® 3V
5~ = Cos © > -
oxX or r 38axr

sin’e azg_ . Sin’® _aw _ 2Sinecess _w

o e x 3 :z &
.34)
2 . :
%0 | gin% My . 2sumecsse ok
3y r @ar

-
go_s.’_s_._q_ m,&‘m-i
e e N x Y < -

(2,35



22

bulunur (2.34) ve (2.35) tiirevleri (2.31) badintisina gdtiirii-

liirse
52y 3o sagrass e Ry allin el b afts
> + -+ 5 N (r—) + gen 5 =
°r ¥ or r EYZ) Toor or o 98~
(2.36)

sonucuna varilair.
2.4. LAPLACE DENKLEMI ICIN SINIR DEGER PROBLEMLERI

Belirli fiziksel fonksiyonlarain tartigsilmasi, analitik
formunu aradidimiz ¢ fonksiyonun V b&lgesinin belirli bir
bdlgesi ig¢inde Laplace denklemini sadlamasina ek olarak ayni
zamanda bu bdlgenin S siniri lizerinde belirli sartlari sag -

lamasini da gerektirir.

Bbyle bir ¢ fonksiyonunun bulunmasini gerektiren her-
hangi bir problem Laplace denklemi i¢in bir sinir de§er prob-

lemi olarak isimlendirilir.

Laplace denklemi ig¢in Dirchlet ve Neumann isimleri ile

bilinen iki esas tip sinir defer problemi vardir.
2.4.1. i¢ DIRICHLET PROBLEMI

Belirli bir V bdlgesinin S sinari {izerinde tanimlanan

slirekli bir fonksiyon f olmak lizere,

S {izerinde
g = £

ve V ig¢inde

kosullarini sadlayan @(x,y,z) fonksiyonunun aranmasi prob-
lemine i¢ Dirichlet problemi denilir. ;
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2.4.2. DIS DIRICHLET PROBLEMI

f fonksiyonu basit bir gekilde birlestirilmig sonlu bir
V bblgesinin S siniri lizerinde tanimlanmis slirekli bir fonk-

siyon ise

V disinda

kosullarini saglayan bir g4(x,y,z) fonksiyonunun aranmasai
problemine dis Dirichlet problemi denilir.

Ornedin, ylizeyin herbir noktasi, tayin edilmis belirli
bir sicaklikta tutuldudu zamanki kararli durumda, cismin
igindeki sicaklidin dagiliminin bulunmasi bir i¢ Dirichlet
problemidir.

Ylizey potansiyeli belirlenmis bir cismin digsindaki po-

tansiyel dadiliminin saptanmasi ise bir dis Dirchlet prob-
lemidir.

Ikinci tip sinir deder problemi Neumann adiyla anilair.

2.4.3. 1 NEUMANN PROBLEMI

Eder f sonlu V bdlgesinin S sinirainin her bir noktasin-
da tek tek tanimlanan siirekli bir fonksiyon olmak lizere,

V ig¢inde
V2 g =0

ve S lizerinde 28 = f
an

olacak sekilde bir ¢@(x,y,z) fonksiyonunun aranmasi proble-
mine i¢ Neumann problemi denir. :
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2.4.4. DIS NEUMANN PROBLEMI

EJer f sinirlandirilmis basit bir gsekilde belirtilmig
V bbdlgesinin S sinirinin herbir noktasinda tanimlanan siirek-

li bir fonksiyon olmak iizere,

V disinda

v2g =0

ve S lizerinde

o8 _ ¢

on

olacak sekilde bir g(x,y,z) fonksiyonunun aranmasi problemi-

ne dis Neumann problemi denir.

I¢ Neumann probleminin ¢&ziimiinlin varlidi ig¢in gerekli

sarti kolayca saglayabiliriz.

Gauss Teoremi

f a_ dS = [ div a ar (2:37)
g " v
de 5 = grad 4 , a = ogf konulursa
on
v grar casiyrailis gs (2.38)
v S an

bulunur. $imdi sinir iizerinde

og

on

= f(p), peSs (2.39)

alinirsa

f(p) ds (2.40)

oy
<]
1SN
(oM
a1
"

n—

olur. Bdylece V2 @ 0 ise S sainari lizerinde f fonksiyonunun
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si1fir olmasi problemin ¢dzimiinlin varlidi icin gerek sart

oldugunu gdsterir ve

J £(p) dS = 0 (2.41)
S

bulunur.
2.5. 1Kl DEGISKENLI LAPLACE DENKLEMI

tkxi dedigkenli Laplace denklemi

2 2
v ulxy) = 23—+ 2% -0 (2.31)
ox oy”

seklindedir. (2.31) demkleminin ¢&zilimii olan ve harmonik
fonksiyon adini tagiyan bir UzU(x,y) fonksiyonunun asagdi-
daki sartlari gercekledigini varsayacagiz.

lo) U(x,y) fonksiyonu bir D b&lgesinin her noktasinda
kendisi ve ilk iki mertebeden tiirevleri siireklidirler
(Regiiler) .

2°) D bblgesinin her noktasinda bu fonksiyon (2.31)

denklemini gergeklemektedir.

Bu iki garti sadlayan her U(x,y) fonksiyonu harmonik
fonksiyon adini tasiyacaktar.

Tki dediskenli harmonik fonksiyonlarin kompleks de§is-
kenli analitik fonksiyonlarla da ilgisi vardir. Gergekten,

£(z) = U(x,y) + iy(x,y) (2.42)

analitik bir fonksiyon olduduna gdre

3u 3V 1Y e (2.43)

= ’ -

ax ax 3y ax
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oldugundan,

olur. Buna gdre bir analitik fonksiyonun gercgel ve sanal
kisimlari harmonik fonksiyonlardir.

2.6. LAPLACE DENKLEMININ ELEMANTER GCOZUMLERI

xoy dizleminde M(x,y); N(a,b) noktalari verildidine
gére

r.2 Nix<a)% + (y=b)* (2.44)
uzaklidinin lagoritmasi Laplace denkleminin bir ¢&ziimiidiir.
U = Logr (2.5}

logr fonksiyonu (x,y) veya (a,b) ciftlerine gbre simetrik
oldugundan, bu sayilardan herhangi birine gdre tiirevi de
bir harmonik fonksiyondur. Bundan baska M, N dodrultusu
ile ¢y agisi yapan bir dodrultuyu L denir. Lnr'nin bu L

dogrultusuna gdre tiirevi de bir harmonik fonksiyondur.
2.7. CEMBER ICIN DiRICHLET PROBLEMININ COZULMESI

Oxy diizleminde, orijin merkezli R yarigapli bir daire
ve cevresi lizerinde verilen bir fonksiyon £(y) olsunlar
(Y kutupsal agidir).

Dairenin gevresi lizerinde,

Ul = £(y) (2.46)

deferini alan ve
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.2 2
20+ 20 oo (2.31)
ox oy

Laplace denklemini dairenin igerisinde ve lizerinde gergek-
leyen, daire iginde siirekli olan bir U(r. ¥) fonksiyonu .
bulmak istenir. Problemi kutupsal koordinatlarla c¢&zecegiz.
O zaman (2.31) denklemi

2 2
1
=0 e e L (2.36)
or r or r oy
veya
2 2
220 20, 20 (2.47)
or or Y
seklinde yazilair.
U= 8(¥).R(x) (2.48)

koyarak degigkenlerin ayrilmasi ySntemiyle ¢&zlim arayalim:
(2.48) ve :{2:47) baglntls}na gbtiirerek,

£24(4) .R" (r)+rd (V) .R' (r)+4" (V) .R(r)= 0 (2.49)
veya #

g"(¥) __ _I’R"(r) +r(R'(x) _ ;2 =

% () R(r)

elde edilir. Bu denklemin birinci yani r'ye badimli olma-
d1g1 gibi, ikinci yani da ¥ 'ye bagimli degildir. Buna g&-
re sabit bir sayiya esittirler. Bu sabiti —k2 ile g&steri-
yoruz. Bdylece (2.50) egitligi iki denklem verir:

4" (V) + k2 W) = 0 (2.51)
2 2
r“R"(r) + r R'(r) -k” R(r) =0 (2.52)

(2.51) denkleminin genel ¢&ziimi

# = ACosky + B Sinky (2.53)
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olacaktair.
(2.52) denkleminin R(r) = r" seklindeki ¢&ziimiinti ari-
yalim: R(r) = " yi (2.52)'ye gbtiirerek

r2 m(m—l)rm—2 - r.mrm-l - kzrm =0

veya

elde edilir. rk ve r-k gibi birbirinden Lineer bagimsiz

iki 6zel ¢&zilim yazabiliriz (2.52) denkleminin genel ¢&ziimi

i (2.54)

olacaktir. (2.53) ve (2.54) ifadelerini (2.48) bagintisina

gotiirelim:

Uk= (AkCoskw +BkSinkW) (Ckrk - Dkr-k) (2.55)

(2.55) denklemi,sifirdan farkli olmak lizere, k'nin biitiin
degerleri igin (2.47) denkleminin ¢&zlmi olacaktir. Eger
k = 0 ise (2.51) ve (2.52) denklemleri

" =« 0 ,~ *rR*" 2. R'(¥) = D
ve buna gbre

U, = (Ao + Boll/) e Dolnr) (2.56)

yazilairlar.

Codziim ¥ nin periyodik bir fonksiyonu olmali, zira ¢
ve Y+27 ye tekabilil eden ayni bir r deferi ig¢in ayni ¢&ziime
sahip olmaliyiz. Gercekten her defa dairenin ayni bir M
noktas: s&zkonusudur. Bu nedenle (2.56) formiiliinde B, =0
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olmasinin gerektidi agikdrdar.

Stirekli ve sonlu bir ¢8zimi daire igipde ariyalim. 0
halde, dairenin merkezinde, rz 0 igin g¢&zim soplu olmali ve
sonug olarak (2.56) formiillinde D = 0 olmas: gerekir. Ve
(2.55) formiiliinde de Dy = 0 olmali, Bbylece (2.56) pip ikipei

yani A_C, carpimina indirgenir. Biz bunu As ile gbsteriyoruz,
Su halde

problemimizin (2.55) geklindeki g¢&zimlerin bir toplami gek -
lindeki ¢&ziimlinii ariyoruz. Toplam, y nin periyodik fopksiyonu
olmalidir. Eger toplamin her terimi periyodik fonksiyon olur-
sa toplam periyodik olacaktir. Bunun igin k tam degerler ol -
malidir. Farzedelim ki efer (2,50) esitligipin taraflarim

x? ye esitlemis olsaydik, periyodik bir fonksiyon bulmamig
olacaktik. Madem ki A,B,C,D keyfi sabitler ve k nin negatif
deferleri yeni dzel ¢tzlimler vermiyorlar, O zaman k'lari

k = 1-203-4&ppnn

pozitif sayilari ile sinirlayabiliriz, Boylece

A »
Dl ¥) = >+ I (B Cosny # B, Sinny) ¥ (3,57)
n=l
olur. € sabiti A ve B, igerisine yerlegtirilpistiy, §imdi
B wve B sabitlerini (2,46) limit gartlayini gergekleyecek
tarzée segelim, (2,57) egitlifine ysR'yi gotiyerek (2,46)
sarta gerefince

e
£ s =51 B infomy # By Moy o 3,88)
elfe ediyoruz. (2.58) Aepklepinin Siugmass igin £0y) fonk-

siyonunun (-7,7) 2relrinde FONFIEF eFisi halinde bir agi-
tams kabul etwesi pF, BB KRLBRYRIRFINID 88 Fourier kat-
say2lari OLRasLH} GRESKELFIF BRDR §RFR, By VB B
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1 ™
An % an _£ f(t) Cosnt 4t
' (2.59)
B (v it fﬂ £(t) Sinnt at
n n

TR o

formiilleri ile tayin edilmiglerdir. B&ylece (2.57) serisi
(2.59) formiillerine gdre tayin edilmis katsayilar ile birlik-
te, efer r ve y ye gbre terim terime iki defa tiiretilebili-
yorsa problemimizin ¢&zimli olacaktair. (2.57) formiiliinli ddnilis-
tlirelim. (2.59) daki kendi ifadeleri ile An ve Bn le yer de-

gistirerek ve bazi trigonometrik doniislimler gercgeklenerek

m © T
Ulr,p)= = s £(t) at+ —— I [E(t)Cosn(t-y) at(D)™
o g T n=l
Tr [}
-+ 7 fw) a+2 1 &)? cosnlt-y)at  (2.60)
27 - n=1

elde edilir. K6seli parantez igindeki ifadeyi doniigtiirelim:

1+2( . Z (%fn Cosn(t-y))= 1+ I (%)n (ein(t-w) + o in(t-y)
n=1 n=1
$f s i e 1" 5 (& otitNy,
5 n=1 " R
r _i(t-y) r -i(t-y)
:l +* R + R
a5l ol EENNERE R - L S
= R e 1 5@
- (52
1-(g)

1-2 —1‘;—- Cos(t-¢)+(—§) :

. . .2

(2.61)

- 2Rr Cos(t-y)+ r?



(2.60) formiiliinde k&seli parantez ig¢indeki ifadeyi (2.61) i-

fadesi ile yer deJistirerek

i 2 2
L s £(e) LS s (2.62)

27 AT R2-2rRCos(t-w)+r

U(r,w):
elde edilir. (2.62) formiiliine Poisson integrali denilir.

Eger f(y) fonksiyonu silirekli olursa (2.62) integrali ile
belirlenen U(r,y) fonksiyonunun (2.47) denklemini gergekle-
digi bu formil ¢Szlimlenerek ispatlanir ve r — R oldudu zaman
U(r,y) — £(¢) olur. Baska bir deyigsle U(r,y), daire igin
Dirichlet probleminin ¢dzimiidir.

2.8.BIR DIKDORTGENDE POTANSIYEL

Matematik fizikte en basit ve en Onemli problemlerden
biri bir dikddrtgendeki Dirichlet problemidir. Basit bir
durumu ele alarak ve sifira esit olmayan iki sinir sarti bu-

lunan bir problemi g&zdniine alalim:

2 2
9 Uz Pt g c B (2.31)
90X oy

dif denkleminin 0 < x < a, 0 <y <b olmak lizere

U(x,0) = £, (x) = (2.63)
U(x,b) = £,(x) (2.64)
Ule,y) = 0 (2.65)
U(a,y) = 0 (2.66)

sinir sartlarini saglayan ¢Ozlimiini ariyalim.

U(x,y) = X(x).Y(y) (2.67)
d8niistimi yapilirsa (2.31) denklemi

ar - X" =0 5 (2.68)

olur. Bu denklem XY ile bdliinerek dediskenlerine ayrilirsa
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(2.69)

elde edilir. (2.63) ve (2.64) homogen dmayan sartlari genel~-
de X veya Y lizerindeki sartlar olmayacaktir. Fakat (2.65)
ve (2.66) homogen sartlari (2.67) bajintisina gdtiiriiliirse

U(o,y) = X(o) .¥(y) = (2.70)
Ufa.y) = X(a) .Yiy). =

olurlar. Bu son iki bagdainta
X(0) = 09, x(a) = 0 (2.71)

olmasini gerektirir. (2.69) denkleminin heriki tarafi sabit'e
esit olabilir. Fakat sabitin igareti belli dedildir. Once
sabitin pozitif olmasina kargilik u2 gibi pozitif bir sabit
secersek (2.69) denklemi iki adi diferansiyel denkleme ddnii-
sir:

X" - 82X = ¢ , (2,72)

Y2 & u2 Y= 0

Bu adi diferansiyel denklemlerin ¢&zilimleri

X = ACosh ux + Bsinhux {(2,73)
Y = CCos yuy + Dsin uy

dir. X(x) fonksiyonunun, (2,71) bagintisinin sinir gartlaraini
saglamasi igin hem A, hemde B sifir olmalidir,

Bu bakimdan sabitin negatif olmasina karsilik oY gibi
negatif bir sabit segersek (2,69) denkleminden,

x* )% ¥y = 0 (2.74)
y* 22 ¥z 0 (2.75)
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adi diferansiyel denklemleri elde edilir. Bu denklemlerden
birincisi sinir gsartlari boyunca bir eigen deder problemi

olarak tanimlanabilir. Bu eigen defer probleminin ¢&ziimi,

X (x) = Sin X x

. 8 (2.76)
Mide » (RE.u2

n = (—;—)

dir. Xn ile kullanilacak Y fonksiyonlara

Yn -8 Cosh Any + bn Sinh Any
seklindedir. a ve bn keyfi sabitleri moment ig¢indir. (2.65)
ve (2.66) homogen sartlari saglayan, XnYn ¢arpiminin (2.31)
potansiyel denkleminin ¢&zilimii oldudu goriiliir. Bu fonksiyonlarin bir
toplami da ayni sartlari ve denklemi saglar. Bdylece U(x,y)
fonksiyonu

U(x,y)= E (anCosh Any + bn Sinh Any) Slnknx k2:1717)

n

1

formuna sahip olur.

(2.63) ve (2.64) homogen olmayan sinir sartlari denk-
lemi heniiz saglamamaktadir. EJer U (2.77) formunda olursa
(2.63) sinir sartlara

nmx
(—

UIR.O) w8 a  Sin )= £(x), o < x < a (2.78)

n=1 a

olur. Simdi Fourier serisinde bir problem tanimlayalim.
a , £ ,(x) in Fourier katsayilari olmaladir. Buna gbre,
n

a
a z~2 | £{x) Sin (=5 &x (2.79)
a o "

yazilar. tkinci sinir gartinin O < X < a olmak lizere

s : nn X
U(x,b)= % (a  Coshi b + b Sinh) b)Sin(—=-)z £, (x)

n=1 a
(2.80)
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oldugu anlasilir. Bu da bir Fourier Serisinde problemdir.
Fakat basit degildir.

a Cosh A b +b Sinh 2. b
n n n n

sabiti f2 nin n ninci Fourier Sinilis katsayisidair. a, blindi-

gine gdre bn asagidaki gibi hesaplanir:

a
a_ Cosh A\_b+b_ Sinh A\_bz —2— [ £, (x)Sin A_x dx=C
n n n n i & 2 n n
C_=-a_ CoshA b
n n n

bn:

(2.81)
Sinh knb

olur. Eger bn nin bu de§eri (2.77) denklemine gdtiiriiliirse

vizd Y e Sinh (nmy/a) a_ (Cosh (2TY)
n=} : D sinh (nmb/a) a

_ Cosh (nmb/a) Siah (Pod)) Bin(522) } (2.82)
Sinh (nmb/a) a s

¢cozlimi elde edilir.

Cn ile ¢arpilan fonksiyonun y=0 da © ve y=b de 1 oldu-
Juna dikkat edilmelidir. Benzer sgekilde a, ile garpilan
fonksiyon ise y= 0 da 1 ve y=b de 0 dir. Bu son belirtilen
fonksiyonu daha kolay yazmanin bir yolu hiperbolik &zdes -
likten kolaylikla bulunabilen

Sinh 2\n(b-y)

{(2.83)
Sinh an

ifadesidir.

Nasil bir ¢dziime ulagildidini gbrmek igin Szel bir &r-

nek alalim ve fl = f2 alarak

2x <
fim 52,00 =0 o

a

.
(2.84)

[S1F o]
[V N1



varsayalam.

_ Sin (aw/2)
Cn — an ——__;i_—_

8_
2

dir. Bu sinmir sartlari ig¢in potansiyel denklemin ¢8ziimii

U(xy)= & T Sin (0w/2) ((Sinh ((nv/a)y)+Sinh ((AN/plRey)))
T n=l n Sinh ((n7/a)b)

.Sin(P2% (2.85)

olur. $ekil 2. U(x,y)= sabit seviye edrilerinin grafigidir.

P-O

> X

Sekil 2

txi paralel kenar {izerinde homogen gartlara sahip olan
bir dikddrtgende Dirichlet probleminin g¢dzlmiinii inceledik.
Genelde, tabiki sanir sartlara dikddrtgen bSlgenin ddrt kena-
r1 lizerinde homogen olmi&acaktxt. Fakat bu daha genel prob-
lem, daha &nce g¢bziilen problemden birine benzer gekilde iki
problem halinde g&zililebilir,

Genel problemi gdzdniine alalaim,

2

V" uUus0

diferansiyel denklemipin o < X < a, @ <y < b olmak lizere



U(x,0) = fl(x)

U =
isapilinr higk (2.86)
U(o,y) = 9, (¥)
Ula,y) = g,(y)
kosullarini saflayan ¢Sziimiinii ariyalim:
Ulx,y) = Uy (x,y) + U2(x,y) (2.87)
olsun. U, ve U2 igin sinir sartlara
2 > 2
v Ul =0 v U2 =0
U, (x,0) = £, (x) Uz(x,O) =0
Ul(x,b) = £,(x) Uz(x,b) =0
Uy{o,y) =0 Uz(o,y) = g, (y)
Ul(a,y) =0 Uz(a_y) = gz(y) (2.88)

olarak belirtilebilir.

U, + U, nin (2.86) denklemleriyle ifade edilen orijinal
problemin ¢&ziimii oldugu agiktir. Keza Ul ve Uz fonksiyonla -
rindan herbirinin paralel sinirlar {izerinde homogen sartla-

ra sahip oldudunu U1 i¢in zaten saptamigtaik.

Diger fonksiyon ise

An Sinh unx + Bn51nh un(a-x))

Uz(x,y)= I sin(u )y (

n=1l Sinh una
(2.89)
formunda olacaktir. Burada My = nn/b ve
2 b
An =5 / gz(y) Sin e 4 dy
g (2.90)
2 :
= = d
B, =% S g9y(y) Sin wy d,

o
air.
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U1 ve U2 ile ilgili problemlerde dedigkenlere ayirma
yontemi uygulanir. Clinki dikddrtgenin paralel kenarlari ii-
zerinde homogen sgartlar,

U(x,y) = X(x) . Y(y)

déniliglimindeki carpanlardan biri {lizerine déniigtiiriilebilir.

2.9. BIR SLOT DA POTANSIYEL

Potansiyel denklem 1s1 ve dalga denklemlerinde oldudu
gibi sinirlandirilmamis b&lgelerde de g¢gbziilebilir, ITlgili
- b8lgenin yaraim bir diigey serit veya bir slot olmasi halinde
asagidaki problemi g&zdniie alalim.

0O < X < a, o< y olmak {izere

diferansiyel denkleminin

U(x,0) = £(x)
Ulo,y) = g,(y) (2,91)
U(a'Y) = 92 (Y)

kosullarini sa§layan ¢bziimiinii arayalim,

Her zaman oldudu gibi U(x,y) fonksiyonupun y-—,« iken
sanarla kelmesiny isteriz,

Degigken ayirimini yapmak igipn problemi iki problem
haline ayarmaliyiz:

vixy) = Yy 5y ¥ U;l¥,v) (2,92)
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olsun. Cozlilen problemi sadlayan, iki probleme ayirabiliriz.
0O<x<a ve o<y

olmak {lizere

2 2
\Y Ul = 0 \Y U2 =~

Ul(x,O) = Lix) Uz(x,o) =0

0

Ul(OIY) - 0 Uz(OIY) - gl(Y) (2.93)
Ul(a,y) =z 0 U,(a,y) = g, (¥)

yazilir. Problemi Ul ig¢in
Ul(x,y) = %) .. %W (2.94)

formunu kullanarak ¢6zebiliriz.
n n
X X . (2.95
olur. Denklem X igin,
" 2
X" + 2’X =0 (2.96)

dir. Burada xz sabitinin igareti, X(x) c¢arpani ilizerinde ho-
mogen sartlara sahip olan ve x=0, x=a i¢in X(o) = 0, X(a)=0

sinir kosullari ile saptanmigtar.

(y=o boyunca saglanan sartin keyfi bir fonksiyonla tanimla-

nan x in fonksiyonlarini gerektirdigini gdriiriiz)

Xn(x) fonksiyonlari ve eigen deferleri

X_(x) = sin (30

B ke .2 (2.97)
A2 = (3

olarak kolaylikla ifade edilir. Denklem Y igin

y" - A2 ¥ = TS R e (2.98)
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dir. Bu diferansiyel denklemin saglanmasina ilaveten Y,
y—*iken sinirli kalmalidir. Denklemin ¢&zilimleri e'->\y ve
e_>‘y dir. Bunlardan birincisi.sinirlandirilmistir. Bdylece

Yn(y) = exp (-Any) (2.99)

dir. Sonug¢ olarak birinci problemin ¢&ziimii

n o8

Ul (XIY) =

a_Sin (ggz) exp (Z2LY) (2.100)
n

3 a

olarak yazabiliriz. a, sabitleri y= o daki sarttan sapta-

nir.

Ikinci problemin ¢&zimii biraz farklidir. Tekrar
U, (x,¥) = X(x) . Y(y) (2.101)
carpim formunda ¢dziimler i¢in Laplace denklemi

fein obitie R0t (2.102)
X Y

, olur. Burada ayrisim sabitinin igaretini birinci haldekinin
ters isaretlisi olarak segtik Y ilizerinde istenenler, Y (0)=0

dir ve Y nin y—«igin sinairli kalmasidir.
"yl (2.103)
™o yu-¥-=2:0 5

diferansiyel denkleminin bu sartlari saglayan X ¢&zimiiniin

biitin y > o i¢in gegerli ve
Y(y) = Sin wy (2.104)

seklinde oldugunu kolayca buluruz. X diferansiyel denklemi-

nin ¢ozilimi ise

Sinh ux . p Sinh u(a-x) (2.105)

Xix)= A R
Sinh ua Sinh ua
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dir. Dikddrtgende Laplace denkleminin ¢dzilimlinde edindifimiz
tecriilbeden dolayi bu 8zel formu sectik.

U silirekli bir parametre oldufundan, elde ettifimiz
¢dzlim du ile garpilip o dan = kadar integre edilirse

Uy (x,y)= S ( A(n) SRR EX g5y Sinh V(@TX) ) ginuy gy
o Sinh ya Sinh ya

(2.108)
elde edilir.

X = 0 ve X = a da homogen olmayan sinir sartlari eder

==}

J B(u) Sin uydw = g,(y), o <y (2,107)
o

Uz(o,y)

=<}

/ A(p) Sinuydy = gz(y) 0 <y (2,108)
o]

Cz(a,y)
ise sac¢lanar.

2cik olarak bu iki denklem Fourier integral problemleri
oldudundan A(:) ve B(up) katsayilarinin nasil saptanacadi bi~-

linir.

Laplace denklemi bir gerit (o < x < a, == <y < =),
ddritebir diizlem (0 < %, © < y) veya bir yari dlizlem (o <x,
-= <y < =) {izerinde de gbtzililebilir,

Her sinir gizgisi boyunea, bir sinir sarti konur ve
cozimin gézénline alinan bblgenin sinir kisimlarinda sinirl:
kzlmas: istenir, Genelde biy Fourier integrali bu gBzlmde
¥ullanilir, Glnkil ayrigim sabiti burada ikinei problem de
oldugu gibi siirekli bir parametyedir,
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2.10. BIR DISK DE POTANSIYEL
2 2 2 g . " Lo
X~ + y < c¢” dairesel diskinde potansiyel denklemini
¢ozmek istersek dodal olarak o < r <c ile tanimlanan diskte

r, 6 kutupsal koordinatlari kullanmak dodaldir.

Disk lizerinde Dirichlet problemi

2
= 2 —éf— ( A ) + % ] ; =0 Oo<¢<r<c
. 4 or or r ELS)
-T <0 < .1 (2.109)
v(ic,®) = £(8), -T <@ <7 (2.110)

dir. Cilinkli gergekte 6 ve © +2¢r ayni agiyi gbsterdigi ig¢in
©, -1 den m ye kadar olan aralik i¢in sinirlanir. Ancak
kullanmakta olduumuz mantifa gbre © = ¢ bir sinir degildir.
Clinkl sinir bu noktada vyi etkilemez. Yanlis sinir tanimlama-
nin v de ve tlirevlerinde bir slireksizlie sebep olmayacagini

gbstermek icin -

vir,n) = vir,-n) O T2 0 (Z.111)
oV v
(r,r) = {r;i=n) - <cr e £2.312)
ELS) BIS)

denklemlerini yazalaim.

Sirali bir sekilde © yi herhangi bir deJer olarak kabul
edebiliriz. Fakat v (r,8) ve f£(8) yi1 21 periyodlu, 6 yi da
periyodik olarak kabul etmemiz gerekir.

v (r,8) = R(r) e(e) (2:113)

kabul ederek deJiskenlere ayirabiliriz. Potansiyel denklem

e R'} © 4 % R 6" = 0 (2.114)
4 o :
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olur. Bu denklem R ©/r? ile bd&liniirse

E0Bed o punfecsne # (2.115)
R C]
seklinde dedigskenlerine ayrailair. Agik olarak iki sinir gartai-
nin ¢dzimlerin bir lineer kombinezonu ile sajlanmasi gereke -
cektir. Bu ylizden 6"/8 =- A% segeriz. (2.111) ve (2.112) sart-
lari 6 lizerindeki sartlar olacaktir. R ve 6 fonksiyonlari ig¢in

6zel problemler

2

e" + " =0 g < % (2.116)
@ (-n) =0 (n) {2.317)
O'(-7) = ©8"'(7m) (2.118)
r(rR')'-AZR =0 & < F T {21199

dir. (2.116) denklemindeki ¢&zilimlerin hepsi

8(8) = A Cos 26 + B Sin 28 (2.120)
formuna sahiptir. (2.120) denklemindeki © fonksiyonu yerine
(2.117) ve (2.118) denklemlerini yazarsak ve Sinlis ve Cosinls

6zelliklerini kullanairsak

A Cos An- B sin Ans A Cos An+ B Sin in {3l )

AA Sin )7+ )AB Cos An== A A Sin An+ ) BCOs Am (2.122)
elde ederiz. Basit bir iglemden sonra

B Sin »n = 0 (2.123)

2A Sin (7= 0 (3.3124)

sekline indirgenir. Hem A hemde B sifir olmamalidir.Bu durumda

© sifir olacaktir, BOylece

A=z0 sl
) = 112100 e = Cos XQ V.yl al“ A.

olasiliklary meveut olur,
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Simdi k2 = 0 eigen deJerini © = 1 eigen fonksiyonuna ve
Anz = n? (n=1,2,3,...) eigen dederlerinin iki badimsiz eigen
fonksiyonu olan Cosn® ve Sinn® ya karsi geldigini bulduk. De-

giskenlere ayrilmasi sonucunda R igin elde edilecek denklem,

r’R" + rr' - n’R Che e b S e - . (2.125)

olur.(2.125) Diferansiyel denklemi Cauchy-Euler diferansiyel
denklemidir. Ve R(r) = r® seklindeki ¢dzlimlere sahiptir. Bu-

rada o bir sabittie.

R"-.::v.(on-l)ra-2

degerlerini (2.125) denkleminde yerine yazarsak

(a(a=1)+ a—nz)ra £ 0 -8 F € (2.126)

denklemi elde edilir. r® sifir olmadigindan, parantez ig¢indeki

sabit ¢arpan sifir olmalidir. Yani o= + n olmalidar.

Diferansiyel denklemin genel ¢&zimi r" ve r'® nin bir
kombinezonudur. Ancak son belirtilen durumda r sifira yaklag-
tikta sinirsizlasir. Bu ylizden Rn(r) = r" kabul ederek bu L

zlimden vazgegeriz.

n = 0 5zel halinde iki ¢&ziim sabit fonksiyon 1 ve 1lnr dir.
Logr den r= 0 igin -« oldujundan vazgegilir.

$imdi ¢6zlmii birlestirmiz oluyoruz.

ro. * ®21; rn Cosn®, rnsinne

fonksiyonlarinin hepsi Laplace denkleminin g¢&zilimleridir. Bu
yiizden bu ¢&zlmlerin genel bir lineer kombinezonu da bir ¢&-
ziim olacaktir. Bdylece v (r,8)
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v(ir.8) = a_ + ; anrn Cosn® + : B " Sinn® (2.127)

n=1 n=1 -

formuna sahip olabilir. r=c gergek sinirinda, sinir sarti

v(c,8) = a  + ch(anCOsne + b Sinne) = £(6)
- ¢ 6 <1 (2.128)

olur. (2.128) esitligi

l m
a = ; f£(8) ae
o)
27 -7
l m
A = J/ £(8) Cosn® de (2.129)
mC =%
1 -3
b = / £(8) Sinn& de
n n
gL -7

formiillerini almak suretiyle ¢&zlilebilen bir Fourier Serisi
problemidir. Bdylece Lavlace denkleminin ¢&ziimiinii (2.127)
denklemi formunda elde ettik. f(r,8) fonksiyonunun bazi Snem-
1li 6zelliklerini gbrebiliriz. Dzellikle

F g -
v(0,0) = a.= ;] f(8) @ = — [ v(c,8) d® (2.130)

Y A Y. W

y1 elde ederiz. Bu bir diskin merkezindeki Laplace denklemi-
nin ¢8zlimiinii diskin kenarlaraindaki deJjerlerin ortalamasina
esit oldujunu gdsterir. Ayni zamanda © ve ¢ arasindaki her -
hangi bir r igin
l m
v(0,0) = J v(r,8) de (2.131)
2n -

denklemini de gdstermek kolaydir. Potansiyel denklemin ¢Sziim-
lerinin bu karakteristidi, ortalama deder 5zellidi olarak i-
simlendirilir. Ortalama dejer 6zellidi maksimum prensibini
ispatlamak igin yalnizeca bir adimdir. Fonksiyon sabit olmadik-
¢a bir fonksiyonun ortalama dejeri minimum ve maksimum arasin-
dadir. Ortalama dejer maksimum veya minimuma esit de olamaz,
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2.11. DUZGUN IKI BOYUTLU ISI AKISI

Basit bir iki boyutlu durumda Laplace denkleminin ¢&ziimii-

ni gdstermek ic¢in asadidaki problemi g&zdniine alalim:

X=z20, X=83; y=0 , y = » dofrulariyla sinirlanan ince
bir plak kabul edelim. (Sekil 3).

A
v=0 S V=0
> X
Vv =F(x)
Sekil 3

Yy = O kenarinin sicaklidini zamanla sabit ve F(x) fonk -
siyonu ile verildigini diisiinelim. Diger kenarlardaki sicaklik-
lar daima sifir olsun. Pladin diger ylizeylerinden isinin kaga-
madigini ve baslangi¢ sartlarinin etkisinin sona erdiini kabul

edecegiz.

Sicaklik her yerde zamandan badimsiz olsun. Pladin ig¢in-
deki sicakligi saptamayi isteyelim. Problem dlizglin iki boyutlu

1s1 akislaraindan biridir.

Homogen bir kati icindeki sicaklik dagilmasi v fonksiyo-

nunun

3V
ot

2 2

= h VAR (€:332)

denklemini sagladigini biliyoruz. Burada h2 maddenin dagila-
midir.ve bir sabittir. Hipoteze gdre y sicaklidi t zamanina
bagli olmadigindan
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v
T 0 {2:133)

elde edilir. Gergekten

V=0 V=0 v=0 v=F(x) (2:134)

X=0 X=S Y= o y=0

dir. Bdylece (2.132) denklemi (2.134) sinir sartlarini sagli-
yacak

: o (2.135)
3x 3y '

denklemine indirgenir. Bu (2.135) denklemini ¢&zmek igin

V= Fl(x).Fz(y) £4:138)
formunda bir ¢&ziim arariz. Burada Fl(x) sadece x in, Fz(y)
sadece y nin fonksiyonudur.

(2.135) ve (2.136) bagintilaraindan

2 2
d°F d°F
F,(x) dx Fy(y) dy

elde edilir.

Simdi x deki bir degigiklik sag tarafi,, y deki bir degi-
siklik sol tarafi dedigtirmeyecektir., Bu ylizden (2,137) ifade-
sinin heriki tarafi da x ve y den bajimsiz olmali yani bir sa-
bite egit olmaladar, -k2 gibi bir sabiti kullanalim, (2,137)
denklemi iki denkleme ayrilar,

2 2
ap a’p
—t 5 k%7, ve ;'Tl = X°F, (2,138)
dx Yy

Dejigkenlerin ayrilmasi matody dive isimlendirilen
(2,138) denklemleri sabit katsayili lineer diferansiyel denk-
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oy

lemlerdir. Ve ¢dzlmleri

P, 5 C Coskx + C. Sinkx
r. & aind 8 r Kargsiik bir glizsta varsd (2.139)
F, = c3ek¥.f C4ei#y - :
(2.139) ve (2.136) bagintilaraindan
e £ P S
v=(C Coskx + C,Sinkx) (Cye rEL Y ;

coslinl elde adi 2
g Y(ACoskx 4 BAnks) & eky(n Coskx + N Sinkx) (2.140)

3

elde ederiz. Burada A,B,M,N keyfi sabitlerdir. -

;imdlzbuggﬁzﬁmﬁnn(zﬁiiﬂi sinir gartlarini sagladigini
gbsterilim. Tlk durumda y sonsuz iken sicaklik sifirdir.

m iiir. Bu § igin Ralferange Sinls aerisidic. 3 katse-

=0 e = RN
. -% ~3~ fmm% gy v L N
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ke B sme0}152; ... (2.144)
S
dir. m nin herbir dederine kargilik bir ¢dzlim vardir.
LR (2.145)

=B ¢™Y/8 gyp
m m
Burada B_ keyfi bir sabittir. (2.145) tipinin miimkiin biitiin

AY
S

¢Szlimlerinin toplamini alirsak

P DN (2.146)

e-mny/s Sin =

v= L Bm

¢6zlimli elde edilir.

$imdi, yalniz y=0 da vQF(x) sartini sajlamak gerekir.

(2.146) da y=o0 yazilairsa,

P(x) « £ B_Sin -2EX (2.147)
m
m=1
elde edilir. Bu v i¢in half-range Sinilis serisidir. B katsa-
yilara 5
2 o mmTx
Bm =z — - ¥éx).8in dx (2.X48)
s o s

denklemiyle verilir. (2.146) da Bm katsayilarinin bu de§eri

¢6zlim olarak

yazilirsa
= 2 -mn /é mrx . mnx
V= z — e y Sin ——— 7 Pix) Sin dx
m=1 S S (o) s
(2.149)

elde edilir.

2o 1lpde SONLU BIR PLAKTA ISI DAGILIMI

tki boyutlu 1sinin diizglin akigsinda inceledidimiz proble-
mi biraz genigleterek Sekil 4'deki pladin igindeki sicakligain

dagilimini gbzdniine alalim:
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Sanar gartlari:

F(x)

(2.150)

1]
o

X 20 y =0 X =8 Y

sinir gsartlarina gdre (2.140) c¢Oziimlinde herhangi bir Cosinilis-
" 14 terimin mevcut olamadidi ve k nin miimkiin dederlerinin

(2.144) denklemleriyle verildigi g&riiliir. Bdylece

_ -MTY/s mry/s ,
vm e B -Sin ok e N_Sin i
m m
s S
. 18 IV | TINWE S S5 NS (2.151)
m m
elde edilir.
y\
w V =F(X) AR
T_ :YIEEL‘
'AQ’:
h z
X &
V=0 ‘é.PH*.T
Sekil 4
$imdi y m o, vso'da: da ©0 5 x <8 icin
Bm + Nm = 0 veya Bm = Nm {2.152
olur. Cozimd
v, = C, Sin h B gia XKL (2.153)

S S

formunda yazabiliriz. Burada Cos keyfi bir sabittir. m nin
miimkiin biitiin deferlerini toplayarak
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v= I C_Sinh e B A (2.154)
m=1 S S

elde edilir.

$imdi y = h igin

C. Sin h BEL o in.RIX

s S

8

F(x) = (2.155)

m

elde edilir. Bu F(x) ig¢in bir half-range sinilis agailimidar.

Bbylece
mrh 2 » mmX
Cm Sin-h - ok F(x) Sin —— dx (22156)
s s o) s
veya
2 " mm
G ! . Rlx) . Sin ~Seve dx (2.157)
S.Sin h(mnh/s) o s

bulunur. (2.154) de Cm in bu degeri yazilirsa problemin ¢&-

zUmli olarak

S

'y 2 (7 PF(x)Sin®™ dx) Sinh®™Y gin DIX
: mnh S s s
m=1l S.Sinh = o
(2.158)

sonucuna varilar.
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