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Bu. ¢calisma ii¢ boliimden olusmaktadar.
i1k boliimde konuyla ilgili on tanimlar verilmistir.

ikinci boliimde { 0,1}-matrisleri ve 6zellikleri ayrainti-
lariyla incelenmis ayrica {0,1} -matrislerinin graflar ve di-

zaynlarla iliskileri arastiraileaistar.

Ugiincii bdliimde de elemanlari ¥1 ler olan Kn matrisle-
rinden elemanlari O ve 1 ler olan maksimum determinantain elde

edilisi incelenmistir.



SUMMARY

This study consists of three chapters.
Chapter I contains a preliminary definitions.
In the chapter II we studied about {0,1} -matrices.

In the third chapter we have studied on the determinants
of matrices Kn which a special matrice and whose elements
-are ¥1's. I also examined matrices K and I have found out

and come up with a result in which the determinant of it has

a maximum value.



BOLUM I

ON TANIMLAR

Bu kisimda konumuzla ilgili tanim ve kavramlar verile-

cektir.

2.1, Sistenm:

V ve E ayrik kiimeler ve f:E-—>P(V) olmak iizere A=(V,f,E)
bir sistem adini alair. Burada E nin elemanlarina A nin blok-
lari ve V nin elemanlarina da A nin tepeleri (noktalari) de-
nir. Eger x€f(e) ise e blogunun x tepesini ig¢ine aldigina
veya x ve e nin birbirleriyle ¢akisim durumunda oldugunu

sbyleriz. Bir e blogunun biiyikliigi, |f(e)| dogal sayisidar.

I.2. Kiime Sistemi:
Eger A=(V,f,E) bir sistem ve f bir (1-1) tasvir ise
ozaman A ya bir kiime sistemi denir.

I.3. Coklu Graf-Graf:

Blok genisligi 2 olan bir sisteme bir ¢oklu graf denir.
Eger bu ¢oklu graf ayni zamanda bir kiime sistemiyse, bir

graf olarak adlandaralar.

Graflara bir Oornek verirsek,

)
Sekil I.1?



P,Q,R,S ve T noktalari tepelerdir. Tepeleri birbirine
baglayan 1,2,3,4,5,6,7, ve 8 hatlari da ayraitlardar. Biitiin
diyagrama ise graf denir. Sekil I.1, 5 tepeli ve 8 ayraitla

bir gratftar.

I.4. Iki Kisimli Graf:

Bir G grafinin tepe-kiimesinin V1 ve V2 gibi dki:. ayrik
kiimeye boliindiigiini varsayalim. Oyle ki G nin her ayrata, V1
in bir tepesini V2 nin bir tepesiyle birlestirsin. O zaman
-nia bir iki kisamla graf olduBu sbylemir. Bu iki kisimla

grafa G(Vl’VZ) ile gosteririz.

iki kisimli grafa bir Srnek verirsek,

Sekil I.2.

Sekil 1.2 den de gériildiigii gibi, G nin her bir ayrata Vl'in
bir tepesini V2 nin bir tepesiyle birlestirmistir.
I.5. Cakisim Matrisi:

Bir (V,f,E) sistemindeki V ve E nin indislenmesi sonu-

cunda,

<
|

= {xl,...,xv},

E ={ el,...,eb}



olsun. Eger xiEf(ej) ise (i,j)-elemani 1 olan vxb mertebeli
M matrisi olusturulur. Aksi taktirde (i,j)-elemani O dair.

M ye de (V,f,E) sisteminin ¢akisim matrisi denir.

Ornek I.5.1:

Asagida verilen G grafina gore M ¢akisim matrisini bu-

TA1am,

ISekil I.3.

M ¢akisim matrisinin birinci satiraini su sekilde buluruz:
a tepesi 1 ayraitiyla ¢akisim durumunda oldugundan M matrisi-
nin myq elemani 1 dir. a tepesi 2 ayritiyla ¢akisim durumun-
da olmadigi ig¢in my elemani O dair. a tepesi 3 ayritaiyla ca-

kisim durumunda olmadigindan m elemani O dir. a tepesi 4

13
ayritiyla c¢akisim durumunda oldugundan LA elemani 1 dir.
a tepesi 5 ve 6 ayritlariyla da ¢akisim durumunda olmadigin-
dan mig ve mye elemanlari O dir. M ¢akisim matrisinin diger

elemanlari da ayni sekilde bulunur.

. =
1 0 0 1 0 0
1 1 0 0 1 1

g S 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1

1.0, K1t Sisten

Eger WC V,FCE ve biitiin eeF ig¢in

g(e) = f(e) Cuw



oluyorsa, Q=(W,g,F) sistemine, A=(V,f,E) sisteminin alt sis-

temi denir.

I1.7. Al Graf:

A bir sistem ise, bunun graf olan bir ' alt sistemine,

A-n3n bir &lt graty denirt,

I1.8. Farkla Temsilciler Listesi (LDR):

Biitiin ecE icin x(e)ef(e) olan bir AE»V, (1-1) tasviri,

A i¢in farkli temsilciler listesini gosterir.

I.9. Latin Dikdortgen:

Bir takim sembollerden olusan r satirla, s siitunlu bir
dikdortgensel diziliste, her bir sembol, her bir satirda en
fazla bir defa, her bir siitunda da en fazla bir defa ortaya

¢ikiyorsa,bu dizilise bir rxs-Latin dikdortgen adi verilir.

Ornek I.9.1:

2 2 3 4 5
2 4 1 5
3 5 2 3 4

Bir 3x5 Latin dikdortgenini gdsterir.

I1.10.Latin Kare:

n tane semboliin bir nxn-Latin dikddrtgenine n. mertebe-

den bir Latin kare denir.



Ornek I1.10.1.

wn & W N =
= W un &N
S D = W
W N = U0
N = > W W

Bbiy 5xd> Latin kareyi gosterir.

I.11. Kiimelerin Bagimsizliga:

Bir grafi (V,e) ile gosterelim. Asagida gosterildigi
gibi Ve iizerine simetri ve yansima bagintisini uygulaya-

lim.

/
/

X1s X, eV . -yeo El, Eze e 3cin,

o 5 )
ey xlcE1 ise E1 ile X4 cakisim durumundadar.
< x,=x, yada {xl,x2 leeise X ile x; ¢akisim durumun-

dadar.
30) Elr]E2+¢ ise E2 ile E1 cakisim durumundadar.

Pozitif degerli her bir tepe veya ayrit S nin elemaniy-
la ¢akisim durumundaysa, S€V{Je kiimesine sdylendikleri si-

rayla tepe-orten kiime veya ayrit-o6rten kiime denir.

S kiimesinin (Sg;V[Je) hi¢ bir farkla ikili elemani ¢a-
kisim durumunda degilse, S kiimesi bagimsizdir denir. Bagim-
s1z kimelerin alt kiimeleri de bagimsizdir. Bir bagimsiz-tepe
kimesi (ayni zamanda "internally stable set" diye de adlan-

dirilar.) V nin bir bagimsiz alt kiimesidir.

I' bir alt sistem olmak iizere, ' da bir en biiyiik tepe-

kiimesinin kardinalitesi T nan tepe-bagimsizliga sayisx



(veya "internal stability") olarak adlandirilir ve bu ao(r)
ile veya daha basit olarak a, ile gosterilir. Bir bagimsaiz
ayrit kiimesi de benzer olarak tanimlanmistir ve ayrit-bagim-

s1z1lig1 sayisa a](r ) ile veya basit olarak oy ile gosteri-

13T,
N:P(V) »P(V) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin:
Herbir Ue€P(V) ig¢in,
N(U)={Bazi x€eUigin, yeV+ U :{x,ylec}
s

L 1
B-—({Vl,V2; ,E)

iki kisimla graf - olsun. Eger UQ_V1 veya UQ_V2 ise U nun

eksikligi veya yetersizligi

§(U) = [u] - [N
tamsayisi ile tanimlanmaktadar.
éi(B)=max{6(U){U£;Vi} (i=1,2)

seklinde tanimlanir. Bunu kisaca Gi ile goOsteririz.

Madem ki &8(¢ )=0, herhangi bir iki kisaimlai graf ig¢in
6120 dir. Oyle bir lJQ;Vi alt kiimesi ig¢in 6(U)=Gi(B) ise U
ya bir kritik kiime denir. Bir €'€Ce bagimsiz kiimesi matching
olarak adlandirilar. Eger i=1,2 igin UiQ;Vi ise bir €' matc-

hingi ig¢in

(a) le'|=u ]| ve

(b) €' deki her bir ayrat, U, ve U, deki bir tepe ile

¢akisim durumundaysa,



¢' matchingi U; in U, i¢ine bir matchingdir. Kisaca "Ul in
matchingi" dedigimiz zaman "U1 in V2 icine bir matchingini"

anlayacagiz.

Burada "esas matching" teoremini ispatsiz olarak vere-

cefiz.
Teorem I.1:
B = ({Vl,Vz},e) iki kisimli grafanda

o) (B)=]Vy -6, (B)=|V,|-8,(B)

" T i



BOLUM II

{0,1} -MATRISLERI

{0,1} -Matrisleri, Graf teori ve Dizayn teoride Onemli
rol oynarlar. Bu nedenle bu bélimde { 0,1} -matrislerinin

06zellikleri incelenecektir.

Tanim I1.1:

Elemanlaryr O ve 1 lerden olusan matrise { 0,1} -matrisi
denir. rxs mertebeli bir {0,1}-matrisi M=[bij] ile:gdsteri-
lir ve M nin bir sairasiyla da bir satiri veya bir siitunu

ifade edilir.

mij=1 ise M nin i. satir ve j. siitunu ¢akisim durumun-

dadir denir. i. ve j. satirain i¢ garpima

s
z T DR €
k=1 Ak jk
ise bu iki satar ¢akisim durumundadair. Boylece,

ketds o5 s8F dcin mik=1=mjk

dir. Benzer olarak iki siitunun i¢ ¢arpimi pozitif ise bu iki

stitunun ¢akisik oldugunu sdyleriz.

Bir rxs mertebeli M matrisinde, r satir sayisi ve s sii-

tun sayisi olmak ilizere M matrisinin siralari toplamina
I(M) = r+s

ile gosteririz.



Tanin I1.2:
Bir A=(V,f,E) sisteminin ¢akisim matrisi M olmak iizere

x
M = A =[a ]

matrisine M nin tepe-tepe ¢akisim matrisi denir. Bu matris

bir {0,1}—matristir.

V kiimesi,
V = {xl,...,xr}
seklinde indislenmis olabilir. 6yleki,
L. y8ly . o) dsin
a, . = lleek:{x,,x .} Ce(e)} =t (x )N (x) |
ij VoRRtRY T2 i J
dar.
Tamim 1I.3:
(V,f,E) sisteminin ¢akisim matrisi M ise
s
MM=H= [hij]
matrisine blok-blok ¢akisim matrisi denir.

E kiimesi,
E'= {el,...,e;
seklinde indislenmis olabilir. ﬁyleki,
S IR . 1cih

hyy = £Ce)NECe,) |= [{xeVile e} CE ()} |

dars;
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olmak iizere I'=(V,€e) bir graf olsun. Bu indislemeye uygun T
*
nin ¢akisim matrisi M= &Hj] olsun. O zaman I' nin A=MM tepe-

tepe ¢akisim matrisine karsi gelen aij elemana,

p(xi) 5 eger 1i=j 1ise

ajy = 0 g eger 1ifj ve {xi,xj}de,
. . }

i ¥ . eger 1ij ve {xi,xj,ce

dir. Bundan baska,
pEE) = LMk p
dix.

I' nin blok-blok ¢akisim matrisinde, kosegen elemanlarai-
nin hepsi 2 dir ve diger elemanlarin herbiri O veya 1 dir.
M, bir { 0,1}—matrisi ise asagidaki ifadeler birbirine denk-

tirler?

s

(a) MM 1n kosegende olmayan elemanlari O veya 1 dir.
%

(b) MM nin késegende olmayan elemanlari O veya 1 dir.

(c) M matrisi,

seklinde hi¢ bir 2x2 alt matrisine sahip degildir.

Bu ifadelerden birinin varliaga obiirlerinin de var olma-

sini1 gerektirir.
- s [
|Vi|—ri olmak iizere ({Vl,Vz},E)

iki kisimla grafini diisiinelim. Onun (tepe-ayrit) cakisim
matrisleri, (VlLJVZ,S) kiime sisteminin ¢akisim matrisleri-

dir. Onlarin Sekil II.1 formunda oldugunu varsayalim. Burada



o

ry x|€| mertebeli Mi alt matrisi, her bir siitununda tam bir
tane l'e ve herbir satairinda en fazla rj (j#i) tane l1'e sa-

hiptir.

Sekil II.1.

Diger taraftan, ' nin tepe-tepe ¢akisim matrisi Sekil II.2
formundadir. Burada Di kosegen matristir ve k6$egeni,Viﬁ;l,m
tepelerinin degerini godsterir. Ayrica M, r,Xr, mertebeli bir

{0,1}-matrisidir.

gekil J1.2

M nin T iki kisimla grafi ig¢in bir sistemin ¢akisim
matrisi olduguna dikkat edelim. Yalniz M, T nin karekterize
edilmesine imkan tanir. Gercekten, sadece ayritlarin ¢ika-

rilmasiyla Kr = den meydana gelmis I nin biitin alt grafla-
s
rinin kimesi ile tim riXr, mertebeli {0,1}—matrislerinin kii—

mesi arasinda dogal bir O6zdeslesme vardir. Graf teorideki
parametrelerin {0,1]—matrisiy1e baglantilari sonucunda asa-
gidaki yorumlar yapilabilir.

1-) Gb(M)=max({ r 2} U {((L):L,M nin bir saifir alt

e
matrisidir}).
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2-) al(M)=M de 1 lerle donatilmis konumlarin en genis
kiimesinin kardinalitesidir. Burada bu para-

metre "devre-rank" olarak adlandirilar(l).

3-) 80100=M nin satir ve siitunlarinin Oyle bir kiimesi-
dir ki, bir 1'in bulundugu her durum kiimedeki
bir sira ile ¢akisim durumundadair. Ayrica bu
6zelligi tasiyan kiimelerin en kii¢iigiinin kar-

dinalitesi BOl(M) ile gdsterilir.

4-) 80100=M de 1 lerin bulundugu konumlarla olusturulan
bir en kii¢ciik kiimenin kardinalitesidir. Her
sira (satir veya siitun) lizerinde en az 1 tane

T ‘balunur.

I'iki kisimla grafinin bir ayrilmis tepesi, onun tepe-tepe
cakisim matrisinin herbirinde, O larain bir satlrlna'veya sii—

tununa karsi gelir.

Onerme II1.1:

Bir M ri,T, mertebeli {O,l}—matrisinin her bir satar
veya siitununda bir tane 1 varsa, o zaman her satir veya sii-
tun ilizerinde en az bir tane 1 in bulundugu durumdaki bir en

kiiciik kiimenin kardinalitesi QO(M) ye esittir ve
Qo a =
L (M)+0 (M)=T (M)

dir. Buradaki I sembolii yukarda (H(M) in tanimindaki gibi-

dir.
Onerme II.2:
Bir M, {O,ll—matrisi i¢in,
a -
LMD +8g; (=TI (M)

dir ve eger M nin her bir satir veya siitununda bir tane 1

varsa o zaman

(1) Ryser, H.J.1963 Combinatorial Mathematics. Carus Math.
Monograph.No.l4. New York; Wiley.
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a (M) + Bl (M) = M)

dir:

Onerme I1I.3:

r,sr, olmak iizere rXr, mertebeli herhangi bir {0,1}-
matrisi verilsin. Ancak ve ancak her nxr, mertebeli alt mat-
ris, sifirlarin olusturdugu en fazla r2—n(n=1,...,r2) siituna
sahipse, herhangi ikisinin ¢akisik olmadigi 1 lerin bulundu-

u r, tane konum vardar.
i

Tanim II.4:

Herhangi bir tamlik bGlgesi iizerinde bir rxs mertebeli
matris M=[mi; olsun. Eger rss ise, M nin degismezligi (per-

manent)

perm(M) =} m T
) 1,9(1) r,¢(r)

seklinde tanimlanar. Burada toplam
old s aed + Lt o)

iizerine alinmistar.

per(M), s!/(s-r)! tane carpimin toplamidir. Eger r=s
ise o zaman perm(M), M nin isaretlenmemis determinanti ola-

rak diisiintiilebilir.

Onerme II.4:

| E|l=|v| olmak iizere A=(V,f,E) bir sistem ve '=({ E,V} ,e)
da A nin iki kisimla grafi olsun ve M de A nin bir ¢akisim
matrisi olsun. Bu durumda perm(M), A nin LDR lerinin sayisi-

na ve de I' daki E nin matchinglerinin sayisina esittir.
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Teorem II.1:

geN+{ 0} olsun. A=(V,f,E) sistemi i¢in,

DCE =>|D|x]| L_CJD f(e) | 35
e

olsun. Ayrica biitin bloklarin en az q biiyiikliigiinde oldugunu
kabul edelim. LDR lerin A tarafindan kabul edilen sayisi en

azaindan
(a) Eger q<E ise q.
(b) Eger |E|sq ise q}fq-|E|)!

dir (1)

Ispat II.1:

Bu ispat (2) den adapte olmustur. ispata IEI iizerinde
genellestirmeyle basliyalim. Eger E={e} ise o zaman |E|5q ve
A nin kabul ettigi, LDR ler tam |f(e)]| dir. Burada istenil-
digi gibi

l£(e)]| 2q = qifq-1)!

dir. Timevarim hipotezi, m den daha az bloklu biitiin sistem-
ler i¢in teoremin dogru kabul edilmesidir. |E|=m kabul ede-

238, (1X.1) hali 1ki1 duruma ayralabilir.

Durum 1:

6cdCE =>|p|<| \U f(e)]

e€eD

gdiy, eer alalim. Mademki

lf(eo)lzqzl.

(1) Hall, M.Jr. 1948. Distinct representatives of subsets.
Bull.Amer.Math.Soc.54, s.922-926.

(2) Mann, H.B. and Ryser, H.J. 1953. Systems of distinct
representatives, Amer, Math. 60, s.397-401.
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o halde xocf(eo) alalim. E'=E+{eo} ve V'=V+{xo} olsun ve alt
sistem AN =(V',f',E') seklindedir. Burada biitin e€E' ig¢in,

f'(e)=f(e)N V'’

dur. Eger DCE' ise o zaman

ID|=| QJ f(e)|-1 =| £'(e) |

e€D e €D

kabul edilir. Yani A', (II.1) durumunu saglar. Ancak ve an-

cak q—1<|E'| ise q<lE| dir. Timevaraim hipoteziyle,

1°) q<|E|=>A', LDR leri en az (q-1)!
2°) g2 |E|=>A', LDR leri en az
(q-1): (g-1)!

[(q-1)-1E*11t  (a-lEl)!

olarak kabul ettigi bulunur.

NYgan her “bir: %' - 1.DR “sd

Eger e€E' ise, A'(e)
A(e) -

Eger e=e ise, x
0 o
la verilmis, A nin bir tek A LDR sine karsi gelir.

Durum 2:

Bos olmayan 6yle bir DCE vardair ki,
In|=] U f(e)|
eeD
dir.
Bu durumda biitiin eeD i¢in,

qs|£(e)|=|D[<|E|



<

dir. Time varam hipoteziyle, AD alt sistem LDR leri en az q.

dir. Diger alt sistem O=(W,g,E+D) seklindedir. Burada

W=V & LJ

eeD
dir. Biitiin e€eE+D ler ic¢in g(e)=f(e)() W dar.

© nun (II.1) durumunu sagladigini gosterdik. ACE+D ic¢in

|A|>] LJ g(e) | oldugunu kabul edelim. Madem ki Df)A=¢, ce-
ee A

sitli kabullerle,

f(e)| =| f(e)|+| f(e) |
leEJ+A !E% .

eEA

< |D|+[A|=|D+A]

elde edebiliriz. Bu da, A nin (II.1) durumunu sagladigi ka-

buliine aykaraidar.

Madem ki ©, (II.1) i saglar, o halde q. nun yerine 1
koydugumuzda teoremin hipotezi saglanir. Tiimevarimla ©, en

az bir Al LDR si kabul eder. AD fein bir LDR. ko olsun ve

A:E >V

Eger e€D ise Ao (e)
A(e) =
Eger e€E+D ise Al (e)

ile tanaimlansin. AD ve O ayrik tepe kiimeleri, A bir (1-1)
tasvir oldugundan A, A nin bir LDR sidir. AD nin LDR leri

en az q. oldugundan A nin ki de Oyledir.

Sonu¢ II.1:
Eger 1sr<s ise, s sembol iizerinde bir rxs Latin dik-
dértgenini, bir (r+l1)xs Latin dikddrtgene genigsletme yolla-

rinin sayisi en azindan (s-r). dir (1).

(1) Hall, M.Jr. 1967 Combinatorial Theory Walthom Mass:
Blaisdell.



Sonug 1I.2:

r=({V1,V2},E) bir iki kisimla graf olsun. q€N alalim
ve biitiin xeV ler i¢in p(x)z2q kabul edelim. Eger T, V1 in bAr
matchingi olarak kabul ediliyorsa, o zaman bdyle matchingle-
rin sayisi: en az
ise q!

(a) Eger q<|V1|

(b) Eger q;|V1| ise qV(q-lVll)!

Ha ¥

Bir tamlaik bélgesi iizerinde bir rxs mertebeli A=[éij]

matrisinin i. satair toplama

ve j. siitun toplama
r
0 8 Y8 ol 2 dir.

Eger biitiin i,j ler i¢in pi=;ﬁ (Oi= qj ise soOylendikleri sa-
rayla) ise satir-toplamlarainin sabit (siitun-toplamlarinain

sabit) oldugunu sdyleriz.

Soanc.-I1.3:

rxs mertebeli { 0,1} -matrisi M olsun ve M nin satir-top-
lamlara ig¢in bir en alt sinir qeN+{O} olsun. Eger perm(M)#0
ise o zaman
Eger q<r ise q!

perm(M) 2
Eger q2r ise q'fq-r)!

dir.



Tanim II.5:

b3
PP =I, olacak sekilde bir rxs mertebeli {0O,l}-matrisine

P permiitasyon matrisi denir. Burada

r mertebeli birim matrisi ifade eder. Eger P bir rxs merte-
beli permiitasyon matrisi ise o zaman rs<s dir. Bundan baska,
ancak ve ancak biitin satir w~ve siitun toplamlarai 1 ise r=s

dir. Buradan a¢ik olarak goriildiigi gibi perm(P)=1 dir.

Onerme II.5:

A, rxs mertebeli bir sifair olmayan matris olsun. A nin
elemanlari FCR cismindeki negatif olmayan elemanlardir. rss
alalim ve A nin satir-toplamlarai ve siitun-toplamlarinin sa-

bit oldugunu kabul edelim.

olacak sekilde cl,...,cnch pozitif elemanlari ile rxs mer-

tebeli P Pn permiitasyon matrisleri vardar.

1o

ispat:
Biitiin satair-toplamlarini p ya esit ve biitin siitun-top-

lamlarini ¢ ya esit alalim.

Eger r<s ise, her bir elemani 1l'e esit (s-r)xs mertebe-

1i matris J olsun. A' arttirilmis matrisini diisiinelim.
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Bu matris ayni zamanda elemanlari {F'in negatif olmayan ele-

manlarindan olma 6zelligindedir. Madem ki,

.Z‘ 8. Wy Ooe g0

A'nun siitun toplamlarinin hepsi

o
o+(s-r) p/s = Lél s e

ya esittir. Yani biitiin satir veya siitun toplamlari p ya
esittir. Eger onerme A' i¢in dofruysa o zaman A ig¢in de dog-
rudur. A yi1 biitiin satir veya siitun toplamlari P ya esit olan

rxr mertebeli bir matris olarak kabul edebiliriz.

A nin hi¢ bir ikilisi ¢akisik olmayan pozitif eleman-
lardan olusmus durumdaki bir r-kiimesi oldugunu séyleriz.Boy-
le degilse (1) yardimiyla asagidaki sekilde sdyleriz: A da
pozitif bir elemanin kondugu her durumda ¢akisik olan, p sa-
tarlara ve q siitunlarayla p+q=<tr olan, A min T den daha az
siralarinin kiimesi oldugunu séyleriz. Buradan

o = 1 a; ;5 s(p+a)o<re
1,
olur bu da ¢elisik oldugundan yanlistair. Az Once sdylenen
r-kiimesindekiyle ayni konumda olan 1 ler ve diger elemanlara
O lar olan, rxr mertebeli matris P1 olsun. O zaman P1 permii-
tasyon matrisidir. Bu r durumlarinin birinde konmus olan,
A nin elemanlarinin en kiicligi cq olsun. Burdan c1>() ve
A—clP1 ayni zamanda bir rxr mertebeli bir matristir. Bu mat-
risin elemanlari [F'nin negatif olmayan elemanlaridir ve D—cl

satir veya siitun-toplamlari sabittir.

Madem ki A—clPl,

bu islem sonlu adim sonunda bitmek zorundadar.

A dan daha fazla O lara sahip, o zaman

(1) Egarvary E. On combinatorial properties of matrices.
Translated by H.W. Kuhn 1953. Office Naval Res.Logist.
Project Rept. Dept. of Math.: Princeton University.



BOLUM III

Daha o6nceki boliimde {0,1} -matrisleri incelendi. Bu bé-

limde,

" i n=6 icin elemanlara -léaij§1 olan bir determinantan

maksimum degerinin 160 oldugu gdsterilecek,

2. n?Z0 mod 4 olmak iizere her bir elemani F1 olan nxn
boyutlu Kn matrisleriyle ilgili, elemanlari O ve
1 lerden olusan determinantlarain, maksimum degerli

olanlary arastirilacaktir.

I11.1. Yontem:

Elemanlarinain hepsi F#1 lerden olusan 6. mertebeden bir
determinantain degerinin 160 tan biiyiik olamayacagini ispatla-
mak istiyoruz. Bu ispatlanirsa aij elemanlara —1$aij5+1 sek-
linde olan 6. mertebeden bir determinantin da degerinin 160
tan biiyiik olamayacagi gosterilmis olur. Zaten asil amacimiz
da bu ikinci durumu ispatlamaktir. Once A determinantinin
elemanlara —lsaijsl olsun Bu determinanttan, elemanlarai ¥1
olan yeni bir determinant iiretelim. Bu asagidaki yolla yapi-
labilir: A dan iiretilen yeni determinant B ile, elemanlar
da bij ile gosterilsin. Dogal olarak aij nin escarpani A. .,

1]

bij nin escarpani Bij ile gosterilecektir.

1) Eger -1<aij<1 ve Aij>o ise bij=+1

2) Eger —1<aij<l ve Aij<0 ise bij=71

3) Eger —1<aij<l ve Aij=0 ise bij=—1 veya +1
4) aij=_1 ise bij=-1

54 aij=+1 ise bij=+1
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Bu islemin sonucunda elemanlarinin hepsi +1 olan bir deter-

minant elde edilmis olur.

Problem:

Elemanlarai +1 lerden olusan 6. mertebeden bir determi-

pant 27 iYe Cawibildals.

ispat:

Verilen determinantain birinci satairi diger satirlara
eklenirse, diger bes satirin elemanlarinin hepsi +1+1=2 veya
#1-1=0 ‘halinel donigiir. Bu urwmda 2. ; 3%, &) 5, 65 Batir~
lardaki 2 ortak ¢arpani determinantin disina ¢ikarilirsa,
verilen determinant 25.k gibi bir sayiya esit olmus olur.

ispatlanmasi gereken de budur.

Hatta yukaraidaki islem, b11 elemani haric¢ birinci siitu-
nun diger elemanlarini sifair olacak sekilde yapilirsa, asil
determinant, elemanlarinin hepsi O veya ¥2 olan, 5. mertebe-
den bir determinanta indirgenir, 2 c¢arpanlari, her satirdan

digary atalixrsa,

seklinde 5. mertebeden bir C determinanti elde edilir.

Bunu bir drnekle gosterelim.



1 - 1 =1 -1 1
- 1 1 1 wd
1 1 -1 1 1
-1 1 1 1 14
1 =1 =1 -1 - 1
1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 ~3 1
0 0 2 0 0 0
0 2 0 0 2 ).
0 0 2 0 0 2
0 0 0 0 0 0
0 2 2 2 2 0
0 0 2 0 0
2 0 0 2 0
0 2 0 0 2 | =
0 0 0 0 0
2 0 2 3 0
0 0 1 0 0
1 0 0 1 0
22| © 1 0 0 1
0 0 0 0 0
1 0 1 1 0

olur-.

¢a goriliir.

Yine B determinantina donelim.

Buradan da bu determinantan 25

B nin ilk ii¢ satiraindaki

ile tam boliindiigi acik-

3. mertebeden 20 mindr [(g)=20:ldeterminant1na gore, Laplace
ag¢i1limi ele alinsin. Orantilia siituna veya satira sahip olma-

yan (eger sahipse determinantin degeri O dir.) mindrlerin

herbiri,



1 1 1 1 1 1
1 1 -1 §»=4, F1 1 1| = <4
1 -1 1 1 ~1 L1

determinantlarin satirlarinin veya siitunlarinin yerlerinin
degistirilmesiyle veya elemanlarin isaretlerinin degismesiy-
le bu determinantlardan meydana gelir. Cilinki iice ii¢ ve si-
firdan farkli bir determinanti (elemanlari ¥1 olmak kosu-
luyla) biz ancak iki sekilde yazabiliriz. O da yukarida gos-
terilen determinantlar gibidir. Digerleri ise bu iki deter-
minantin satir ve siitunlarinin kombinasyonundan elde edilir.
Bu yiizden yukardaki determinantlara sdylenen islemler uygu-
landiginda Obiir determinantlari elde ederiz. Bunlardan fark-
11 olan determinantlar ise siitunlari veya satairlari orantila
olan determinantlardir. Biliyoruz ki bdyle determinantlaran

degeri de O dar.

a,b,c,d ii¢ elemani F¥1 lerden olusan ve orantili olmayan
siitunlara ifade etsin. Efer determinantin 1ilk i¢ satara
aaaabc seklindeyse, Laplace ag¢ilimi 4.4.4=64'ii gecmeyecek-

tir. Bunu bir Ornekle gosterelim.

a a a a b c

1 1 G | 1 -1 1

1 1 Aol 1 -1

1 1 1 i £ e 1

e e i o e ;:::_:-:_::-::::; 64 olur.

1 i 1 1 1
a5 s o RN Ot

2 ‘St THNTERS NS A

aaabbc durumunda da buna benzer olarak alti tane sifairdan

farkli minér vardir ve Laplace a¢ilimi 96 yi1 asamaz.

aaabcd durumunda (1+3.3). 16=160 olur. aabbcc durumunda

ise acilam:128 o0lur,




o RS

Agilimi 160'a esit bir determinantla ilgili bir &rnek

verelim.
! i
I 1 1 : : 1 3 & 1
1 : : -1 -1 -1
g | =
EER e 4 B0F o U SR
= 160
pros s > e e o - e - -— e — 1 S e e S - e Y
-1 -1 : { 1 -1 1
1 3 ! 5 1
|
: § -1 i : : ? § 1 -
olar.

Sadece aabbcd durumu kalir. Buradan da asikar olarak
(442.4).16=192 ye sahip oluruz. Son ii¢ satir xxyyzw dizenin-
de oldugu zaman ve abc gibi herbiri sifirdan farkla determi-
nantin, timleyen mindri xzw gibi sifirdan farkla bir deter-
minant oldugunda a¢ilamin 192'ye esit oldugunu sdyleriz.
Eger xx siitunu cd siitununun altinda degilse, abc veya acd
veya bcd gibi sifardan farklai olan bir determinant, xx siitu-

nuna sahip bir sifir determinantiyla c¢arpilmis olacaktar.

o
ey o W hakagbeteter didinials e
: po g |
| ! | 1
1 ! | |
: s |
B e ————— - —— — | I — e —— - r-q.

% X y y z w
el e of ety s iad e PRt e o ey
! 1 I 1
| | | :
| - ! i
l s :
RS e - s " A= s

356
bcd 4-A123 >
timleyeni,
A124 >XXy
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olur, ki burada iki siitun (xx siitunu) orantili oldugundan

determinantain degeri saifardar.

Eger xx silitunu, cd siitununun altindaysa o zaman yy sii-
tunu cd siitununun altinda degildir ve 192 ye esit acilam

yoktur.

I111.2. John Williamson Yontemi:

Elemanlarinin herbirinin mutlak degeri birden biiyiik ol-
mayan n. mertebeden bir determinantin maksimum degerinin
nn/2 oldugu Hadamard tarafindan ispatlanmistar (1). Ayraca
eger determinantin herbir elemani F1 degerine sahipse ve
n=1,2 veya n=0 mod 4 ise bu maksimum degerin elde edilebile-
cegi de gosterilmigtir. Amacimiz n#0 mod 4 oldugu zaman, her
bir elemani F1 degerine sahip Kn matrislerinden, determi-
nantlari maksimum olanlarini arastirmaktair. Ayrica n=7
(nz0(mod4)) oldugu zaman, bdyle bir determinant i¢in maksi-
mum degefin 269 ve bu degere sahip sadece bir tip determi-
nant oldugunu gosterecegiz. Son iki bolimde Once n=4m ve

sonra n=9,10 ve 11 oldugu zaman Kn 0zel matrislerini bulaca-

22,

Kn matrislerinin maksimum degerli determinantlara sahip
olup olmadigini burada kullanilan metodlarla séylemek imkan-
sizdir. Buna ragmen, n=9,10 veya 11 oldugu zaman |K12| de-
terminantinin maksimum degeri 126 olmak iizere, IKnl determi-
nanti mutlak degerce, |K12| nin n. mertebeden mindrlerinden

daha biiyiktir.

(1) Jacques Hadamard, "Resolution d'une question relative
aux determinants", Bulletin des Sciences Mathematiques,
(2), Vol.17, 1893, part 1, pp.240-246.



Tanim 111.2:1:

Kn veriliyor, Kn matrisine,

10) Kn'in herhangi bir satairinin (-1) ile ¢arpaima,
20) Kn'in herhangi iki satirinin yer degisimi,

(o] g P
37) Matrisin transpozesinin alinmasa,

islemlerinin sonlu sayida uygulanmasiyla, Kn' elde edilirse
0 zaman Kn ve Kn' matrisleri denktir denecektir. Bunu da

anKn' ile gbsterirviz.

Kn~Kn' ise lKnl ve |Kn'| niin mutlak degerleri aynidar.
Birinci siitunun herbir elemani +1 degerine ve birinci sati-
~rin herbir elemani birinci hari¢ olmak ilizere -1 degerine sa-
hip oldugu yerde Kn.“‘Kn matrisi bulunur. Bundan dolaya Kn in
bu 6zel formda oldugunu diisiinecegiz. Kn in birinci satirin-
daki terimlerini g6z Oniine alarak, birinci siitununu n-1 sii-

tuna ilave edersek lKn|=|Pn_ | bulunur. Burada P her bir

1 n-1’
elemani 2 veya O degerine sahip n-1 mertebeli bir matristir.

Bundan dolaya,

lx_[=]P iE2.%

n—lI
dir. Burada An—l in her bir elemani 1 veya O degerine sahip-
tir. Herbir (-1) elemani yerine O elemaninin gelmesiyle elde
edilen IKnl determinantinin, ilk elemaninin ilk mindriinden
A elde edilir. Bunu konunun daha iyi anlasilmasa i¢in bir

n-1
ornekle gosterelim.

Ornek III.2.1:

n=4 dcin Ka'ﬁ yazalim. Biliyoruz ki, birinci satair ele-
manlaral birinci hari¢ olmak ilizere hepsi -1 dir. Birinci sii-

tun elemanlarinin ise hepsi +1 dir. Buna gore KA'ﬁ yazarsak,



B! = =4 )
1 1 Y | 1
K =
4 1 23 1 £}
1 2} &3 1
é/‘%\
1 = s el
1 1 o 1
| K, = 1 o | 1 <3 .
1 B ] 1
[1] 0 0 0
1 2 0 2
1 0 2 0 47
1 0 0 2
2 0 2 1 0 1
0 2 g% 37 18 1 0
0 0 2 0 0 1
3
| Kyl = Pgl = 27 | Ag]

ol 6Y

Bu metodu tersine c¢evirmek kolaydair. Verilen An—l ig¢in

uygun Kn i yazabiliriz. Gene yukarida verilen 6rnegi diisiine-

lim.
1 1
A3 5 0 1 & 0 $dd.
0 : |
Buradan,
3 ;& 2 2
=93 3 =
K4-2 A3=2 0 1 0 2




1 -1 -1 -1
1 1 =1 1
s 1 -1 1 -1
1 -1 ~1 1

olarak buluruz. Bu da yukaridaki o6rnekteki K4 in- aynisadar.,

Tanam JIX.2.2:

An—l in satirlarinin yeniden diizenlenmesiyle veya An_1
in transpozesiyle veya boyle degisikliklerin birbiri ardaina
. (] . . .
gelmesiyle An—l den An'—l elde edilebiliyorsa, An—l ve An'—l

denktir deriz ve A ~A fle:goEterix iz,
n-1""n"-1

An—l ve An'—l denk ise Kn ve Kn' niin bunlara karsi ge-
len matrisler oldugu asikardair. Fakat bunun tersi dofru de-
gildirs Kn in birinci¥ satairz . .ve birinci siitunu ©zel yapiya
sahiptir. Egef Kn'in (isd).. satarxna, birinei satira almak
istersek, (i+l). satirdaki (birinci haric¢ .olmak iizere) her-
bir elemani -1 olmak zorundadir. Bu da (i+l). satirdaki +1
olan elemanlarin her siitununun, -1 ile ¢arpilmasiyla elde
edilir. Simdi (i+l1). satair orijinal birinci satirin ve bi-
rinci satair da orijinal (i+l). satirain aynisidir. Eger simdi
birinci ve (i+l). satirlar aralarinda yer degistirirlerse,
K .”Kn matrisine sahip oluruz.

n

Ornek 111.2.2:

Bu anlattiklarimizi yukardaki K4 orneginde ag¢iklayalaim.

- - o -
1 <% -3 =1'w 1 -1 1 -1
1 1 = 1 ;)V 1 1 %1 1
B, w i = 1 -1 1 adk -1 -1
& § A 3od L -1 =1 i
H Ky(-1)

13




1 = "k o1
1 1 1
. 1 =% wf
1 oy 1
i -
Hy3

orijinal 3. satar, 1. satiran

orijinal 1. satir, 3. satiran Synisa ‘olda.

1 1 1 e
1 1 1 T ES
g2 K |~K
gt -1 1 ok
- 1
1 1 1]

matrisini buluruz.

An'—l matrisi, Kn' ne karsl geldiginden dolayi, dogru-
dan dogruya An—l matrisinden meydana gelebilir. Bu da su se-
kilde olur: Degismemis i. satir ve siitunun sabit tutulmasiy-
la, degismemis i. satirda O olan herhangi bir siitunun sabit
tutulmasiyla ve diger biitiin 1 olan elemanlarin yerine 0 ve
0O olan elemanlarin yerine 1 gelmesiyle olusur. Burdan An'—l‘
niin bulunmasi i¢in asagidaki basit kural elde edilir.

.

10) A 2. tala i, satiri An 1 inticsssativinia aynisadar.
n *

-1
29) ifj i¢in An_l'in i. satirainin, j. satira eklenip
ve her bir elemaninin mod 2 ye indirgenmesi sure-

tiyle An._l'nﬁn j. satiri bulunur.

A v_q» béyle islemlerin herbirini takibiyle An—l den
n—

meydana geliyorsa, An—l ve An'—l nun semi-equivalant (yara-
denk) oldugunu sdyleriz ve bunu An_lwAn._l ile gdsteririz.

Eger An—l ve An'—l yari-denk ise, bunlara karsi gelen Kn ve

Kn' matrisleri denktir.
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Lemma II1I.2.1:

: ;A a /
An—l in alt matrisi An-2 ve A A 1_o ise, A , .~A

fiwd =8 n -1 "n-1
matrigl vardar, An'—2 de alt matristir.

ispat:

An—2 den An'—2 meydana geliyor. Ve An—l in alt matrisi-
nin An-2 oldugunu biliyoruz. Su halde An-l e basit doniisiim-

lerin uygulanmasaiyla An'—l u bulunur.

A matrisinin determinantaini An in mak-

n-1 =1 -1

simum degere sahip herhangi bir determinantini da Dn—l ile

gbosterelim. Bizim esas amacimiz, D6 degerinin 9 ve determi-

ile ve A
n

nantlara 269 degerine sahip biitiin K7 matrislerinin denk ol-

duunun ispatadar.

I11.2.1. Esas Islem:

An—1=(aij) ve Dn—1=|An—1| olsun. aij elemaninin es gar-

panini Aij ile gosterelim. O zaman,

 Red aij=1 ise Aij=0 veya pozitif

Y3 aij=0 ise Aij=0 veya negatif

olur. Aksi halde Dn—l maksimum degere sahip degildir.

Yukardaki K4 ornegine bu yeni 6grendigimiz 6zelligi uy-

gulayalam.
1

A. =10 1 0 : 7. & OR
0

=1 e A = 1 pOZitlf

o 1§ 11
821 =0 <> A21 = 0
a4, = e A31 = =1 ?egatlf.




w B

Pie =V 2. m R
ay9 = : R A22 = 1 pozitif
&% Bt "
83 = 1 T NeoPE
P23 3.9 +7 Aes BW
854 = kit A33 e | pozitif

oldugundan dolaya D3 bir maksimum degere sahiptir.

Eger

ise,

n-1

s 3248 1
burada ¢, (el’eZ""’en—l) satir vektorii ve § de,(dl,dz,.

satir vektOriinin transpozesidir.

n—l nil
= A -d e A -d € ™~
by q| n—l| 1 j§1 G ey - el 2j
n-1
=d,.54 ) i An-l,J
j=1

lAn_1‘=Dn_1 oldugunu biliyoruz.

oo,d

n—l)




A.=q D ~ B I olur.
Her di’ ej ya 1 ya da O degerine sahip oldugundan

—-— = ' 3
An-q Dn—l z Aij dir. 321 2.3

Burada Z'Aij, A nin alt matrislerinin biitin elemanlara-
nin Aij kofaktorlerinin toplamidir. Bu alt matris di'nin a
degerine sahip satir ve ej'nin 1 degerine sahip siitunlaraina
i¢ine alan A'nin satirlarindan meydana gelmistir (Digerleri
0 oldugundan onlari almiyoruz). Eger g=1 ise, Z'Aij negatif
minimum degere sahip oldugu zaman, An mutlak degerce en bi-
yik degere sahip olacaktir. g=0 ise, Z'Aij pozitif maksimum
degere sahip oldugu zaman, An mutlak de§erce en biiyiik degere

sahip olacaktar.

n'in kii¢iik degerlerinde, An'in mutlak degerini maksimum
yapmak i¢in, A'nin hangi alt matrisini sececegimizi kolayca

gosterebiliriz. Bu metodu uygulamaya n=3 ile baslayalam.

a. Ds'in Bulunusu:

D2=1 oldugu ag¢iktir. Denk olmayan iki tane A2 ve A2'
matrisi vardir ve bunlarin determinantlarainin degeri 1 dir.

Bu matrisler sunlardair.

1 0 2 § i
A= ve gt '
¢

Madem ki AjVAz., determinantinin maksimum deferi 4 olan
sadece bir c¢esit K3 matrisi vardar (K3=22|A2|=4), Herhangi
bir A3>0, ilk mindr olarak D2 yi i¢ine alir. Lemma 1 sonu-
cundan dolaya D3 i bulurken sadece D2=|A2| oldugu durumu di-

siiniiriiz. Ciinki D2 nin her elemaninin es carpani O veya pozi-

tiftir. (III.2.2) de q=0 ve



o

0 1
A3 = B X 0 buluruz.
1 0 |

Bundan dolaya D3=2 dir ve K4 matrisinin bir tek tipi igin

maksimum degeri 16 olan, K4 in determinanti vardar.

DA bir dilk wmindr olirak D3 i igeriyorsa, A4 bir i att

matris i¢ine alar ,bu

i 0
A3. = 0 1 i diir .
1
A3 matrisinin es ¢arpanlarinin matrisi
i 1 -1
B3 = -1 A 1 dixs
£ 5 -1 1

B3 iin herhangi alt matrisinin elemanlarinin toplami, b13

matrisi i¢in minimumdur ve B3 matrisi i¢inde bir maksimum-

dur. Bundan dolayi (III.2.2) yardamiyla iki tane

B '

1 0 0
A = 1 1 @ ve

S 0 1 1
0 1 0 1

h -

e =
0 1 1 1
1 1 0
1 0 1 1
1 1 0 1

A >
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matrislerini buluruz. b13 minimum oldugundan gq=1 olarak ali-
yoruz, b13'e gore A4 matrisini yazdigimizdan e, ve d1=1 olur.
Diger e ve d ler O dar. Aavﬁnde ise B3 maksimum oldugundan
g=0 dar. B3 matrisini aldigimizdan biitin e ve d ler 1 dir.
Bunlarin determinantlarinin mutlak degeri 3 diir. AA’ denk
degil AA' oldugu halde AUJAJ dir ve KS matrisinin bir tek

tipi vardar.

A423 ve ilk mindér olarak D3 i ig¢ermiyorsa, ig¢inde ii¢
taneden az 1 olan satir yoktur. Bunun imkansiz oldugu da ko-
layca goriiliir. Bundan dolaya D4=3 ve K5 matrisinin bir tek

tipi igin Ks'in determinantinin maksimum degeri 48 dir.

Ds'i bulmak i¢in, eger DS’ bir DA ilk mindriinii igcerir-
se, Lemma 1 yardimayla A5'in A4 veya Aa'ye denk bir AA" alt

matrisini icerdigini diisiiniiriiz.

Biz

= o= O -
- O =
O = e
e = O

matrisini seg¢iyoruz.

Bu matrisin es garpanlarinin matrisi ise,

o 1 R &

Ag 1 ;
B, = -2 1 1

4 -2 %

dir.
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BA'ﬂn herhangi alt matrislerinin elemanlarinin toplami bir

-2 minimum de§erine sahiptir.

34 B

alt matrislerinde oldugu gibi.

Bu alt matrisin elemanlarinin toplami bir 4 maksimum

degerine de sahiptir. (III.2.2) ile

1 0 0 0 ]
1 1 1 [0]
As = 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
| 0 1 1 0 ]
ve
B 0 0 ]
e
Age= 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 0 1
L. -

matrislerini buluruz. Bunlarin determinantlari 5 maksimum
degerine sahiptir. A5 denk degil AS' oldugu halde, A§VA5'
dir ve K6 matrisinin bir tek tipi vardir. (Gercekten A5 in
birbirine denk olamayan ii¢ tipi vardir. Bunlarin determi-
nantlarinin degeri 5 tir. Bu AA ve AA' matrislerinin her

ikisinin diisiiniilmesiyle gosterilir.)

ASZ 5 ve 3 mutlak degerli bir ilk mind6r igermiyorsa,

AS’ (11000) satirina sahip olmayabilir. Ya da

1 1 1 0 0  § R | i 0
(a) : veya (B)
0 ) 1 0 1 0 k| 1 g 1




- 56 -

seklinde iki satira sahip degildir. Ciinki herhangi bir se-
kilde (1000-1) satirli bir determinanta sahip olacaktar.
B6éyle bir determinant herbir satirinda ii¢ tane 1 olan en az
dort satar icermek zorundadair. Bu satairlarin ikisi 0 tipinde
olmak zorundadir. Bundan dolaya D5=5 ve bir tek c¢esit K6
matrisi vardir. Bunun determinantinin maksimum degeri 160

nar .

b.D6 nin Bulunusu:

A6=|A6| olsun. Bu ilk minor 6larak D5 i d¢erir. Bitin
denk olmayan A6 lara bulmak i¢in, biitin denk olmayan A5 leri
disiinmeliyiz. Biitiin denk olmayan K7 leri bulmak ig¢in sadece

bir tek A. i diisiinecegiz.

5

g 0 2l 1 1 1?

1 il 0 0 i

A5 = 1 0 1 0 1

1 0 0 1 55
* 3 T 1 % O-

secelim ve bu matrisin es carpanlaraina

= -

-3 1 i i 2

1 3 -2 -2 g

B5 = 1 -2 3 -2 5

1 -2 -2 3 i

2 I 1 g -3
s -

olarak buluruz.

Bs'in herhangi alt matrisinin elemanlarinin toplami bir

-4 minimum deperine sahiptir. Bu alt matrisler

b4

. dtiE
(byg by,) ve e &
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Ayrica bu toplam bir 8 maksimum degerine sahiptir. Bu yiizden

A6 bir 9 maksimum degerine sahiptir. [A6=1.5—(—4)=9] ve bu

1 0 0 1 1 0]
0 0 1 1 1 1
M 1 1 0 0 1
6 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 1 1 1 1 0
" y
ve
pee -
1 1 0 1 1 0
1 0 1 3 1 1
3 1 1 0 0 1
Al =
6 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
| 0 1 1 1 1 OJ

dan bulunmustur.

A6 denk degil A6vfakat A6NA6'bu sebepten bir ¢cesit K7
matrisi vardir (Buna ragmen bes tane denk olmayan A6 matrisi
vardir. Bunlarin determinantlari 9 maksimum degerine sahip-

Gir.)

Eger A6’ D5'i bir mindr olarak ic¢ermiyorsa ve A629 ise
A6’ sadece iki tane bir olan bir satiri veya asagidaki se-
kilde iki satiri iceremez.

B 1 0 0 0]
) X 0 04 '
— =
1 1 0
1 0 1 o]l -
5 3
g 1 1 0]

SO

RS —
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Ayraca A6’ asagidaki tipteki iki satairi veya herbir satarain-
da ii¢c tane 1 ile siitununda ii¢ tane 1'i olan, ii¢ satiri icer-

mesin.

Eger b , bes tane 1'i olan bir satira igeriyorsa ve son
elemani O ise, son kolondaki diger herbir elemanil olmak zo-
rundadir. Bundan dolaya A6’ iic tane 1'i olan iki satira ve
ayrica dort tane 1'i olan iki satira sahiptir ve alti tane

satirain meydana gelmesi imkansizdar.

Eger A6 bes tane 1'i olan bir satairi igermiyorsa, A6 en

fazla dort tane 1'i iceren asagidaki sekildeki ii¢ satira

1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 |
0 0 1 1 1 1

ve iic tane 1'i igceren asagidaki sekildeki dort satara

—~ —
X 1 1 0 0 0
1 0 0 1 3 0
0 1 0 1 0 1
0 0 3 0 1 1

L. -

sahip olabilir.

Ayrica A i¢in iki miimkiin durum vardar,

6

ve

- O = O -
© +» O = O =
O O M K = O
- - O O

O H O H
~ O O O -
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O O K+ H K K
H H O O = =
O +H O+ O +
H O H O O +
H O O ~ = O
O H H O - O

dair.

Her ikisinin de degeri 38 dir. Bundan dolaya D=9 dur
ve K7 matrisinin  bir tek Eupi  SCdN K7'nin determinantinin

maksimum degeri 269 dur.
D6=9 olusu iki nedenden dolayi ilging¢tir.

10) Hadamard teoremiyle verilen miimkiin degerden uzak

olusudur. Bu teoremle

6 7/2

lK7| = m2 <7

ve m'nin olabilecegi en biiyiik deger 14'diir.

20) Bir H8 Hadamard matrisi, determinantinin maksimum
degeri 84 olan bir K8 matrisidir (1). Ciinki H8'in
biitiin elemanlari i¢in genel bir faktdorden baska or-
togonaldir de |Hgl 'in herbir ilk minéri 78°/8=78’
degerine sahiptir. Bundan dolaya [Hsl'in herhangi
bir ilk minoérii, (III.2.1) yardimiyla bulunur. Bir
A6 degeri 83/26=8 dir. Ayraca bir IHSI Hadamard de-

terminantainin hi¢ bir ilk mindri mimkin olan en bi-

yiik degere sahip deg8ildir.

e, AAn fcin Bir Degerin Bulunusu:

Eger A bir HAn Hadamard matrisinden (III.2.1) yardaimiy-

la meydana gelen matris ise,

(1) Monthly (April, 1946), Vol.53, pp.200-223, Problem E
680.




n-1
K =P ;=2 |a__;1 ve
n mertebeli matrisin maksimum degeri nn/2 den

4n

2 2
H,, = (4n) © = (4n)°"

_ Shn-1

HAn =2 lA4n-1|

Lini
(4n)2n - ghn 1 Aan—l

2n ,,4n-1

A&n—l = |A| = (4n)°7/2

olur.

Aan_l'in herbir satairainda, 2n tane 1 olan eleman ve

2n-1 tane O olan eleman vardir. Ayni zamanda bir 1 elemani-

2n-1 o2 2n-1
nin es$ ¢arpani n ve her bir O elemaninin esgarpani -n
air.
2n tena 1 2n-1 tane O
1 i ¢ : § 0 0 0

%n—l i

0.+ i v 1 1 1
2n ; 2n-1
- o i oy d g s
n2n-1 n2n—1 n2n-1 _n2n—1 n2n—1 . q2n=1
8
n2n-1 n2n—1 n2n—1 _n2n—1 _n2n—1 _n2n—l-
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Bundan dolayi eger B, A nin adjugate matrisi ise, B nin bii-
tin elemanlarinain toplama,

2n-1

4n—1[2n(n ) + (2n-1) (_nZn—l)]

4n~1[2(n.nzn-l)-Z(n.nzn_1)+n2n_1]

(4n-1) n2n—1

dir. ve (III.2.2) yardaimiyla (l&n—l)nzn—1 degerli bir Adn bu-
lunur. Bunu daha genisletirsek, séyleki A'nin herhangi iki
satirinda, her iki elemani da O olan tam n-1 siitun ve bir
elemani 1 olan 2n siitun vardar. Bundan dolayi, (4n-3) satar
ve, (3n-1) siitundan olusan B nin bir alt matrisi vardar. Bu

alt matrisin elemanlarinin toplama

[3(n—1)+2n] pn-1

dir.

Ayraca bir

1

B {Sps3Tuls (I11.2.3)

4

vardir.

B matrisinin arastirmasinda, n=2,3 veya 4 oldugu zaman,
Aan'in herbir degeri (III.2.3) esitligiyle verilenden daha
biiyiik degildir. Fakat n=5 oldugu zaman Azo'nin degeri 25x5°

olarak bulundu.

d. A8’ Ag ve Alo'un Degerlerinin Bulunusu:

n=2 oldugu zaman,

T B = el L A o SR
R S Gty O R T TN
e S B A R IR
R R PR = - G o B
gl i < ) < IS - R
o e TR R R - TR T S R

O O H O = = = -
O - O +H +H +H O O
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bulunur. A*8'in degeri 56 dir. B matrisine karsi gelen,

b b b

13 14 16

b b b

23 24 26

alt matrisinde elemanlarin toplaminin -60 oldufu hesaplanair.
Bundan dolaya bu alt matris, mertebesi 9 olan bir A matrisi-
nin, (II1.2.2) esitligiyle, bulunmasinda kullan111rsa,|AFﬂl6
olur. 333=1 iken onun es ¢arpaninin degeri -4 dir. Eger C,
34 elemani yerine O gelmesiyle A dan olusturulan bir matris
ise |C| =120 dir ve C'nin adjugatindeki biitiin elemanlarinin

toplami 264 diir. Bundan dolayi determinant

0 X
A

M Ay

dir. Burada X, 9 tane 1'i iceren bir satiri ve X' de 9 tane
1'i igceren bir siitunu gdsterir. A8’ A9 ve AlO determinantla-
ri1 sirasiyla 56, 120 ve 264 degerindedir. Bu sayilar Hada-
mart teoremiyle verilen maksimum degerlerden ¢ok wuzaktar.
Bu degerler sirasiyla 76, 195 ve 521 dir. Fakat Ds'in degeri
5 dir, 6 degildir ve D6 nin degeri 9 dur, 14 degildir. Hada-
mard teoremiyle verilen maksimanin her zaman elde edilemiye-

cegini biliyoruz.

Mademki (lm)_l/zH4n bir ortogonal matristir ve ortogo-

nal matrisin her bir mindri o minodri timleyen, mindrin mut-

lak degerine esittir.

= pln-m oA : § 5 oy B
m

A4n—m—1 -1

dirs
Burada 4., H4 'in j+i mertebeli bir mindriinden (III.2.1)
j n

esitligiyle bulunmustur. Aj'nin maksimum degerleri, |H12|nin

minérlerinden bulundu. Bunlar,



i

A10=243, A9=81, A8=27, A7=18 ve A6=9 dur. Bu degerler,
sonucu hari¢ olmak iizere Once bulunan degerlerden daha kii-
ciktiir. Ayraca |H12|, 269 maksimum degerli 7. mertebeden bir
mindr icerir. Fakat maksimum degerli, 7. mertebeden daha bii-

yik mertebeli, bir mindr igcermez.

Gergcekten, n>2 ise (I1I1.2.4) ile A4p-4 igin n2n—3 dege-

ri, (El1Is2%3) ile verilen (5n—8)(n-1)2”"3 degerinden daha
e = 2n-4 : 2n-1

kiigiiktir ve AAn—S Sein 271 degeri D4n—5=2(n—1) den

c¢ok daha kiigiiktir. Son karsilastairma 4n ve 4n-4 mertebeli
Hadamard matrisinin varliginin, varsayilmasina dayanir. Maa-
lesef ki su anda bunun dogru olup olmadigini bilmiyoruz (1),

(2)s

(1) R.E.A.C Paley, On Ortogonal Matrices, Journal of Mathe-
matics and Physics, Messachuselts Institue of Technolog,
Vol.12,1933,pp.311-320.

(2) John Williamson, Hadamard's determinant teorem and the
sum of four squares, Duke Math. Journal, Vol.1ll, 1944

pp.65-81.
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