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OZET

Gegmis yillarda ortagonal polinomlar alaninda ¢ok biylk
ilerlemeler kaydedilmistir ve analizin ©nemli bdlimlerinde
anlatilmistar. Ortagonal polinomlar, diferansiyel teorile-
rinde ve integral denklemlerde sikga karsimiza Ggikar. Ayrica
Snemli enterpolasyon problemlerinde ve mekanik alan hesapla-
malarinda uygulanir.

Bu galismada ortagonal polinomlarin bazi &zellikleri ve
bunlardan Legendre ve Tchebycheff polinomlari, Legendre po-
linomlarinin bazi &zellikleri ve Legendre diferansiyel denk-
lemi ele alinmisgtir. Ayrica son Kisimda bazi ortagonal poli-
nomlarin tablosu verilmigtir.

Bu galismamda buylk yardimlarini gérdigim dederli hocam

sayin Prof.Yasar Ozdemir‘’e tesekklrlerimi sunarim.
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5 P-MM-A R Y

Recent vyears have seen a great deal of progress in
the field of orthogonal polynomials, and related to
important branchess of analysis. Orthogonal polynomials
occasionally occur in the theories of differantial and
integral equations. Also orthogonal polynomials are app-
lied to important problems of interpolation and mechanical
quadrature.

In this study some properties of orthogonal polynomials
and Legendre and Tchebycheff polynomials of these and some
properties of Legendre polynomials and Legendre differantial
equation have been related.

In addition, in the end of study, table of some ortho-

gonal polynomials have been given.

JUNE 1991 AHMET SPOR




(S T N T e S O =

R R N = R W e

o

i CINDEKITLER

ORTAGONAL POLINOMLAR

Ort agonal- PolSion e s40e 2.8 55 0 ARSI Y 0N 1
Ortagonal Polinomlar fcin Varlik Teoremi..... 2
Ortagongl PFoFihomlarin Czellikleri . =~. ., .« ... 6
Dodusan Fonkesidoi el i ..i5 dus cod ciii- gba s osloibs e 8
EStetidre Pol iNOMIETE . T ot~ ot g o 10
Legendre Polinomlarinin Ozellikleri......... 13
Eiam s e s e et A e o LTy o R i S A S R 16
Legendre Diferansiyel Denklemi.............. 1 04
TchabychefioPolinombarie. "0 . i h i e cnesns s 20
Ortagonal Polinomlarin Diger Kiimeleri....... 24

Qrtagonal Polkinomite Tablosu.l . & il . - 25




ORTAGONAL POLINOMLAR

1.1 Ortagonal Fonksiyonlar

w(x) a < x < b araliginda tanimli, reel, pozitif bir fonksiyon
olarak alinsin. f(x) ve g(x) fonksiyonlari da ayni aralikta tanim-
lanmis 1ki reel fonksiyon olsunlar. f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin
(a,b) araliginda w(x) agirlik fonksiyonuna gdre i¢ ¢arpimi

b
(f,9) = [ wGOfGOgGodx (1.9
=4

olarak tanimlanir. Integrasyon araligi sonsuz olabilir. Her durumda
(1.1) integrali mevcut olacak sekilde f,g ve w fonksiyonlarinin var
oldugu kabul edilir.

o)y = (g, %) ¢l 2a)
Gfsigah )7 =ar( £ ghae(@yhd CIYED)
ve
(cfg g =i clfi,g) (146D
olduklari kolayca g®sterilebilir. Burada «c¢ reel sabittir. L .,q)

semboli, ne adirlik fonksiyonunu ne de istenen araligi g&stermez.
f(x) fonksiyonunun kendisiyle 1i¢ garpima
b
(f,£) = [ wGo[f(x)17dx
(=8

Seklinde "clup a < %X < b icin: wix).> 0. oldugitmgdan pozitiftif.
f(x) fonksiyonunun normu da Hfll seklinde g&sterilir ve

b l 1'2

2
New = (F,f) = [{ w(x)[f(x)] dx] as

olarak tanimlanir. Eger f(x) [a,bl araliginda sfirekli ise, ancak ve
ancak f(x) = 0 ise fonksiyonun normu sifirdir. Bir fonksiyonun nor-
munun belirtilen aralik ve agirlik fonksiyonuna bagimli olduduna
dikkat edilmelidir.

Eger f(x) ve g(x) fonksiyonlarinin i¢ ¢arpimi sifir ise ,yani,

(f,g) = 0. (1.4)

ise o zaman f(x) ve g(x) fonksiyonlari (a,b) araliginda w(x) agir-
lik fonksiyonuna g®re ortagonaldir denir. Ozel bir durumda w(x) = 1
iken fonksiyonlara (a,b) araliginda basit ortagonaldir denir.

Bir (fn(x)) fonksiyonlar dizisi , eger fonksiyonlar ikigerli-

ortagonal ise, yani,
SEat ) = m # n t1.%2




ise fonksiyonlarin ortagonal bir kiimesi (veya ortagonal fonksiyon-
larimm BDir Ktimesi) olarak adlandiralir.
(¢h(x)), n =0,4,2,..., polinomlar dizisine de polinomlarin ba-

sit bir kumesi denir. Burada ¢n(x) polinomlari n. derecedendir. Or-

tagonal polinomlarin bu kimeleri farkli yollardan ortaya gikar. Be-
lirli sartlar altinda, verilen herhangi bir aralikta ve bu aralik
tzerindeki pozitif bir agirlik fonksiyonuna uygun ortagonal poli-
nomlarin bir kiimesinin mevcut oldugu g&sterilecektir. Ayni zamanda
ortagonal kiémenin polinomlarinin, bir parametre igeren diferansiyel
denklemler ailesinin ¢dzlmleri olarak ortaya ¢iktigi gordldr.

Matematiksel fizigin bazi sinir deger problemlerinin g¢dzimle-
rini bulmak ig¢in Fourier serileri ve Ortagonal fonksiyonlar bilgi-
sinden yararlanilair.

1.2 Ortagonal Polinomlar icin Varlik Teoremi

[leriki konularda, verilen bir aralikta ve bir pozitif agirlaik
fonksiyonuna uygun olan ortagonal polinomlarin bir kimesinin var-
1131 gosterilecektir. Bununla birlikte i1lk ©nce teoremin ispatinda-
gerekli olacak polinomlarin bazi ©zellikleri gikarilmalidair.

Teorem 1. (¢n(x)) polinomlarinin basit bir kiimesi olsun ve QT(x) de
keyfi m dereceli keyfi bir polinom olsun. O takdirde Om(x); ¢o’¢§’-

.,¢m polinomlarinin lineer kombinasyonudur.

ispat. Teoremin ispati t8mevarim metoduyla gtsterilecektir. Eger
Qo(x) herhangi bir sabit ise (yani, sifir derecelil bir polinom ise)

ve eger C = Q° 7 ¢° ise, o zaman Qo(x) = C¢°(x) olur. BSylece teo-
remm = 0 igin dogrudur. k pozitif tamsayi olmak Uzere teorem m=<k
dodru oldugu varsayilip m = k+1 igin doQrulugu gSsterilmelidir.
Q Cae)-,
feed
ke 3

Okﬂ(x)-Atﬂx +AL-X +...+A°
seklinde k+1 dereceli bir polinom olsun. Burada Akﬂ. & 0 - ain.
a # 0 olmak @zere
k1

) = ket - - + -

e L * a, x s a,
alinsin.

Eger Ckn = Aku / 2 olarak seg¢gilirse o zaman

Qkﬂ_(x) = Ckﬂ.¢kr1(X) polinomu, k dan ktigik veya e$it dereceli bir

polinomdur. Hipotezden,




Qk+1 (%) - Ckﬂ <,bkﬂ (x) = Cr?O(x) i thbl(x) " AT, . Ck‘?: (x)

veya

ket

rii(x) = Cj¢j(X)

=2
elde edilir. Bdylece teorem m=k ig¢in dogdru ise m = k+1 iginde dog-
rudur. m = 0 ig¢in dogru olduundan her pozitif m tamsayisi iginde
dogrudur.
Teorem 2. (¢n(x)) ortagonal polinomlarinin bir kiimesi ancak ve an-

cak her pozitif n tamsayisi 1i¢in

b
(¢ %) = f vooe (eI s 0. me B8, ..., 01 (1.6)
™ & ™

ise a < x < b araliginda w(x) agirlik fonksiyonuna g&re ortagonal
bir kiimedir.

ispat. Il1k Snce (1.6) sarti kabul edilirse ¢;(x) in ortagonal oldu-
gu gosterilmelidir. n > m olmak Uzere ¢n(x) ve ¢%(x) ki Pepkli pgo—

linomlar olsunlar ve

h ) =g % +. 18 x e S
m m m=1 o
olarak alinsin. O zaman
m m=1
(P ,@) = alp x) +a <g R R R e S
dir. BOylece polinomlar ortagonaldirler. Simdide ¢n(x) polinomlar
kifmesi ortagonal ise (1.6) Sartinin saglandigi g&sterilecektir. n

ve m, 0 £ m =< n olacak S$ekilde pozitif tamsayisilar olsun. Teorem 1
den,

m

X = C°¢o(x) - 5 C1ﬁ.(x) o e e 2N C"?"fx)
olacak sekilde Co’c1”"’Qn sabitleri mevcuttur. O takdirde
m
(¢n,x Y = qo(¢%’%5) + q (¢n,¢1) o it TRE R, - Cm<¢H,Qn) =0

dir. BOylece (1.6)-Sartl -saglanir.

Teorem 3. w(x) fonksiyonu a < x < b araliginda pozitif ve siirekli
olsun. Ayni zamanda w(x) fonksiyonu
b

M = j‘w(x)x“dx 3 8o B 5.7
" a



integrallerinin her biri mevcut olacak gekilde tanimlansin (a veya
b ya da her 1ikisi sonsuz olabilir). O =zaman a < x < b araliinda
w(x) fonksiyonuna g&re ortagonal olan polinomlarin basit bir kimesi
mevcuttur. Sabit garpan hari¢ her bir polinom kimesi tektir.

tspal. Her n pozitif tamsayisi ig¢in
L &
(¢ ,x) = Jw(x)¢n(x)xmdx=0. m=0,1,...,n~1 (1.8)
a

olacak gekilde n dereceli bir ¢;(x) polinomunun mevcut olduGu gos-
terilecektir. Eger ¢°(x) sifir olmayan sabit bir deger olarak be-
lirlenmisse, (¢r(x)) n=0,%2,..v.,. kimesiz teorem 2 den dolayi bir

ortagonal kiéme olacaktir.
Simdi de her n pozitif tam sayisi igin

i) & Caw:liwwandl St C vass &+ C (1.9)
] o 1 =1 i
polinomu (1.8) gartlarini saglayacak sekilde Co’c1""’Qw (g\# 0

sabitlerinin mevcut olduklari gdsterilecektir. (1.7) notasyonu kul-
lanilarak bu sartlar

MiC: s eaMiiC:  weEs s oM € =L M B
- T - ] -8 n-i n-4 nn
M- M s o' 1. 103
% O > T 3 Nn n-4 el N :
M Gio® WL - e c = -M C
n—4 o -4 2n-2 r—41 2rn—-1 r
seklinde yazilabilir. Eger
r ]
M M M
o : n-4
A = ooy - M £33 5
™
M M
ry—4 n 2n-2
determinanti sifira esit degilse, Ck/ q1 . B =0 15800 i hwd

oranlari tek bir sekilde belirlenir. Bu durumda ¢n(x) polinomlarai
sabit ¢arpan hari¢ tek bir sekilde tayin edilir. Cn sifirdan farkla
bir deger ise, geri kalan Ck katsayilara q\ nin ¢arpanlari olarak

tek bir sekilde yazilabilir. Simdi 4 nin sifirdan farkli oldudunu




gostermek icin A, = 0 kabul edilsin. Bu kabulin bir geli$ki meydana
getirecegi gosterilecektir. Eger (1.10) sistemindeki Cph ler safir
ise, sonu¢ olarak homojen sistem sifira esit olan bir determinanta
sahiptir ve bu yizden trivial olmayan bir ¢&zirmés Nardir. Bu
< n-1 déereceli bir de (%) polinomunun mevcut oldugunu

ve =
Q R Di= O mi =00 ,delazscat=d €1.12)
r—1

olacak gekilde sifira ©9zde$ olmadigini ifade eder. Bu da de (x)

polinomu = n-1 dereceli her polinoma ortagonaldir demektir. Gzel-
likle kendisine ortagonal olmalidir, ©9yle ki;

Q ,Q ) =
5 ] 4

p“"\(r

w(x)[Ord(x)]zdx = 0

dir. Ancak bu w(x) a < x < b igin pozitif oldugundan mimkin degil-
dir. Bu nedenle & = 0 Kkabulil yanligtir, yani q_# 0 olmalidir. Béy-

i

lece ispat tamamlanir.

Gergekten teorem3 sonlu sayidaki her ortagonal polinomlar ku-
mesini kurmak i¢in bize bir metod verir. Ornegin, 0 < x < 1 arali-

ginda

wlxy isiay x
adirlik fonksiyonuna uygun olan kimenin ilk bir k%¢ ortagonal poli-
nomlarini kuralim. Eger ¢°(x) = 1 ve ¢n(x) deki ®* nin katsayilara

tek olarak segilirse, o zaman polinomlar tek bir Sekilde belirle-
nte. cbi(x) ve (,bz (x) polinomlara

¢t(x)=x+a, qbz(x)=xz+bx+c
seklindedirler. a sabiti

Y
(¢2.1) = I ¥ile Cx + a)dxe = 0
o

esitlliginden bulunur. Buradan a = — 3/5 ve
3 in 2
¢*(x) = X S
olur. b ve c sabitleri de

1
f Y x (x2 + BN oo Yl 95 o0
o

(¢z,1)

1
(p,,% = [ x5 + bx + crax = 0
o

esitliklerinden




b = =189 -.° @ 2 508

olarak bulunur ve bdylece

¢z(x) = xz i S .

9 21

olur. Bu metod zahmetlidir ve keyfi n. dereceden ¢r polinomu 1i¢in

genel bir formifl vermez.

1.3 Ortagonal Polinomlarin Bazi Ozellikleri

Bu kisimda; wix) aftrlik fonksiyonunun a < x £ b araliginda
siirekli ve pozitif oldugu ve
&
M = Pwxdax, ©n =0,1,2,...,
- a

integrallerinin mevcut oldugu varsayilacaktir.

Teorem 4. (¢r(x)) ortagonal polinomlarin bir kémesi ve Qm(x) de

keyfi m. dereceden keyfi bir polinom olsunlar. O zaman

Om(x) = Co¢o(x) + C,%,(X) + Cn?an) €1..19)
seklinde olacaktir. Burada |
LGy i
k |
A 2 i . SRS T | I - S (1.14)
le, I* |
i
seklindedir.
ispat. Teorem 1 den

Q (x) = ECi¢i(x) |
t=1

olacak sekilde CL sabitlerinin var oldugu biliniyor. Bu esitligin

her iki yanini k, 0 < k < m olacak §ekilde keyfi bir tamsayi olmak
iizere, w(x)¢k(x) ile garparak ve a dan b ye integre ederek,

(Qm'¢k) ¢ Co((»o"'bk) - Ci(¢1'¢k) T Cn$¢ﬁ¢k)

elde edilir. (¢i'%') = 0 (i1 # k iken) oldugundan,

- 3 2
(Qm.cﬁk) = c)cccpk.«pk) = q(]lcpkn
olur. "¢k" # 0 oldugundan C,_ igin ¢8ziilUrse (1.14) formild bulunur.



Teorem 5. Ortagonal kiimenin ¢}(x) polinomlara
x¢n(x) = %’Qwi () * Bngﬁ(x) + C'thl(x), s g R 15)

seklindeki rekurans badintisini saglar. Burada Aﬁ, Bh’ q_ sabitleri

i

n’ye bagli sabitlerdir.

ispat. x¢ﬁ(x) n+l dereceli bir polinom oldugundan Teorem 4 den
it
x¢ (x) = Y a~k¢k(X) !
i l':éi iy
elde edilir. Burada
A = A w
(X\pn 3 *’L’ 3 ' \Fl‘r ! X\rk )
ank = = = . . X .= 0’1'2'__.,n+1
e 2 |
Seklindedir. x¢k(x) k1 dereceli bir polinom oldugundan, (k+1<n),
a s 1 bulimnutr,. A .&.8 ; PBLTs B - el alarak
ik r re+t, rn ™, ] re—4,r
(1.15) bagantas: betlurazr. Ar Difsassrfar. olamayacagl.. . acikidr. . EGer

sifir olsaydi (1.15) bagintisinin sag tarafi = n dereceli bir poli-
nom olacakti. Ayrica Cn nin de sifir olamayacagi agikga gdrilir.
Teorem 6. Ortagonal kiimenin n.dereceden bir ¢n polinomu n *farkila

reel koke sahiptir. Bu kdklerin hepsi a < x < b araligindadair.

ispat. ¢°(x) polinomu sifirdan farkli bir sabittir ve k&kd yoktur.
Nl e ans b
(¢ _,1) = { wix)¢ (x)dx = 0

bulunur. a <-a¢ <Ab araliginda w(x) > 0 oldugundan, ¢n(x) bu aralik-
ta en az bir noktada isaret dedistirir. R N S
saret degdistirdigi a < x < b aralijindaki noktalar olsunlar. O za-
man m < n i¢in ¢;(x) en fazla n farkli ko&ke sahip olabilir. m < n

¢%(x) in 1=

oldugu varsayilsin. Ayni zamanda,
wm(x) = (x—xi)(x—xz)...(x—xm)

polinomu her bir I e e noktalarinda igaret dedistirir. Bady-
lece ¢;(x)gm(x) garpiml * a < ¥ < b ° araligindaki her 'x 9¢in' igaret
dedistirmez. Fakat wm(x) m. dereceden bir polinom olduundan, m < n

olmak fizere,




&
(¢ ,w ) = { wix)$ (w (x)dx = 0

olur. Bu ise miimkiin degildir. Yani m = n olmalidir. BSylece ¢r(x)
a < x < b araliginda n farkli noktada igaret degigtirir, yani ¢r(x)

bu aralikta n farkli reel kdke sahiptir.

1.4 Doguran Fonksiyonlar

ixi degiskenli bir F(x,t) fonksiyonu n 2 0 olmak iizere (fr(x)}
fonksiyonlar kiimesine g&re

(s o]
F(x.t) = Zf“m)t” (1.16)
m=

ise doguran fonksiyonlar olarak adlandirilir. Ayrica fn(x) TonRs1T~
yonlarina da F(x,t) fonksiyonu tarafindan dogurulan fonksiyonlar

denir. (1.16) denklamindeki serinin her x ve t i¢gin yakinsak olmasi
gerekmez. Yalniz serinin |t| P icin va bazi 1l araligindaki x icin
yakinsakligi gerekecektir.

Doguran fonksiyonlar, bir g¢ok ©nemli ortagonal polinomlarin
kifmeleri ig¢in bilinir. Bu durumlarda, doguran fonksiyon, kiimenin
bazi onemli ©zelliklerini ¢ikarmak i¢in uygun bir metod saglar.
Bir sonraki kisimda Legendre polinomlari olarak bilinen polinomlar
kifmesi i¢in bir y&®ntem agiklanacaktir. Bunu yapmak igin as$agidaki
iki teoreme gerek vardair. :

Teorem 7. f(u) fonksiyonu
1(g) = zau . fual <aR 5 B .
b v SR ;|
n=
kuvvet serisine agilimi ile u = 0 da analitik olsun. g(z) fonksi-
yonu da g(0) = 0 ile =z = 0 da analitik olsun.
g(z) = zbhzn , drb ¢ r (1.18)
n=

ve |z| < r igin |g(z)| < R oldugu varsayilsin. O zaman F(z)=f[g(z)]

fonksiyonu 2z = 0 da analitiktir ve |z| < r igin kuvvet serisine a-
C1laimi
F(z) =2c z" (1.19)
™
n=
seklinde olur. . Ayrica, P(2Z) agind]l 19) seprdsi, (1.18) serisi u’ya

glre (1.17) serisinde yerine koyularak ve z'nin benzer kuvvetlerini
igeren terimleri toplanarak bulunabilir.
F(x,t) fonksiyonunun bir I araliginda her x igin t = 0 da t ye




gére analitik oldugu kabul edilsin, &yleki

F(x,t) =§f“(x)tn . 24 < & , wél (1.20)
=0

olsun. Bu takdirde adi kuvvet serilerinin tirevinden

aFe(?x't) % fn f @™ . HEL<.F, Wkl U530
% ri=1 .

elde edilir. Simdi asadidaki soru karsimiza Gikar: 9F(x,t)/dx tilre-
vinin mevcut oldudgu varsayimi, ne zaman dogrudur?

[86]
m—'“=§f’<x)t” ? (1.22)
6x =

(1.20) serisinin x’e g®re terim terim tlrevi ig¢gin bir dizi vyeterli
sartlar agsagidaki teoremde verilmigtir.

Teorem 8. F(x,t) ve OFE(x,t)/d% . bir  xel itin -t U-da analitik
olsun. &yleki |[t| < r ve %€l igin

F(x,t) = f R ETS ) W (1.23)
n=0“

. & i g txit (1.24)
ax n=0

olsun. Ayrica F(x,t)’nin her mertebeden kismi tirevleri mevcut ol-

sun ve |t| < r ve x€l igin stirekli olsun. O takdirde f_(x) tlrev-

leri vardir ve x=I ve n 2 0 igin gn(x) = fn(x) dir.
ispat. F(x,t)’nin kismi t@revleri hakkindaki streklilik wvarsayimi
téirev sirasinin ©nemli olmadigini ifade eder. B&ylece

2 : 3 2

FFikpt) " O Fix,t) FF(x,t) C Wit )

t ox Ix Ot ot” ox Ix o’

v.s. olur. $imdi (1.23) denkleminden
d"F(x,t)

fn(x) = n!
at" t=0
ve (1.24) dekleminden
i L F(x,t)]

gn(x) -

at” ax | t=o

elde edilir. O takdirde fﬁ(x) t&revi mevcut ve

ey

TEIIIIRTREEIIE

T .

S TRCITEETNC T



_.10_

e = = E) a”m:,t) G d’: F(x,t) . % g0
A at t=0 A Ix  Jt=o ;
air.
2.1 Legendre Polinomlara
Burada
B8 a L B Ve 4§,

fonksiyonu ile &éretilen fonksiyonlar kfimesi ele alinacaktir. F(x,t)
nin t’nin kuvvetlerine g&re agilimini bulmak ig¢in 1lk Once
$1./2

Fiit) £ (1 = &) 2.3
yazilir, burada &
uix, t)y = (2%t = ¢t 25 C2:-3)
dir.
T Z)a 1 ¥ i ALz 1) (Cimms gl O+ F ) zm (2.4)
m=1 m!
binom serisi, |z| < 1 igin ve her & reel sayisi ig¢in yakin-

saktir. (&« negatif olmayan bir tamsayil ise, seri her z 1i¢in sonlu
ve yakinsaktir.) O takdirde

() - (= -2 G - ) 07
Fix,t) = 1 +§ -~
m=1 m!
®
&k 2 5 3 5 a8 2n 13X m (2.5)
™
m=1 4 - M
§ (2w o m
= Zm -
m=0 2 m!

z ; £y Ed o .
dir. Her zaman |u| = |2xt - t"| birden daha kiigiktlir. Ozellikle
agilim, |x| £ 1 ve |[t| £ Y2 - 1 iken tanimlidir. Oyleyse

lu] < 2]x||t] + |t%] < 1.
dir. p : m 2. m
(2.5) denKlemindeki u = (2%t ~- t) niceliklerinden herbiri
t’ye gore = j :
i | n=3 g
™ = (-1)"m! (2x) M (2.6)

s Jl(m-3)!

e S TRy T S

e T

R
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her x ve t ig¢in tanimli olan sonlu kuvvet serisine a¢ilabilir. Bu-
radan [x| £ 1 've |t] < ¥ 2 = 1'icin
m J :
= | n=J ;
F(x,t) = Z[ Z EER O B ]t“‘“ (2.7)
m=0 | j= e miFttm=334
olur. Teorem 7 ye gObre, F(x,t), 't (#:02da '«t've gore analitiktir _ve

|x| £ 1 ve |t|] <Y 2 -1 igin t’ye g&re Maclaurin serisiyle gdste-
rilebilir.

Maclaurin serisi, (2.5) deki terimleri t’nin benzer kuvvetleri
ile toplamakla bulunabilir. Bunu yapmak ig¢in $ekil 1 deki gibi bir
diizlemde, J ve m dikd&rtgensel koordinatlari g&z ©niine alinsin.

m? nj
/n-j 2 n=2k
| !

¥ |
o’ —
L i

I
Sekil 4. Sekil 2.
Degerler
D 5 % A § €2-8)
esitsizlikleri yardimiyla belirlenen Jjm dizlem bdlgesindeki tamsayi
koordinatli noktalara uygun (2.7) serisindeki m ve J indisleri ile
alinir. Bu bdlge s$ekil 1 de g&sterilmigtir. Eger

¥ % e n | {2-93)

J k&, m e (2.9b)
denklemleri yardimiyla yeni k ve n indisleri alinirsa kn ddzlemin-
deki uygun bd&lge,

i ou
nou

s ide Sanr R iarmi= ik 250 20
esitsizlikleri ile veya buna denk
T T e O = 0 Ce-tk)

esitsizlikleri ile belirlenir. Bu b&lge Sekil 2 de gfsterilmistir.

Herhangi bir « reel sayisi ig¢in, N = « olacak sekilde en bfiytik
N tamsayisini g&stermek 1ig¢in [a]l sembold kullanilir. ©Ornedin,

(8741 = 1. bRl & 3 [-5/2] = -2
m ve j tamsayilar iken n ve k da tamsayi olduklarindan,
05ks[—n—] (2.12)
2

yeni n ve k indisleri elde edilir.
Eger (2.9b) formld yardimiyla (1.7) serisindeki yeni n ve k
indisleri ele alinirsa ve t’nin benzer kuvvetleri toplanirsa,

(n/21 n-2k
- - I
F(x,t) = E [ Z i lf (2n-2Kk) Ix ] & 2. 13)
n= k= 2 -(n-k)'!kln=2Kk)!

x| £ 1 ve lt] < ¥ 2 - 1 igin bulunur.

NS RSEAE S

R
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Yukaridaki seride t" nin katsayisi n. dereceden x’in bir poli-
nomudur ve P_(x) sembolé ile g&sterilir. O takdirde

0
Px,t)e = (18~ 2k + tH)TVYVE . ZP“(x)tm, (2.14)
n=

olur, burada

(ns/21 n-2k
=2 - |
Py Z <n1> (2n-2Kk) Ix e
k a: tR-K)IK! tno=2K)!
air. P”(x) polinomlarina Legendre polinomlari denir.
Bu polinomlarin bir kag ©zellidi kolaylikla bulunur. €2 15)

formiflitnden Pn(x)’in, noSift-iken i yalniz gift - kuvvetlerini, n

tek iken x’in yalniz tek kuvvetlerini igerdigi gordldr. Ilk iki le-
gendre polinomu (2.15) formifliinden,

Po(x) i i P1(x) = X. Ca16)
olarak bulunur.
FCL L) 2Ph(1)tn (2.1
ve ayrica
z2 -1/2 1 - n
Fei £y S 2T = e 1Yy =——=Zt : (2.18)
..+ % n=

oldugundan t‘nin benzer kuvvetlerinin katsayilarini karsilastirmak-
la
Pn(l) = 1 {2°.19)

oldugu gérilir.
Legendre polinomlari ig¢in alternatif bir formdl

P (x) = R d e T (2.20)

2™ dx"

Rodrigues forméfléidéir. Bu formdfléin gegerliligini g&stermek igin

(xz = 3P fonksiyonu binom serisine agilsin,
n
k
(-1) ! -2k
Tl I E R (2.21)

k=0 k! (n-k)!

ve n kez tiiretilsin.

= SRR

e R A P AN N R M s L Y, ST

She WEEe e EACIER
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oldugundan,
a” z ni D 1 (onE2K) L ek
e (" =)y '= 2 - - X (2. 28)
dx k=0 kitn=-k) 1 (n=2K) |

elde edilir. Bu denklemin sag tarafindaki ifade (2.15) formifliindeki
ifade ile karsilagtirilairsa,
bl

b il . 2"hlP (x0).

n

dx

oldugu gérilir.

2.2 Legendre Polinomlarinin Ozellikleri

Pexik) o -L1 - 2%t + £y 2 (.29

doguran fonksiyonlari Legendre polinomlari igin,

- TE AT e s R Y D e (2.24)
ot
eIt I T 2y (2.25)
dx
birinci kismi téirevliere sahiptir. (2.23) ve (2.24) formifllerinden
EIR s v (T (s L IF (2.26)
at
olasre.
F(x,t) = 2? t”, Joot) -, fnP Got™t (2.27)
™ p ™
n= at =1

serileri (2.26) denkleminde yerlerine Kkonursa,

Q (s 0]
in}? PR Y gmen z nP (sx)t" + znP ()™
™ ™ ™

n=1 n=1 mi=1

= x zp Gort” -QZP T Vi (2.28)
m= - ni= 5

bulunur. Indisleri dedistirmekle bu denklem

=

n-4 A n=4 = n-1
2 nP“(x)t. - 2% 2 (n l)P“__t(x)t * f(n Z)P“_z(x)t

tat =2

ot Y P GOLTE -fp ot
e e =2

=2
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veya

B

(R (x) - %P ()] ¥ P ()i = xé2n-"> 1)P (x)
i o ha) n—-1

b

-

+(n - DP _GoI1t"™ =0
n—2
olarak yazilabilir. Sonug olarak Legendre polinomlarai
nPsée)is €2n 4n1)RP Cag)i= n: —~21OP Cot) ; i 22 (2.29)
™ n-4 n-2

tam rekiirans bagintisini saglamalidir. Po(x) = 1 ve P1(X) = x oldu-

gu biliniyor, bu baginti daha yitksek mertebeden polinomlarin hesa-
binda kullanilir ve ilk bir kag¢ Legendre polinomlar:

P (k=51
o

P =
i

P

2(x) = 1/2(3%° - 1)
Py(x) = 1/2¢5%> - 3x) (2.30)

Ratnryet 1/8¢36:° < 30x® + 3)
P_(x) = 1/8¢63%" - 70% + 15x%)

olarak bulunur. (2.23) ve (2.24) formifllerinden F(x,t) doguran
fonksiyonu ayni zamanda

OF(x,t) _ , IF(x,t) _ (2.3%)

% ot

4 S D]

kismi diferansiyel denklemini saglar. F(x,t), teorem 8’in hipotezi-
ni sagladigindan

OF(x,t)

- zp;(x)tn, i R 0p. el <FT -1 WD
ax n=

elde edilir. Bu seri ve (2.27)‘'nin 1ilk serisi (2.31) denkleminde
yerine konursa,

zxp'm)t" -~ 2 A e 2 nP (x)t”
R 2] ™ ™
n= n= =

veya
2 xP' (ot” - S A T T e E nP (x)t”
n b 5 n
n= n= ns

yada

"
()

"
o
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1

n-—

xP' (%) + 2 ik tx) - P' > =mp Gy” = ¢
(s ] ol n i n

bulunur. Bdylece Legendre polinimlari,

xP’(x) = P'
bl

(a) —+.nP 0, o el o (2¥33)
ri—1 ad

diferansiyel rekiifrans bagintisini sadlar. (2.29) ve (2.33) rekifrans
bagintilari yalniz Pn(x) ve onun tiérevlerini igeren bir denklemin

Gikarilmasinda kullanilirlar. (2.29) reklrans bagintisinin ttlrevi

AP (%) = (2n - 13xP’ (30) + (2n - 1P - (x) - th - 1P %), n & 2
™ r—-1 -1 n-2

(2.34)
bagintisini verir. (2.33) formifléinden
Foi%e) w3 (x) - AP (%), et (2.35)
n-1 ™ ™
ve 1
(%) = xP' (%) - (n - 1P | (%) (2.36)
n-2 =4 re—
=P (3) - P £30) - tn~ 1P G, B B
™ ™ -1
elde edilir. P;d (x) ve ?iz (x) ig¢in bu ifadeler (3.34) de yerleri-
ne konarak ve sadelestirerek,
P'(x) = ¥P'(x) - nxP (x) + nP__ (x), n = 2. (2.37)
™ ™ ™ -1

bulunur. Bu denklem tiiretilerek,

P" (x) = sz: B A - n)xP;(x) - nB_(x) + al . ) (2:38)

r re—4

elde edilir. ((3.34) formiilétintt kullanarak ve P;4 ) 3. cikararak,

(1 - xOP" () - 2xP!(x) + n(n+DP_(x) = 0 (2.39)
bulunur. Bu ‘denklem h 22 -icin - gecerlidir. Bumunla birlikte,
Po(X) =1 ve Ps(X) = X o0ldugundan dolayi, ayni zamanda n = 0 ve
n = 1 iginde gegerlidir.

z d2 d
(1 - xH =L - 2x Y+ a(@+ 1Dy = 0 (2.40)
dx dx

diferansiyel denklemi . mertebeden Legendre denklemi olarak bili-
nir. A¢ik olarak & negatif olmayan bir n tamsayisi oldugunda Pn(x),

denklemin bir ¢Szimidlr. (2.40) diferansiyel denklemi

. [ - bl saas Dy = 0 (2.41)
dx dx
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seklinde yazilabilir.

g Ortagonallik

-1 < x < 1 araliginda basit ortagonal olan Legendre polinomla-
r1 (2.41) diferansiyel denkleminden elde edilebilir. Eger m ve n
negatif olmayan farkli tamsayilar ise,

% [ 1 - < )P’n(x)] + n(n + DP_(x)

dx

0]
o

5 G )

ve

Lt o L R > 3P G
m m

dx

1
o

(3.2)

olur. Ilk denklemi Pm(x) ile, ikinci denklemi Pﬂ(x) ile garparak ve

farkini alarak,

[n(n + 1) - m(m + 1)]Pm(x)Pr(x) (3:3)
i, - ) d 2 '
= P (x)— [(1 - )P ()] - P (x)— [(1 - )P (x)]
™ m m ™
dx dx

bulunur. Bu denklem

(n - mYn + mor- LB (Sl ()
m ™
d z 1 ' )
= —f(1 - X )[P ()P (%) - P ()P ()]} (3 .8
d % n m m n
seklinde de yazilabilir. Bu denklemin her iki yani -1 den 1’e ka-
dar x‘e gSre integre edilirse,
1
(n - m)(n +m + Df P (XP_(x)dx
i m ™
z 1 1 %
s §(l.~- x )[P“(X)Pm(x) - Pm<x)Pn(x>]11 = 0. 3.5
elde edilir. m # n oldudundan,
1
[ P_GOP_(x)dx = 0. (3.6)
m ™
-1
olur. Ilerde
£l
% e TR - et
ol = [P tx)] dx. (3.7)

=g

nicelikleri ig¢in bir formil ¢ikarilacaktir. (2.29) reklirans bagin-
tisindan,
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Pi ity w ERLZ Logee !t ¢5p) waluzid o p (x), ‘n"z 2 (3.8)
™ " =1 " rn—-2

bulunur. Bundan dolay:

1 :
LW S (x)[M- o T e (x)]dx, (3.9)
"~ ™ =1 -2

-1 n N

ve (3.6) ortagonallik &zelliginden dolayi,
3 .
G * gt § WP LOP )i, - n 2 1. (3.10)
tad n o> tns -1

olur. (2.29) rekirans bagintisindan ayni zamanda,
xP () =-———l——— [(n"+ 1P (x) + nP Ty o o ¢35
™ ek ] g dou |
5 e |
elde edilir. Bu ifadeyi xPn(x) igin (3.10) formilinde yerine koya-

rak ve (3.6) ortagonallik ©zelligini kullanarak,

Cis AT 2 P 0ol? dx, (3.12)
™ -1
Vo O e
veya
¢ ~2n -1 - noa . (3.13)
S g s oo |
bulunur. Po(X) =1 wve Pi(x) = x oldugundan,
| o 2
€ = f dax 5.2 e 78 f X dx = — ¢3.14)
12 rn
-1 -1 3

elde edilir. (3.13) formitl&d kullanilarak,

it ras 2 *
e i S | e
g AL SAE TS
e o by sy
bulunur. Matematiksel témevarimla,
& 2 ’ neao, (3.15)
" en-+ 1
oldudu kolayca g&rildr.
4. Legendre Difernsiyel Denklemi
2 a’ dy
B )———{ - 2X—=— + a(a + 1)y = 0 (4.1)

dx dx
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difernsiyel deklemi &. mertebeden Legendre denklemi olarak bilinir.
Burada & reel sabittir. Genelligi bozmaksizin & 2 -1/2 kabul edile-
Bilip. BEfer: @.3.-1/2_ . icin e —atta ' alifabilivorsa, o takdirde
a(t + 1) = f3¢2 + 19% olur,”  burda s > =172 "dir®

& negatif olmayan bir n tamsayisi iken, n. dereceden Pn(x) Le-

gendre polinomu, (4.1) dekleminin bir ¢Oztimdir. S$imdi genel & igin
diferansiyel denklem ele alinacaktair.

Legendre denklemi x = 1 ve x = -1 de diizgiin tekil noktalara
sahiptir. Edger t = 1 - x degigsken donlUstiirmesi vyapilirsa x = 1
noktasi t = 0 noktasina karsilik gelir ve difernsiyel denklem,

4* d
tz - )—=L + 21 - H—2 + alx + Dy = 0. (4.2)
dt dt
olur. Bu denklemin t = 0 da dffzgiin tekil bir noktasi +wvardair. Iki

bagimsiz cdzlm,

- Prca + 1140 + 29 Ca s MILL-BI(L -~ .. .Am -1 - DI m
-, niZe 2™m!
P : (4.3)
@,
u = ulog t + Z - D (4.4)
z i "
m=1
olarak bulunur. x dediskenine g&re bu c&zimler,
ui(x) =
R+ D@+ 2). @+ mI-(1 —a)...(m -1 -] m
1 +Z - (1 - %)
I
m= 2 tm!) (4.5)
u (x) = u(x)log(l - x) + fa £T Sy (4.6)
2 1 ™
m=1
seklinde olur.
ui(x) fonksiyonu her & igin x = 1 de 1 degerini alir. & tam-
say1 olmadigi zaman, ui(x) igin seri sonsuz ve |x =5 1| £ 2 igin-ya-
kinsaktir. & negatif olmayan bir n tam sayisi iken, (4.5) serisi
sonlu ve u‘(x) n. dereceden bir polinomi:dur. « = n iken Legendre
denkleminin baska polinomal g¢&zimii yoktur, ve bdylece
P .(x) =
n
™
- FE=mdkd — n). . : = -
1+Z[(n+1)(n+2)...(n :;) zn n (m ;| n)](l—x)m
|
a8 B (4.7)
veya 2
(-1)"(m + n)! m
P () =) T o RS S ) (4.8)
n

o 2™m!¥ (n - m)!
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glur.

uz(x) ¢OzUmll, x » 1 iken her a i¢in sonsuz olur. & tamsayi de-
gilse x » -1 iken ui(x) ¢&zUmUndn sonsuz oldudu g&sterilebilir. O
takdirde Legendre denklemi, yalniz, &,bir n tamsayisi iken x = 1 ve
x = -1 de sonlu olan bir ¢dzimid vardir. Bu durumda, yalniz x = 1 ve
X = -1 de sonlu olan ¢Ozitimler P (x)‘’in katsayilaridar.

b

Eger n. dereceden Legendre polinomunun tanimindaki gibi (4.8)

seri ¢oziumdd alinirsa, bir reklirans bagintisi bulmak ig¢in Teorem 5
kullanilabilir. Bu teoreme gdre,

%P (x) ="A P -l P Iy +C P {38)
™ ™ reed . &%

i n—-4
veya
(3¢) + (1 =~ 49P ()X & (F crsasl i asy o C £x) =0, o=l
" N el ™ r " N4
(4.9
olacak sekilde Ar, Br ve Cr sabitleri mevcuttur.
e el o
R D), B o R T e e v T ) katsayilarini karsilagtirmakla ve
bazi hesaplamalardan sonra,
Nk 1 n
A = —_——, Bh = 0, qﬁ  —
3 2n + 1 2n + 1
bulunur ve buradan rekiérans bagintisi
(n + 1)P (%) = (2 + 1)P (%) - nP B 5 SRS e | 4. 10
ot - n ri—4

olur. Bu badintinin doguran fonksiyondan elde edilen (2.29) bagin-
tisina denk oldudu g&rildr.

Legendre polinomlari, ayni zamanda sabit garpanlar harig
-1 < x < 1 aralidinda w(x) = 1 agirlik fonksiyonuna g&re ortagonal
olan (¢n(x)) polinomlari gibi tanimlanmistir. Qﬁ(x) ile saglanan

(2.39) diferansiyel denklemi, ortagonallik sartindan asagidaki gibi
Gikarilabilir:

L
o s [(1 St ¢h(x)]0(x)dx, (4.11)
-1 dx dx
olsun. Burada Q(x) (n-1) den kigik veya egit dereceli bir polinom-
dur. Kismi integrasyon ile
1 1
e . 1
I = [(1 - x)e_a6] j-;(l X )¢ _(x)Q' (x)dx,
olur, burada integrali alinan Kisim sifira esittir. Tekrar Kkismi
integrasyon ile
H 1
d 2
I = -[(1 -3¢ 60 6Gal_ + e co—I[a-x)a )]dx.
9 - " dx
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bulunur. Yine integrali alinan kisim sifira esittir ve

L et == i yaMoH )
dx
ifadesi (n-1) den kigitk veya e3it dereceden bir polinom oldudundan
I = 0 elde edilir.
(4.11) formifléinde integral igindeki

d
dx

E )i xz>¢L<x>]

ifadesi, n. dereceden bir polinom oldugundan ve n den kiigitk her po-
linoma ortagonal oldudundan, ¢n(x)'in sabit ¢arpani olmalidir.

Béylece, d

dx

S P ()] = A @ (). (4.12)

olacak sekilde bir An sabiti vardir. Eger

tad 1
P () = ax + = b4 PRt B z
] ” n=1 o

yazilirsa ve bu denklemin her iki yanindaki ®x' nin katsayilri kar-

$ilagt 1'F1 I'flee TR F5min-» 1) bulunur, buradan
d [(1 - gl ¢n(x)] +n(n + D@_G = 0 (4.13)
dx dx

olur. Bu n. mertebeden Legendre denklemidir.
Bu y®ntem, adirlik fonksiyonundan diferansiyel denklem bulmak
i¢in biraz daha genellestirilebilir.

% Tchebycheff Polinomlari

-1.< % < 1 araligindg,

8T B YRS R x)d(l s x)ﬁ, R e OE L B (I (4.14)
seklindeki agdirlik fonksiyonuna gore ortagonal olan ortagonal poli-
nomlar dizisi Jacobi polinomlari olarak bilinir.

L

futid” B8, w=0,1.2,....

_1
integrallerinin hepsinin mevcut olmasi igin & ve {3 sabitlerini si-
nirlamak gerekir. Legendre polinomlari &« = {3 = 0 halinde Jacobi po-
linomlarinin ®zel bir sinifidir. Burada Jacobi polinomlarinin iki
8zel sinifi1 ele alinacaktir. Birinci ttr Tchebycheff polinomlar:
@ = {3 = -1/2 durumuna karsilik gelen

z.>~372
wigy #2cr 2 %tr®
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agirlik fonksiyonuna sahiptir. ikineci téir Tchebycheff polinomlar:

o = 3 = 1/2 durumuna karsilik gelen
wix): 2 (1 =%+
agirlik fonksiyonuna sahiptir. Bu polinom dizileri ig¢in doduran

fonksiyonlar bilinir ve &zellikleri Legendre polinomlarinda oldudu
gibi ayni yolla gikarilabilir. Bununla birlikte bu yaklasim Kkulla-
nilmayacaktir. Buradan, Tchebycheff polinomlari ve belirli trigono-
metrik fonksiyonlar arasinda &zel bir iliski Uzerine kurulan farkli
bir yol izlenecektir.

Lemma . n negatif olmayan herhangi bir tamsayi olsun. O zaman,

cos n& = Tn(cos S) $5.2)

sinainit.1)9 sin & Sn(cos e) (5 3)

olacak sekilde n. dereceden Sﬁ(x) ve T (x) polinomlari vardir.
ispat. DeMoivre teoreminden her negatif olmayan n tamsayisi 1¢in
cos - ne % 1 &in nb & Clcog 8 + 1 8in e)" (5.4)

dir. Bu denklemin sad tarafini, binom teoremini Kullanmakla genig-

leterek,
n

cot B + 4 wit B R Z Cin.k)(i sin ® " (cos " (5.5)
‘o

elde edilir. Burada

|

C(n,k) = 4.

i = k)]
nicelikleri binom katsayilaridir. Simdi (5.5) denklemindeki reel
ve imajiner kisimlar esitlensin. Bu denklemin sagindaki toplamda
bulunan reel terimler k nin ¢ift degerlerine karsilik gelir. k=2m,
m = 0,1,2,...,[n(2], oldugunda
(i s fH0) & Sk il BT & (1111 « coa " (5.8)

olur. (5.5) denklemindeki reel kisimlar esitlenerek,

Ins/21
el
s g (-1)™C(n,2m)(1 - cos°® M (cos & " " | (5.7)
m=

elde edilir. Bu denklemin sag tarafi, Tn(x) ile gOsterilen (cos ©)°

ya g&re n. dereceden bir polinomdur. O takdirde,

cos né = Tn(cos &), (5.8)
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olup, burada

ns21 - Al @
: = .m =
(-1) AT o g e | o

Tn(x)

m=0 (2m) ' {n = 2m)}

gir.
Tn(l) = cos B sl iy im il €5, 10)

oldugu g@rilmektedir.
(5.5) denkleminin sadindaki toplamda bulunan imajiner terimler

k nin tek degerlerine kargilik gelir. k = 2m + 1 olduunda, m = O,
T o, ESR s L e
(i sin @ = (i 3in @™ o (-1)"1i &in ) - cosr O

olur. (5.5) deki i1majiner Kisimlar esitlenerek,

(N=-1}72 2 % e
sin n® = sin & 2; (-1)7C(n,2m + 1)(1 - cos“®) " (cos &) -

- (5.11)
elde edilir. Sadgdaki toplam (cos €)’'ya g&re (n - 1). dereceden bir
polinomdur ve S__ (cos €) ile g&sterilir. O zaman,

sin n® = sin 6S (cos &) CB 1)
n—1
ve
sin (n+ 10 =-sin eSn(cos e), £5.13)
olur. Burada
ns2]
| 5.1 L
S (%) = (-1)" LA 2R (1 ey (5.14)
e m=0 (2m + 1)!(n - 2m)!
air.
cOEdNis e . R v 1. (5.15)
., e+0 sin ©
olduuda agikga g&rilir.
g y > 2 e 2 -3i/2
Teorem 9. (T (%)) polinom kiimesi -1<x<1 araliginda, (1 - x)
A ——— b
agirlik fonksiyonuna g&re ortagonaldir. (Sn(x)) polinom kimeside
ayhi- aralakta, (1 = xzsz agirlik fonksiyonuna gSre ortagonaldir.
Ayrica,
2 - GO =, S
o SRR % o T D L et
o
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ispat. ilk &nce

;
1 _
(T ,T) = i; 77;Tj:? T ()T (x)dx. (5.186)

ifadeleri g&z&nine alinsin. 0 < @ < m olmak Uzere x = cos® degisken
déniistirmesi yaparak
(T ,T) = [ T (cos®)T_(cose)de (5.17)
m b o m n

elde edilir. (5.7) ©zelliginden dolaya

”

63 e A f cosm@ cosn& de ¢5.18)
m m o

olur. Dogrudan integrasyonla,

ey i
(T, . L3.=|=—— ., =m3nxo (5.19)
2
T = o= -n =0
olur. Sw(x) polinomlari igin yine X = cos®©, 0 £ © £ m donustinmi ile,
}
o s e !; 1 - x* S (x)S_(xddx (5.20)
42 2
= f SItE B 5 _(coER) 5 (cose)
m n

o
elde edilir. (5.12) formitliinden dolaya,
n

(S ,8 ) = f sin(m + 1)® Sin(n + 1)& de (5.21)
m ™ o

vazilabilir. Dogrudan integrasyonla

: m~ n

i 0
(Sm,Sn) = P - S
2
olur.
Burada birinci ve ikinci téir Tchebycheff polinomlari sirasiyla
(Sn(x)) ve CTn(x)} polinomlari olarak tanimlanacaktir. Birinci tir

polinomlar Teorem 5’e gdre

XT - (at)oc= =A iT X uBal olx) + CI; (x) Ch .23
n o et n---m N Neg
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seklindeki rekiirans bagintisini saglamalidir. x = cos® doniigiimil ya-
parak ve (5.8) ©zelligini kullanarak, bu baginti

cosn® cose = Arcos(n + 1) + B%cosne + qjcos(n = rTle

seklinde yazilabilir. Bu trigonometrik &zdeslikten, 'Ar = qﬂ =212,

B = 0 oldugu g&ruldr. Buradan birinci tUr Tchebycheff polinomlari
gut ‘) *= 7T i ) i e o G 5 .2¢)
el el n-1
rekifrans bagintisini saglar. Benzer Sekilde ikinci té&r Tchebycheff

polinomlarida

2xS (x) = S C3E)- 5 ) no=-1 C5.25)
n n+i n-i
rekffrans bagintisini sadlar. cosn€& fonksiyonu
2
Sr v ptye (5.26)
ae®
diferansiyel denklemini sagladidindan dolayi1 x = cos2 degisken

déntstirmesi, Tr(x) ile saglanan bir diferansiyel denkleme gotUrdr.

gy 3 dy . VRS . & S
de& dx de dx
- 2 2 z
d’; - di bifle - SY cose=(1—xz)dyz e,
de dx dx dx as
oldugundan bu diferansiyel denklem
z d2 d 2
(1 - xH =L - X _+ny =0 (5.27)
dx d=
o lur:. Sn(x) polinomunun
z dz d
(1 - 3 X T 3+ nitn + @09 = 0 (5.28)
2
dx dx

diferansiyel denklemini sadladigi kolayca gdsterilir.

6.1 Ortagonal Polinomlarin Diger Kiumeleri

Jacobi polinomlarina ilaveten, ortagonal polinomlarin dider i-
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ki kéfmesi Laguerre ve Hermite polinomlaridir. Her 1iki kiimede
ortagonallikten sonsuz aralikli kiimelerdir. % (x) Laguerre poli-

nomlari 0 < ®x < ® araliginda w(x) = P agirlik fonksiyonuna gore
ortagonaldir. Hr(x) Hermite polinomlarida -® < x < ® aralidinda

2
wix) = e © agirlik fonksiyonuna g€re ortagonaldir.

Asagidaki tabloda bunlarin bazi temel ©zellikleri ve daha ©nce
bahsedilen ortagonal polinomlarin dizileri listelenmisStir. Bu 9zel-
liklerin g¢ikarilmasi burada gdsterilmemistir.

6.2 Ortagonal Polinomlar Tablosu

1. Legendre Polinomlara

ns/2] k
= = | n-2
P Go) = Z O -
2 k6 2"(n - kK)!(n - 2k)!

(&) - Rraglik- i =) < & <1,
(b)) Agirlik fTornksivonu '« wix) = 1.
(c) Doguran fonksiyon

0
T —dt ey 'ZP ("
™
=0
(d> Rekiirans bagintisi
ne () = (2n = 1))xXP 0 S & e e ] (x) n 523D
12l n—4i -2

(e) Diferansiyel denklem

(1 - 3xIP" () - 2%P'(x) + n(n + 1)P (x) = 0
2] 1ad ™
(f) Rodrigues formirlir
ta
P (o) = _.:_-d_n L 13
2 nil dx
{g) Norm
= 3 - 2
P I = JIP (3] ax = —=—x TR
”n b
-1 2n + 1

2. Birinei Tiir Tchebycheff Polinomlar:

ng# n')'?-Zk ()% - 1§ -1
1Ok = Z - cos(ncos x)

k (2K . - 2K}
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CAY oAbl ak =1 < ot £ 1. b ki
Chrr-~Rgrriin ronkeiyonu : w(x) = (1 - x)
(c) Doguran fonksiyon

S Ay i;Tn(x)t“
I = axt + ¢ n=

(d) Rekiirans bagintisa

T (%3 = 29T (%) -.F (32) n-2-2)
tad n—1

"2

(e) Diferansiyel denklem
(1.~ 3OT" (30). = XT Ax) +. 0T (%) = 0
rn n n

(f) Norm

3. ikinci Tiir Tchebycheff Polinomlari

TP on s TGO - 1T sinlts * Lyess ¥
Sn(x) = =
k (2k + 1)!1(n - 2K)! 7 o
$ I
{a) - RP&idk : 1 ¥ %<1

(b) Agairlik fonksiyonu : w(x) = (1 - xzsz

(c) Doguran fonksiyon

A , = zisn(x>t“
i - gt et W

(d) Rekifrans bagdintisa

S8 .= 2x5 {3) =8 (x) (n =2 2)
tad n—1 n-2

(e) Diferansiyel denklem

z n

(1 - x)8" (x) -3xS'(x) + n(n + 2)S (x) = 0
n ™ n

(f) Norm

1
"5,,"z =J Y1x" [s co01® = — (n 2 0)
ke :

2
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4. Laguerre polinomlar:

™

k k
- nl)(
L (5¢) =& E £ 1: .
k= (k1) ¢(n = k)

(&) AFaliR®: 0 X" <0 &
(b)) Agarlak fonRsivenu : wix) = ¥
(c) Doguran fonksiyon

1
exp( %
1 -t 1 - t n=o

(d> Rekfirans badintisi
nk (x)9%=2n = 1 ™= s0)L CRE=Tn =L (x)
il o n-2

(e) Diferansiyel denklem

LY () 4 41 - x)Ln’(x) + nL_(x) = 0

n

(f) Rodrigues formilé

L tx) = A e g (e )
12 n
n! dx
(g?> Norm
2 - ® z
i & oY - 2 5
fic i JelL (0] "dx =.1 (n 2
[}
5. Hermite polinomlari
ns21 k -2k
- |
o - Z (-1 nl(2x}
k= RiCH — 2K
() Aralil .~ <€ % < © 2

(b) AJirlik fonksiyonu : w(x) = e
(c) Doguran fonksiyon

|
o
N
i
NI
:!:E
X
(ad

exp(2xt

(d) Rekfirans bagintisi

H (x) = 2xH (%) 2Ch =130 (%)
n n—1 n-2

v
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(e) Diferansiyel denklem

H' ) - 2an'<x) + 2nH () = 0

n

(f) Rodrigues formiflé

ko =y
H (x) = (-1 e .

(g) Norm

a0} >
HI® = [ e® [H 0]1%x = 2™nlY 0
tad ™

-0

(n

0).
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