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OZET

Bu caligsmada degismeli birim elemanli halkalar ve mo-
diiller incelenmistir.

Bes bdliimden meydana gelen calismanin ilk iki b&lii-
miinde konu ile ilgili temel tanimlar, teoremler verilmistir.
Halka ve modiillere, daha ileri kavram ve teoremler elde ede-
bilmek ig¢in, bazi sonluluk kosullari eklemek gerekmektedir.
Bunlarin en uygunu "Zincir kosullara"™ dar. Zincir kosulla-

ri1 halka ve modiillerin her ikisine de uygulanir.

Uglincl bdliimde tamlik bdlgesi, her ne kadar cisim de-
gilse de onun bir cisme g&mililebilecegini g&recegiz. Tamsayi-

lar climlesi ile rasyonel sayilar climlesi buna bir &rnektir.

Dérdlincli bélimde radikal, asal radikal ve jocobson
radikali incelenmistir.

Son bdliim ise Boole halkalarinin incelenmesine ayril-
misEIP,




SUMMARY

In this study we will introduce a commutative rings
with identity and modules. These thesis consist of five
chapters. Chapter I and Chapter II containsan introduction
with the basic definition and theorems about subject. Chain

conditions applies both of rings and modules.

In the chapter III whether integral domain is not

field, we will see that 1t can embed to a field.

In the chapter IV we will introduce radical, prime

radical and jacobson radical.

In the last chapter, Boole rings have been examined.




MODOLLER

BOLUM 1

GiRiS I.1.

R birimli bir halka ve (M, +) degismeli grup olsun.
reR ve aegM

1) raegM
2) (rts)a = ratsa
3) (rs)a = r(sa)
4) r(atb) = ratrb
5) la = a
ise M ye bir sol R-modiil denir.
Burada
air oM

alr,a) = ra olup




ra elemani r ve a nin modil c¢carpimi adaini alir.

Eger R = F ise (F herhangi bir cisim) o taktirde bir
sol R-modiil F lizerinde bir vekt&r uzayidar.

(G s+) degismeli grubu dogal bir big¢imde bir sol
Z-modiil gibi disilinlilebilir.

Yani,
Z xG~*G ne?2 aeG
(n,a) » na na = a4 ......74a

icin yukaradaki aksiyomlar saglanar.

R bir halka ve I,R nin sol ideali olsun.

i e e S - S

@ (r,x) + X

R deki elemanlarin carpimi olarak tarif edilirse, I bir
R-modiildiir.

Vektdr uzaylarinda oldugu gibi

1) OR.a > OR (A, +) nin 6zdes elemani OA
2) 0p-r = 0y (R, 49 nin 8zdes elemani 0g
3) r(-a) _ (-r)a _ -(ra) YreR ve aeM kosullari ge-

cerlidir.
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Tanaim: 1)

Bir R-modiil M'in bastan farklia alt kiimesi N olsun.

1) (N, ¥ , M, 4) nan alt grubu

2) YreR ve aeN igin raeN

olmasi sartiyla N, M in R-alt modiilidiir,
R-modiil olan M ag¢ikca iki asikar altmodiile sahiptir,

Bunlar {0} ve M dir.




1.2 BOLUM MoDULU

N, R-modiil olan M in bir altmodiilli olsun. M komutatif
oldugundan N<9M dir. M/N b8lUm grubundan s&z edebiliriz.

Bu grubun elemanlari aeM olmak kosulu ile a4N kosetleridir.

M/N = {a4N | aeM}

M/N de toplama islemi

(2a+N)4(b+N) = a+b+N dir.

Carpma islemi ise

r(a+N) = ratN dir.

Bunun iyi tanamli oldugu ((.) gére) gbsterilmelidir.

r(atN) = r(a'+N)
r(btN) = r(b'¢+N)

rab+N = ra'b'+N oldugu gbsterilmelidir.
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Tanim : 1)
M ve N iki R-modiil olsun.
f: M5+ N dénlisimli VreR wve agcM icin
1) f: M5 N Dbir grup homomorfisi

2) f(ra) = rf(a) § VreR ve agM sartlaraini sagla-

yorsa, f'e R-modiil homomorfizmi denir.

Eger R = F ise (F herhangi bir cisim) o takdirde
R homomorfizmalarina M dan N'e lineer d&nilistimler denir.

R =TF ise R-modiil homomorfizmasina R-lineer d&nlisii-
mi denir.

Ornek: 1)

Bir R-modiil olan M in altmodiilii N olsun.
NatN : M s M/N bir R-homomorfisidir.

1) Naty bir grup homomorfisidir.

Gercekten

NatN(afb) atbtN

at+N+b+N

= NatN(a)+NatN(b)



ol e
%9 f(ra) = rf(a)

NatN(a) = a4N
NatN(ra)= ra+N
= 7r(a+N)

rNatN(a)

Ornek: 2)

Tamsayilaran (Z, +) grubu bir Z-modildir.

mZ ={mn| neZ} ciimlesi bir altmodiildiir.

Teorem: 1)

M bir R-modiil ise ve M in biitlin altmodiillerinin
climlesi {Bj | ieI} olsun.

Bu takdirde A = j{1B; de M in bir altmodtltdir.

Gergekten x,yeA ise her 1iel ig¢in x,yeBi olacagin-
dan x-yeB; dir.

Dolayisiyla x-yeA dair. Benzer sekilde her reR ic¢in
rxeA dar.

Urnek: 3)
R halka f: M+ N bir R-modil homomorfizmi

Cek f =faeM |f(a) = 0} climlesi M in bir altmodiilii-
dir,



BOLOM 11

ZINCIR KOSULLARI

S bos olmayan kismi siairali bir kiime olsun. Eger

X,yeT " icin x £ vy Veya y & x oluyorsa S nin bir T-alt
kiimesine zincir denir.

£, <& Dbagintasi ile kismi siralanmis bir kiime olsun.
£ Uzerinde asa®idaki kosullar denktir.
p € e icin artan zinciri durur.

(X, ™ By = aiens olan bir n vardar.)

(ii) I nin bos olmayan alt kiimesinin bir maximal ele-
mani vardar,

Eger I, bir M modiiltin € bagintisi ile siralanmis
altmodlillerinin klimesi ise o zaman (i) ye artan zincir kosu-

lu denir. (ii) ye maximum kosul denir.

Bu iki denklem kosuldan birini gercekleyen bir M modii-
line artan zincir kosulunu saglar denir.

Eger, =2 ile siralanmis ise o zaman (i) azalan zin-
cir kosulunu saglar (ii) ye minimal kosul denir.



Tanaim: 1)

A bir modiil olsun. A nin altmodiillerinin

Alc: A2C: ..... zinieciri her i1 3 n dcin Ai = An

olacak sekilde n tamsayisi varsa A altmodiiller {lzerinde
artan zincir kosulunu saglar denir.

B bir modiil olsun. B nin altmodiillerinin BllD B2D...

Zineiril ov-i1 >°m icin Bi = Bm olacak sekilde m tam-

sayisi varsa, B altmodiiller lzerinde azalan zincir kosulunu
saglar denir.

Lann: 23

RninherIoDllDIZD...DInD ..... sag

ideallerinin azalan dizisi sonlu bir. adamda durursa R ye
Artinian halka, R nin her IOC IlC 12C viigaka 30 5.0

sag ideallerinin artan dizisi sonlu bir adimda durursa
R ye Noetherian halka denir.

Ornek: 1)

Z tamsayilar halkasi Noetherian fakat Artinian
degildir.

Z de ideallerinin artan bir dizisi (nl)C: (nz)c;(n3)C"..

ise bu dizi sonlu bir adimda durmaladar.

Clnkd (n;) Cl(nj) ile ns nin n; yi bd1lmesi de-

mektir. Eger dizi sonlu bir adimda durmaz ise n;'in sonsuz
sayida bdleni olmalidir. Bu ise hig¢bir sonlu tamsayida miim-
kiin degildir. wlLfgj
AL
S
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U
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Diger yandan

(2) DT GRS S . o s v L R

dizisi Z de sonlu bir adimda durmaz. B8ylece Z tamsayailar
halkasi Noetherian fakat Artinian degildir.

Lanam: *3)

Bir altmodiiller dizisinin terimleri arasina yeni
altmodiiller ekleyerek elde edilen yeni diziye ilk dizinin
incelmis dizisi denir.

Tanaim: 4)

A bir R-modiil olsun. A nan bir altmodiiller dizisi
AOC AlC A2C CAn = A olsun. Bu dizi daha fazla in-

celtilemez ise yani her i ig¢in Ai ile Ai+1 arasina A nin

herhangi bir alt modill ilave edilemez ise diziye kompozis-
yon dizisi denir.

Tanim: 5)
AR bir sag R-modil olsun.

(1) AR nin alt modiillerinin her toplulugunun mini-

mal elemani varsa AR ye Artinian modiil denir.

{ia) AR nin altmodiillerinin her toplulugunun maximal

elemani varsa AR ye Noetherian modiil denir.
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Teorem: 1)

AR bir R-modiil olsun. Bu modiil ancak ve ancak
azalan zincir kosulunu saglarsa Artiniandar.

Ispat:

A nin alt modiillerinin azalan dizisi A DA :)AzD..
An S ve bu dizide s6z edilen Ay lerin toplulugu

M ise M, A azalan zincir kosulunu sagladigindan bir minimal

At elemani bulundurur. At+1’ At ig¢inde At+2’ At+l

iginde ve bdyle devamla kapsandigi ve Ay de minimal oldugun-

dan At =’At+1 = At+2 i elde edilir vedizi t. adaimda

durur.

AR azalan zincir kosulunu saglamis ve M de A nan
altmodlillerinin bir toplulugu olsun. AjeM alalam. A, M de

minimal ise islem durur. Ay minimal degilse M de Ao da kap-

sanan bir A1 elemani vardar. AleM de minimal ise islem du-
rur. Minimal defilse M de A,'in kapsadii bir A, vardar.
Bbyle devam edilerek M in elemanlarindan olusan bir dizi

AoDAlgAZD... DAnD..... elde edilir.

Kabul geregi bu dizi bir yerde durmalidar, sonlu bir
t i¢in

B8ylece M de aranan minimal eleman A, dir,
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5.3 HOMOMORF! ILE iLGiLI SONUCLAR

1) f:M » M' bir modil homomorfizmi ise Kerf, M in
Imf, M' nin altmodilddilir

2) N ve N' bir M modiliinlin altmodiilleri olsun. O tak-
tirde N4N' de bir altmodiildiir. ve

N/(N AN') = (N«N')/N'
dir.(ikinci fzomorfizma Teoremi)

3) M DM' DM" modiiller ise o taktirde

(M/M" / (M'/M") = M/M' dir. (Ug¢lincl izomorfizma Teo-
remi)

Eger f:M » M' bir modlil-homomorfizmi ve N', M' niin
bir altmodiilli ise bir kanonik homomorfizmaya sahibiz.

I et oY) M'/N'

f bir modiil-izomorfizmidir.

¥y Des Grud Gk o0
Imf = Ker g ise bu dizi tam'dar.

Burada f,l1-1 Wve g Srtendir.




vardar.

f

=5 -

H, G nin altmodlili ise

0——H—G —G/H—0

0 ﬁG‘ f%G g G" ﬁo
0—sH - \3 /H—s0
£:6—G" HYt €%/ ve H=1 ) olsuh.
BRRRROR £l 6
£-1(H )—H"
G—iC'———aG ' /H'
£ G /G
0 - H — G 3G/H 50
l f F
0 >H' >6! > "/ — 0

izomorfizmadair.
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BOLOM 111

BIR TAMLIK BOLGESININ KESIRLER CISMi

Q, rasyonel sayilar cismini Z tamsayilar halkasindan
elde ederken kullandigimiz y&ntemi herhangi bir A tamlak
b6lgesine kolayca genisletebiliriz. BSylece A nin kesirler
cismini elde ederiz. Bu y®ntemde a, seA ve s # 0 olmak

lizere bitlin siralia (a,s) ikilileri arasinda;

(a,s) = (b,t) <> at- bs =10 denklik bagintisa
tanimlansan.

Bu ancak, A bir tamlik b8lgesi ise gecerlidir. Clinkl
bagintinin ge¢isken oldugu g&sterilirken kisaltma yapilaiyor.
Yani A nin saifairdan farklia sifir b8lenleri yoktur.

A bir halka olsun. A nin ¢arpimsal kapali bir altkii-

mesi denince 1leS ve S carpma altinda kapalia olmak ilizere A
nin bir S altkiimesi anlasilar.

Simdi A x S de bir denklik bagintisini sdyle tanim-
layalaim,

(a, g). (b,t) «>. at =bsg

bu bagintinin yansiyan, simetrik oldugu agiktar,
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Gecisken oldugunu gdstermek icin;

(a,s8) = (b,t) ve (b,t) = (c,u) alalim.
at = sb s uat = usb
bu = tc => sbu = stec

uat = usb
ste = sbu

uat-stc = usb-sbu

t(au-sc) =0 t £ 0 au-sc

0

(a,s) = (c,u) olur.

, (a,s) nin denklik siniflarini gdstersin.

Denklik siniflarainin kilimesi s™1a olsun.

s™1A  da toplama islemi;

(i)*(._b_)=( at-tbs)

s T st
S—1 A da carpma islemij
a b __ab :
('g—) (_T_) - seklinde tanimlansan.

s™1 A kiimesi yukaridaki () ve (.) islemlerine gdre
bir halkadair.
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Ayrica f(x) = X~  ile tanimla bir f: A » s~1a

&
homomorfizmasi vardar.

Bunu ispatlamak i¢in Once yukaridaki toplama islemi~
nin iyi tanamli oldugu ispatlanmaladar.

g8 & toplama

al/s ¢+ a'/s' = s'a+sa)/ss' seklinde tanamlandai.

tyi tanimli oldugunu gdsterelim.

als = atfg’

b= blyn’
ar +bs = a'r'+b's!

s pigt
(ar+bs)r's' = (a'r'4+b's')sr

arr's'-a'r'sr = b's'sr-bsr's'

arr's'-a'r'sr-b's'sr+bsr's' =0

rr'(as'-a's)+ss'(br'-b'r) =0

r,r'es 8.,8'e8
rr'eS ss'eS




=T

(as'-a's) = 0 (br'-b'r) =0

Toplama iyi tanimlaidair.

Carpmaya goére;

ab/sp = a'b'/s'y!

abg'y'= g'b' sr

abs'r'-a'b'sr-br'a's4br'a's =0

br'(as'-a's)+a's(br'-b'r) =0

Sonu¢ta carpma iyi tanamladar.
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$TA halkasafve diislagTin homomorfizmi asagidaki

6zellikleri saglar.

1) seS =>f(s), S *A da birimseldir.

2) f(a) =>0 bir seS igin as.= 0 dar,.
) §°iA. pan hep elemani, bir aeA ve bir seS icgin

fta)Eia)"t  sekiindedin

Sonuc:1)
Eger g: A + B
i) seS=> g(s), B de birimsel
ii) g(a) =0 => bir seS ig¢in as =0

iii) B nin her elemana g(a)g(s)-l bigcimde olacak sekil-

1

de bir homomorfizm ise o zaman tek bir h:S "A - B izomorfiz-

mi vardir ve g = hof olur.

T 8 B g(a)g(s)"1 ile tanimla
s




=] G

b oGtk an

gbsterecegiz,

dénlislimiinlin bir izomorfizm oldugunu

h Ortendir ve h nin 1-1 oldugunu gdstermek ic¢cin cekir-
degine bakalaim,

Eger h(—=—) =0 ise g(a) = 0 dar.
s
0 halde (ii) den bir teS ig¢in at= 0 ve bdylece

: e
(a,s? = (0,1) bulunur, Yani S "A da _a _, dar.

S

Tanam 1)

B bir halka ve A, B nin bir althalkasi olsun. a:eA,
ceB icin

n n-1l < :
8 +alc BT et e e +an =20 ise

ceB ye A da tamdir denir.

Tanaim 2)

f: A » B bir halka homomorfisi olsun (A,B degismeli
halka)

Eger B, f(A) lizerinde tam ise f'ye tam ve B ye tam
A-cebir denir.
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f: A+ B ve g8 + € tam ise o taktirde

gof: A > C tamdar.

Onerme 1.

g: A+ B her seS ic¢in g(s), B de birimsel ola-
cak sekilde bir homomorfi olsun. O zaman g = hof olacak

sekilde tek bir h: S35 B homomoeEisi vardir.

Teklik:

Eger h kosullari saglanirsa, 0 zaman her acA

2> & hf(a) = g(a) olur..
1

B8ylece segS ise

St seistbiba) B o glad ™2
s T
0 halde
B ) = L laE 3 Sty
s & s

- gla)gts)™>

Bu ylizden h,g ile tek olarak tanimlanar,

ig¢in



&

§i) Varlik  hi==2) =-g(a)g(s)-1 olsun. O zaman
s

iyi tanamli homomorfizm olacaktair.

1
Simdi e A olsun. O halde
s g

(as'=sa')t =0 olacak sekilde teS vardair.

(g(a)g(s')-g(s)gla'))lg(t) =0

olur. g(t), B de birimseldir.

g(adgls) ) <pat)gl®" )™}  elde editir.

f: A » B tam olsun. S de A nin carpimsal alt kiimesi

olsun. 0 taktirde S—1 = S—lA > S-lB homomorfisi vardair.

(5~Y5y(x/e) = £(x)/£f(s) . ile tanimlanar.

o)

55 "B
/

>
<
(92]
|
>
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Onerme 2.

f: A » B tam ve S,A nin carpimsal altkimesi olsun. O

faktinde S ~ f: S A+ S T8 Wamd:ir,

ispat:

xeB ve aieA icin

Xt a; X A Lt B 0 SIuY .
X -1
—— € S 7B (xeB, seS)

s

Yukaraidaki esitlikten

1 X on=1 an
O, LN T yo oo + =0 dir.
S S S Sn
A s™1a da tamdar.

Teorem 1)

Eger AC BC C halkalar ve B, A da tam C, B de

tam ise o zaman C, A da tamdar.
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Tanam 3)

A bir halka olmak lizere, katsayilara A dan alinan
bir f(x) polinomu

f{x) R a.x? = a +a.x+
=

seklinde bir sonsuz toplamdir. OUyle ki ach lara f(x) po-

linomunun  katsayilari ve x'e belirsiz veya degisken ada
verilir.

A lizerinde bilitlin tek degiskenli polinomlarin climlesi
A[x] ile gdsterilir.

Onerme 3. Asagidakiler denktir.
1) xeB, A da tamdar.

2) A[x] sonlu tiretilmis A-modiildiir.

SOMIe 27

A da tam olacak sekilde B nin X3 (1 <« 1 ¢ n) ele-

manlarini alalam. O zaman A [xl....xn'] halkasi sonlu lire-

tilmis bir A-modiildir.




P L

Ispat:

n lizerinde tlimevarim uygulayalim. n =1 ic¢in dogru

oldugunu biliyoruz. Nt okl ['xl ..... X ala-

r
lim. O zaman tUmevarima g&re A _, sonlu lretilmis bir A-mo-

) i

diildiir. X s An-l de tam oldugu ig¢in n = 1 durumundan
A = A [x ] sonlu iretilmis bir A modiildliir. A bir
n n-1 n n-1 n

A-modiil olarak sonlu liretilmis olur.

Onerme U4)

AC B tamlik bdlgeleri ve B, A da tam olsun. B cisim-
dir &> A cisimdir.

Ispat:

A bir cisim olsun. yeB , y # 0 alalim, ayrica,

yn+alyn 1+ ...... ta_ =0 . (aigA)

B tamlik bd8lgesi oldugu ig¢in . # 0 dar. Dolayisaiyla

. 51 = a3
yny l+alyn 1y 1* ........‘lay =0

a~l (yn-l+alyn-2§ Rgatagt any-l) =0

n

o P -1 g2 , T SRR
y" ta " ta,a." ¥ veast oy
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1 -1
S (y

bdylece B cisimdir.

Tersine B bir cisim olsun. xeA, x # 0 alalim. 0 za-

man x—ltB olur.

B, A da tam oldugundan,

¥ +al deie g =G + a'=2o0 (aleA)
i
olur. Buradan
m=1, -m -m+1 e
¥ (x +1 B it +am) 0
(x tat, 7¢matixte ... .. ta’ 1y
2
X7 otk At e Lis a&xm-l)cA

dan A bir cigimdir.
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Tandm: 4 )

S degismeli ve birim elemanli bir halka ve R, S nin
1S'i iceren bir alt halkasi olsun. 0 taktirde S'ye R nin
halka genislemesi denir.

Ornek: 1)

Cift tamsayilar kimesi E , Z tamsayilar klimesinin
bir althalkasadar.

1) E %8 (2,4,6¢E)

m,neZ olmak tlizere 2m ,2neE E # @ dir.

2) 2m, 2nekE

2m-2n = 2(m-n)eE

3) (2n)(2m) = UnmeE
E, 1'i icermediginden Z,E nin bir halka genislemesi-
degildir.
Tanam 5)

S nin her elemani R lizerinde tam ise S, R nin bir tam

genislemesidir denir.

reR elemani, x-r R[x] in k&kii oldugundan |R hal-
kasi kendisi tizerinde tamdir. Z nin [R genislemesinde
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3 > x2— Hs ¥ bir k&kii oldugundan, o 5 s Z {lizerin-
/3 3 V3
de cebirseldir, fakat 9 s 2 Uzerinde tam degildir.

V3
i 2 1 . 1 " oo
Clinki x - — tekli —— katsayisi Z in elemani degildir.
3 3
2

Bununla birlikte 7l— y X = = in bir k&kii oldugundan
3 3

Q rasyonel sayilar cismi lizerinde tamdar.
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BOLOM IV

PRIMARY IiDEALLER VE RADIKALLER

Tanam: 1)

I, R halkasinin bir ideali olsun. I nin radikali VI
ile gdsterilip

/I = {aeR |aneI, n > 0)

seklinde tanimlanir.

Z halkasinda,

12y 4002 =/(223(3) ="(2) (3) == (B)

/a2
Y = 2% (D)
/(32) = J(32) =/2° = (2)




Teorem:

Ispat:

-29-

1)
I e 5
2) # 13 ~/HY % 4 1

VMeika Ocive TG F 108

1) oéL ey

ac//I ise a¥e/T a5 %1
Mt i

ae/I FRa g o s Q

BT tanimdan

T o ve ta. . BekT L LT

7y = JOW = T

ac/IT  olsun. a"eIJCINJ

ae/INJ

dar.
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ac/I NJ aneI ve aneJ =>

aeVINWJ olsun.

sl sl

gl
ae/IJ

ise

il R 1

ae/IC /T

atel

amk = (am....am)]< eIk_C_ J
R acdd = olur.

ae/INVJT

IC /T




Teorem: 2)

/T,

Ispat:

1)

2)

-Ftw

R halkasinin bir idealidir.

1) a-be /T

2) raev/1

a,bg)/T

n
a eI,

O gt > iy - i

ksmn

bkeI

n
a el

(ra)neI

(ra)" =

olsun. Buradan

m

b el olur.

% bkeI oldugundan

k-meI m

ise b™.b b el oldugundan

olur.

m¢n-k > mfn-m = n

m+n-k
£

oldugundan a I olur.

LT rae/I olur.

(S0 P VN



B 5

Tanim: 2)

Q, degismeli R halkasinin bir ideali olsun. Herhan-
g1 a,beR "1i¢in

abeQ ve an iken b"eQ ( njy 0) ise Q ya
primary ideal denir.

Ornek:1)

Her asal ideal agikg¢a primarydir.

abeQ ve agQ ise beQ olur.

Teorem:3)

Q degismeli R halkasinda primary ideal ise o taktir-
de /Q asal idealdir.
Ispat: abe/Q ve a#/a kabul edelim. O taktirde

a™p" = (ab)”eQ olur. ad/Q oldugundan a'fQ olma-
lidar. Q primary oldugundan (bn)meQ olacak sekilde m > 0
tamsayisi vardar.

Buradan b""eQ ise be/Q olur.

abe/Q , af/Q veya be/Q ise /Q

asal idealdir.
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Teorem: u)

Y ve P, A halkasinda idealler olsun. Asagidaki ko-

sullar saglanirsa Y primary ve P, onun radikalidir.

1) YC P
2) DbeP ise o taktirde bTeY

3) abeY ve a/Y ise beP dar.

Ispat:
11k olarak, ¥ nin primary olcdufunu gbsterelim.

abeY, afY  dise Db'eY

oldugunu gdstermeliyiz.

abeY  agy bePC/ Y

Bu ylizden Y primarydir.

Y nin, P nin radicali oldugunu gZstermek icin P

oldugunu gdstermek yeterdir.

{ X ve 2 den)

PC/Y dir (x)

<

SEC V.
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be/Y ise b"eY olacak sekilde n
vardar.

n=1 ise beYC P beP olur.

o kabul edelim.

b= b e¥

tY olmak kosulu ile (3) den beP dir.

Bbylece bevYY den

YYCP olur (x x)

Lx ) ve L% X))  dan N =P dir.

Teorem:5)

I nin maximal ideal olmasi ic¢in gerek ve yeter ko-

sul her afI icin (I,a) = R olmasidar.

Sonucg 1)

M bir R halkasinin maximal ideali ise M
primary idealdir.

Ispat: Teorem (4) {in 3 {lncli kosulundan abeM”
yazilar.

n

ve

tamsayisa

bir

afM

TR
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M maximal ideal oldugundan Teorem 5 den (M,a) =R

yazilir. R birimli bir halka oldugundan

1 = mtra

1 = (mtra)”

1= (m"r'a)

b= bm'yr'ab r'eR

b = bm $r'ab

beM”  olur ve M" primary idealdir.

Tanaim:3)

I, R halkasinin bir ideali ve P de R nin bir asal
ideali olsun. ICP ve bir P' icin ICP'CP mimkiin de-
gilse P ye I nan en kiiclik asal ideali denir.

Tanim:4)
R de bir ideal I olsun. n pozitif bir tamsayi ve

I nin n kere carpimi sifir ideal, I"= (0) ise I'ya

nilpotent ideal denir.
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Teorem:6)

I, R halkasinin bir ideali olsun. I, ancak ve ancak

R/I bolim halkasinin hir sifir bdleni nilpotent ise primary-
dir.

Ispat:

I, R nin bir primary ideali ve a+I, R/I nin bir
sifir DbOleni olsun.

(a+I)(b+I) = 1T olacak sekilde b+I # I koseti
vardar.

(a+I)(b¢I) =1

ab+I =1

abeI ve b+I # I oldugundan

b¢I dir. 1 primary oldugundan

aneI olmalidar.

(a-rI)n PPN, S dair.

(a+l) nilpotenttir.

R/I nin herhangi bir sifir b&leni nilpotent kabul
edilsin. R/I nan sifir bdleni a+I olsun.
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(a+I)(b+I) =1 olacak sekilde

b+I # I koseti wvardair.

Sifir bdlen nilpotent oldugundan (a+I)” = 1 olur.
n
abel, b¢I a el dar.

ve I primarydir.

Teorem:7)

primary ideal ve /6; = P ise o

n _
taktirde Q = N Q de yQ =P olmak kosulu ile

primary idealdir.

Ispat:
- /h n
Q=/N Qi g7 .ﬂl /6i= {19 =P
L :

Q; komutatif R halkasinda primary ideal ise o taktirde

vV Qi asal idealdir.

R/Q Db&1lim halkasinin sifir b8leni a+Q olsun.

(ab+Q) = (a+Q)(b4Q) = Q

olacak sekilde b+Q # Q koseti vardar.
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btQ # Q dan

i
Q; primary ideal oldugundan,

- abeQ; bfQ; aeQ;

aEl/a-i = P =J—Q

ae/Q a':Q

(a+Q)"” = a™Q = @

a+Q nilpotenttir.
Q,R nin bir primary idailidir.

Tanim:5)

Degismeli bir R halkasinin ideali I olsun, Her bir

I, bir primary ayrisima sahiptir, Efer higbir Qi
TR NQi 1 NQypy N rrvvrss N Q, dcermezse ve Q

nin radikalleri farkly ise o taktirde primary ayrisim indir-
genmistir denir.
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R de bir I idealinin primary ayraisimi I nin primary

ideallerin sonlu bir arakesiti olarak yazilisidir, yani

n

I= 0N Q dir

i=1

Ayrica

1) Bitiin rad(Qi) ler birbirinden farkla
J#1
saglaniyorsa I= FH Qi primary ayraisima indirgen-
i=

mis denir.
Tanim:6)

R birimli, degismeli halka ve B bir R-modiil ol-

sun. B nin bir A altmodili reR; b¢A ve rbeA => r"BC A

olmasi sartiyla primarydir.

Tanim:7)

Bir R halkasinin Jacobson radikali radR ile gdste-

rilir.
radR = N{M!M, R nin bir maximal idealidir}

 Eger radR = {0} ise o taktirde R ye Jacobson radikalsiz
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halka yada yari basit halka denir.

Birimli ve deZismeli halka en az bir maximal ideale

sahip oldugundan daima Jacobson radikali vardar.

Teorem:8)

Herhangi bir R halkasinda a elemani ancak ve ancak

her reR icin l-ra tersinir ise rad R nin elemanadar.

Sonuc:2)

Bir a elemani, ancak ve ancak a+radR , R/radR

bdllim halkasinda tersinir ise R halkasinda tersinirdir.

Ispat:
atradR , R/radR de bir inverse sahip olsun.
(atradR)(btradR) = ltradR
l-aberadR
Bir &nceki teoremde r =1 alinirsa

ab = 1-1(1-ab) den ab tersinirdir ve a elemana
R de bir inverse sahip olur.

Sonuc¢:3)

R nin her nilideali radR da bulunur.
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Ispat:
N, R nin nilideali olsun. aeN alalim. Her reR i¢in
raeN dir. Bdyle ra c¢arpimi nilpotenttir. ra, R halka-

sinda nilpotent eleman oldugundan 1l-ra, R de tersinirdir
ve aerad R olur. NCradR dir.

Teorem:9)

rad R de idempotent eleman sadece 0 dair.

Ispat:

a” = a olmak kosulu ile aeradR olsun. 1l=-a, R de
bir inverse sahiptir.

(1-a)b =1 beR

a(l-a)b = (a-az)b= 0 g e f)x odyy

Teorem:10)

Herhangi bir R halkasi i¢in R/radR b&lim halkasi
yari basittir yani rad(R/radR)= {0} dar.

Ispat:

rad R yi I ile gd&sterelim. a-IeradR/I olmak lzere,
gbstermek istedigimiz a+l = I i¢cin ael oldugudur.

atI, rad(R/I) nin elemani oldugundan

(14I)-(r+I)(a+l) = l-ra+tl

R/I da tersinirdir.



wif s

I

(1-ra+I)(b+I)

vardar.

(14I) olacak sekilde b+4I koseti

(1—ra#I)(b+I) = 1+¢I
1-(b-rab)eI = radR
b-rab = 1-1(1-btrab)

R de bir ¢ inversine sahiptir.

(l-ra)bec = (b-rab)e =1

Séyle ki

(l1-ra) , R de bir carpimsal inyerse sahiptir.

Buradan aeradR = I Dbulunmus olur.

Teorem:11)

R birimli bir halka olsun. R nin her maximal ideali
asal idealdir.

Ispat:

M bir maximal ideal olsun. M in maximal ideal olmasa

i¢in gerek ve yeter kosul her a¢M igin (M,a) = R olmasi-
dary
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BOLOM V

BOOLE HALKALARI

X bir kiime, R, X'in blitlin alt klimelerinin toplulugu
olsun. a,bgR i¢in

@tbee aab = (aUb)/(aNb) = a ile b nin simetrik
farka,

ab= afllb=a ile b nin arakesiti olarak R
lizerinde toplama ve c¢arpma islemlerini tanimlayalim. R nin
bir halka oldugu asikardir. R in birimi X in kendisi, si-

fira @ kiimedir. Herhangi bir a elemani ig¢in

a= a.a=afla =a dan R nin her elemani idempotent
olacaktair.

ab= aflb=bfla=ba danda R nin degismeli ola-

cagi sonucu cikar. Bdyle kurulan R halkasina X in alt kiimele-
ri halkasi denir.

Tanim:1)

Her elemani idempotent olan halkaya Boole halkasi
denir.
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Teorem: 2)

Her boole halkasi degismelidir.

Ispat:

a,beR ve R Dboole halkasi olsun.

atb = (afb)2 = a21ab+ba+b2 = at+ab+ba+b den

abt+ba = 0 (1)

elde edilir. (1) her a,b i¢in dogru oldugundan

I
jo1]
4]
o
Q
o]

{
N
0]
{
o

ata {2)

(2) den her a ic¢in

a = -a 3)

(1) ve (3) den
ab = -(ba) = ba olur ki

bu da R nin degismeli olmasi demektir.
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