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ONsozZ

inegral Transformasyonlarini incelememizdeki amac,
Fatematik, Mizik wve difer Mihendislik problemlerinin ¢Oziim-

lenmesinde sikca kullanilmasidair.

Pu tezde Tourier, laplace, Mellin, Hankel, Xontorovich-

Lebedev Intesral Transformasyonlari detayli bir sekilde incelen-
migtir.

Ornek olarskdas Dalge denkleminin genel ¢dziimii Sonlu

Tovrier Siniis trens®ormasyonu ile ¢oziimlenmigtir.,



Our aim &t concerning with Integral trans®orms is
thet they are widely used in solvins problems in lathematics,

physics end other Engineering branches.

In this thesis, Tourier, Leplace, Mellin, Henkel,
Kontorovich~Lebedev end FTinite transforms are gathered and

investigated in detail.

As an example, by means of finite sine transform the

general solution o the wave equation was been found.



1- Tourier Diéniisiimleri:

Periyodik olmeyan bir £(Xx ) fonksivonunun, fourier intees-

rali

a0

) = 55 | e [ g

seklinde oldufunu biliyoruz.Jimdi,

a® ¢

.[ Jw)e™ du = F(&)
dersek, Tourier Donlistimii,
F&) = Qn)* f f(0)e™ di

elde edilir.Pumu  F(&) = F[f(1);¢] seklinde gosteririz.

inversi ise,
Sy = @ [T F@e dg

olarak yezilar, veye F*[[f(1);&] = f(1) seklinde oOsteririz.

3  § L
Cofu zamanda ¢ e glinir. Purada T-— oldufuncan
& )

b o
E=Q2n)f kvllanirailair.

1.1.%ourier Transformesyonun ozellikleri:

1.1.1. Lineerlik ozelliZi;

FIRE:ix] = i), ise,
F[F(&);x] = fa(x)

Fle FE&) + Cz-Fz(f-ﬂ);x] = ¢, /i(x) + ¢c,/5(x) 3.1:1)



olur,
1.1.2. Simetrik Ozelligi;
F(&) = Z[/(;¢] ise,

FLR:E] = @n*t f(- &)

elde edilir.

1.1.2. Defigim Ozellisi;

a+ o reel bir sayi olmek ilizere,

F() = 7[/(:¢]

'1‘56;

ﬁMmﬂ=ﬁ9mmW1

eyni1 sekilde,
F[ef(1):¢] = 2m)~* f T e di
= @t [ et dr

F[f(1):&] = ZL/1);¢ + 2]

olur.,

1.1.4. Oteleme Ozellipi;

Sker  F(&) = F[A0E] s,

FLt — a);&] = e F[f(1); ]

olur. Renzer sekilde,

W S e

2.13)

(13.4)

(1.1.5)



o

% ['* (5 =) t] =i T R(t) (2.0+F)

eléde edilir.

1.2. Rir Tonksivormin Tiiravlierinin Tourier Transormesyonus

Nier 7(t) ronksiyvonu sirekli ve n defz tiirevi slinsbilir,

- Eala
syirceea,

2 . gt
lﬂn — i3 = 0
< 10

Jtl=w
ige, bu tezkdirde,

F [ fn - = (—iEVZFI| 1(1):;
FLS"W0):&] = (i) F[S1):¢] (1.2.1)

-

dir. Isvatlanmasl gereken,

FUrw:el = @t [T foe d

= O], — E@mE [T fne d

J,l|l_r.l}oj(’) -y oléufandan

FLrw;é&] = —igF[f);&]

elda edilir. Devam ediliree,

FL"0):E] = (=& F[1):¢&]
olur.
Penzer sekilde efer i.m.’_‘(t) fonksiyonu inteesrsl edilehilir-

se, bu durumda

FOE) = mF [mf(1):¢] e, A0



1.23.Tourier Cosiniis Trnasformasyonu:

~

r(t) fonksiyonu sadece reel ve pozitif delerler icgin
tenimli ise, biz yeni bir ?+(t) fonksiyonunu agajidaki eibi

diglinebiliriz,.$oyle ki,

- it Wt e 2 o Bk
1.0y = B t <0, sy -

Ao duraada ,

ffw/4('>¢"*" di = fo " e dr + f_" S(=1)e™ di

[ 9]
= [T1ote + ey a
¢irs O-helte

4+ (o
Ffi):¢] = (;?;-) L S(t)cos (&r) dh.

Boylece Fourier Cosiniis transTormesyonu,

+ o
F(&) = Z[/1);¢] = (%) L J{)cos (&r) dt 5513

seklini alir. Punun inversi ise,



318
Jir) = (—) J F(&)cos (Cr) dE

n 0

elde edilir.

1l.4. Fourier Siniig Transformasyonu:

Denzer sekilde, eZer (o, eo) aralijinda f (t) fonksiyonu

ele glirsek, soyle ki,

it ni M srebs> 0,
o {—f(—t), 1 <0,

ise. bu durumda,

f_:f-(f)e"" di = f:f(t)e"" dt — ff@f(—t)e"“ dt
= J‘owj'([){ei{' e e—i{l} d{

Y f: f(r)sin (Er) di

elde edilir ki bune Tourier Siniis Transformasyonu denir ve

P

egefirdaki oibi yazailar.

%

SEPAEa il
£() = #[/(1);¢] = (E) J; S sin (&1) dr (17
inversi ise,
4 (o
i) = (%) '[ F,(&)sin (&) dE, (t >0) £1:4.2)
0

e\&g cc‘i.'.\'\r.



1.5. Siniis ve Cosiniis Tonksiyonlarinin Tiirevlerinin Fourier

TrensTormasyonu:

*(t) fonksiyonunun tiirevinin Fourier Trensformssyonu,
B 5 + 3 00 Gl
FLr@:e] = (- S(1)cos (1) di
0

2\ % 2\t [
_<~) J(0) + é(—) j J()sin (&r) di
T U 0

FLL W8] = @m0 + EF[f1); €] (1.5:1)

olur.Renzer bicimde f(t)'nin ?.tirevi,

FL/);E] = —@/m)f0) — E>F.[f1):€]

{X:5.°)
seklinde elde edilir.Ayni sekilde 7(t)'nin tiirevinin F.S.

transformrasyonv,

«~ i‘ -
9*’[/"(1);6]=(;t) J S(t)sin (ér) dr
0

FLSW0):E] = —=EF[S(1);€] (1.5.3)

sonucu elde edilir.Penzer bicimde f(t)'nin 2.tiirevi

F.S.7

9

FL1(1):E] = 2/m)*EN0) — E2F,[f(1);¢&]

(1.5.4)
elde edilir.
Efer f'(o)=0 ise,
FL/"0:E] = —ER (@) gt
olvp, e’er f(o)=o ise,
F LS 1):E] = —E2F, (&) (1.5.6)

elde edilecektir.



Sonu¢ olarak, bir problemin c¢dziilmesinde efer f(o) verilip,
(o) verilmemis ise, biz <"(t)'nin Pourier Siniis Transformas-
yonunu kullanabiliriz. DiZer tersftan efer f£'(o) belli ve f(o)
belli de’il ise, bu sefer °"(t)'nin Tourier Cosiniis Transformes-

yonunu kullenebiliriz.
1.f. Rezidi Teoremi Yardimiyla Fourier TransformasQJOr\u:
f(Z) kompleks fonksiyom: asagidaki sartleri seflasin,

2 %), B 1By eee B sonlu singuler noktzlarina (yarin

cember icinde) sahipse,

2) (2), ber yerde snelitik, bl'b°"”'bn reel eksen

tizerinde begsit kutup noktesleri ise,

3) zZ— . icin  zf(2)e’** - 0 giderse,
bu durumda  e®if(z), Tonksiyonu(—ee , +ee)eralifinda

intesre ecersek,
m n
1

e ” f(x)e dx =4 Z res{ f(b,)}. e + Z res! fa,)) e,

2nl _wo - .. s=l - s=l .
elde edilir.Rdylece Tourier Transformasyonu Rezidiler

vardimiyla asafidski ~ibi hesaplanabilir.

m

FLA:E] = @i ¥ reslfla)}e + 4 ¥ res{f(b)) e,
1 s=1
(& > 0).

s=

1.7. Tourier Transformasyonun Ysrcdimiyla Sabit Katsayila

?.Yanli Lineer Diferznsiyel Denklemin Cozumii:

n N=1 P
aly - &,”y + otoooo+ any - . (X) (1)

Lineer Tif.Denklemini =ztzoniine 2lelim.(1) esitliXide her



iki tearafa Tourier Transformasyonu uygularsek, ayraica,

FLW0E] =(=ie)" /)¢ (2)
olduFunu biliyoruz.

fF[y(x):‘S]— i%)

seklinde rosterirsek, (1) esitlizi (2) ve (2) den yararlanerak
}'/[alyn(x):g] +F [c?}rn_l(-‘();g] tooot ?[?'nl’(x) ;E] '”’Pf([f'(x); E]

& i % )nY( g )+ 2, 'y Ve lxp ek, 4 -«‘n,nY( 3= Ftl £S)
7.(3)

\I’l—ﬁl.

5 ¢ = :
(%) slﬁgf#sbéigj teoet B

fRaT:1)

seklinde diizenlebilir.
Simdi her iki tarafa TFourier invers Trensformasyonu hesaplarsak,

= =P(EIG(T (8)
F X ix) = %
[ ] 3: aicig)n+a204§)n 1+...+aIl (1.7.2)

= y(x) = ?(x)
seklinde ©zel ¢Ozimi elde edilecektir.Ancak bu diferensiyel denk-

lem sadece belirli sartler altinds c¢oziilebilecektir.

1.%. Convolution Inte-rali:

°(t) ve =(t), siirexli ve intecral edilebilir fonksiyonlar

olsun. Pn durumda,

fog = (2n)"} ffwf(t — w)g(u) du (1.8.1)

intesralini Convolution Intesrali denir.
Riz genellikle Tourier Invers fonksiyonunu bulmek igin,

Convolution Intesrali kullanacafiz.



O

1.°9.1. Convolution Ozellikleri:

1.Defisme OzelliZi
fog=g-f.

?.Rirlesme Ozelliri
So(goh)y=(fog)oh (1.7.3)

(1.2.2) bzellifinde yarerlsnersk,
(fog)oh=(Qn)"! on Jm St — w)g(u — v)h(v) dudv
Flfog:&]=(m* J‘jo e dr (2m)~* fjo St — wg(u) du

ise, bu durumda,

F[[fog.&] = F(E)G(E) (1.2.4)

elde edilecektir.

Benzer bicimde,

§ e
-1
Fr

[ LX) :t] = (%)

ise, bu tekdirde,

=) 44
3:A [Fl(tg)oyg(g );t]::(?ﬂ??l(t)-?g(t? f1.5)

elde edilir.

1.9.Parseval Teoremi:

(t) Reel bir fonksiyon ve de bunun Tourier Trans ormasyo-

nun, F(f) i 97[/”(1),5] ise, bu durumds
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f_i |F(&))? dE = Jm |f(D)|? di
. e (1.9.1)

olaecaktir.Pu teoremi Tourier siniis ve Fourier cosiniis trans-

formasyonleri ig¢in de kullanilebilir.Joyleki,

L IE@Pa = [P |E@Pde = [*p@Pa 1.0.0)

olur.

1.10.Katli Tourier Transformesyonu:

J(X{,X2, . . . ,X,) fonksiyonun n-defiskenli bir fonksiyon ise,

bunun Fourier Transformasyonun

l:;n)(g) o 'J/.(:t)[j(x);x = E.t]
xlél » xZéZ et = 4 xnén = (x&)

Foy(€) = (2m)~ 4" f,  fx)e" dx

104X
seklinde elde edilecektir.Benzer sekilde, F, (.6, . . . &,-1.E,)
olmek iizere n- deXiskenli hir Fourier TransTormesyonunu inversi
ise,

.[('\-ls-'\-Za o i 1-xn) - ,99-_‘[1;;”(61,,\'2, S % s 9xn);él _"\‘l]

'97[&1)(‘:1"\‘2’ AR A sxn);él s —xl]

= (27t)‘*"f’" Foy(E)e™ 6 g2 3.7

seklinde olacsaktir.
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2. Laplace Transformasyonu:

2.1.Ustel Nertebeden Tonksiyon:

t> T olmek ligere, & wve N pozitif iki sayi olmak iizere,
efer |F(t).@’yt |< M olacak sekilde bir o« deperini
bulunsbiliyorsa, f(t) “onksiynnu iistel mertebeden fonksiyon-
dur denir. Yani |f(t)| P (M= £ (£)<m eutesitsizliftini
safliyor ise, “(t) fonksiyonunun iistel mertebeden “onksiyon-

dur genir.

Efer f(t) Conksiyonunun t ) o olmak uzere parga percs sii-

rekli ve iistel mertebheden bir fonksiyon ise, bunun Laplece Trans-

formasyonu,

LUl = Jo) = [ fwe d (2.1.1)

olerak tenimliyoruz.
2.2 .leplece Trensformesyonun Ozellikleri:
1) Lineerlik Ozellifi:

srer LLAWsp]l = Ap)  ~ZLLLWO:p] = J(p) iseler,

L6 L0+ G L) P1=C2[L(0);p] + CGLLAWNP] (22.1)

2) Olcek DeZisim Ozelli®i:
Jtp) = 2[/1):p] ok

LLSb:p) = b= LLfU)ip/b). (b > 0)- (2.2.8)



2) I.0teleme OzellifFi

ﬂ[’) = f/'[/(l),p] ise,
.El’[e'“‘f(t);p] = fowf(’)c’—(”“"‘dt
L[e™f);p] = LLS();p + a] dir. (2.2.3)

II.0teleme Ozelligi:

p) = 2LA0ip]  ise,
LUWHG = ayip) = [ ey dr = [ et 9f(u + a) d

(Purade u(t-o) “onksiyonv, Gtelemmis birim basamak Fonk-

siyvonudur, )
2.2, Tirevin Lsplece Transformesyonu:

£(t) fonksivonunun perce percs siirekli ve ilistel merte-

heden olmak iizere,

LL™);p] = p"Ap) — p"~(0) — p"~3(0) — - - - — fU=1) Q)
&5 B

geklinde elde edilir.
?.4.Inteogralin Laplace Transformasyonu:

°(t) fonksiyonunun pargali siirekli ve iistel mertebecen

bir fonksiyon olmak iizere ve de,

Ap) = 2 f1):p] ise,
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74 l:fof(u) du;p:l =~pP\lp) Gtk it

?7.5., I.t ile carpma:

f(t) “onksiyonunun parcazli siirekli ve iistel mertebeden

LLWip) =J(p)  ise,

bv. durumda,
L1"f(1);p] = (1) = J(p)
: dp” dir. (7.5.1)

Yh.t dle bhlme:

£(t)'nin parcali siirekli ve iistel mertebeden ve de,

Jip) = LLfU0);p]  ise,

L0 Yuyip) = [ f) du, aur.  (2.5.?)

?.f. Error Tonksiyonu:

Bir cok fiziksel problemlerinin ¢dzmesinde, matematik
teknikleri uwymulandifr zaman, biz Tr°(7) fonksiyonu ile

kersilegiyoruz. Trror fonksiyonu &safideki eibi tenimliyoruz.

- Jo% T T
Erf(z) = :/—nj e” " dt (2.6.1)

0

%J; e™dt =1 oldudundsn
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- 0 z
{1 El'f(Z) = 77£J‘ (’—’2 dt esi —\%TEJ‘ (’_‘2 dt
0

0
2 tz £z 2 [ o] i 2 J‘@ o
=—| e "dt — e "dt — — e dt
J7 Jo i \/nL 77 Jo
- S = O
= — e dt
Jr .

yeni bir intesral elde edilirki bune Zrfc(Z) denilir.Kisaca

Erfe(z) = 1 — Erf(2) = ij e~ dt atr (7.%.7)

J7

Pasit doniisimlerle egafidaki denklemleri basitce elde

edilebilir.

X Pl 2
e ™ du
0

J:n e” ™ du = i(n/a)*Erfc(xa?) (5.€.4)

3(m/a)* Erf(xa?) (2.6.2)

(2.6.2)'den,

LL/WErfe{g(n)};p] = L[f(1):p] = LL/Ef{g)}ip]  (2.6.5)

hemen soriilebilir.
Erfc{:g(t)} fonksiyonunun, Laplace Transformasyonu,
1

L[Erfelg(}:p] = - = Z[Erf{g()}:p] (2.6.6)

seklinde elde edilir.
]
W+ pt= (3t + p)* = p?

oldndiundan,



15

Pleip) = e [* et dy

0

yazilebilir. w = p + 41, defisken doniistiriulmesi yepilir-

ken,

2 f‘” e du = n*Erfc(p)

PLle 3 :p] = nte”Erfc
[e™*":p] (p) $3654)

elde edilecektir.

Siméi (2.£.7) denklemi ile (2.2.?) denkleminden doleya,

Lle™ % p] = ntb~'e? P Erfc(p/b), (h > 0) (2.€.9)

denklemi bulunadbilir.

Trf(t)'nin Leplace transformasyon ise,

Qa0 ; e 4] 0
Z{ErfGp] = j o dtt/z—J\ e " du = —Z—J‘ e duj e P dt

0 T Jo \/no

= -——2—-J‘ & PPy,
PJT Jo

olup buraden u* + pu = (u +-%p)2-— %pz ¢ Enusimu

l

yeparsak,
o el
elpz J‘w e_(u+&p)2 du = e"pz J‘ e ¥ (lll
0 ip

seklini alir.Foylece Erf(t)'nin L.T.

L[Erlt;p] = p~'e* " Erfe(zp) (2.6.9)

elde edilir.



1€

(2.2.7)'den doleya,

wre . P ‘1,,.‘.’2/”2 l
L [Erf(bt);p] = p~'e*P P Erfe(l p/b) (2.€.10)

vazilabilir.

Acaiktar ki, b yerinde 1/(2a4) yezsrssk, (2.€.10) denkle-

mi agefidaki geklini alar,

& [Erf <§%>p] = p~ e P Erfc(ap) (2.6.11)

(2.£.5)'den doleya,

q _t_ . =-—l— g
![Erfc (2a P z 1 — e* P Erfc(ap) (2.6.12)

denklemi bhulunsbilir.

Renzer bhicimde,

L[Ecf(t*);p] =p~'(p + 1)7H (576, 13)

olvr.Simdi yine (2.7.7)'den

ZL[Erf(bt1*);p] = bip~"(p + b)~* (2.6.14)

olur.Bu son ifade ile (2.7.2) denklemlerinin birlikte,

L[e™Erf(bitd);p] = bip~i(p — b)7! (2.6.15)

elde edilecektir.

(?.€.15) ile (2.€.5)'den dolaya,

L[MErfe(bit);p] = (p — b)'(1 — bp™*) = p7H(p* + i
2.6.16)

bulunur.Ayraice,

i -1,-2aJp
P[Erfc(ar¥);p) = p~le” ™! (2.€.17)

oldusn kolavea ooriilebilir.
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?.7.Periyodik Tonksiyonlarin Taplace TranstrHWlsaonui-
*(t) fonksivonunda t'yerine t+T yszild151 zaman,
f(t+T) = f(t)
fonksiyonuna veriyodik founksiyon, T'ye “onksiyonun periyodu
édenilir.
Pu dvrumda T periyodlu bir T(t) fonksiyonun Leplece Trans-

formasyonin,

L[S0yp] = T—_le——mLﬂ")‘m g (2.7.1)

seklinde hegaplanir.

2.0.Tleplace Trensformaesyonun Yardimiyla Diferansiyel Denklem-

lerinin Gozimii:

2.%.1.Lineer Diferansiyel Denklemini z0zOniine alalam,
y'+P(t)y= C(t).
TN -pt . A C g
Her iki tara®in e P ile carpip o'dan Q0 'a kadar intec-

rz]l edilirse,

@0 s Ed) — o o
J; y'e ptdt + J' P(t)ye p'dt = J; Q(t)e ptdt
0

eléde edilir.

(7.1.1) ve (2.2.1) denklemlerinden,

"’5[-3"(‘0):9] + :"-[3.'(t)P('t)v:p] = :E[Q(t);p]

Lt L

P ¥Y(p) - y(o) + Y (p) P(»)=Q(p)



y(0)+Q(P)
P+P(P)

Ruredan Y(P) =

olur.

Simdi her iki terzfini Leplace invers trans ormasyonu

hesaplarsek,

opl,

» [Y(D)H']:fll@f I DR ) t}

p+P($) | p+P(p)’
Wi hee (g T TR ]
) =X | Loty |+ L |88
{2.8.1)

sonucu elde ederiz.Renzer sekilde hareket edersek n. derece-
den Lineer Diferansiyel TLenklemlerinin Laplace Transormasyonun
yardimiyla c¢ozebiliriz. Sunu da unutmeyalim ki, (2.3.1) denk-
lemini kulsnirken (o), ?'(o)....,fn—l(o), yani baglancic

kosullera bilmemiz serttair.

2.9, Interral Tenlklemler:

Volterra inteecrel denklemini ele aslalin.Bfer k(x,t)

¢cekirdek “onksiyon, 1t-x geklinde ise, yani,

f "fOK( — x)dx = g(t), (¢t >0), g(0) =0
0 (2.9.1)

ise, bu dvrunda yuksradaki denkleminin her iki tarafini Lap-
lace Trensformasyonu uysulanip, Conolution teoremininden

yararlanarak,
T(PK(p) = &p) (1)

denklemi elde édilir. Burada f(p) = g(p)/K(p) seklinde
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yazilabilir.Pagen ¥ ! [l/f(-(p);x] bulunmayabilir.Boyle

durumlerds :/"l[l/[)l?(/));x] bulvnuyorszs, biz (1)' denklemini

J(p) = pg(p)L(p) ()

seklinde yezip,
L(p) = [pK(p)]!

seklinde hesaplariz.

Since (2)'den

: a e
Jx) = = L g)L(x — 1) dt
veya.,
f(x) = f " g'()L(x — 1) di
y (2.9.2)
elde edilir.Puna benzer, ‘
‘M=g(t), 1>0, O0<a<l, g@0)=0
PURCEAS (2.9.3)

inteoral denkleminin coziumi,

d j g(r) di

f(x)=n—lsin(7ta)-‘-1; Ozx_':—;-)—l—:; (».9.4)

veye.

x  g'()dt
f(x) = - sin (na)j' ()—Cg—%ﬁ;
2 (2.9.5)

elde edilebilir.Penzer yollardan hareket ederek agafida bazi

intecral denklemlerinin cdziminii verebiliriz.

j'"¢(.t§(x)(<;i)\==g(')’ a<cti<bh O<a<l (2.9.6)
a \ copod x’
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Coziimii,;

) =~ !si d (¥ ¢'(0)g)di
f(x) = 7~ sin (na) de T v o

oluls . f(\.) "
, [o) — oy &0 a<t<hb, i

ST iine ]%8; e d b ‘(¢ 1) dt
fx) = —m ‘S"‘("“)Z%J {¢(?)(—)g</(>(?v)}““ o

2.,10.Iki Xatia Taplece TransTormasyonus

0O

£)

0

.9)

xv=Giizleminde pozitif kaisimda, iki defiskenli bir f(x,y)
fonksiyonunun iki katlal Laplace Transformesyonu agalidaki gibi,
J.9) = Lol Sx0)i ()] = LLL{f(xy)ix > pliy = a] (5 101y

tanimliyoruz . Punun iki ktali integral ile gosteriresek,

(0 o C.]_) denklemi,

fp.g) = f: f:f(x,y)e“’”‘“’” dxdy

se’lini elir.Feren coriliyor ki,

{2.30.2)

L2l fax,by)i(p.g)] = (ab)Fplag/b), (@ > 0,b > 0)o1ur.(2.10.7)
Avrice ,

Ly [ Sax)g(by);(p.g)] = (ab)™‘A(p/a)g(q/b), (@ > 0,b > 0) (°.20.4)
elde edecektir, Turede, [f(p) = ZLLAx):p] ve £(@) = L[e(y):q]

Ay

“(x) fonkeiyonun iki katli Leplace Translormasyonn

L[/ (p.)] = ¢~ (p) (2.10.5)

oléuiu asciktair.
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F(x+y) fonksiyonunu iki katli TLaplace Transformasyonunu

bulebilmek icin,
x=3&=-n, y=3&+n)
deficken donligtiirmesini yaparak, buraden,
dxdy = 3d¢ dy
olnp,
Lfex + i) =} [ J@ e [ emaoran-ivan gy

sekline doniisiir.Poylece F(x+y) iki katli L.T.

D fx + »)i(pg)] = p—_l—q (/@) — 7(p)]

elde edilir.

{2.10.F)

f(x-y) fonksiyommn ikikL.T. farkli bicimde hesaplenir.

~

Soyle ki, efer £(u) fonkesiyonunun u've eore ¢ift bir “onksiyon

g

ise, bv durunda

LU = i) = S [70) + @] (2.10.7)

olur. Efer f(u) fonksiyonui:1 u'ya gére tek bir fonksiyon ise,

bu durumda,

L flx = y)5(pg)] = —— [f(p) - f(9)]

olur.,

(2.10.8)

Ase18a baza ozel “onksiyonlerinin ikiKL.T. verebiliriz,

X

L[ S(H(x — »)5(p.g)] = L Fit) dxj gV dy

0

P =T + @) iE. 903

lj S(x){e™P* — emWwrax) gy
q

|
L JH(x — »):(p.g)] = g U



olvr.Renzer sekilde,

L[ f)H(y = x):(p.g)] = J e " dxj el

0 *

1 J. f(x)e™ PO dx
q

0

L,OHG = ;)] = 27 + 9)
q (2.10.10)

olvr.Puna benzer,

L[SOHE + 9);(p.a)] = ;llf(p) 5 AR

elde edilirki, (2.10.5) denkleminin sonucudur.

(7.10.7) denkleminde °(x)=1, f(p) = P—lellnlrsa,

1

Z,[Hx = »);(pg)] = Yol @ (2.10.42)

elde edilecektir.

?.11.Stieltjes Transormesyonus

*(x) “onksivonun Laplace Transformesyonu,

Jp) = L[ fw);p]

oldufvnu biliyoruz. $imdi  f(p)

“onksivonun Laplace Transformasyonunu hesaplarsak,

L) = [" e dp [ 7 fe d

T e~PEmP gdp = I
0 xX+y

olur.

oldufundan,



L[L{f(x);p};y] = % \,f(f)y dx
0 o

elde edilir.Iste son ifadenin Stieltjes Transformasyonu olup

agaficeki ~ibi mosterilebilir.

R0) = LUy = | L&

A (2.11.1)
ey .

Ornek olarak essfide bazi fonksiyonlarinin Stieltjes Transfors=

masyonu verilebilir,

X y
=1 - oldufundan,
- ke o X +Yy
SIS = [ fdx =B (2.11.2)
benzer bigimde,
1 1 ] 1 L
= — Foub) z_-' .
x+ax+y) a-ylx+y x+a oo ke

1% [?%v:‘ -l _l_ s [2(») = f2(a)] olur. (2.11.3)

t=ex defisken doniistirmesi yepilirsa,

S[flax);y] = fray), (a > 0)

(2.11.4)
elde edilebilir.Renzer gekilde X =u~! alinirken,
b iy e - © f(u) du
J; R =:J; Ti;i;;
olerak elce edilir.Boylece,
FLIx~Yx"Yy] =y RO (2.11.5)

bulunur.
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(2.11.4) ile (2.11.5)'den,

S [x~Ya/x):y] = vy~ 'Fylaly)

(2.11.6)
elde edebiliriz.
x = u? alinirsa,
© uf(u) du
LYyl =2 =
L/(x?);y] J; ul 4y
yazilabilir. 2u 75l I + I olduFundan
> +y  u+4 iyt oy — iyt
SLEN)v] = Ly + L(—ivt) (2.11.7
elde edilir.
2.11.1.Turevin Stieltjes Transformeasyonu
Kismi intesrasyon uysulanirsa,
2 (x)dx [./'(X) T 3 J ? J(x) dx
o X+ X+ Yo ox + )
olduFunu %oleyca goriilebilir. Puns core,
. df,
L] = —p 1) — 2

denklemi elde edilebilir.

2.12, Hilbert Transfornasyonu:

Stieltjes transformasyonuns bhenzer Hilbert trensformasyonu-

dur.Hilbert Trans®ormesyonu asefideki sibi,

S) d

t
l—X {2.35.3)

Tu) = U0 = & [

tanimliyerouvs.2ureds x reel olup, inteeral Cauchy prensip-

lerine uyer,



2

e
e

Efer x) o ise,

VE® Al (2 8D ¢t
TH(.\')=;J‘ U +—J‘_wf,(3(x

ot"'x Y/

seklinde yazilabilir.Pu durumda, Hilbert Transformesyonu,

F fuyde l-r fOdi 1 [ f=nd

sl Mtk Rl I~

e 1
Julx) = -2—7;

HL):x] = Cu)~ L[ fr);xe™] + Qu)~ [ fir); xe™ ]
-2 ' f(-1);x] (x> 0) 2.32.2)

geklini alir.Renzer yoluyla,

HLx] = a7 2 [f1); —x] = @0) ' LLS(=1):]x]e™]
o (27I)_'«(f(:f(—t);|x

et k<h
(2.12.3)
oldufu kxolayca coriilebilir,
Ase’1ds hazi fonksiyonlarinin, Hilbert trans”ormasyonunu

verelim. Buns coOre,

H[fla + 1);x] = H[f(1);x + a]

(2.2% .4)

H[flar);x] = H[f(1);ax],  (a > 0) (2.12.5)
H[f(=at);x] = = #[f(1); —ax],  (a > 0) (2.17.6)
HLS(1):x] = ;%]},(.\') (2.12.7)



2F

HLix) = Fal) + 27" [7 f0a (2.12.8)

Hilbert trens®ormasyonu inversi ise, H'=

sexlinde yazilabilir.
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3.1. Mellin Transformasyonu:

Iellin Transformasyonu asafidaki gibi,

15s) = M f(x);8] = j0°° f0)x*" dx

tenimlanir. X = U/a doniisiimi nygulanirsa, bu durumda,

f: flax)x* 'dx =a™* J:o Sfyu*~" du
elée edilir. O halde,
M [ flax);s] = a=35f*(s)
olur. Tenger sekilde,
A [xf(x):5] = [*(s + a)

elde edilir. Efer a> o ise,

Ll

MSx;s] = | fe)xs=1 dx
u:o l
oy /‘(u)“s/a-l/“ (_ ul/a—-l dll)

olur ki, burada su sonucu elde edilebilirki,

M| f(x?);s] = a” '[*(s/a), (@ > 0) air.

Renzer metoduyle,

M[x"(x7Y)is] =/*(1 — )  olur.
d

o A
A)

d.

oldvfunu biliyorvz. Puna gire,

= (log x)x*~!

[0 x/(x):s] = & /)

denklemini yagzabiliriz.

LS

(8.1.2)

{ 3yde3d

(110

£3.1.52



£ (n+1) "onksiyonun,

ot L g
C(n+1) = j x € )Cct‘,‘(_ =1l

0

oldufunu biliyoruz. Ayrice ﬁ;U“,fg fonksiyonun

1 el C(m)I'(s)
- gy et = — 3 5 R >9
Jo (1 —w u du T+ )’ Res > 0, em

oluv u = x/(l + x) doniigiipi yapilirsa,

J“’ x*"tde  T(m)(s)
o tF 4+ X% Tl + 8

denklemini elce ecderiz. Puna gore,

[$)Ma — s)
, [y T8 m 0 < Res < Rea
v//[(l + Xx) ,v] F) ¢ (2.1.7)
sonucu elde edilir. Efer e=1 alinirea, bhu durumde,
/4
resra —s) = ———, 0 < Res <1
(I ) sin (7s)

olup,

M[(1 + x)7";s] = mcosec(ns), O<Res<1 (3.1.7)

seklinde yazilebilir.,

(3.1.3) denklemi ile (3.1.f) denkleminin birlestirirsek,

_ I(s/a)T(h — s/a)
= al’(b)

oldufunu bhulehiliriz. b=1 alinirsa, yukarideki denklem,

A1 + x*)7b;s] , 0 < Res<Reah(3.1.7)

M+ x7)7 5] = gcosec (%S) 0 < Res < Rea (3.1.9)

Efer f(z) fonksiyonunun ZEA_ g eeene, B 'de kutup

noktalarine sahipse, bv durumdea !Mellin Transformssyonun

Rezidii Teoremine =ore,

./l/[f(x);S] = ;l-n_Tz:‘ﬂ—) Z rCS(/)(a,.) (3‘ 1 10)
r=1 e

seklinde ifade edilebilir.
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3.2. Tirevin ve Intesrelin lMellin Trensformasyonu:

“'(x) fonksiyonunun Mellin terns®ormesyonu,
o) - ’ -1
M (x);s] = f St dx
0

oldn’unu biliyorvz. FKiswi intesrasyonu uycsulenirsa,
ML(X)is] = (s = Df*s = 1),

e > ' g n ; ;
elde edilecektir. Devar edilirse, ?( )(X)'ln A

ML)is] = (=1 O s

I'(s — n)  He % %

elde edilir.

x ®'(x) fonksiyonunu ele elelim Runun Mellin trsnsformesyonu,

MXS'(x);8] = f:f'(x)xs—z
=iy - b

=M (x);s + 1] 1. 5.0

elcée edilir. Puna >0re,

% 5
M [(a §;>j(x):s:| = —s/*(s) (3:2:3)

ve de,

g Y Ad
M [(x;{:> ‘/(,\),.s]—( 8)"/*(s) £3.2.4)

denklemleri yezilahilir. Ayrica,

ST W)
TG T @ (3.2.5)

oldufu kolayca goriilebilir. Ornek olerak

M [x"(x);s] = (—1)

(2.2.4)' de n=7 alinirsa,

2
J/|: df gy e A & ] = s3f*(s) (3.2.€6)
dx? dx’
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glde edilir.

3,2, Inteoralin Nellin Trans”ormasyonu:

*(x) fonksiyonvnun NMellin TransTormssyonu olen,

Mf(x);8] = (s = 1) Uo"f(u) duss — 1}

seklinde yazilabilir. TFer s yerinde s+1 yozilecek olursa
b duruméa (1.3.1) denklemini,

M [ f oxf(u) c/u;.s':l

f1. %)

—_—

— L+ D)

seklini alir ki, buna intesralin Nellin TransCornasyonu olur.
Tekrar edilirse,

(3:3.2)
A [fox dy f:f(u) du;s]

—-:1-' M [J:f(u) du;s + l]

| |
e *(s + 2)
s s + l'/
denklemini elde edebiliriz.

(303.3)
Tenzer sekilde,

AM[f(x):s] = (s = 1.4 [wa(u) duys — I:I

(3:3:4)
olup, 8 verine s+1 yrzilirsa, (2.3.4) denklemi
0 l
Vi f S duss | = < f*s + 1)
X

seklinde ifade edilir.

£3.3:5)
2.4.M"ellin Transfornasy

wonu ig¢in Convolution Teorermri:
fer  f*(s) ve

g2*(s)

siresivla, f(x) ve z(x) fonksiyon-
lerinmin Mellin Trsnsformasyonu ise, bu duruvméa,



Jw./(.t)g(.x).r"‘ dx = J o
2 0

s
—2m'd

yazilasbhilir, Puna sore

M[f(X)g(x);s] = i

1
Uz c—iw

c+ioo

1
* d g
5 f*2)x"*dz

e~ioo

g(x)x*" 1 dx

Fc+ioo

J*(2) dz

a

J‘O
e+ i

S*2)g*(s — 2) dz

glxix*T? Vdx

]

c~1

c+ioo

S*2)g*(s — 2) dz {3.4.1)

elde edilir. BRenzer sekilde,

.,,//"[j'*(.s')g*(s);.\‘] o %J‘

ctioo °e)

J*()x"  ds J. g™ du

c—io 0
g7 (* 0 (u) (ILI. ctioo A j @ l
T Ll B c_m/ (8)(x/u)™* ds
o du
- J, /)y (3.4.2)

Fellin transformasyonunun

inversi elde edilecektir.



Ressel Tonkgiyonu

Regsel denklewi ikinci mertebeden lineer bir denklem

olup en menel sgekilde,

olsrak yazilir.RBurade V Xxompleks bir katsayi, z ise kompleks
% :

bir defriskendir.

Bu denklemin genel c¢oziimi ise,

32)= AHR) +BY R)

seklinde yezilar,

¥, (2) fonksiyonunn seriye oore scilip iki kez tiirev

plirsek ve (1)'de koyarssak,
y
y @y n[l L5 ST, Y (-J)r(Z/z)’“"]
3B =T T Hne) © 2} (na2) tL(n4d)-~-(n4r)

elde edilir ki, buna PBessel Tonksiyonun adi verilir ve kisacs
egefrdeki 2ibi yezalar,

S U
£ =0r!I"(r +v+1)

(3)

r

3.5, Ressel Tonkesiyonun Leplece TransTormosyonu:

(2)' genkleminden yerarlenerak,

(_l)rz—v—Zr
r'Cr+v+1)

0

L[rI(n):p] = Z

r=0

et (%.571)

yezilebilir.DiZer taraftean,

L[1";p] = f: e di =p"""f e o

0

=p 7 'T(v+ 1) (

(9%)
-
‘1
.
)
b

olup



l F@v +2r + 1)
2 _([) ’2v+2r; g
Fr+v e ¢ B e 1)

-2v=-2r-1

L n—}22v+2rr(v o _%)P—Zv—Zr—l

seklinde yazilabilir. Bu durumds (ch >0 v > _%.)’ olmak

iizere (3.5.1) denklemi,

v s§ingli OPvnd
,.([[’ Jv(f)sl’] = "% i[) 2v=1 Z (V » B r)(_p—Z)r

r!
r=0

{153
seklinde cde ifade edilebilir.

- ¢
(1—9() fonksiyonunmu seriye gore &a¢ilirsa,

P [ + 1) i
(I = x) —Z—_r'r(a) x| < 1

r=0

¥ "%, |I7| o 3¢ 5 olmak lizere yukaridaki

w0
D
)
{5

v+ 4 +p~2)"""t ,ye esit olur. Buna gore,

2I(v +3)

ZL[01,();p] = - o et DY Kep]

(3.5.4)
olersk wvazilabilir.
Yy =0 icin (3.5.4) denklemi,

LIo();p] = (P2 + 7Y Rep>1 (Y6 5

oldugu aciktar.
srer Rep > a >0 ise, (?.2.2)'den yararlanearalk,



2a)'T(v + 4
L[ (an):p] = \/(_‘(')2 :f Jrz);-);;, v> -4
n(p a

elde edilecektir. Buns core,

ZL[Jolat);p] = (p* + a®)~# (

)
1) |
-

e
~—

olduZfuv hemen =0ruliir.

BFer a=1 alinmirse (3.5.f) denkleminden ysrarlsnarak

2 1pT(v + 3
L (0;p] = P 2 G
[ 1,(0): ] /7T (Rep>1) (2.5,

seklinde bulunebilir.

Zenel hir sonuc olarsk,

P[4V 2*1a*pl (v + 3
L[ (at);p] = ﬁ(pzp+(a2)v32’

ve Ozel durumu icin

(Rep > a >0 (2.5.9)

Z[do(an);p] = p(p* + a®™4, (Rep > a > 0) (3.5.10)

yeczilebilir.

Pirinci tir Bessel fonksiyvonu asagidaki gekilde
o0

(_l)rtv+r
iv ¥ s S
e B Zr!l"(v Fr+)

r=

Efer Rep > 0 ise,

LLA,2rdyip] = por- Z (= ey

=p ' le=tp (3:5311)

elde edilir.Mundnn favdelanarak,

2L[*], 2\/——) pl = gt te"r 850 (345.12)

yYezi1lavilir,
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Ozel bir durum icin,
1
2L[Jo(2/at):p] = ;6""”’, (@>0,Rep>0) (3.5.13)

elde edilebilir.



4.1, Henkel Transformesyonu:

Hankel transformesyonu senelde Ressel “onksiyonun izeri-

ne ve silindirik koordinatlara secmekle elde ecilir.

(4.1.1)

tanimlaysbiliriz. Pune zore

HLfax):e] = [ faol o de, (@ > 0) (4.1.2)

olup, P = aAX doniigiimi yapilirsa, bu durumda (4.1.2) denkle-

minin saZ taraftaki

| B i
= L pf(p)J.(p&/a) dp

seklini elir. Puna sore

H,[flap);&] = a™2H,[ f(p);&/a]
t4.3:3)

denklemi elde edilir.
4.2 ,Raz1 ‘onksiyonlarin Hankel Trensformasyonu

u>v=0 olnmsk iizere, (H(a-x) Gtelenmis birim basemak
fonksiyonu)

¥, [x"(@* = x*)*~*~'H(a — x);{]
i f x"*1(a? — xH)PV)(xE) dx
0

0

3 Z (_l)r(_%f)w-zr a
= rCr+v+1Jo

x2v+2r+l(a2 S5 x2)u—v—l dx
r=0
olarsk yszilebilir. Turada, k“'l'l)



. ¥

J x2v+2r+l(az i xz),,-v_l e = la2”+2r F(r + v+ 1)r([l e V)
0 2 Fr+p+1)

oluv, buna gore,

H,[x"(@? = xH)*""1H(a - x);¢]

S e A = _l)r ca)u+2r
2770 (u — v)a*é Zr'l"(r+u+ D

elde edilir. (4.2.2)

Ressel Conksiyonunden yararlanarsk (4.2.1) denklemi,

H,[x*(@* — x?¥'7""'H(a = x);¢] = 2*77'T(u — v & 4], (¢a)

£4. 2,

L)

)

olerak céa ifade edilebilir.
9imdi Hankel inversiyon teoremini kxullansrsk,

erer u>v=20 ise,

207710 (u — v)a"#,[E 71, (Ea);x] = x"(a* — x?)*~*"'H(a — x)

(4.2.4)

sonucu elde edebiliriz,Ruradan alternatif bir sonug olarsk

‘é—v(aZ = él)u—v—l
25V I (= v)a

H,[x"""] (ax);€] = H(a - ¢)

(4.2.5)
yezailabiilir.
Lier a>0,u>v=20 ise, bu durumda,
@ 3 éy( - EZ)u-v-l
A= uty H sk 0
L J(ax)] (£x) dx 2"_\,_11,(# N (a — &)
(4.2.F)

olédvfu yrzailabilir.



Simdi (4.2.3)'tepu = v 4+ | yazap (4.2.5)' ten yararlanarak

av+1

A,[x*H(a — x);¢] = TJMI(&,), a>0 (4.2.3)

v

A Lx 4 (ax); €] = %H(a war ¥ a>0

4.2.2)
sonuclarine varilahilir.
Ayni1 denkleminde benzer gekilde u = v +-:’.; koyarsek,
x'H(a — x) n
Hy 3 538 | = =z a4 Ca)
J@* = x? 28 (4.2.9)

2 g -
.Wv[.\"*.]”&(ax)ié] = \/7:10‘5*382 _‘522) a>0,v=>0

(4.2,10)
denklernlerini elce ederiwz.
(4.7.7) denklemininde v = 0 koyarsek ve de (4.2.10)

Cenkleminden fsydalenarak,

’

Holx™yan:d] = mE 28 (45 g

Er 1)
b H(a —
Ho[x™'sin(ax);¢] = \—/-((ET_—E—%, (@ > 0)
(4:292)
denklemleri yazilabilir.
Tenzer sekilde (4.2.10)'ds v = 1 alinirse,
o) 2 ;3 —
J x4y (ax) (x¢) dx = \/; s \/t{(za fz)
. Eva ) (4.2.13)

elde edilir.

(4.7.11) denklemi intesral sekilde de yazilabilir.
Joyle ki,

@ H _—
J Jy(ax))o(Ex) dx = —'(—a';-Q (4.2.14)

0
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Simdi, f"Jl(ax) do = L= Jo(@x)
0 X
“H(a = &) a
L —a—da = H(a — &) log (Z)

intesrallerinden °aydalanarak, (4.72.14)'den

J l—_—Jf’(ﬂzjo(cx) dx = H(a — &)log (f)
R :

veya,

Ho[x {1 = Jo(@x)}:€] = Ha = £)log (ﬁ)

& (4.2.13)

gseklinde elde edilir.

4.3, Razi Ustel Tonksiyonlarinin Hankel Transformasyonu:

Hankel Trensformasyonun tanimina gore,

H[eP):E] = [ (60, @Ex))e P d

geklinde olup buna <ore,

HLe™Pf(x);¢E] = 2 [xf()],(Ex):p]

(4:3.1.)
yezilabilir.
V> —] olmak iizere, (3.5.6) ve (2.5.7)'Gen asapidaki
cenklemlerini yazabiliriz.
V4 [‘.v—l(,'px. r] Fe 2"6"["(‘; * %)
S |- 'S \/1{([)2 + cz)v+-1- (4.3.2)

2v+ lcvpr(v & _3)

 PRgl - S T
.)f’v[x [ ,s] \/1[([72 + él)v+'!'

(4.3.3)
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: g N = 1 & v
J/’\,[.\ ¢ -é] \/([72 ¥y éz){[) & \/(pz + 62)}
(4.3.4)

By p+v¢<p2+<:2>{ o
H,le ", 8] =
WLe™™5¢] (p? + &)} p+Jp+ 52)} (4.3.5)

Renzer sekilde,

ALe Y] = [ fegem 0 (x8) dix

AL 4 £z S R
olsrak yazilabilir. Buna gore U = gX doniisumii yepirlirsa,

yukariéa¥ki inteoral

; fomf(zui)Jv(sz*)(’—"“ du

sekline doniigiir. Buna =ore,

H[e7¥Pf(x): 8] = 22 [ (2 x)1,(28/x);P]

(4.3.6)
olarak yazilabilir.
f(x) = x" secersek, (4.3.F) denklemini
¥4 Vo= 2 Px= ; 5 +1
H,[x"e 1" 5] = v+ PLxiv) (O /%) p] (4.3.7)
olarak ifsde edilir.
(3.5.12) '¢en feydalanarak,
. 2v+l‘fv 3
‘#v[xve ipx ,f] - — e &P
P (4.3.R)
olup -1— = —l-?- elinirsa, bu durumda (4.3.7) denkleni,
| g

”v[xve—xz/al;é] vt (%az)v.,.léve_*{zaz



sekline doniigiir. Ozel bir durum icin a°=2 alinirsa,bu durumda,

Wv[.x‘v(’_*xz;é] = év()_*gz

(4.3.10)
elde edilir.
Benzer sekilde (4.3.€)'ads ﬁ(x)zquazlllrsa.
H L1605 E] = pLxmi1, 08 x):
: : - %5

hulunur .

4.4, Hankel Trensformasyonu T1e Iellin TransTormagyonun

Arcesindaki iliskisi:

Fonkel tarmsformeésyonun tanimne coore,

AL 0] = [ 6700, (8x) e

olup intesralini bir lellin transformasyonn olduju sekilde

duginiliirse, bu durwneéa yukarideki denklemi

H [ (x):E] = MST,(Ex):s] (4.4.1)

seklinde yazilabilir.

Ozel bir duvrum icin,

H[x 78] = M), (Ex)is + 1] (4.3.2)

elde edilir.
22~7"11(}s)
T =35+ 1)’

O<Res<l, v> -}

M xT"E(x)s) =

ve qge
2" 'TGy + 39)

2 —V<s< .
MGv —is+ 1) .

MH[],(x);s]=

olduiundan
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H,[xV.E] = 2TGs +3v + 9
v ’ é’*’r(~5~v—§—s+5)’ -1—v<S<]+v

(4.4.0)

yezilabilir,
4.5.Hankel Transformasyonu I¢cin Parseval Ozdeslifi:

f(x) ve e(x) fonksiyonlarinin sirasiyla Hankel trensfor-

mesyonun V¥, iizerine [ (&) ve g,(§) olsun. Pu durumde

tanim gerefince

|7 @rie de = [7 @) de |7 xg(x)1,(Ex) d
0 0 0

= [ g dx [ 7 e Ex)
0 0

olur. Puns core Henkel Trensformasyonu Parseval ozdeglifi,

|7 d@r@ de = |7 xfge dx
0 0

(4.9.1)
seklinde elde edilir.
4.6.Tirevin Hankel Transformasyonu:
v—1 J 1-vy ~ : -
P :F-{p /(p)} fonksiyonunu ele elalaim.
p

Punun Hankel trensformasyonn ise,

, X s
%-”v[p ‘%{p‘ /(p)},é}

0

- 0 S
=I pJv(ép)@—){p‘ f(p)} dp
. €O e 1=vyy 0 v \
ve de = [pf(p)),EM]T — . f(p)m{p J.Ep)} dp

lim p**'f(p) = 0,  lim p¥f(p) =0
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0
FP W'LEp)} = Ep*I,_ (Ep)
olun

: sn 0 24
Jf,[p ‘0—p{p' /(p)};f]= =S, [S(p): €]

elde ecdilir.Bfer v = | elinirsa, bu durumnda,

(4.€.1)

H LS (p)iE] = — Ao [ fp); ] (4.6.2)

olur ki bune Tirevin H.TransTormasyonu denir.

Renzer yoluyls,

3,
fv o BB S ST . e '%v+ E
[p ip P /(p)} é] SHy 1 [S(p): €] Aot

oldufu yazilebilir,
Erer v =0 slinirsa, (4.€.3) denklemi,
X [' L ofio)) ] EXLLf(p):€]
Ho | — 37 PIP)s6 | = A LI P);
"Leop (4.6.4)

seklinde vagzilabilir.
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N
ed

Kontorovich-Lehedev Trans“ormesyonu:

*(x) fonksiyonunu kontorovich-lebedev tarnsformasyonu

~

f(z) olup agefidaki cibi tenimliyoruz.

) =70 = [7 X 0K) dx
0 (5a2.1)
Rurada K, (x) Vacdonald Zonksiyonu olup,

w .
K (x) = j g oo oy (k1) WY
0 thixs2)
seklinde tanaimlenir.

Brer f{xz) Fonksiyonunu n defiskenli bir fonksiyon ise,

bu durumda F(X;.X5,....%y) “onksiyonvnu kontorovich-lebedev

trensTormasyonu,

S@xg, o x) = HLxxa - X)X = 1]

)

TS A LA CA LS

geklini alar.

5.2 .Kontorovich-Lebedev Transformasyonunun Tnversi:

-~

f(1) ronksiyonunu F(x)'in kontorovich-Lebedev trans-

Formasyonn ise, bu durueda

Jix) = %f rsinh (1) K (x)/ (1) d 1)

olur.
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5.3.Kontorovich-Lebedev Transformasyonu icin Parseval Ozdeslijzi:

*(x) ve g (x) fonksiyonlarin kontorovich-lebedev trans or-

J@) = H[fx)i1], ) = H[g(v):]

olsun.Pu durumds.,

[ ¢]

Jw tsinh (n1)f(z) dt J X" 'g(x) K, (x) dx
0 0

?-INl )

0

= r tsinh (10)f (1)) dt =

[+ 0] a0

x 'g(x)dx ;25 J. tsinh (t1)/ (1) K;.(x) dt

0

T
'-__7

0
@

x7H(x)g(x) dx

I
(=]

elde edilir.Punun i¢in Parseval oOzdeglifi ise,

Lw “H()g(x) dx = —23 J:o tsinh (n1)/(1)é(x) dt e

gseklinde bulunur.
0zel bir dvrun icin,
sinh (at)
X) = xsina e~ *°* (1) = ————
g(x) e e

alalim.Pu éuvrumds,

' s ~ $ = - xcosa \
:-[ sinh (at)f (1) dt = smaI e~ *af(x) dx
o : (5.3.2)
olur. o 'yi 0's ( a— 0 ) eotirilirse,
s & tf(1) dt = 5 e”*f(x) dx
T Jo 0 {5.3.3)

elde edilir.

Efe
ger, () = e=*o™ fo mcos (t)
. : ~ Tsinh ()

&linirse, bu durumda,




4

@ 3}
2J‘ Cos (‘l'f) dT — J‘ e—x(l+c0shl) dx

o sinh(nt)  J,

elde ediliT.

Puradan,

F[cosech (n1);1 — (] = e sech?(31)

2\/(2m)

olduvufu kolayca sosterilebilir,

(5.3.4)

{53,

\n
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£.1. Ieoendre Diferansiyel Denklemi:

Le~endre's diferasiyel denkleni asa@idski ~ibi

d*y dy m?
0I=x)=5—2x— +4{v(v+ 1) — ——}ty=0
dx- dx 1 - x
iE.2.1)
olup sonucu bulmek icin y yerine,
y = (x* = 1)* 4w (x)
vezelim,Pu durmmde. (£.2,1) denklermi asafideki seklini alir.
d*w dw
(1 - x?) i - 2(1 — m)x——— + @ +my—m+ DHw =
ax-
F.2:%)
l - x LTy 5 :
{ =-——= doniigimi yapalirsa, (€.7.?) denkleni,

é(]—{)—é2 + (m + 1)(1 = 2%) é+(\'—m)(v+m+l)w—0

(£.2.3)

elde edilir.

Simdi ga=m=1y , b=m+y +1, c=m+l olsun. Tuna oore

(F.2.3) denklemi

dw+[c—(a+b+l)f]-——-—abw 0

Gt dé? (F.2.4)

olur ki, hu da bhir tever-eoretrik denklemdir.
Puna oore (F.2.?) denklerinin ¢Oziimi ise,

2Fm — vm + v+ Lym + 154 — 3x),

olup (F.”,1) denklerinin ¢ozimi,
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Fev +m + 1)
2Fm + DI —m + 1) >
X (¢ = DTIF(m = om + v + 1m + 134 — Lx)

(6.2.5)

PI(x) =

olarzsk elde edilir.

m . R ¢ R =g
'Pv (x) fonksiyonune birinci tiir birlestirilmis Iegendre “onk-
siyonu olarak adlandiraiiir.Efer m=0 ise, bu durumda ILegendre

Fonksiyonu,

l e
Pi(x) o oF, <—v,v + 151 ")
2 (6:2.6)

olarek elde edilir.
Rir c¢ok uvyeulamalarda m tam say1 ve pozitif olur, ama vy

olmaz. Bu ylizden

d™ ' +m+1)
e ) AT X
dx® W) 2"m!'T(v — m + 1)

x 5 F (—v +myv+m+1;m+ l;—l—g-i>
(6. 24)
olduiu kolayca sdsterilebilir.Dolayisiyle efer m tam sayi
ve pozitif ise. (F.?.5) denklemini,

4 p )

MY o e o im
PRy =G S S o

seklinde yszilabilir.

1 yerine -m yazilirsa, bu durumda (F.2.5) denkleni,

e im iz
P "(x) = =1 : JFl=vwv+1;m+ l;1 e
X+ 1 m! 2 (6.2.9)

elde edilir.Rfer m tam say1l defilse, bu durumda,

rv-—m+1) .,
T + M+ B (€.2.10)

P "(x) =

elée edilir.
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7. Sonlu Transformasyonlar
7.1.5onlu Fourier Cosiniis Trensformasyonus

f(x) Tonksiyonunu (0,77 ) arali®inda Porier Cosiniis

Serisine #ore acgelain,

f(x)= —liao +-12-t-z a, cos (nx)

n=1

olédufvnu biliyoruz. a., ise,

n

a = f ou S(x) cos (nx) dx

dir. Lfer a, Fourier kat sayisina,sonlu cosiniis trensformasyonu
olerak adlandirirsak, ve de ];(n) notasyonu ile gésterirsek, bu

duruméa sonlu fourier Cosiniis trans®ormasyonu,

L)) = i) = [ fx)cos (nx) de

geklinde tanimlayebiliriz.

i)

7.2, Sonlu Tourier Cosiniis Transforrasyonun Inversi:

e
(A

myer f(n) fonksiyonu (0,71 ) sralifinda ve f(,(n) fon¥siyo-
romm, ©(n)'in sonlv “ourier cosiniis trans®ormasyonu ise, bu

durumda

7 U00ix] = f) = O + 2 ) T cos ()

n=1

£12.1)
aare;
Renzer bicirde,(x) “onksiyonun (0,s) arsliFinda sonlu

fourier cosiniis transformasyonu

L] = i) = | fx)cos (== ) d =

0 2.2)
geklinde yazilabilir.lesit bir aodnigiim ile bunu elde edebili-

riz ki, eper ~(x) Tonksiyonu (0,a) eralifinda ise, ve de



FC(N) “onksiyonu £(x)'in Sonlu Fourier Cosiniis transformasyonu
ise, bu durumcésa,
1 2«
“3f £ia): Yo nmx
£ LAOX] = S0 = 2 JO) + > Y Tnycos <~_>
a

nh=1

{T.2.2)

yazilabilir,
3. Sonln Tourier Siniis Transformasyonu:

“(x) fonksiyonu (0, T ) araliFinda Tourier Siniis serisine

£la) = —f;-z by sin(nx)

gore agcilimi,

b, = Ln £(x) sin(nz)dx

dir. Efer b, Fourier ka2t sayisina, Sonlu Fourier Sinis trans-
formasyonu olarek edlandirirsak, ve Fs(n) notasyonu ile coste-
pirsek. bu durumca
‘ ., .
L)) = T = [ fx)sin (nx) d
0 (Ri.3)

olarak Sonlu Tourier Siniis transfTormasyonu elde edilmig olur.

7.4.Sonlv Mourier Siniis Transformasyonun Inversi:

Efer ~(x) fonksiyonnu (0, m) areliZinda ise,ve f’e(n)
fonksiyonunun, f(x)'in Sonln Fourier Siniis transformasyonu ise,

bu Guruméa,

2 O :
A7 )] = Sx) = — Z];(")s'n iy (7.4.1)

n=1

olur,
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Renzer gekilde (0,a) arslifinde Sonlu Fourier Siniie trans—=

formasyonu,
b dag « .
L) = | f(¥)sin ( — ) dx,
0 " (7.4.2)

olup, bunun inversi ise,

53 : _.‘_200“. nmx
e B o s | ) E
denklemleri yezilabilir.
Sinir defer problemlerinde, sonlu Tourier transformas-
yonlarini uygulermak icin, once f£(x)'in (0,a) aralijinda

agafidaki integrallerini,

a r a r
o . o'f hm
— Sin{——ilx, - cos|—|dx
o OX a 0 0x a

aciklamak cerekir.
Punin icin dnce “(x)'in x'e csore birinci mertebeden
kism1 tiirevinin sonlu Tourier siniis trens®ormasyonu,

a i a a
Jf . nmx ;- W nm : nmX
—sin — dx = | f(x)sin— | — — | f(x)cos — dx
o 0X a g8 ¥ h a
olarekx yazilar. n tam sayil oldufundan, sh1(nnx/a) X=£ Ve
x=0'da Ceferi sifire esit olup dolayisiyle

AL n|= "

ox’ (7.4.4)
elée edilir.
Benzer sekilde,
of nm
| =ix—=>n|=(=1)"fa) — f(0) + — fi(n
£ 5 CHNO— DS SEE s

oldufunu kolayce costerilebilir.
Trer Gzel olarsk r(a)= £(0)= 0 ise,

bu durumda
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a

¢
/[O—(A - nJ = = [
(7.4.7)

elde edilir.

Ayni yolden hereket ederek, ikinci mertebeden kispr1 tiirev-

ler ic¢in,

s m [of
)ﬁ[a\j,x — n] = ——‘-l— ,ﬁ[b—)—c,)‘ — n]

B g e}
olup, (7.4.5)'den
o*f nligt o nm
Al 53ix o n | = =0 ) + = (= 1) (@) + £0)]
UX a a (7 4 ;\_)
elée edilir.
Ozel olerak ~(a)="(0)= 0 ise, bu dvruméa
% n’n?
g B 5 nl|= — ;
/[‘7~"2 - ] a* S (7.4.9)
geklinde yazilebilir.
Renzer sekilde,
azf n21t2
—Xx—=n|=(-1)f(a) - f(0) = — f(n
ﬂ[axz ] Py K e R G A

elde edilebilir.
S3er ozel olernk Off0x nin x=0,x=6 da deferi siTirs esit

ise, bu takdirde (7.4.10) denklemi,

02 2.2
/[aér - nJ = —n—‘;:—];(")

geklinde elde edilir.

£k 1Y)

Daha yiiksek mertebeden tirevler i¢cin aynen yaptifnmiz gibi
tekrarlameamiz zerekir. Ornek olarak simr defer probleminin
elsstisitede snslizinde dordincii turevini bilmeriz gerekir.

Ronun icin (7.4.9)'de



m
()

Dfﬂaxz nin x=0, x=a' da deferini sifir salarak

0* n*n® [ 0%
/;lib;é;x - n} ey [——5;x —n

a ox

2y’ 24
(32) = () = o= e =0
= x=0 . x=a

doleyisiyls

olup

a4

A [%‘ o ”J -2

elde edilir.

Renzer sekilde,

)0
" 1 S 5% ). i NI Ll R

olun, buradan,

')4 4_4
K[(%}j;;x - njl i f f(n)

a

elde edilir.

(7.4.%) ve (7.,4,9), denklemlerinden iki boyutlu

(7.4.17)

(7.4.213)

L 4,1%)

A,

Laplacian operctoru icin benzer sonugleri elde edebiliriz,

So0yle ki,

tg(n,y) = f[u(x,y);x — n]
ac(n,y) = flu(x,y);x - n]
seklinde ysgzarek, (7.4.7)'den dolaya

£[Au(x, y);x - n]

SR - B
- ﬁa’f (=1 ula,y) + u@.p)] + (5y—z 5 -a—z—) ig(n.y)

£T.4.15)



ve de (7,4.9)'den dolsya

fe[Bau(x,y);x = n)
2

: 0 n'n?
= (=l 0. 7) = W0, 0) % g =~ —iipuitnt
; ©.5) dy? g* 4 (n,y) (7.2.1F)

denklenlerini elde edebiliriz.
7.5. f(x,v) Tonksivonun Sonlu Tourier Siniis ve Cosiniis

Trans®ormasyonus

f(x,y) ronksiyonu x ve y olmak iizere, iki deZiskenli

bir Tonksiyon Syle ki, 0<{x<m ve 0<y {1l olsun. Pu durumda

-

*(xz,y) 'nin sadece x iizerine sonlu fourier siniis trans®ormssyonu,

Jm,y) = AL f(x,y);x - m] (7.5.1)

seklinde olwvr.Yukeridaeki denklemini y'ye ~ore Sonlu Fourier

Sinilis tresns"ormesyonu yazacsk olursa,

Jslmon) = L[ A{S(x,9);x = m};y — n]

elde edilir ki, bunu ascik olarak asafidaki =ibi

£ S0x, ) (x,p) = (m,n)] = [ (m,n)
= L % fo = S(x, ) sin (mx) sin (ny) dxdy
UEs.3)
vazilabilir.(7.5.3) denklemini F(x,y) fonksiyonun duble sonlu
Tourier Siniis trens”ormesyonu olarak adlandirilabilir.

inversi ise, (7.5.1) ve (7.5.2)'den

fi(m,y) = 12—t Z],T,.(m,n) sin (ny) (7.5.4)

n=1
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dolayisyla,

; r B
Jx,p) = - Z Ji(m, p) sin (mx)
m=1 (7.5.5)
ol:r#k buluvnur.
(7.5.4) ve(7.5.5)' denklemlerinin birlestirdiZi tekdirde

en son invers fTormilil,

fos~  Lhastman); (myn) = (x, )] = f(x, )

4 -
e F ]:-s(m,n) sin (m.x) sin (n y)

m=1n=1 (71—1 'f)
olarzk elde edilir.

Tiraya kedar ©(x,y) Fonksiyonun (x%,y) noktesinda siirekli
olup 0Lx<KM 0 y{A arsliainda oldufunu farz ettik. $imdi
*(x,y) ronksiyonun 0 { x {a, 6y <{a aralifindz oldufunu
diistinelim. Bunun icin efer £(x,y) fonksiyonun duble sonlu

Tourier siniis transTormasyonu,

ALS ()i (xy) = (mn)] = f(m,n)

i SN Y S A [aeY
= L L f(x,y)sin (—a—) sin (-E-) dxdy 7.5 1)

vezilabiliyorse, bhu durvrda (7.5.7)'nin inversi,

fos [ ostm,n)s(mon) = (x,0)] = f(x,9)

S35 S hme()an()

olersk yazilabilir.

TNenzer voluvle asafideki cegitli tiplerden duble TFourier

Y

trensformasyonu yaz1lebhilir,soyle ki,



Jestm,n) = f[f(x,):(x,y) - (m,n)] = L[ 4{S(x,p)iy = nlix — m]

].;c('nvn) = /{v'c[f(x’y);(x’y) - (,nan)] - /s’[ﬁ‘,{f(x’y)ay = n};.\' Sy m]
(7.5.10)
.rcc(m’n) s /{-‘c[f(-\',}’);(«\'.}’) wh (m,”)] - /{[ﬁ{f(x,y);y - n};x - m]

(7.5.11)

Su tiplerden duble sonlu Fourier transformasyonlarinin

inversini, sonlu siaiis ve cosinis inversleri gibi kolayca bulu-

*hilir.Jrnek olarskx (7.5.9) denkleminin inversi,

fos” LLs(m,n); (mon) = (x,9)] = f(x, )

2 an o
- Jo5(0,n) sin (ny) + — Z Z fos(m,n) cos (mx) sin (ny)
m=1n=1

n=1
t . 12)

olerek bhulunur,
Rir fonksiyonmm ki1sm tirevlierini duble sonlu Fourier
trangTorrasyonu agafidaki gibi yazilebilir, soyle ki,

“(x,y) 'min o {x (;, , o{y<{a olnek iizere,

sz
/i [7— . '"]
2 2

= "0 + (<) )} = T AL ]

07 ”7) })'U &ade Tl.
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02 . p S )
fo [ﬁ;:(x,y) - (m,n)] = ©,(m.n) — "1~ [(m.n)

2
a

©,(m,n) = ? ALYy = n] + (= )" 4 fla,y):y - n]}
(7.5.12)

elde edilir. Ozel durumlar icin efer,

JOy) =flay)=0, 0<y<bh
ise, buv dururde (7.5.12) denklemni,

2.2

02f
2 [;—\;é;(x.y) - (m,n)] = -1 T.(mn)
. a

{7.5.14)
olarak buvlunur.
Renzer sekilde yalnmiz bu kez i)zj/ﬂyz icin yezersak,bu

tekdirde

0%f n’n?
Ks [Ef’(x’y) b it (m,n):l - GZ(m’n) > —Iji— ss(m’n)

®,(m,n) = %;E [AL/(x,0);x = m] + (= 1)"* ! L[ (x,b); x — m]}

(7.5.15)
olarak elce edilir.

Yine ozel bir duruméa eger,
J(x,0) = fx,b) =0, O0<x<a

ise bu anrunda (7.5.15) denklermi,

,)2 nznz
As [é}lg;(.v,y) - (m,n)] = == bz ];s(m»n) (7.5 .1;)

seklini slar.

M gonuelera otre

fes[D2f(x,):(x,) = (m,n)] s
= ©@,(m,n) + ©,(m,n) — n? (%'_f + Z—z)./:s(m,n) (7

.5.17)



olduu kolayca yezilebilir.0zel bhir dvrum icin, efer,
f(x,00 =f(x,b) =0, O<x<a
f0,») = fla,y) = 0, O<y<b

ine, bu tekdirde (7.5.17) denklermini

2
AA5) = o] = =2 (2 4 72 o)

(7.5.19)
olarek yazilebilir,
7.f.50nlu Pourier Transformesyonun Uysulanmasi s
2 2
Pu 1 (7
: Eier .2 )

talze denklemini cOzonline alaliri. Sinar kosullari ise
z - ’

u(0,1) = u(a,t) =0, >0 (7.€.2)

bastaki kosullari ise,

4e Ou(x,0)

u(x,0) = =% x(a — x), s 0, e

dir.
(7.€.2) denklemi, Sonlu Siniis tronsformasyonminu tanitmek icin

nyrun olduiunu sosteriyor.§oyle ki,

iag(n,t) = flu(x,0);x = n].

(7.€.2) denkleninden gbriuluyor ki, (7.7%,1) dalea denkleni,

iy(n,t) tranetormesyonu i¢in ngafidaki diferansiyel denk-
lemi,
g . clu's
or?

2)sinn -

ile denktir.
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(7.F.3) denklewminden ~oriiliiyorki, ﬁs(n,t) olnak iizere,bagteki

uyevun kosullarina

A 8,' 1 "
iy(n,0) = —g;i [1 + (_1)n+l], au;g’?,o) i

olernk yezalabilir. Ayrice Sonlu siniis transformasyonun

0

gézumil ig¢in,

. Beal + (=1)"*! nmct
ig(n,t) = —3 3 G
T n a

G,
Sonlu siniie transformasyonun inversinden yararlanarsk,
sonucta,

0

&
uCet) m 1;-3- Z @r + 1)"*co

r=0

@r + Dmet . (2r + Dnx
§ ———2—sin ——— > —
a a

olerak bulunur,
7.7. Sonlu Sturm=Liouville TrensTormasyonu:

Dahe once Sonlu Tourier siniis ve cosinis transformasyon-

larindan “sydalenerek sinirlanmig kapali bir holge icinde,
besit sinir kosullar altinda, bir sinir defer problemini
nasil gézﬁlebileceﬁinizi egordiik. Riraz diigunerek su sonucu
¢irkarabiliriz ki, verilen bir simr defer probleminin (7.7.,1)
ile (7.€.3) arssindaki kogsullar altinda, sonlu sinis trans-
Pormasyonunun uyesulenmasi ¢ok uygun, basit ve de hizli olarak
coziime verabiliriz. NWedeni de, bu, Sin (nmx /@) fonksiyonlara,

d’z 2 2(0) = (@) = 0
AR %S W i

diteransiyel sisteninin bir Oz fonksiyonudur.

Bu da bize sunu sosteriyor ki, “arkli tip 6z"onksiyonlara
ve GzdeZerleri incelenresiyle, ¢esitli diferansiyel sistemleri
Ve 0Zaeg -© ~

imerinde. sonlu trena”ormasyonlari meydena cetirilebilir,
S AN A 1 » 7 . . -
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"u digiince ile hereket ederek, TEringen (1953) ve Churchill
(1955) c¢ok cenel bhir tip sonlu trensformasyonlarindan, bir teori
zelistirdiler.Bu tranaformasyonu sonlu Sturm-Lioville transfor-
megyonu olarak adlendirilmistir.latemetiksel ve Fiziksel sinar
deler prchlemlerinin ¢zel durumlards, ¢Gziumiini bu transformesyon-
lara uyeulenabiliriz., Eringen metodunun avantaji budur ki, tim
sinir defer problemlerinin enelizinde transformasyonu segmek
uyzvncur.

#(x) fonksiyonv sonlu (a,b) aralifinde tanimli olsun,
Bu durunde asefidaki sonlu trensformasyonu, goyle ki,

TU@:E] = [ K E/) dx (7.7.1)

tanimlayalim, Purada T(x) fonksiyonu ortogonel polinomlar
teorisi eibi dofel bir afirlik fonksiyonu anlamina gelir.
X(x, ¥ ) ronksiyonu ise, § 'nin her dejferi igin agik (2,b)
sralifinda x' in fonksiyonu olur. Ba de bize J bir lineer
overztor oldufunu rosterir .K(x, §) cekirdefinin “ormunu bul-
mek icin, Lz=0 ¥enci adjoint ¢ileransiyel den¥leminin, ¢ozir-

lerini srivalim, Tweedr L lineer difersansiyel operatorn

| d dz
7 == ———  —— —_— X132 = 0
e p(x) |dx () ™ 14 A g (7:1.2)

oyle ¥i a(x) ve r(x)€ [a,h], ve her x € [a,b] jzin
(I(X)/p(x) > (0 olarek Yebul ediyoruz.
ftyvice M ve N mioar opératorileri,

M/ = a,fla) + a2/"(@),
N/ = b, f(b) + baf'(b) (Y. 7:3)

seklinde tanitelim, Yukeridaki denklemlerinde &,,ap,h,,bo
i Q 5h i 3 oo
sehitler olmak lizere, &, ,8) lerde ve b,,bp sabitlerden en &z

biri sifirden farkli oldufunu kabul ediyoruz.
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Kismi integrassyon formilu uysulanirken efer f E[}Lb] ise,

bu durumda,
T AL ):&} = q(@)[K(@.&)f(a) — K(a,&)f"(a)]
= qO)[K.(b.O)f ) — K(b,EY' ()]

+ L”,,(x)f(.\-)LK(x,é)dx £3.7.4)

oldngun’ roriilebT1ERS

$imdi efer a, # 0 ise,

Ki(a,0)f(a) = K(a,0)f"(a) = a,”'[f(@MK — K(a,E)M/]

olup benzer sekilde b, # 0 ise, (7.7.4) denklemini agefidaki
=ih1,
; b
L)€l = [ pefLK(.E) d

”( ) MK = K(@.E)M/]

‘l(b) [/(h)NK — K(b,E)NS] (77:5)

cahs uy~un bir gekilde yezabiliriz.
Tn yiizden efer k(x, §) cekirdefini bulabilirsek,oyle Xi,

\S/
(L — &)K(x,8) = 0, MK=NK=0 (7.7.7)

ise, bu durumda

TLf:E] = ET[:€] — ax™ 'q(@K(@.)MS + by~ 'q(b)K(b,E)NS

(Pehi7)
olerak elde edilir.



DiFer tarattan efer dy = 0,d, #F 0ise,

Ki(a.8)fla) — K(a.8)f"(a) = a," 'q(@)[K.(a,E )M/ - f"(@)MK]

olup bu durumda (7.7.7) denkleminin ikinci terimin
a,” 'q(@)K (a,E)Mf

ile yer deZistirilevilir. by =0, b, # 0 oldufu zamen iigiincii

teriminde benzer sekilde yer defistirmeyi yspilabilir.
(7.7.7) denkleminde efer ~¢ [a,h] ise, o zaman durum

derisir. Ornek olerak farz edelim ki, * ¢ [a,b] ,x=t,

a (t {b noktasinda °'(x)'in [a,b] arelifinde siirekli

olsun.

Tu durumda [(+) = f'(t=) = j@)

5 Al

Tkinci teraftaki (7.7.7) denkleminin,

qg(a)[K (a,&)f(a) = K(a,Q)f"(@)] — q()[ K (,E)f(1) — K(1.E)f"(1-)]

+ q(O[K(,E)/() — K,Of (1 4)] — qO)[ K (b,E)f(b) — K(b.)f"(b)]

seklini alip, kolayca ooriilebilir ki, (7.7.3) den dolayx,

a, 'ga)[ f(@MK — K(a,&)M/]
— by, 'qB)[SIO)NK — K(b,ENS] — (1)K (1,£)j(1)

seklinde y52119bilir.Dolnylslyla (7.7.7)'nin
TLf:E] = ET[fi8] = ax” 'q(@)K(a, )M/

+ by 'gD)K(b,EINS — q(1)K(1,E))(1)
o By A

sekline donusgir.



Tkinci dereceden lineer difersnsiyel denklemler teorisin-
den doleyil, biliyoruz ki (7.7.2) denklerinde p(x),c(x) ve
r(x) ketsayileri belirli kosullar sltinda,(7.7.€) denkleminde
Y peranetresine sonsuz sayicda deferler verilebilir ve her
bir defer verildifinde oOnemli ¢ozimler elde edilir.Ayrica bu
ozTonksiyonlarinin himesi (a2,b) aralifinda p(x) efirlik Conk-
siyonu ile ortoeonaldir.

Bu yiizden, efer Sturm-=Liouville probleminde 6z onksiyon-

larinin Gzdeferlerini ¢,(x) ve ¢, ile gosterirsek, ve de,
(L-=¢¢ =0, Mp=Np=0 (7.7.9)
ise, hu duruncés,
7) " Y = b %
T =7 = [ b, dx (7.7.10)
olup, Sonlu transTormasyonunda efer © € [}ab] ise,

T [Lfin] = &fo + mMf + v,Nf (7.7.121)

ozellifFine sohiphir.Yukeridaki denklem

llll s

_“2_151((’)4’"(0), (a, # 0)
a, ‘qa)p,(@),  (ay =0)

8 by~ 'q(b)p.(b), (b, # 0)
1 =b, qb)p’h), (b =0)

seklindedir

fnvers Cormiilii ise,

g—-l[z:;x] = fix) = Z Jabu(x) iy B YR

(7.7.11) Cenkleminde eger f ¢[a.b) ise,ozaman durum derisehilir.
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Ornek olarak,daha Once yaptifimiz =ibi, F(x)e[_a,b] ve

*'(x), tel(a,b) noktesi é¢isinda her yerde siirekli olsun.
Ru takdirde,

T [Lfin] = & Ju + wMf + v,Nf = q(1)p,(1)j(1)
olur.

g el e . TR o
g trensformasyon ile ilgili bagke 6zel sonuclar kolayca

-

vezilaebilir., Eper v(x) “onksiyvonunn
/ < L T

FEy(x);n] = &L

seklinde tamimlarsak, bu dvrumda efer My = Ny =0, ¢y, ,
Ly conksiyonunun trensformasyonu olur. Yoni y(x) fonksiyonu
Ly = (x My = —
V77V Mg oy dlly me (7.7.14)
sinir defer probleminin ¢ozlmiidir.
Brer (7.7.14) probleminin ¢oziinii, L-{ﬁ ile sosterirsekx,
zorebilirizki (7.7.13) cdenklemi asapidaski denklemiyle,
g e T T S
TL fon] = £ K (7.7.15)

denktir,
7.8.Cenellestirilmis Sonlu Tourier Transformasyonu:

Teha Onceki yontewmlerin kuvllanilmasini aciklsmak digin,

cenellestirilmis Sonlv Fourier transTormesyonunden heslapek

iizere asefideki diferensiyel operatdri,
2
Lt n
de (7.“.1)

Gy oniine alalim.
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Bunlarin birinci trans”ormasyonlaririn sinir operatirieri,

My = »'(0)
Ny = hy(1) + y'(1) o

gibidir .L}’:O ¢ Oz irmunin ,My =0 oldufunden
Y(x) = cos (£,x) (7.9.3)
dir. Pn ¢bziim ic¢in,
hy(x) + y'(x) = hcos (¢,x) — &, sin (&,x)

oyle ¥iNy=0 durumunde, efer ler pozitif kokler olarak
o ’ < n &

gecilmig ise,

ftanl = h (7.9.4)

caha ivi bir denklem elde edilir.

Efer T, f transformasyonn sgsari1daki <ibi.

firn) = L)) = [ ) cos (€ dx (7.2.5)

tanimlarsak, oyle ki & (7.2.5) denkleminin n'inci mertebe-+

den poritif kékler i se, bu durumas “71 trensformasyonun inversi,

FOLR =0 = L Gffeos@n,  0<x<1

{2.5.%)

seklinde elde edilir. Burada,

1
¢ =f cos? (€,x)dx  air.
0

Yeni,
2h
“= b+ sin’¢, (7.0.7)
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Difer taraftan efer,

My = »(0) » Ny =hy'(l) + y"(1) (7.7.0)
olerask ele alirssk, bhu durumda,
” ; 1 -
SE) = TL[f(x)in] = fo F(x)sin (&,x) dx (7.7.9)
transformasyonu tanitabiliriz. PRurada yine {n (7.2.4) denk-

Jeminin n'inci mertebeden poziti® koklerdir.

Punun inversi ize,

Fy ] = 10) = % dufF)sin €

(7"”01\’))
oyle xi,
/ 2h
o Shon o Y F Taba3t)
h — sin?¢, : ;
b & oo
KXismmi intecgrasyon formiliinden ysrerlenarsk,
T L/'(x);n] = f(1)cosé, + &,[+(n) ki

-7-2[./"(.\');'7] =/(I)Sln én = én.fl*(n) (7_("‘.1:)

e (x)'in Tl ve T? trensTormasyonlari elde edilir.

Renzer sekilde f"(x)'in Tl ve T, transformesyonleri

siresiyla,

T, [f7(x):n] = [f(1) + hf(1)]cos&, — &2fi*(n) -

THLf"(x)in] = f/(Dsin&, — f(1)E,cos&, — &,2f3*(n)
ETBi15)
kolayca bulunur.Ayrica efer (7.8.13) denkleminde r(x) 'i,

Jq/(’) dt ile defistirirsek, bhu durumda,
X



€7

T, Ax);n] = &7, I:fl](l) dr;n] (7.0
x 8 .1F)
elde ecdilir.
Uysulamrmalsrda bu transformasyonlarin nasil kullanildifima
bir &rnek lzerine costerelim. Punun icin u(x,t) yay denklemini

ele glalim. Denklem asafidaeki gibi,

0*u _ 1 ou

—_—= - — & X% p- 2
o < or sx<L,tr=20 A 1T

olup sinir kogullsri ise,

u(0,r) = 0, - (7.8.18)

Au(l,r)

g + hu(l,r)

Il
o

t >0
(2.82.5)

ve bastaki kosullar ise,

ux,0) = f{x), 0<x<l1 (7.2.20)
dir. (7.2.12) ve (7.2.19) sinmir Xosullarina baktifimizda
Goiktar ki

wk(n,t) = T [u(x,t);x - n]

trans“orrasyonunu *ullanilmasi deha uyeun olur.(7.8.12) denk-

leminden dolayi hemen goruliiyor ki (7.2.17) denklemi agsZidaki

diferansiyel denklemi ile Ozdesdir. Ayrica,(7.8.20) bvasksti

kosulu ile,
ut(n,0) = fi*(n)

tzdestir. Pu yiizden bu basit ilk defer probleminin ¢ozimii,
. - 2
ut(nt) = fi¥(me™xs

olerak elde edilir. Simdi u(x,t)'min ¢ozimi ice, (7.8.€)
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invers formiilini kullansarak,

u(x,n) = Y ¢, fi¥n)e™" cos (£,x)

n=1

buluvnur.
7.9. Sonlu Fankel TrensTormasyonlari:

(7.7.2) denkleminde

~
/'\
-
N’
[
|
<
2
-~
I
(8]
~~
~]

p(x) = X, q(x) = x,
eglinirsa, bu durumca

L=%3,=—+-— —

v 2

d? 1 d 2
) £7.9.23

dx xix 3
Tineer overatorii elde edilir ki buna sonlu Hankel transfor-
masyonu adi verilir. ZFer (7.7.f) denkleminde o R L
yezarsak, bu durumde.

> 1 d v2
d—dzz+—‘"43+<lz—_z)=0 (7.9.3)

dx X dx 5.

=

Ressel denklemi elde edilir ki, bunun genel coziimi,

$(4,x) = ¢, (DI, (Ax) + 2(D)Y,(1x) (7.9.4)

dairy
Tabhi ki A 'yi ber hanei bir sinir defler protbleminde
M ve N operatorlerine bsfli uycun defSerler verilir.

Simdi bazi ayraintili durumlerini inceleyelim.

Durum (2): iF e = o Nf=/
™y durumde {7.9.3) denkleminin ¢oziimiu

$u(x) = 1,(&x), (v =0) (7.9.5)

olmasi lazim. Purada fhfz, e



J,(Ca) =0

denkleminin pozitif kdkleridir.

Fu durumds (7.7.10) transformasyonu

T = A L00in] = [ 301,(6) d; (5

seklini alar ki buna birinci tip sonlu Hankel transTormssyonu

£G1 verilir.Ririnci tin Pessel Fonksiyonunun,

[y 1w dx = Ja? (1,41 G}

(7.9.7)
oldufunden, (7.9.F) transformeésyonun inversini
" 2 % 1, (&)
iy~ Lhm)sx] = flx =—Z]' (n) =———=5
s [. l..v() ] f ) a2 L 1,v [Jv+l(éna)]2 (
709-’”)

gseklinde hulunabilir.

Kismi inteerasyondan soriuyoruz ki,

-

air,

5 0
/”l.v[f'(x);n] = ['\:[(A.)Jv(':nx)]oa = Lf(X) ‘_-?} {x‘lv(énx)} dx

gl
o2
t

P vy =0 oldufunu Ffarz edersek ,bu dururda x=o noktasinda
°(x) sorlvénr,dolayisiyls koseli veranter icindeki ifade &alt
sinir icin dederi sifir olur.Ayma sekilde iist simir igin o
seciminde ©(a) sonlu oldugvndan deferi sifir olur,ikinci terim
icin

vy — |
—:;Z: {va(ﬁnx)} 2 : ;-V l Cnxjv—l(énx) i Ténxj"'*l(‘snx)’ (V =,é O)
z 7.9.9)

olup dolayisiyls,
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v

AL ] = Sy - L

v -
2V én./l,v+ 1 (n)’ (V % 0)
(7.9.10)

hulunur, vy = () oldufundésn durur biraz ferkli olacektir.§oyle
1 t e LB :
ki (7.9.9)'da y =0 ise,

0

'0_\, {'\‘JO(énx)} — J0(&11'\’) = ﬁnx‘]l(énx)

olup,

41.0[f’(x);"] - /”1.0["'—1,/-(3‘);”] - én/”m[f(x);"] (7.9.11)

elde edilir. Dolayisayla,

2
3. 00 = fux) +J,0:(0) =0, (v#0) (7.9.17)

/

olduZmdan, hewen,

ﬁl.v[x-lf(x);"] e 2*6:' 1v—-1(n) +];,v+1(”)}, (v#£0) (7.9.12)

bafintie1r yazilabilir.

(7.7.7)' den dolayx,
£y [ B, fin] = —a, fl@)(Ea) — £, (n)
bafintis1 yszilabilir. Purada,
J;(ﬁna) e —Jv+l(¢na) (7,9,14)

oldufundan,

b (B fin] = al, fla)), (@) — &, ,(n) (7.9.15)
olerak elde edilir.

Ayrica doniim formiiliinden dolaya,

;;-I;{x".l,(x)} = x"J,_,(x) (7.9.17)
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olvp,kismi inteerasyon kuraslins gore, hemen,

T C)in] = =8 dhy o [T )], (v > 0)
(7.9.17)
olarek yaszilebhilir.
Ozel bir durum i¢cin, efer v = | olarek alinirsa, bu durum=-

de

i [S'(X)5n] = =& S o) (7.9.17)

elde edilir.
Birinei tip sonlu Wankel transformasyonunun xullanilme-
sin1 &¢iklemak igin, yay denkleminin silindirik koordinatlarda,
yani,
%0 100 100
v ko

O(r,r) fonksiyonunun ¢dziimiinii bulalim,

\O
B
O
st

Rurada sinir kosullara,

9((1,[) =f(’)’ (’ 2 O) (7.9.7’(‘;)

olun baskaki kosul ise,

0(r,0) =0, O<r<a (7.9.71)
d1rr
0.(1) = 4, 0[0r,0);r = n]

traneformasyonu ele #lelin.(7.9.19) 'éen doleyr,

)9 . 198
1.0 [%r—? w7l n] = ag,d (Eaa)/() = &,28,(1)

olup 9;“) transaformasyonu ssafidaki diferensiyel denklenine,
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0
(_ & ic.f,,z) 0,(1) = Ka,, (Ena)f(0)

ot
kersl eelir.(7.9.21) denkleminden dolayl goriliiyorki
0,(0) = 0,

olur. Puraden heren,

0,(1) = kal,J, (Eua)c,(1) (7.9.72)

elde edilir.0yle Xi,
t
o B SR
0

yez1lahilir,.(7.2.0) invers denkleminden yarerlensrak, (7.9.722)
dgenkleminin,

an

0(r,t) = _%2_ Z ¢, ()¢ :'0(‘:::’)

"J,(,a)

n=1

olarakx B(r,t) fonksiyonu bulunur.

Durum (b): O xga, N/ = ["(a) + hf(a).

By dvrumds yine (7.9.3) 'in ¢ozimi J(&x). (v = 0),

Mg

olmesr gerek, ynlniz E‘,?,l ..... L 1ot
Sl (Ca@) + h)(Ea) = 0 (7.9.23)

denkleminin poziti® sifirlardir ve de ikinei tip sonlu Hankel

traensfornasyonn,
Foot) = £ LA0im] = [ /03,8, %) v i

seklinde tenimlanir.Pursds 'E" (7.9.73) denkleminin n'inci

pozitif kokiidiir. Ortozonal durum Bessel Tonksiyonlera,
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a B ‘ hZ o 212
J X (Ex) I (E, ) dx = -W(l + évz—/—“—) (3,(En)} 20

0

(7.9.95)

oldufFuncsan colay ﬂzﬂ invers fTormili,

/I'Z.v— : [];,v(n);x] = _f(.\’)

Y £,21,(8.%)
a? ,,Z,]“(") G+ 7 = VIDIGDE  (7.9.0¢)

olscek sekilde bulunur.

ﬂLv operatoriiniin ozellikleri benzer yoluyla aynen
£y, =ibi kurvlebilir. “unun ic¢in, asafidaki iliskilerini

yezilabilir, soyle ki,

o L in] = af@1,Es) + e & s ()

V

v — | &
23 _E).V_- én./Z.\r‘fl('l) (7.9.27)

fy o[S7()in] = af@)o(Eatt) + Sz o[x™f(x)in] = Euf ()
(7.9.2%)
byl W] = S s @) + Frer @) (v > 0)
(7.9.29)
fo [T 00in] = @' Ea)f(@) — &, hiny—y [XVTY(X)in],
(v>0) (7.9.30)

ly [ B Sin] = =& o) + al (E,a) S (@) + hf(a))

(7.9.31)
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Ikinci tip sonlu Hankel transformasyonunun kullanilmasini
aciklemak icin (7.9.19) denkleminin ¢ézimiinii bulalim. Yalniz bu

kKez sinir kosullari,

00(a,r)
or

+ hO(a,r) =0, (=0 (7.9.32)
0(r,0) =fr), @O<r<a

olur,Efer, asafidaki transformasyonu,

Z)-n(’) - /’)2.0[6('.”);" . n]

olarak tenimlersak, o zamsn (7.9.31) ve (7.9.32) édan dolaya

soriyoruz ki,

020 100
/;2,0 [(—_’f hiigoiliet n] ~ '—ano-n

or ror

dolayisiyle B,

0
(b_l- + Kénz) En(’) =0

di®eransiyel d@enklemine kersi gelir. Ayrica (7,9.33)'den dolays,

0,(0) =];.o(") = /l'z.o[f(")in]

dolayaisayle,

0,(1) = Ja.o(m)e™ "

olersk bulunur. Pu yiizden 9("»t) fonksiyonu,
O(r,t) = iy 0" [ fr.0(Me™™";n — r]

seklinde vazi1lnasl gerekir, (7.9.72F)' denkleminde y =0 alinirse,
~orililyorki yubsrideki denklen,

2 A
0 = ) T AT J s

0

ile dzcdegtir.
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Turum (c): a

VA

x<b,  M/=/fla), Nf= /).

Pu durumde (7.9.3) denkleminin ¢oziiui,

$u(x) = 1,0y (E00) = 1,(E0a) Yy (En) (7.9.34)
olmasy gerek, Oyle ki Cn egefideki denkleminin
Jv(‘:nh)Yv(éna) o Jv(é”(l)Yv(é"h) = 0 (7.9.35)

bir kokudir. Bunun igin liglinecii tip sonlu Hankel transformasyonu,

./.:i,v(”) = /Z)J,V[./('\‘);’1]
b
= SOED Y (E0) = L EaYE0)] d
(7.9.27)
Cenkleni ile tﬂnlmllyornz.(7.9.fd) denkleminde ¢T(K) fonksi-

yonu icin,

5 geyomun. 2 - {15} ~ {Bisb))?
J:‘ l(/)m(X)(b,,(l) dx e nzénz {Jv(ﬁnb)}z 6mn

yazilobilecesinden dolaya, £y, operstori icin invers tleoremi,

e s
F- 1 ‘x| = . n 3,
<R [./J.V(n)’\] f(X) 2 - {Jv(éna)}z 22 {Jv(é"b)}z X

X [J,(6x)Y,(Eha) = 1,(Ea)Y,(&Y)]

(7.9.27)
Salcljn(’]e yzzilehilir,

Avrica (7.7.7)'den dolaya,

21 48.09). 2
A BSWin] = ZEER SO = 2 10 ~ o) (70009

ceklinde ¢ok kullenilan hir iligki bulunshilir,



Durum (d8): asx<b,

M/ = f(a),
(7.9.3) tin uysun ¢ozim,

N/ = f(b).

(/)"(-Y) = JV(é"'Y)Y;(é”(l) E J’V(CII(I)YV(én'Y)

Jv(énb)Y\"(én(‘) = J,v(éna)Yv(éub) =0

(7.2.40)
denkleminin bir kokiidiir.

(7.9.33) ile (7.%.40) denklemlerinden,tanimlanan ﬁn(x)
~fonksiyonunu,

2 ¢ o i kel v2
J; ’\(bm(x)qsn(x) dx = ﬂzé,,z [{Jv(énl))}z £ (l fes

énza2>} 5mn

olanfunu kolayca ~octerilebilir. Pu ylizden dordincu tip sonlu
transormagyonun

Hanlk el

/"4v

lig JLS(x)in] = Ja ()

J.

"D EN Vi) — JEa) Y. (E,x)] dx

operatorii, oyle ki,

olen inversi,

("7 .9 %Y)

J&) = dgy " [Jan(m)ix]

1

E2 16D} e 0 )
2 ’
5 Z 0Ea)

— (0 = VEDPENHE ™
X [Jv(én'\‘)Y\'r(:na) 3% J;(én")yv(én'\‘)]

9!

elde edilir.Purad

20

(939.42)

4 (7.9.40) denklerianin n'inei pozitif kokidiir
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Bu durumde (7.7.7) der! leniain

2J(Ca)

liy [ B S(x)sn] = =&, (n) — n J,(E,b)

- J(b)

geklini &lar.

Turum (e): g x€h M/ = f(a), N/ = f'(b).

™y durum, son durvma ¢ok henzerdir.Onun icin, begineci fip

sonlu Fenkel transTorrasyonun,

”Sv[/(\)sn] = ./—;.v(")

o J: ‘h ()2 Y, (& a) — T,(E,a)Y,(E,x)] dx

(7.2.44)

S

seklini slir,Burade. (.,

W (Ea) Y (C,h) — (DY, () = 0 (7.9.45)

denklenminin n'inci kckii olur. Inversi ise,

s, [fs.(n):x] = f(x)

= 1x2 Z én.z{"v(én“)}z./-.:o.v(”)
? (0 = VR — GUEH

x (&) Yy (&) — 1 (E@) Y (E,)]

(7.9.4€)
olsrak yazilshilir.
(7.9.43) denkleri smibi,
- 2J,(C.h)
4s [ B,/()in] = =E&2f.(n) + —6_ FB i )/(a)
(7.9.47)

ifzdesi yazilubilir.



Turom (£): a < x < b, M/ = ['(a), N/ = ['(b).

Pu dvrum igin uygun ozTonksiyon,

d)n(x) - Jv(énx)Y\:(éna) < J;(‘:na)Yv(‘:n'\‘)

olerak yazilir. ¢

‘l:'(énb)Yv'(‘fna) = J;(éna)Yv’(énh) =0

7
,,,,,

denkleminin n'inci noziti” kgkiclir. Tolayisiyla, altinca tip
sonlu Hankel trencsormasyonu,

/"(l.v[.f(-\.);"] = .r().v(”)

= " YO UENYiED - QYL G} dy

{7.9.

\\Jj

0)

geklinde yazilir.Dehs Once yapildil oibi, yine

b
J X (X) by (x) dx

JAxR 5 b vt SRR || l___vz_
i e b2 ) [ I0(EuD) R

n

olduiuns sore, altinci tip sonlu Hankel trensformasyonun inversi,
-1 ’ o i
fov [Jonm);x] = f(x)

~ () o a()
T AU = VREIHIEGOF - (L = viE ) b))

(7.9.51)
geklinde elde edilir.
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7.10. Sonlu Lemender TransfTormasyonu:

T1% de”as Tranter (1651) ve Churchill (1954) tara®indsn

d 3 d
=— (1 — x°)— -1 <x<1
- dx . )dx’ S

dileransiyel operatorin idzerine sonln trensformasyonlari ortays
kormmistur,.Burada vygun ozfonksiyonlera, pn(x)’ Tesendre nolinorm-

1sridirc. € de T-°'de gordufiniiz ~ibi E=—nn+1)

Sonlv Legendre trensformasyonu,

Ji) = ¢[00 = [ SR, dx (7.10.1)

seklinde tanimlanair.
Po(x) = 1, Py(x) = x, olduZunden,
1
7O = [ fiodx (7.10.7)
— 1 .
A1) = f_l xf(x) dx. (7.10.3)

8vel durvmlary hewen elde edilebilir. Ayrace,

(L/(x);0] = /1) = f(=1) (7.10.4)
1
(@] =S + =1 - [ fede.  (7.10.5)

kolsyce bulvunabilir.

(7.10.5) ‘de 7(x) yerinde f'(x) yezaip [7.10.4) denklemini

Yullanarek
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L] =) + (=) = f() + f(=1) (7.20.¢)

denklenmi bulunabhil ir.

Iyi tanimli ortoeconal ©zellifi, TLegendre polinomlara

icin,
) 2
J_l P, (x)P,(x) dx = < O (7:30.7)
ollufundan dolay,
{IPLxnl = R O i (7. 208)
2n + 1 ’

Tormmde yezilabilir,

BEer m=o0 olerek &linirsa, c¢= sebit olmek iizere,

{[c;0] = 2c,

7.].(\.")
oalet =12 .. ) (7.10,9
ozellikleri yazilehilir.
Invers formiilii ise,
/7 LX) = 3 (1 + D )P(x) (7.10.10)
n=

seklinde olur,

Sonlu Legendre transformasyonun C¢ifer Ozel islewleri,
Lecendre polinomun temel islemlerinden heren c¢ikortilsbilir.

Ornek olorek,
, 1
[[f(—x);n] = f_lf(—x)Pn(x) dx = J‘—lf(x)l)n(_x) dx

yHZLD P,( -x) = (= 1)'P,(x), oldujundan,
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CLf(=x)in] = (= 1D)"(n) (7.10.11)

olarekx elde edilir.Alternatif Formunda genelde

(=D x] = f(—x) 0. 0.12)

deha ¢ok kullanilan hir sonugtur.

Ayrice, (7.7.7) denkleminden dolaya,

/
/ [;;;(1 » le/"(,v);njl = —n(n + 1)fi(n) (7.10.13)

sonucu, x =+ 1 noktesinda (l — x2)f(x) ve (1 — x2)f'(x) almamek

¥Yosuluyla elde edilebilir.
2n + DP,(x) = P,y 1 (x) = Py (¥)

rekuranse bhagintisindan, hemen,

1
j—l P, () dx = 2n + )7 '[g(x){Pyy 1 (x) = P,_ (¥)} ]!
1
— @+ D7 L P () = Pusy(0)} d
Genklemi yeyi]abijir. Yani,
/lgx);n] = 2n + )"/ [g'(x)in — 1] = /[g'(x)in + 1]}

4 (7.10.14)
¢ 3 m i 48N

Genel olarak

/Uj,f(’)d’;”] =@n+ D)"Y -1) = Jin + D} (7.10.15)

yazilabilir.



(7.10.14) denklemini tekrarlansrak ve de(7.10.4) ile(7.10.5)

denklemlerinden Taydalsnarak, asafidaki denklemleri
m=—1
(LS)2m] =f1) = f(=1) = Y (4m — 4r — 1)fiCm — 2r — 1)
r=0
(7.10.17)
L)2m+ 1] =f(1) + f(=1)— ). (4m — 4r + 1)[;2m — 2r).
r=0

(7.10.17)
bulimabilir.

(n + DP, 1 (x) — 2n + DxP,(x) + nP,_,(x) =0
rekuranse bafﬂ“t1s1ndan hemen,
([xfx);n] = @n + D)"Y + D+ D) + nfi}  (7.70.02)

sonucu ¢ikartilabilir, Tunu tekrarlarken agagiidaki balinti,

poran sadlk D 42). .. n* + 22— 1
() S ot h@n + 3t Dt G+ 37

nn—1)

G- hons /"2

{7.16.19)
bulunabilir.
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