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oOZET

Lineer Fark denklemleri 1le ilgili onemll gelismeler 1920
yirlindan sonra olmustur. Bir ¢ok alanda uygulamasi olan bu
konu, Lineer diferansiyel denklemlerle 11g1l:1 galismalardan
sonra 1ihmal edilmistir. Bu nedenle ¢ogu problem hala ¢oézum
asamasindadir.

Bu konuda ¢alisan No6rlund, Carmichael, Birkhoff, Poincare,
Lineer homogen Fark denklemlerinin 2analitik gozumlerinin
varligini ve bu denklemlerin o6zelliklerini degizik yollarla
ispatlamislardair.

U¢ bblumden olusan bu galismanin birincli bélumunde Farklar :le
ilgaidi tanimlar ve Fark denkiemlerinin -genel ¢gozumier:
verilmigtir.

Ikinci bolum, - i mertebeden Fark denklemi olan Gama

fonksiyonlarini igermektedir.

Uguncu bolum, Lineer katsayil:i II. mertebeden Lineer homogen
denklem olan Hipergeometrik Fark denkleminin genel durumunu
igerir. Bu bdlumde Fark denklemlerinin Hipergeometrik seriler
seklinde de ¢ézumlerinin bulunabilecegli goésterilmistir.
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SUMMARY

Some . important -developments has been gained reiated to linear
ditrerence equations &since 1920,  This subject ‘having - many
applications b Mahy ‘field. . :has heen ameglected after « the
studies connected with linear differansiel equations. Therefore
many problems are . still under invetigetaion.

Norlund, _Carmichael..  Birkhofzi... Poineare have studied on this
subject. They have proved - the existence of the 'analitical
sodution of  the Iinesar hHomogern diftference eguations -and . -the
properties of this equations with different ways.

IThis work -consist of three sections. In.the o Eiret . < the
identifications connected with difference and the general
solutions of difference equations have been given.

The second section contains Gamma funtion that 1is difference
eguation of the. first order:

The. third section . contdins general’ case of Hypergeometric
difference equation that is linear homogen of the second order
with linear coefficients.



BOLUM I

TANIM-1

X - bagamsiz dejisken, ¥y -bagimli-.degisken olmak  lzere x, Yy
dejiskenlerini - ve bagimli degiskenin &5 Zkzy,..., Z&“y gibi
farklaraini igeren bagintilara fark denkiemi denir:.

n-nci mertebeden genel lineer fark denklemi ao(x)$0 olmak uzere
1) do(x)y(xrnl)+ta,ylx+n-1)+. .. +taal{x)ly(x) = blx)

seklinde yazilir.

TANIM-2

Fonksiyonun tanim DboOlgesindeki Dbir noktadan hareket ederek
bdolgenin diger bir noktasina gegiste fonksiyonun degerinin
degismesine o fonksgiyonun farki Qenir.

y verilen bir fonksiyon ve h herhangi bir sabit oldugunda
y-ye ¥yinin itk EFarka: denir. ve

[Xy(x) Sty (xdhdi=y { X))
Llesgosterilir vk deincl. tark:

Azyix) = N(Dyx)) = yix+2h)-2y(x+h)+y (x)
gseklindedir.Benzer sekilde devam edilirse n-nci fark

nin=1)
L&“yfx; = y(x+nh)-ny(x+nh=1)+ e syl x+nn-25=__.
2
L] )Py 0 %)

olarak elde edilir. Bu denklemler h=1 1¢in duzenlenirse

ylx+1) = y(x)+/\y(x)

yix+2) = y(x)+2 Ay 0+ A2y 00
y{x+n) = y(x)+n[3y(x)+n(n—1) Ll’y(x)+...+[X"y(x)

2

-

elde edilir ve bu denklemler (1) denkleminde yerlestirilirse

(2) a0 tx) Any(x)+a, O APy (x)+. . . +agq(x)y(x) = b(x)



denklemi elde edilir.

(1) ya da buna“ egit olan (2) denklemi gibi bir ' tek' denklem
yerine y.(x}) fonksiyonlara ile kurulan bir sistem ile c¢alismak

@aha - xolaydlir, Y Cxtid vatesl), o oot el fark denklemini
olusturan fonksiyonlar ve i=1,2,...,n olmak izere

n
2 Yl Xl = Ay s Voahin el (e

=1

seklindeki - ifade -fark denklemini olusturan y.(x) fonksiyonu ile
kurulmus bir sistemi temsil eder. Bu  sistemde a., sabit
katsayi; bi(x), x'in herhangi bir fonksiyonu ve y;(x) ise

nin-11}
gRR ) =y U e ;_}+n/f,\_yz_' R e e R A"/(x)*n S
2

1o R0 o ot 9 PN W o ol X 0
+ R AJy(x)-r,__-rAny(,x_n

anlaminda’ kullanilmaistir.Bu sekilde diizenlenen sistemin lineer
olma 6zelliginin yanisira denklem wve bilinmeyen sayisi
birbirine egitir.Burada i=1,2,...,n , sistemdeki fonksiyonlarin
Sayisinre- el 2 i e ise sistemdeki denklem sayisini

belirlemektedir. Bu sistem (1) denklemine denktir ve ¢oju zaman
ir tek denklemden daha kullanislidir.

TANIM-3 Toplamanin tanimi:

yix) fonksiyonu verildiginde [ly(x) farkinin nasil
bulunabilecesy:r yukarida agiklandi. Fonksiyonun farki, yani
Ay(x) bilindiginde y(x)'in nasil bulunabilecegini arastiralim.
Bunun 1ig¢in

(4) Yix+id=yin) = 90(%)

denklemi gbzdéniine alinsin. Burada e(x), /ly(x) far*i1n1 temsil
eder. "A" 1ile gosterilen fark operatorunun tersi operatoru
ile gosteriliirse (4) denkleminin bir ¢oézumu

A
G52 ylx) = :>@(x)

olarakx yazilabilir. Bu igleme "toplama"” denir; integrasyona
Paraleldir ve bu nedenle " sonlu integrasyon " da denilebilir.
(5) denklemi, dy/dx=e(x) diferansiyel denkleminin bir ¢ozumu
olan e(x)dx ile ayni anlamdadir ve (4) denkleminin bar
cozumudiur. Agagida toplamanin birkag¢ ornegi verilmistir; sag
taraftaki ifadelerin farklari alinarak kolayca ispatlanabilir.



1.1. SABIT KATSAYILI HOMOJEN FARK DENKLEMLERI
(2) ac(xIAPy () +a, (x) APy (x)+. . .+an(x)y(x) = b(x)
n. mertebeden lineer fark denklemi;
(6) lao(x)Am+a, ) A\m=21+ . . +an(x)1y(x) = b(x)
seklinde de yazilabilir; ya da 8(/\) lineer operator ve
8(/A) = ac ) Ar+as (x)A==2+_ . +a.(x)
olmak uzere
(7) ¢ N\)yi(x) = bix)
seklinde ifade edilebilir.
(2),(6) ya da (7) denklemlerinde ao(x),ai(x),...,an(x)
katsayilari birer sabit ise bu denklemlere n. mertebeden sabit
katsayi1lil 1lineer fark denklemi denir. Eger b(x)=0 1se bu
denklemler homojen denklem adini alir. Katsayilarin sabit ve
b(x)=0 kosullarinin herikisinin birden varolmasi halinde bu
denklemlere, sabit katsayilili homojen fark denklemi denir. Bu
tipteki denklemlerin gozimleri y(x)=r>* sgeklindedir. Bu ¢ozum;
o (x)y(x+n)+ay(x+n-1)+. .. +an(X)y(x) = 0
denkleminde yerlestirilirse
(8) 8oL 435 YR E . Fanr™® =0
Ya da E
(aorttane=is . taer =0
elde edilir .Eger r,

(9) B(r) = agr™+ar™ i+._ .+an = 0



karaterdistik -denklieninin blr chzumyd -yg8e L - deniiemintin . bir

gozumunun de seklinde oldugu gorulur. (9) denklemi
raslis a6 i In gibi n-koke sahiptir.. 7)) denkleminin
L™ La",...;ba” Kbklerinin durumiari vebuniara ait - coztimlierin

nasil yazilatayi asafida gosterilmistir.

I. DURUM : Koklerin reel ve birbirinden farkli olmasi hali

r1¢r34...¢rn € R ige ra¥;ra”,.. ., rn" k8klerinin hepsi denklemi
saglayacagindan cy 'ler keyfi sabit olmak uzere

VL e o3 W o R 1 o gk pA SR o 0P ol

ifadesi (8) denkleminin bir g¢ozumudiur. Ornegin,
M ixXtd) -0y lxtl)+B8Y(X) = 0

fark denkleminin genel ¢o6zumunu bulalim. y(x)=r> olsun.
prEEseRS T 2e B =0 rya et te el ERE 5 0 D

elde edilir. ri=2 , ra=4 koklerinden ikirobzum 2% ve 4~ olur.
C. ve cz keyfi sabitler olmak ilizere genel ¢6zum

Y(X) R e B e

seklinde bulunur,

II. DURUM : Katli kok olmasi hali

Eger &(r) karakteritik denkleminin koklerinden biri O6rnegin r,,
iki katli kok ise (8) denkleminin g¢oziimi

(Ca*CanIEL®
seklindedir. Eger r. m katli ise ¢ozium
(ea TR Cah X Catr o R0 K3
seklindedir. Ornegin,
Y(x+2)=4y(X+1 )4y (x) = 0

denklemlnln KOkleri - caki$ik ve Ci=*ra®2 ~0ir: -y(x)=r==2* - hir
¢Ooziumdur. Buna gbre genel ¢ozim

Tix ) = O FEC X 2™

seklinde yazilir.



ITII. DURUM : Bazi kdklerin kompleks olmasi hali

Eger karakteristik denklem eglenik kompleks koklere
gozlim reel olarak ifade edilebilir. Yani ,

ri=a+fii ve ra=a-f3i
ise c. ve Ca sabitler olmak -tizere ¢oOzim
Celo+Bi)>*voala=[{11"
ile ifade edilir. Buradan
u*(Kicosx8 + Kasinx6)
ile reel formdaki g¢6zim bulunur. Basit bir 6rnek,
gelen terimlerin toplami yazilarak elde edilen
sayilari ile verilebilir. :
YV iX®d )=V x+ly=weX) =0
denkleminin karakteristik denklemi
PR =0
ve kbkleri
I
risi g ey LRy
2
2 fi i o 1
Genel ¢ozim

X
1445 1=¢5
b S 0 Sl & BN (P T CEE B e

bo

¢

0larak elde edilir. ca. ve ca , Fibonacci sayilari olan
y(1)=1 gergeginden bulunmustur:

1 1
1= L 2 Ca™ =
vE Vs
Buradan serinin genel terimi ,
¥ X % 5
i H
1 15 1-v§ |
Jl:v; - —— . et e L - R '
Ao X 2 !
d

seklindedir.

sahipse

Tk - once
Fibonacci

y(0)=0 ,



1.2.LINEER BAGIMSIZ COZUMLER

RiYi (X )I+RayalxX )+ i+ RnYa (X =0
olacak sekilde hepsi birden sifir olan . (g 4 29 47 e WO | P Boy  C
sabiti - varsa Y3 (X)), ¥Yalbxdis iaVel%d fonksiyonlarina lineer

bagimsiz fonksiyonlar denir.

TEOREM 1 : Ya€X), ¥Yalxlhy L  VakXy goziumlerinin lineer
bagli olmasi igin gerek ve yeter kosul

l yi(x) Yya(Xx) o )
E VXl ) yalx+l) PRI TR ) ) }
Pz Y= i
|
P st sER R SN e i e R
i Y1 tx+n*l) va Cxen=1) ey e taen=1)
determinantinin sifira ozdes olmasidair. Bu determinanta

Casorati determinanti denir ;lineer diferansiyel denklemlerdeki
Wronskian determinanti ile ayni islevi gorir.

TEOREM - 1 : Eger yai(x),yalx),.. ¥alx) ' fonksiyonlari
(10) {ao/\“+a1Z§““1+...+an]y(x) =0

L 2
denkleminin n-tane lineer bagimsiz ¢OzuUmu ise genel g¢ozum

Y(X) = Cciyai(x)+Cayal(x)+...4+Cn¥n(X)
seklindedir ve diger ¢ozimler bu ¢ozumiin 0zel durumlaraidar.
1.3. HOMOJEN OLMAYAN LINEER FARK DENKLEMLERI
(2) 1lineer fark denklemini sabit katsayili homojen olmayan
denklem clarak go6zonine alalim. Homo jen denklemin genel
gozumu yel(x) ile o0zel -gozumii _de yoi(x) i1ile gosterilirse
denklemin genel ¢ozumiu

Y(X) = yo(X)+YalXx)
lle gosterilir.
1.3.1. OZEL Q0OZUM BULMA YONTEMLERI
a-) Belirsiz Katsayilar Yontemi : b(x) 'in sahip oldugu sekle

karsilik gelen ozel ¢ézimler asajidaki tabloda gosterilmistir.
A,B,Ag,A:,... katsayilara birer sabittir.



b(x)

ozel ¢ozim

3
ginax ya da co
m. dereceden
polinomu
B=R{x)
f=zinax ya da

sax
D(x}

i*cosax

x
Af3.
Acosax+Bsinax
Roxm+h1xm"1+...*hm

BELRa XS ER Mt ca R

f*(Acosax+Bginax?

Ye+2-6Yx+1+8Yx = 3k?%+2-5_3* Ornegini inceleyelim.Homogen kismin

genel g¢Ozumu
VXD = ca e 4%
seklindedir. Denklemin ikinci yanina karsilik gelen 6zel ¢ozim
YQ(X) = A1kz+Aak+A3+A43k
seklinde yazilir. Ozel ¢o6zum denklemde yerlestirilir ve 1iki

taraftaki ayni k 'l1i terimlerin katsayilari esitlenirse

8 44
Vs Cx )iiam oA g I 5. 3%
3 : 9
elde edilir. Denklemin genel gozumu
8 44
yix) =_Ca2%+cadE+kI+ic.— K+ b L
3 9

seklinde bulunur.

b-) Ozel Operatdr Yontemi: Herhangi bir lineer fark denkleminin

(7) & (A)ry(x) = bitx)
seklinde yazilabilecegi gorulmustu.
1
(11) @ il ieaThtay s 1 . @ty = bix)
s\

bagintisiyla 1/Q(ZX) operatorunu tanimlayalim. Burada 1/@([&) 2
$:/\) nin tersidir ve U keyfi bir sabit degildir. O halde U,
(7) denkleminin 6zel gOzumudur

Problem gozumunde asajidaki tablodan yararlanilir :



o

-

durum kullanil

b

Y2
B

1 280
== @(B)#O
s\ ()
! 1
- B
sinax .ya ‘da - e siieogax
5¢/\) ' EXUAY
._-5..1."..,..:_:-.1.! E.L-H._e_.!...'.
EOSAXE S , Sinax= yazilzir ve i

;

3. —  Ptx)=(bo+tb. A+ _+baAme__ IP(x)

i L XPAY

E /AN®mTiP{x)i=0 oldugundan ifade A= ' e kadar yagitar .
1 1

4. A" P(x)=p= —— _ FOve 3, durum kullanilir.

s\ s\

ornegin ,
Y(x+2)-2y X+ 1) +5¥CX)

v 2 Gl B g

denklemini inceleyelim. Homojen kisminin genel ¢ozumu ,

gozumu

y(x) = 5*73(cicos8x6+casinx@)
olarak bulunur. ikinci tarafa karsilik gelen ozel
bulmak igin denklem

(Az2-2/A+s5)y(x) = 2.3=-4.7>
geklinde diuzenlenir. Buradan ,

i 1 1
— T e R A e i e e W)
A2-2/A+s Az-2A+s A=-2A+s
1 3
-

iRl TEEIS W

-2
- L

-3‘—2(3)+5

1 1
B e T ——y R
4 10




elde edilir. Denklemin genel ¢ozimu

yix) = 5> 23(c,coSx0+Ca8iNX0)+ B S T

geklinde bulunur.

c-) Parametrelerin degisimi yontemi :

(7) 3(N1y(x) = bix)

denkleminin homojen kisminin genel ¢ozumu
(12) ¥ix) = c;ya{x)+tcayalx)+. . +Ca¥nlX)

seklindedir. Burada c¢i ‘'ler yerine x ‘in fonksiyonlarindan
olugsan cs(x) 'ler alinirsa

yix) = Ca(x)ya(x)+Ca(x)y2(X)+.. . +Cal(X)ynlx)

elde edilir. Ca X)) CalXd, <. batit) ‘leri belirlemek igin x
yerine x+1 konulursa ve

Cr(x+1) = Cr(x)+Acx(x)
yazilirsa
Y(x+1) = Cca(x)yi{x+1)+Ca(X)Yya(x+l)+_ . +CalXxd)yn(x+l)

#
{ - o= : :
?EZXC;{K}y;{R*I}fAXCaEX!fgéﬁ‘i!*---‘!&Eﬂﬁﬁﬁfn‘f“_g'

L

elde edilir. ¢ 'ler ,parantez 1i¢gindeki ifade sifira esit oclacak
sekilde se¢ilsin. Tekrar x yerine x+1 konulursa

Yix+2) = Ci(x)Y2{x+2)+Ca(x)ya(x+2)+. .  #CaliXx)ynix+2)

~
T

=
*Ellcl(x}y;ix*i‘*!\r;=~>g;ﬁx+2}?-_~*lisarx-g,'r-Zf
2
L

Yazilir ve yine parantez igindek: ifade sifir olacak sekilde
€ 'lerin secimi yapilir. Benzer sekilde devam edilirse

Y{x+n) = ci{x)y1(xtn)+Cal{x)yaixtnd+ _  #CalXdymixrm)
i A _ ¥
+E[&C:txiy‘tx*ﬂﬁ*l\ﬁa“ﬁP?zﬁR*R?‘~~s‘jXTm?"Em xemh
H

elde edilir. Bu n+l1 denklien SIrasryYla aix), g - DD
ile garpiliip toplanirsa ve y;t;b.yaﬁxl.\-\yhﬁx} leram  DemeIRm
denklemin gozumleri clduju dusunulurse



_10_

i 1
b{xY=3an{x1? Zﬁc;(x;y;(x+n3*Zng(x)"3(x+n)+...*Zﬁcn-xfyntx?n‘§
]

4

.
i
H
L

denklemi elde edilir. ZXC ‘leri belirlemek igin asagidaki n
denklem sistemi kurulur.

Dc.xoy, (x+D+Acatxyatx+ 1+ .. +Dca(x)ynix+1)=0

Ac,(x)yi(x+n-11+Acatx)yatx+n-13+. . .+ calx)yalx+n-11=0

bi{x)
[XC]ix)yl(x*ﬂ)‘[§C3{1)Y3if‘n}*...*[&CnQYTYniX*n}” L e A
Bnix}
y ‘'ler bir temel sistem formunda oldugu 1i¢in katsayilar
determinanta Di{x+1) ireaifrrdenilarr s > D(x+1) 'in k-ninci
kolonundaki son elemanin kofaktoru Max(x) oldugunda
Max (X)) b(x)
A(:K(‘): <
D(x+1} C o
seklinde Ac.x),Acatx)r, ..., Acatxd ‘ler tek tek
belirlenebilir. =T Sl ) Bulunan bu degerler €12
denkleminde yerlestirilirse (1) denkleminin bir ¢ozumu olarak
0 Mo (X) b{x)
{133 Yix) =& yk(x)(fs 2
' e D{x+1) S3nix}

elde edilir. Bu yontemin bir Ornegi olarak
Y(x+2)-7y(x+1)+6y(x)=X

denkleminin g6zoéniine alinsin. ! ve 6 bu denklemim limeer
bagimsiz ¢ézimleridir. Casorati determinantindan ;

i1 gx+2
{ i
Y}y =4 el e
?1 6!'2 i
i i
: x+f- e X
M;1(X)=—6. F s - ..aall)—l
bulunur.
_x6x¢1 ~ X
yixir= Lot




..ll_

1 0.2 X
ot 5 e

g 20 G

i X ~do) 6 30x+6

5 2 30 293 6

iy Ix ;!

10 50 LoD
Homo jen olmayan denklemin genel ¢dzumud, homojen denklemin genel
¢ozimii 1ile herhangi bir dzel g¢6ziimumiin toplanmasiyla bulunur.
S(x) : 1) denkleminin Dix ozel goOzumii ve
PalX P atR) (o et keyfi periyodik fonksiyonlar ise genel
cOzZum =
(14) Yix) = 6(x)+pa X))yt Xx)+. i #PatXIYntX)

seklindedir. Yukaridaki ornegin en genel g¢ozumiunun

X2 % 1
pl(_x)+6'-pz(x_)— i TP -
10 50 125
seklinde oldugu goriilur.
d-) Mertebe disiirme yontemi Eger n. mertebe denklemin

(A= (A-r2). . . (D-ra)ytx)I=bix)

seklinde yazildigi ve z(x) in
z(x)=2 (D =ra) .. ANy (x)

oldugu dusiunilirse

(A=-r.)z(x)=b(x)

birinci mertebe denklemi elde edilir. Bu denklem

% btx) : oA bip)
2ix)ery LA - - 2 - wios TCar. ™
rlg-»], =1 rzp*l

¢0zumune sahiptir. Ornegin ,
Y UX#2.3 ~ b CX4 1) HH L) = X1e

denklemini inceleyelim. Denklemi;
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(A\-31(N\-2)y(x)=x2

gseklinde vyazalim ve z(x)=([§—2)y(x) kabul edelim. Q takdirde
denklem :

(\-3)z(x)=x2

seklinde yazilir.Cozum ,

%2 1
2ix)=35 =3 e Y e dmap B W N PSR E )
3-'+1 2

seklindedir. O halde

L HE BT I LYA G B ceeftta SIS e T
3714-1
1 3 5
e i X+ o O d N EC a3
2 “ >

elde edilir.

€-)Genel fonksiyonlar ybntemi : y(x) 'in genel fonksiyonu

2 (=)
ER0 - QI AT W L
x=0

gseklinde tanimlanir. Verilen bir denklemin g¢ozumunu bulurken bu
yontemin nasil uygulandiginl bir ornek uzerinde inceleyim

VIix+2) -3y CxX¥1I+2¥ T ¥=0 s oy Cl)Y=2 iNe Ty (1)=3

fark denklemi verilsin. Bu denklem t*.ile carpilir ve 0 '‘dan

® 'a toplam alinirsa

) 00 @ A
e e (I T B VIRV LE S hg v o e
= Q w =0 x =0

elde edilir; yani

:
by 20wy (3)ERyCAILTe. .

:

-

1
=2 iy C 1) +y (2)t+y 3002+ _ |

i i
L -

Dok sngosd

4

y(0)+y(1lit+y(2)t2+ . |=

e

3

~ -

bulunur. G(t) fonksiyonu cinsinden
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G(t)-y(0)-y (1)t G(t)-y(0)
e G e R e SR +2G(t) =0

t2 t

seklinde yazilir. Burada y(0)=2 , y(1)=3 degerleri konursa

it 231
R S e e PR S s L = AR = e S LS N L 300
k-3t +2¢ % B Sl 8 2 S I
==> Git)= = (lrdm
w =0

ve buradan denklemi saglayan
Y{x)=1+2%

¢gozumu bulunur.

1.4. DEGISKEN KATSAYILI LINEER FARK DENKLEMLERI
Birinci mertebeden degisken katsayili herhangi bir lineer
denklem
(15 y(x+1)-A{x)y(x)=b(x)
ya da
(A\-A(x))y(x)=b(x)

seklindedir - ve.her zZaman ¢azulebilir.:. € keyfi bir sabit olmak
uzere homojen kismin genel g¢ozumu

yéx+1)-A(x)y(x)=0
==> y(x)=A(x-1)y(x-1)
=PIV X )IZCaACIIRALCD ) . A R=1]
seklinde bulunur. Parametrelerin degisiminden c. yerine x 'in

fonksiyonu - olan = K(x) yazilip denklemde yerlestirilir ve -iki
taraf ACIdAC2) ... .A(x) 1ile Dbolunurse

a3 & &
Kixi=-1
: BAIIRCI) - AEX)

bulunur ve yi(x) ¢Ozumui yeniden duzenlenirse
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b(x)
(16) yexis NCIDA(2) .. Ax=i N Sl i i
AULIARI Yo R Ox)
»x=-1 bp
= RCIIAC2Y .. iAtk=10 = feree
P=1  CRCI)AC2).. . A(p)

SCRAL I IRE ) K x~1)

olarak bulunur. Burada ¢, keyfi sabittir.
Ayni g¢odzim, verilen denklem

1
6% O L SRS e A O B i

ACTYRG2) CORAIR)

garpanl ile g¢garpilarak bulunabilir; yani

yi(x+1) y(x) b(x)
REIIREZ Y Alx) ACIIRC2Y o RER—1) RELYRL2) o A(HD
ya da
V{x) b(x)
Z& g i 2
BEEYRCE IR ORI =ID) RAAAIRCIVE SoRORD
yazilir ve buradan (16) elde edilir.
TRLNCT mertebeden ya da daha yuksek mertebeden degisken
katsayz:1li bir lineer fark denkleminin her zaman ag¢ik bir gozumu
bulunamaz. Béyle durumlarda o6zel 'yontemler kullanilair. Bu

yontemler agagida verilmistir.
1-Carpanlara Ayirma: Bu yontem kullanilirken fark denklemi
(AN-Rex)) (A\-Bix)) ... (A-Ux)Iy(x)=b(x)
seklinde yazilir ve sonra mertebe duglurme yontemi uygulanir. Bu
yébntemi,
V(X2 I =Xt IR+ 1 )XYy X=X
Grnegicvigerinde 1nceleyelim.,
(A-2x) (A-Bx))y(x)=x (1)
oiarak yazilsin.
(A-R(x)) (Y(x+1)-B(x)y(x))=y(x+2)~(A(x)+B(x+1))y(x+1)

+A(x)B{x)y(x)



x
o
ol
N
m

adan A(x)=1

bu

ve

1

eminde

genk

co zi.imunp *'Qahi:

(DN-1z(x )=x

¢

-
s d

ZJ %)




seklindekl seri olarak kabul edilir. Burada P<0 1Gin Cp=0 'dir.

uzé(e:

y(x)-'z c,x‘P’

P e : SRR e
e o 3 R~ ¢ = % 3 A

€23

e v

seklinde oldQQu kabul edilsin. (2) ’den

Ayoos T popaiovs v SR T s

=

[Szy(x)s IE p(p-l)c,x"“”



seklinde elde edilir.

15 :1’1:;5; e
0% M




"xﬂr-rcxjycxx =

W “,a.'t"

Y;(x-rn T4 m(x)y;(x)‘

‘ﬁ'"‘y‘ (x#l) r;(x)y;(x)'

aaklmd&dit.’ (1) denklemlnden
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olur.

(1) denklemini saglayan 1/x cinsinden bir kuvvet serisi
bulalim:

g bir “tamsayi ve co¢0 oldugunda r(x) rasyonel fonksiyonu

Ca Ca
£5) CEX)=f %W 1 Ba¥F + +
X %2

seklinde yazilabilir. r(x) rasyonel fonksiyonu, (1) denkleminde
yerlestirilirse denklemi gergeklemedidi gorilur. Bu nedenle
uygun istel garpanlar kullanilarak

Sa S2
YEiX)= x®"2prxE | Dot % &
X %2
elde edliir.
Sa Sa
Yoo (x+] )8t oS FRR S LAY 1" So+ i +
y i i (x+2)2
XTIy ERT R R TIS ( xh] Y&
1. Aax
ELRFLIN W I+ ——
%
axlog(i+1/x)
L8 83 B vl sl nEe - T
- 3 1 a
ax( = . T )
=(X+1)‘.X"'. e » a=2 3 =
/ 1\a a y o/ ot BN
\ r \ 3
(6) =(1+ 3 .x"".e'.]l— + ‘ + BT R
X 7 i 2% %2 \\8 3 / |
Elde edilen ifadeler (1) denkleminde yerlestirilirse
I=-\a r a 1 / a a \ %
1+ el L bl B e B i ¥ 4 L A= =
% L 2x x2 \ 8B 3./ *
r L | £ L 1
b”*‘(x+1)=lso+ . Ak _J
|
X X X /
Ca Sa Sz
=x* Cot o RS > ek o dat e Seo+ + i

X X x 2
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elde edilir ve her iki taraftan x=>b>*x® garpanil yokedilirse

a w3 a+d r Sa 1 -4 1
So+ 1+ b
2% ¢
e

<1—
1 N\ S
=x+ Co+t o P P So+ g T
x b ¥ X

€ideed¥ETrs Her iki-taraf-1/x 'in Kkuvvet serisi olarak yazilar
ve ayni kuvvetlerin katsayilari esitlenirse

bx=e=

+
-~ ":\
7T b
&
™
>
/
>
e
| N

a=u , be*soc=CoSo

a@So :
be* P - * OB o+ 83 =Ci1S0+CoS:2 L B -
2
Sa Sa
Bu esitlikler a,b,d, 3 o niceliklerini hesaplamaya
SBo Eo
yardim eder; yani,
a=u b=cgce™*
Ca H Sa Ca Ca Cz 5%
d= e = = = > VD
Co i So 2Co Cec Ceo ¥2
So keyfidir. sx/ss - '@an denklien
r a g
be‘[sx-; -KSx+Sx it Sl U ] . ...J= CoSx+3a *TC18Bxt...
2

elde edilir ve eger a, b ve d degerleri yerine konursa Sx ve
-kco olur. Boylece serinin tum katsayilari keyfi sabit
garpanindan ba&imsiz ve tek olarak hesaplanir. Buradan (1)
denklemi,
2 A
Ca - Sa Sa
(7) Six)I="Fseg e X o A Sc+

x XS

serisi ile saglanir. Bu seri ]x! > R 1icin yakinsayorsa S(x),bu
bolgede (1) denkleminin analitik bir ¢oOzumiini goésterir. £1)
denkleminin iki analitik g¢oziuminud bulalim:

T(x), St(x) *“in 1lk k teriminin toplamini ifade etsin; yani
a(x), 1istel garpanlaran garpimini ve S,(x), (7) 'deki kuvvet
serisinin ilk k teriminin toplamini: gostermek iizere
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T(x) = a(x)Sx(x)

elgae edilir. - T(x), X *in bilyUk degerleri icin (1) denkleminin
bir yaklagik ¢ozumu gibi kabul edilebilir.

r Sx oix) 1
Stx)s=mmalx) Sxl(x)+ +
>‘)r x)':"'l

olmak tUzere

% r : =39 ol(x) -
aitxa |l Syini=s + i
T(x+1)  Sex+1)  a(x+1)Sk(x+1) L x®  xx+1 |
Tix) S(x9 a{x)ISu (x) r = o(x+1) 1
al{x+1) |Su(x+1)+ % |
L (x+1)® (x+1)*x+2]
r Six Xy 1
Saix+1) i Butx)+ + !
x* xx+21 |
- Sk ot x+1 5
Sn(x) |Skix+1)+ +

(x+1)® (x+1)=+2]

yazilabilir. Bu ifadenin. payi ve paydasl Sx{x)Sk(x+l1l) ‘ile
bélunirse,

Sk ol(x)
" o . g
T{xHE Sihel) S0 Yo Sl )Ix=*?
Ty S{x) B oi{x+l)
1+ -
S (xFL ¥ x+1 )" Selx+l1)¥(x+1 )52
elde edilir. Burada
odixd ZEX+1) ol LIS P e(x)
EIRS SRS T A 3 el - o e I geRE (4 SR Ty =
Sy (%) Sk(x+1) XL xE+a
alinirsa
: Sx i)
1% : :
Tix+1): ‘Six+1) Sk (x)x* xk+2
Tixnd S(x) Sk ¢ - ahit G 5
;g +

Skxh xk*21
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oldugu gorulur.

S(Xx+1)
ARG 2 (%) denklemi ile verilen r(x)' € ~dorpel - elarak
S(x)

esittir.Buradan

TEX+1) r ©.-%) 1
=r(x)| 1+ —— |

T n) L o Kool S

yazgalahilar - O halde  T(x), ‘%' in buyik geBerleri - icih {1
denkleminin bir g¢oézumudiur denir.

(2) ve (3) denklemlerinde y(x-n) ve y(x+n+l) yerine T(x-n) ve
T(x+n+1) konulursa:

(9) W Ex ) ORI ae-2 Yo Lk r i oD Bl n)

1 1 1

{30) y(x) T Cgbingiad )

1}

g 6x) Flx+1) rix+n)

Bu denklemlerde n degeri x 'e godre biiyuk ise iki yaklasik ¢oOzim

bulungr . Yaklagsaim, -n. arttakca’ yani n —DOw igcin daha Dbuyiik
olacagindan
1 1 1
h(x) =lim M S SR . 35 o S
n feasrbx ) arixtll (Rt
(113
g(x)=1lim BRI IE U Hm2 b v BAX =D VELRN)
n ©
elde ,edilir: -Egeri-Du - Yimitler mevcutsa hi(x) e g(x), (1)

denkleminin ¢ozumleridir.
TEOREM 1~ ‘ (13 yext1i-rixiyix)=90
lineer homojen fark denklemi,

P =

Co 2 Sa
SExYe R n e e So+

X

sprisis ile formel-olBrak saglaniy. S(x) “in i1lk 'k teriminin
toplami T(x) ile gosterilirse (1) denkleminin, (10) ile verilen
h(x) ve g(x) gibi iki analitik ¢oOzimiu vardar.

h(x) ve g(x) gbzumlerine sirasiyla "ilk esas g¢o6zum" ve "ikinci
esas ¢ozim" denir.



2.2. GAMA FONKS1iIYONU
(1) tipindek1i denklemlerin ozel durumlarindan biri
$12) yix+1)=xy(x)

seklindedir. " Eger G(x), ‘bu. denkiemin:-bir’: cozumii ‘ise (1)
denklemi G(x) cinsinden g¢oziilebilir. Eger r(xJ),

CX~ay) Cx—a3) .. . LX=0n)

CiXxX)= S

ExX=Bx 3 xX=P )5  (x~Bs)

seklinde yazilirsa (1) denklemi,

Gix—o YOo(X=03) 5 :G(X—Qm)

13D gix)s Co™ e e

:(7"ﬁx1G(’_Bz'- . .G'/-Em’

¢ozumu ile gergeklenir. (1) denkleminin genel gozumu, keyfi bir
periyodik fonksiyonla (13} g¢gézumud garpilarak bulunur.

(12) denkleminin 1lk esas ¢oOziumiine "gama fonksiyonu” denir ve
F(x) 1le gosterilir. Bu fonksiyon Euler tarafindan Analiz' de
ortaya gikarilmigtir. Gama fonksiyonu, ya bir sonsuz garpim ya
da sonlu bir integral olarak tanaimlanar.

Sonsuz garpim olarak

CR-1ETn*

-
b

2
-

Fay{x+1) oo Ex 1)

(14) F{x¥=

[

seklinde 1fade edilir. Bu sonsuz garpim agag:idaki sekilde de
ifade edilebilir:

Liy o8
e -  § sty o
mwa it 3™ t
LR tri+l oy n
(15) Fexd="1Z 314 7 ot
s n*"*(x+n) A L %
<3 r
n

F(i)=:! c¢ldugu 1i¢in n herhangi bir tamsay: clmak uzere (1i2)
denkleminden

TC2)=Y. Fel)=1 0 —TAI=Q - TC¥=2. o - F=-FIRFl)i=n!

eldugu goruiur. e
{12) denkleminin ikinci esas ¢gozumu I 1le gosterilsin. [Fi(x} ve
T(x! goerumlerinim ikisi de (12) denklemini sagladig: 1igin
oranlara bir penyodik fonksiyondur; yani
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Fix)
— = p(x)
o
seklindedir. Burada p(X) perivodik -~ foORRSAVORN S @=eix gy

rasyonel fonksiyonudur. TI'(x) ile T(x) arasinda
(16) T(x)=(1-e*72=)[(x)

bagintisi vardar.
Gama fonksiyonu Euler tarafindan bulunan

m
£ L7 ) Lix)Ttle-x)=
sinTx

bagintisiyla trigonometrik fonksiyonlarla birlestirilmistir. Bu
bagintinin elde edilebilmesi igin (12) denkleminden

ECI=X3=RT (=0

elde e@ilir. - TIX) —ve Fi-X) (15) sonsuz g¢arpimi seklinde
yazilirsa

(18) PAXITLi—%x)=

elde edilir. Bu esitlik ile sonsuz garpaim olarak yazilan

— /[ x? 5
ginx = X ] i "
n=1 n2q? /
ifadesi arasindaki ool - i ko2 denklemini verir. 17D

denkleminde x=% ig¢in T(%)=/7m . numerik scnucu bulunur.
sinntx, evis-einsinden gosterilirse (17) adenklemi,

=wieTs>
(19) rixItI=xr=

l_eﬂﬂin

. seklinde yazilabilir; bu esitlik ile (16) denklemi, rox) "in
diger gosterilislerini verir:
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= ~2uie®riy
200 Tix)=

Irfi—x)

Gama fonksiyonu "Gauss carpam teoremi” olarzk bilinen

n==- -3

21) IR i i T 1 x+ .—)

2N

batintisiny gergekler; bu baginta T(x) ‘in nimerik hesabinda
kullanilar.

Yukaridaki sonsuz carpaim ifadelerine ek olarak gama
Tonksiyonu, sonlu bir intgral olarzak
=<

22> Tix) = {t"* e ot
J
0
seklinde ifade edilir. Ornefin;

seklindedir

2.3 GhMA FONKSIYONUNUN UYGULAMALART
ALAAED FONKEIYONLART

2:8,4, (1) ABPKIBMARAR ARARAF GRFHRY:

u; Yyl Ry R

) ﬂiﬂg 'is!am ’ﬂmmi 12:
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e _Zﬂiezﬂ'ix
(20) rix)=

b1

Gama fonksiyonu "Gauss garpim teoremi"” olarak bilinen

S
no>—%*% k \‘
(21) rnx)= — | ,‘ T { x+
R 3 =0 T
(2m)
bagintisainl gerg¢ekler; bu baginti TI'(x) 'in niimerik hesabinda
kullanaiiar.
Yukaridaki sonsuz garpim ifadelerine €k olarak gama
fonksiyonu, sonlu bir intgral olarak
@©
(22) F(x) = L7 27" at
J
0
seklinde ifade edilir. Ornedin;
@©
ol g

seklindedir.
2.3 GAMA FONKSIYONUNUN UYGULAMALARI
ALLIED FONKSIYONLARI
2.3.1. (1) denkleminin asikar g¢oziimii:
k1) Yy Ex+EY=rix)yind-= 0
denkleminin genel ¢o6ziminiin, (12) denkleminin herhangi bir
goziimi cinsinden ifade edilebileceji goriuldu. (12) denklemi

“Tex) i ve t I'ix) - cbziimlerli tarafindan gergeklendigi ig¢in (1)
denklemini iki Ozel gozimu
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m )i}

™ =

| | Ttx-ax) ! i T(x-ax)
Joow= ] Yoo 3

(23) YalX)=Co™ , Ya(Xx)=Cco™

n n

e DA x~f) | LT Cx~d)
Ao d i LS et

Bunlara-x sarasiyla { birinci wve-ikinci, esas: gbziimler denir.  Bu
¢gbziumler p(x) bir periyodik fonksiyon oldugunda yz2(x)=p(x)ya(x)
bagaintisiyla birlesgirler. (16) denkleminden

m
T LHila~ne)
I J (1- e )

y=(x) 3t

(24) pix)= =

Vaiix) n
T 211 (Xx—fx)
! l (ixe )
o= ]

yazilabilir.
2.3.2. Rasyonel Fonksiyonlarain Toplami : Y(x) fonksiyonu

Toplamin birka¢ 6rnegi. . B6lim I 'de gbzbnine alinmigti ve Dbir
polinomun toplamiminin ondan sonra gelen daha yiuksek dereceli
diger bir polinom oldudu go6riuldu; yani,

X X X % X
$25) =%l %= g e =
2 2 3 n n+l

olur. P(x) bir polinom ve Q(x), payl ve paydasindan daha kiiguk
dereceli olan bir kesir olsun ve herhangi bir r(x)=P(x)+0Q(x)
rasyonel fonksiyonu goézonine alinsin. Q(x), c/(x-a)™.geklindeki
kesirlere pargalanabilir. O halde I/rtx—a)™  Jfadesini Imialim.

Dtx+1)s= X0
denkleminden logaritmik turev ile

Pl Gt 3 TatuGor)

Pt xai» % i %

bulunur ;i ¥a:; da s efger- LGe)n.  logaritmik tirevi W(x) ile

gosterilirse
1

(26) Pixtlic oo Fox)
X
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€lde edilir. Boylece Y(x),

1
(4) YIXF1 )Y = V(X)) & ripy fOormundaki
%

1
(27) gl ) Teihe) S asis
x

fark deklemini saglar. Toplamanin tanimindan

1
R W(x)
X

yazilabilir.(26) denkleminin farki alinarsa

d 1 d
W(x+l)= - R e W(x)
dx %2 dx

elde edilir. Benzer sekilde fark alinarak devam edilirse

i =19~ ' bt
(28) : W(x—c)
(erret )75 {m—1)! @xm=a

ve
{=9 3% a»
\jg W(x)
xm"'l. dxm
bulunur. Eger (27).denklemini saglayan T!'(x)/T(x) fonksiyonu

U(x) 1ile gosterilirse bu toplamin dijer degeri ayni sekilde
bulunur; yani

1 4 et AT 53
(29) - Jix-a)
{2 )™ {(m—-1)! g
olur. Herhangi bir rasyonel fonksiyonun toplaminin analitik

ifadesi, (289).. ve - (28) ya da- (29) formiilleri Xkullanilarak
kisalt:rlabilir.>(17) Euler bagintisin@an U(x) '€ karsilik gelen

"

Pe1-x) - Pix) = mcotgmx

bagintisl bulunur.
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2.3.3..Beta fonksiyonu
L{xyreyd
(30) B(x,y) =
Fix+y)

fonksiyonuna Beta Fonksiyonu ‘denir.  Ozelliklerinin biyiik bir
kismi tanimdan anlasilabilir; 6rnegin B(x,y)=B(y,x) ve

X

B(x+1,y)= BOX,¥)
x+y
(31)
y
B(x,y+1)= PRx .y
xX+y

6zelliklerine / sahiptir. “R(X) ve RC(Yy), " sirasiyla ‘x ve y “'nin

reel kisaimlarini gbstersin. Beta -~ fonksiyonunun sonlu bir
integral olarak ifadesi, NI D icIn
1
(32) Bin,gs) = E 508 T o G L 2l s
J
0

seklinde gbosterilik.
2.4. BIRINCi MERTEBEDEN GENEL DENKLEM
(33) Yix+1) = ra IV ix) = EalXy

pirines mertebeden rasyonel katsayilar genel 1lineer fark
denklemi, Bolim I 'deki (13) denkleminden

ra(%)
(34) VXY = ¥adX) e
Ya - txe1)

¢ozimiine sahiptir. Burada ya(x),
(35) VIX+13-T o U0y EX) =0

homojen denkleminin bir ¢O0zumudur. (33) denkleminin en genel
¢ozimi, (14) denkleminden

y(x) = &6(x)+ p(x)ya(x)
seklinde yazilir. Burada 6(x) bir ¢gb6zum ve p(x) keyfi bir

periyodik fonksiyondur. (34) denkleminden, (33) denklemini
formel olarak saglayan iki sembolik gozim
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ra(x) BaftXtl) 1
Ye{X)=ya(x) t = = = |
. Yalix+l) Yiin+l) 4
¢ Fa(x-1) Laix=2) 1
vl )= tx ) it + * |
L Yailx) Vil e 2) J
bulunur’. (35) denklemi kullanilirsa Ya(x) ve y-(x),
r=(x) ra(x+1) ralx+2)
y;—(X)z o - - . -
ralxd EadxITatxrd) Ca(x)ral{x+1)ra(x+2)

Ya{X)Eha(x~1)4Ea (=138 X2+ P X 1O (Xl X =30 7,0

seklind& Dbasit olarak bulunur. {19 genklemindeki ~gibil ' €33)
denklemini formel olarak sajlayan 1/x cinsinden bir kuvvet
serisi bulunabilir. Eger
Ca Cz2
CulXlis gk Cot * ., 1 id S % (Co:#:O)
% x2
d. d=
ratx s X do+ + L e » (do:%:O)
¥ F
yazilirsa bu seriler, p>0 ise
Sa S2
XV So.t + +
X %2
ve p<o =
Sa Sa
xV So . i - +
x x?
seklingedir. Jd=0 - eo=1 Gurumu bitr distisnadir; Dbunun igin xv

yerine xV*?* garpani yazilar.
Birinci

mertebeden homojen olmayan fark denklemlerini saglayan

fonksiyonlarin en 1ilging olani Prym 'in fonksiyonlaradar:

1
P(x) = J ge-i.gis ap |

0

Qtxy = |
J

@

Frt en
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Bu fonkesiyonlar, daha genel fonksiyonlar olan
o o

(36) POy j pRTE e St ve U (%), = J o oo ol ey B 5

0 0
fonksiyonlarainin o=1 ig¢in 6zel durumlaridir. -Burada o, reel ya
da kompleks herhangi =~ bir- sabittir. (22 ile yapilan
karsilastirmadan

Polx) +Qs(x) = T(x)

oldugu go6rulur. Bu yuzden Po(x) ve QO-(x) fonksiyonlarina bazen
tam olmayan gama fonksiyonlari denir ve

-e—< ogX*

PolX+1) = %P (%)

e~ g=*

Oxfx+1) - #0z0%)
fark denklemlérini ayra ayri saglar. Ikisi de ( T(x) gibi )
(379 Y€ RE 2Vttt I I x + 1) S+ DRy =

homo jen denkleminin g¢ozumleridir.



it o

| Jhipergealetrik fark “dénkléiu ue,nir
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(4) (XTBITERI+RI+2 IV (HF2 )= [T TAT AV EX+RaFI) PR I+ BaradyiXx+l)
+ rara(x+Bady(x) = 0

seklinde yazilabilir.

X4l = %' ve ‘yUiX!—-Ba) = £x'H.0lsun; o0 halde £xX).
(5) Cx+ B IAPF2 PO 2) = [ (e M3 VX FL Y ERIT ¥ Far ;) 1V CXNET)
+ Pefaxyix) =10

denkemini saglar. Bu denklem, genel durum igin (1) denknleminin
normal formu gibi kabul edilebilir.

3.2. FORMEL KUVVET SERI COZUMLERI

(5) denklemi; 1/x cinsinden iki kuvvet serisi ile formel olarak
saglanir. (5) denkleminde,

S !
(6) yix) = £Exs (s * + ...>
X

alinir ve c>*x© ile bo6linirse

2 ad s'! 2 e .
E2ix+By+Ba+2) 1% Ls+ 1+ & _..J
3 % X X
r 1 Ias
-C I(r1+ra)(x*1)+B1r;+B;r1J' -
' ®
r st 1 e . s =
% [+ M S ops Arrirlx s+ + LR o S
X % J X x?
eilde ediliei T8 /X *in kuvvetlerine genisletilir ve benzer
terimlerin katsayilari 0 'a esitlenirse,
c?2-c(rai+ra2)+rar= = 0
r |
7D i(B,+Ba+2)c2+2c2d|s+c?s'-c(r;+r;+B;r;+B;r1)s—cd(r;+r;)s
% X :

=l ratra)Bitrsrap! =0 v, b
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bulunur naBurada ;¢ += X 1ya& daBa,; A = .~Ba=1 ¥a.4da —PBazl,

Si't Bara Ba : S22 Bira B2

= (32+1) s : = (2+1) -

83 G g G Y 2 B2 - S Rk W :2
VoD 8i:'idsd ve i sallgs ; 8'/8 'in iki de8eridir; sai:ve Sa
keyfidir. Biitiin katsayilar bu sekilde bulunabilir. Eger oOnce
CErs d= =-fi%1 s=8, ve daha sonra c=rz , g% ~Warl " S=Sx
alinirsa

- - +Bai<} Sa’ Selt
BelRISrExuX : Brd (e #* K1t
% x2

¢ F BR

L

~fa=1 Sa' Ba
Balx)=EasT x (fa* + -
seklindeki iki seri bulunur.

3.3. MATRIS KULLANIMI

Genellikle ikinci mertebeden bir tem denklem yerine ' birinci
mertebeden iki denklemli bir sistem 1ile ilgilenmek tercih
edilir. Yiksek mertebeden bir denklem ile birinci mertebeden
bir denklem arasindaki benzerlikler matris kullanimi 1ile
bulunur.

(5) -denklemine egit . bir sistem dedisik :yollarla bulunabilir.
Y{xA=yadX)p R&ExF1Isyaix) BlBak HZere yilx) ve ya(x)

y;(x+1} = y;(X)

(9) < CakEaX : (r;+r2)(x+1)+81r5+83r;
Yadn) =emr LYa(x)+ ¥ CX)
(x+(3.+32+2) x+3,+(32 #
sistemini gerceklérler. Bu sistemin herhangi bir ¢oOzumu varsa
ilk yaix)=y(x) elemani (5) denkleminin bir ¢oziimini verir.
Eger WealR) . Parlx) ~ve.  Yialx) , Y==2(x) sistemin lineer

bagimsiz herhangi iki ¢6zimu ise

Yaa(X) Yi2(X) l
Y(x) = " Yas " =
Yaa(x) Yaa(X)
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matrising, - sistemin  Dbir —matris — cdzuml  denir . Sistemdeki
Yy ‘'lerin katsayilari diger matrisler seklindedir:

0 1
R(x) = Farax (r1+rg)(x+1)+{31rz+Bgr;
(X+Bl+82*2) x+B;+BJ+2
¥ L) 'in elemanlaril 1ile Saglanan doért denklem, (9) sistemine

denk olan bir tek matris denklemi iginde toplanabilir:

(10) Y(R¥L) SR RIHCRY

\

P(x), elemanlaril 1 periyodunun periyodik fonksiyonlari ve
determinanta: sifira 6zdes olmayan bir matris olsun;
Pix+1) = Px) dir. SL{xiPix)iy (10) denkleminin bir g¢oziimi ise,

Y x+1IPUxsT o= "ROXIY CXIPLX)

elde . edilir. "P=ix) . Serg --matrisi lle her iki taraf - sajdan
carpilirsa (10) denklemi elde edilir. P(x) 'in elemanlari keyfi
periyodik fonksiyonlar ise Y(x)P(x) 'e (10) denkleminin genel
matris ¢ozumu denir.

3.4. INTEGRAL VE SERI COZUMLERI

(5) denkleminin g¢ozumleri, sonsuz seriler ve sonlu integraller
cinsinden de bulunabilir. Bunun igin

b

(11) iRl S { t=-2 v(t) dt
J

a

Laplace doniisumi kullanilir. (5) denkleminin bir ¢o6zimi olan bu
integraldeki v(t) fonksiyonunu bulalim:
Kismi integral alinirsa

b b
b [ d
RECTEEEPE YR e [ LRy (E) ] - 1 £* L IE® wit)) dat
J a J 5 5 A
= a

elde edilir. (11) integrali (5) denkleminde yerine konursa ve
"k = 0,1 ve 2 igin bu formil kullanilirsa sag taraf
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r B
] i - (t_rl)(t_rz)v(t) _}

3
+ vit) (Bl+ﬁ;s'?'2)t‘(s;"’l)r;‘(ﬁ:'-’l)r; J dat

b

il

¢
Lol R R R S TR b TG B

L J
a

gseklinl - alir. a dle b, ‘integre.edilmis tarat Bifir oOlacak
sekilde seg¢ilmis ise ve integral sifira 6zdes ise bu ifade de
si1faira esittir.

Integral sifira esitlenir ve sadelestirilirse v(t)

nin

Ba 2
vIit) = (E-Epd AL -ra)

seklinde bir ¢o6zim oldufu ve

viit 31 B2

vit) B 1 st &
diferansiyel denklemini sagladigi goriilur. a ve b,

b
r Ba+1 la+1
£12) [ y ol G it e F A = )
&

N )
]
o

olacak sekilde segilirse (5) denklemi,

b
Ba B=
¢187% Wix9 ¥ I iommel § 3 TS & L8 S LR - 4
J 5
2

integrali ile gergeklenir.

Parantez - igindeki ifadeler, R(x)>0 ise t=0 da; R(f3)>-1 ise
t=r: de;. REB2J)>~1 186 t=r- .de; R(x+B.+B2)<~2 ise t=w da sifira
esittir. a ve b yerine bu 4 durumdan herhangi ikisi alinirsa
(5) denkleminin, x,f.,3z Uzerindeki belli sartlar altinda
- gergeklenen (13) formundaki 6 g¢oézim bulunur:
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ra
P Bl BB
hao(x) = s P (tErsY (t-£a2%9t 8t
J
0 [R(x)>0 , R(Ba1)>-11
rs
.{31 {32
HagR). =01 =F5") {t=ra 4t
0 IREXI 2D . RiBa)~11
A ¥
32 3=
ga(x) = j ;SRR e ST (t=ra00sgt
@ [R(?"‘BJ_"B;)‘\O ’ R(B1)>"1}
ey L sz
Bl 82
Sty = - ¥ tli=ry) (E-radt.at
@ FR(x+B:i+B2)<0 , R(B3)>-1]
Ea
r a1 2
1(x) = } t=-3(t-r.) (t-ra) @t
ra RIS 3%Y .  “RALB2VDd
o
( a1 iz
m(x) = tsflt—rrede. tt—rad)adt
0 FREXIDD . Rix+Bs+8a3€C0 )
(5) fark denkleminin, hipergeometrik seriye dayanarak

hipergeometrik diferansiyel denklemlerdeki 24  seriye benzer
sekilde 24 go6zumu bulunur. (14) integral g¢o6zimleri kullanilarak
X = ra/r, olmak lizere asagidaki seri ¢dziimleri elde edilir:



_37_

2 Ba fia
(a) ~5a) Cristal YaZBox, $a+1)
TR
*»F (Bl*lv —‘321 X*Bl-’-lv An— - e
2 g
Bl B;‘ fata x
(B) =By ) {i—ra) S R BLx/Ba+1)
Fa=Fa

_ 1
*F (X, X*B;+Ba+1, X+Bl+ly ———> ’
(15) hai(x) <

52 iz

(G (=Ba): (~Fa) T BOLBatid

1
*F <x, ~fat X+R ol ———->.
s

=n] Bata+1l X+f3a
£d)—xs (XarTad ¥a BiX ,fia+1)

1
*F (X+Bl+82+1. Batl. xrlatd, ———> :

- 32 f3a
(a) (—r;) (r:‘r;) rsz(X,B:+l)

X
*F <82+11 _Blr x+82+1! _> ’

p, St |
Bl 82 Cala %
%« P MR Sof e T (=3} SRR Bl Batld
* R e B
x
*F <xy X+BI+Ba+lr x+82+17 it i 4 ’
J ‘ : 2 Fogll |
£16) haix?
31 B2

tecy) t=ry) E~Ta) ra” BiXx, . Ba®+l)

*F (X, —‘311 x+6;‘*11 fx'> r

SRy Ba+RBa+1 X+32
8 =Yy (Ca=r; ra el - B ] )

*F (X+31*Ba*1, Ba+l, x+fla+1, WC) 3



(17) ga1(x)

(18) g=(x)

(a)

(b)

(Cc)

(da)

(a)

(b)

()

(d?
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B2 X+3a

—{ra=Ta) v ra Bs+¥,=x-Ba=fia)

x
*F <Bl+1v _Bar 1_X—Bar Rrey——— v
=

X+31+f3=2

—(r;—r;) B(B;+1,—X_Bx'f32)

.
*F (;'X, —X—Gl‘ﬁa, 1'X—BD, e ’
Ly e |

BatBa+1l

'(r:."ra) B(Bx+1,-x_81—82)

*F <1-xr Bl+1r l_x—Bzv ’x'>

x+31+f32

ara B(Ba+1,-x-32-f32)
*F <—x-81-f3:. ~Bz2, 1-x-(a, '>C> ;
Ba - xX*[a
arih. S S ech o 7 S o Bifarl =x~=Bi=R35)
. : 1
*EF <?2+1. =Ba, A-X=Ba, —— |,
%
x+31+f3a
-(rz-ra) B(fa+1,-x-B1-032)
1
*F <1-X, —X—Bz-BZ, l—x_Bl R s ey v
1%
BatfRa+1 x=1 :
-{ra=rs) rz PR a1 xR
/’ ¥
AR I i o3 sl =By i b
\ e S
X+Bz+02
=L Blfatl, ~x=Ry=Bad
(. s
*F —X—Bl_aav -Bll l—x-Bll _———— H
X %

1(x) ve m(x) ¢obzumleri igin de ayni sekilde 4 ‘'er ifade

bulunur.



3.5. INDIRGENEBILIR DENKLEMLER

sabit katsayill lineer homojen bir fark denklemi, daha dusuk
mertebeli benzer Dbir ‘denklem ile ortak 'bir c¢ozZiume sahipse
denkleme indirgenebilirdir  denir. Bu : tanima gore; bir
hipergeometrik .fark  denkleminin, Bolum Il ‘lde:galistigimiz
birinci mertebeden

¢1D YUK+ 1) e p it x )y Xy ol 0 [r(x) rasyonell
denklemini saglayan  bir y(x) cozumii varsa :bu hipergeometrik

fark denklemi indirgenebilirdir.
(5)-denkdeminin indirgenebilir olmasSi igaih gereki-yeter. . kKosul: i

ya da {3z 'nin bir tamsSayi olmasidir.
BEr indirgenebilir ' ‘denklemin = temel  '-¢gdézum ~‘formlary LEBS s
(18) ‘denkiemlerinden bulunabilir.  Eger i usifar .ya . da pozitif

DI -tamsSayl sise ha (XJ Ve idatx) CoZinler i 8arasgivyiyg

i Fl=x-B3i-{)
2 St h ) e S NSRCR - 3 6 € LR o RiAx)
P OxEs+2) S R h 4t 1 R

seklindedir. Burada R(x) we R'(x), rasyonel fohksxyonlardlr.
Eger [, negatat bir tamsayiliise (15a) Sdan

Ltk
et R IR )

rlf:xt+{3;+1')

[ E e £ 8% U-3 SER

0ldugu gorulur. Ra bir-tamsayi oldagunda da ‘benzer: .sonucglar
bulunur.

Ba i poZitif Dir tamsayl ya 4aa [a'fnegatir. brr tamsayl: ise - 'ha¢x)
ve gaixX) ¢ozimleri yukaradaki (1) -denklemini . gercekler. Ayni
sekilde f3; negatif tamsayi ya da f$2 pozitif bir : tamsay1i aise
h:(x) ve gi(x) c¢ozumleri de bu denklemi gergekler. Diger esas
goziimler, bu tipteki birinci mertebeden herhangi bir denklemi
genellikle gergeklemezler.

Eger 3. ve 32 'nin her ikisi de pozitif tamsayr ya da her ikisi
de negatif tamsayi ise biitiin esas ¢o6zumler (1) denklemini

gergekler; bu durumda denkleme tam indirgenebilir denklem
denir:

RT3 IV RH I )3 CXAG IV O ALY i XYY =)

denkleminden

Ba Pude]Ta Sserl ale So 0 g ri g









CMOOOOOO.‘

T




