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Cesitli bilim dallarainain klasik teorilerinde diferansi-
yel denklemler genellikle lineer tiptedirler. Bu diferansi-

yel denklemler degisik yollarla ¢oziilebilir.

Bu arada non-lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimi
i¢in kullanilan ¢esitli yontemlerde gelistirilmistir. N.W.
McLACHLAN'in "Fizik ve Miihendislik bilimindeki adi lineer
olmayan diferansiyel denklemler" adli kitabinda bu g¢esitli

yontemlere yer verilmistir.

Ben yaptigim bu ¢alismada, c¢esitli fizik olaylarindan
elde edilen, ikinci mertebe non-lineer diferansiyel denklem-
lerin, ardisik yaklasim (iterasyon) ve pertiirbasyon yéntemi-

ni kullanarak nasil ¢oOziilebildigini arastirdaim.



SUHKRK RN

In classical theories of different branches of science
the differential equations are mainly linear in type. This
differential equations can be solved by different methods.
In the meantime different methods have been developed for
the solution of non linear differential equations. Various
methods have been discussed in the book title "Ordinary
non-linear differential equations in engineering and Physical
Sciences" by N.W.McLACHLAN.

In thisi®wesearch 1 trieg =to  "find™ ouwt how to solve
second order non-linear differential ecquations obtained
from various physics phenomena by using successive approxi-

mation and perturbation method.



PERYODIK COZUMLERE SAHIiP OLAN
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

1. Ozsalinimli Termiyonik Valf Devresi

Ozsalinimla termiyonik valf devresi, sekil 1.A da sema-

tik olarak verilmis olup uygulanan
Eocos(wt+W) (1)

potansiyel farki, kisa devre ile yerdegistirmistir.

d.
E AL
I | < G

4y g

0

Eg e
lzgara Potansiyeli
':l E,Cos(wief)
P
A B

Sekil 1.

Sekil 1.A: Izgara ile katod arasinda salinan devre ve ard arda uygulanan -'siiriici’
E cos(wt+y) potansiyel farkiyla birlikte, termiyonik valf osilatéri igin devre se-

masini gostermektedir.
B. Burada anod akimi ve 1zgara potansiyeli arasinda kibik-parabolik bir baginta

oldugu farzedilir. Egrinin isleyen kismi P ve Q noktalari arasindaki kisimdir. O
noktasi, salinimin merkezidir. Edrinin P ve Q noktalari disinda kalan kismi, kesik
cizgilerle gdsterilen gekli alir, yani akim P de sifira, Q da ise doymus bir dege-

re yonelir.

Izgara devre etrafindaki potansiyel farklarin toplama,
sifira esit olmaladir dolayisiyla 1zgara akimi yoksa, dife-

ransiyel denklem

dI
dI 1 a
L 22 . pr o+ 1 B e
at + #* C fI dt-M Tt 0 (2)



seklinde yazilabilir. Burada M'in isareti eksidir bu, &zsa-

linimla hareket ig¢in bilinen bir kosuldur.

Anod akiminain

Eg

) o[ﬁ --————] (3)
a g 3E2
S

ile verilmis oldugunu farzedelim. Bu ifadede 0O, valfin gec¢is
iletimidir ve Es, doymus anod akimina karsi gelen 1zgara po-
tansiyelidir. (3) bagaintisi, sekil 1.B. deki grafikle goste-

rilmistir

E
=5 o 4
Es = u yazilairsa Eg = u ES olur-.

1
Eg = (C)[ I dt (4)
oldufu icin, bulunan defer burada yerine yazilirsa,

uwE_ = (%)f I d¢ (5)

elde edilir. Esitligin her iki tarafinain ayri ayra tiirevi

alinirsa
T %
ELU = G 35 J1 at (6)
veya
I=E u C (7)
s

bulunur. (3) ve (7) numarali ifadeler yardimiyla (2) denkle-

mi
3
“ . o Al ¢ e v e B
LCESu+RCESu+ESu OMES[u 3dt = 0 (8)
olar:

Q
=

1 oM R
RE v S sgE =1 . =*9% )




olarak alinirsa (8) denklemi

£
u-bu+c Q%%—l + au=0 (10)
seklini alar. (10) denkleminde
TR
' S% (3(:) y (11)
degisken degisimi yapilirsa
. 2 .
y-b(1l-y“)y+ay=0 w KIEY
denklemi elde edilir. Bu denklemde t yerine a—l/zt ve a-l/zb
yerine de € alinirsa,
. 2 .
y-£(1=y" Jy+y=0 (13)

sonucuna varilair. Eger b>0 ise (12) denklemi peryodik bir

¢oziime sahip olur. Dolayisaiyla

oM R
b=R—TJ>O (14)
veya 5
M _R
A3 s (15)
olur. Buradan
CR
M>—a- (16)

bulunur. Bdylece kalici bir 6zsalinim elde etmek ig¢in, 1zga-
ra ve anod bobinler arasindaki ortak indiktans belirli bdir

kritik degeri asmak zorundadar.

(12) denklemindeki -b(l—yz) ¢arpani sonim katsayisina
gosterir. Siirekli salinimla halde isaret, doniisiimli olarak
birbirini takip eder. Isaret pozitif oldugunda enerji devre-
de dagilar fakat isaret negatif oldugunda enerji dis kaynak-
tan temin edilir ve hareket peryodik oldugundan dolayi ener-
ji kayba tamamen karsilanair.

-1/2 1/2

Eger a olmak iizere

< i =

b <1 ise wo a
y=2 sinwot (17)

ifadesi (12) denklemindeki —b(l-y2) ¢arpaninda yerine yazi-

I3vsa .



—b(l—yz):—b(l—ésinzwot)

i 1—c032wot
--b|1-4( —_—5_———_)
3—b(2cos2wot—l) (18)

ifadesini verir. Dolayisiyla soniim katsayisi, sekil 2. de
goriildigi gibi, siirekli salainimain ikinci frekansinda isaret

degistirir.

Simdi

=1/2; i : (19)

O<a
alarak (12) deki
“ 98
y-b(1l-y")y+ay=0
denkleminin yaklasik peryodik ¢Oziimiini bulalim:
y=Asinubt (20)
olsun. Bu ifadenin birinci ve ikinci tiirevleri
§=Awocoswot $21)
S esh S i (22)
o Yo
seklindedir. (20), (21) ve (22) ifadelerini (12) denkleminde

yerlestirelim. Elde edilen ifade,“’=u%t olmak iizere coswot
2

ile g¢arpalaip, t=0 dan t = G—'a kadar integre edilirse
o
27 /w 21/w
-Awl [ ° sin¥.cos¥dt-w bA [ ° (1-A%s1n2%)cos Yot #
o 0
271/ w
* k| © sinY.cos¥dt=0 (23
o

elde edilir. Burada birinci ve {iglinci integraller sifaira

esit oldugundan



27 /w
—wob A '} » (coszw—Azsinzw.coszw)dt=0 (24)
o

yazilir. Bu integral ¢éziiliirse,

2
-bAr (1 AEyap (25)

bulunur. Buradan da A=2 elde edilir.

Simdi (20),(21) ve (22) ifadelerini yeniden (12) denk-

leminde yerlestirelim. Elde edilen ifade, bu sefer sinwot

ile ¢arpilap, t=0 dan t = %ﬂ'a kadar integre edilirse
o
21 /w 21 /w
-Awg sinZWdt-mob gy ° (1-A%sin’¥)cos¥.sinydt+
o o
2T /w 9
+ah [ © sin“¥dt=0 (26)

o
elde edilir. Burada ikinci integral sifira esit oldugundan
21 /w

Y.l o sin2Wdt=0 (27)
o

2

A(a—wo

yazilir. Bu integral c¢oziiliirse

A g (a-ul)=0 (28)
(o]

sonucuna varilair. Buradan da

- (29)

(kaba) yaklasimi bulunur. Boylece

1/2

y=2 sin a t (30)

yaklasik peryodik ¢oziimi elde edilir.
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10k ' ~o0.26(2cos2t-1) , _ -0.5co5 3¢
\ _ (sanim katsayist) | (ucli frekansin

sonumd)

2cost \ ¢
-1-0 (ak,m,"‘\‘ ’I
\ /
\‘ II
-I5t \ i
\ ’
\ /
\ /
-7.0- \\//
Sekil- 2.

Bu sekil, €0,25 alinarak
. b
y-€(1-y")y+y=0
denkleminin peryodik g¢ozimi igin gizilen egrileri gosterir.

Burada y=2sint, Ep=0 oldugunda gsekil 1.A daki Eg ye karsi gelen bir ilk yakla-
simdir; y=2cost ise E0=0 oldugunda sekil 1.A. daki T ya karsi gelir.

-E(l-§2#—0.25(2c052t-1), ¢cift frekansin salinimli soniim katsayisina;

-e(l-y2)§=-0.5cos3t ise UglU frekansin sonum dediskenine karsi gelir. Herbir
devirde kazanilmig yada kaybedilmis enerji adi sifir oldugundan dolayi, peryodik
harekete karsi gelen

2m 27

Esas frekansta herbir 2, 2 2
= = = -4si =
devirdeki enerji kaybi ﬁ;[ (1-y )y oy (! (1-8sin"t)eos"t dt=0
olur.
" 2 .
2. y=b(1l-y~)y+ay=0 (31)

Diferansiyel Denklemine Pertiirbasyon Yonteminin

Uygulanmasa

Ileri mekanikdeki pertiirbasyon problemlerinin ¢&ziimiinde
Lindstedt ve Poincare tarafindan ¢ok yaygin olarak kullanil-
mis olan bu ybntem,Adaha once elde edilen (30) ifadesinden

daha iyi bir yaklasim bulmak ig¢in kullanilar.



b, pertiirbasyon parametresi, O<b<1l olmak ﬁzere'wayo,yl,.”
fonksiyonlara t'nin iki defa diferansiyellenebilir fonksiyon-

lara olsunlar. Bu taktirde peryodik ¢6ziimiin
y=y +by +b2y + (32)
o 1 " st
seklinde ifade edilebilecegini varsayalim.
L TRERE belirlenecek sabitler olmak iizere
a=q +ba +b2a + (33)
o 1 THee :

olsun.
y(0)=0 , y(0)=w A (34)
baslangi¢ kosullara, O<b$bo araliginda gegerli oldugundan
y,(0)=y,(0)=...=0
Yo (0)=w A (35)
y1(0)=§,(0)=...=0
yez¥Tabilir.

(32) ifadesinin birinci ve ikinci tiirevleri ile, (33)

ifadesi go6zoniine alinirsa

(1-y2)=(1-y2)-2by_y -2 (y 42y y,)-- .. (36)

J = 3 4bi b (37)

b (1-y Dy g=-by (1-y2)-v2[5, 1=y 2)-2y ¥ v, e (38)
y = i?b§1+b2§2+"' (39)

2
ay = @ y +b(a;y +0€ y,))+b7(a y, 40,y 401y )+...  (40)

elde edilir. (36),(37),(38),(39),(40) bagintalara (31) denk-

leminde yerlerine yazilirsa



. . 2 " b 2 2 . 2 ’
Y +by +b y2+...—byo(1-yo)-b Dl(l—yo)—Zyoyoyl]—...+

2
+aoyo+b(a1yo+aoy1)+b (aoy2+a2yo+a1y1)+...-0 (41)
gsonucunga varilar.

Burada r=0,1,2,... ig¢in b' nin katsayisi ayri ayri si-

fira esitlenirse,
i gcin:
yote vy, =0 (42)
olur. Bu denklem ao=wg alinarak gézﬁiﬁrse
yo=Aosinwot+Bocoswot $43)

elde edilir.

yo(0)=0 ve §o=woA baslangi¢ kosullarindan dolaya AO=A,

B =0 ve Y=w t alinirsa
0 o

y =Asin¥ (44)
sonucu bulunur.
b AiCing
Yita v, = —agy 43 (1-y2) (45)
= —alAsinW+AwocosW(l-Azsinzw) (46)
2% _alAsinW+AwocosW-A3wocosw.sinzw (47)
A3w A3w
- -alAsinW+AwocosW- 7 2 cosV¥+ 7 2 cos3¥ (48)
: Nl A3wo
- -alASinW+Awo(1 i A Jcos¥+ 7 cos3Y (49)
yaza1lar;

sin¥, cosY terimlerine karsi gelen (49) denkleminindzel
¢oziimleri, sirasiyla peryodik olmayan tcos?Y, tsinY seklini

alir. Coziim peryodik oldugundan dolayi, sin¥Y¥ ve cosY nin



katsayilarai birbirinden bagimsiz olarak sifira esit olmala-

dir. Buradan,
a. =0 ve A=2 (50)
olur. Polayisiyla
yo=2 sin? (51)
elde edilir. Boylece (49) denklemi

y1+.aoy1= 2wo cosY (52)

seklini alar. Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimi

1
AN
(o]

y1=A1sinW+Blcosw—( Ycos3Y (53)
dix;

y1(0)=§1(0)=0 baslangi¢ kosullari ig¢in

]
Al—O ve B1 .o (54)
o
bulunur. Dolayisiyla
S Y Y
Y1:* 35 (cosT-cos3Y) (55)
o
olur.
b2 icdn:
- . 2 . -
Yo+ ® Yom-(Soy 4% 9, s (A-320=2y 3,73 (36)

olur. (51), (55) bagintilari bu denklemde yerlerine yazilar-

sa

J, 40 y,=-20,sin¥+(~  sin¥+ 7 sin3¥)(1-4sin’¥)-
-sin2¥(cos¥Y-cos3¥) (32)

=-(20,- $)sin¥- 3 sin3¥+ T sinsy (38)

elde edilir, CQozilim peryodik oldugundan dolayx bdurada, siag
nin katsayisiy sifira egit olmaladar. Dolayisayla



i f
o, = 3 (59)
olur. Béylece (58) denklemi
Yo+ 2wt sin3 ¥+ 2 sin5V ' (60)
Y27 %2 2 4
seklini alir. Bu denklemin genel ¢oziimii
y2=Azsin?+B2cosW+ 3 3 sin3Yy- 2 sin5V¥ (61)
16y 96
o o
olur. y2(0)=§2(0)=0 baslangi¢ kosullari igin
A= - —325 ve B,=0 (62)
96wo

bulunur. Dolayisiyla (60) diferansiyel denkleminin genel ¢&-

zimi olarak

sinsVY (63)

29 sin¥+ sin3¥-
96w l6w 96 W
o) o o)

Y2

elde edilir.

Béylece (32),(51),(55),(63) ifadeleri kullanilarak,(31)

denkleminin b2'li terime kadar devam eden ¢oOzimi

2
y=y tby,+b7y, (64)
veya

29p2 b bt 5
y=(2- )sin¥+ —— (cos¥Y-cos3¥)+ —(3sin3¥- = sins5¥)

2 4W 2 6

96w o 16w

i (65)

bulunur. Ayni zamanda (33),(50),(59) ifadelerinin kullanil-

masiyla b2'li terime kadar devam eden

PRipE1E 2 Y 552
a=a°>+ 8 b” = w, + 3 b (66)

veya

(67)



& s &

yazailir. (65) ve (67) ifadelerinde; a yeterince biiyiik, b ye-
terince kii¢iik se¢ildiginde, (30) bagintisi ile elde edilen
yaklasik ¢oOziimin tatmin edici oldugu agiktir. SoOniim etkisi-
ni gosteren (67) ifadesi, salinimin a¢isal frekansini kiigik

miktarda azaltmalidir. Bu durumda
y+by+ay=0 (68)

lineer denkleminden elde edilen acisal frekans ile (67) ifa-

desini karsilastairmak ilgin¢ olmaktadar.

Burada
2 |
(J.)O"(a g b ) (69)
dolayisiyla
2
SN T b
wo-a (1- 88) (70)

dir. (70) ifadesinde soOnim i¢in yeterli olan(oo daki azalma

terimi, (67) ifadesindeki azalma teriminin iki katadar.

Ardaisaik yakla$1m1ar, lineer diferansiyel denklemlerin
¢ozilmesiyle bulundugunda, baslangi¢ kesullarini saglayan ¢O-

ziim metodunun bir tek oldugu belirtilmelidir.

3. Genlik Sainairlamasi Hakkinda Uyaralar

© , bir reel sabit olmak ilizere; (12) denkleminde, y ye-

rine Oy yazilirsa
J-b(1-6%y%)y+ay=0 (71)

elde edilir. Boylece, ancak |6|=1 alinirsa, (12) denklemi
yeniden elde edilir. Bu yiizden, bu non-lineer diferansiyel
denklemin ¢oziimii, keyfi bir sabitle ¢arpilamaz. Verilen a,b
degerleri ig¢in, ¢oziimdeki degisik terimlerin katsayilara
tektir. Diferansiyel denklem, (12) formuna sahip oldugunda,
esas salinimain genligi yaklasik olarak 2 olur. Burada
0<a~1/2p50.1 dir. Eger denklem, yukarida ifade edilmis olan
(71) formunda ise; ¢o6ziim, (65) ifadesinin e g O ¢arpilma-
siyla elde edilir. (71) denkleminde



2 _ 3c

degisken degisimi yapilmasiyla elde edilen denklem, (10)

denkleminden tiretilebilir.

Genlik sinirlamasi, ayni zamanda asagidaki yolla da goz
oniine alinabilir. Biiyiime siliresince genlik azaldigi =zaman;
(10) denkleminde, ¢ terimi ihmal edilebilir. Dolayisiyla

denklem
u-bu+au=0 (73)

geklini alxy.

w=(a - 1 vH1/2 (74)
degisken degisimi ile (73) denkleminin ¢ozimi
bt
u=e 2 sin(wt+0) C75)

seklinde yazilabilir.

4. Elektrik Motoruyla Jeneratdér Birlesiminin Ozsalinimlara

Sekil 3.A; bir seri etki alanina sahip olan dinamoyu,
elektrik kuvvetiyle ve mekanik olarak birlestiren,etki alan-

larini ayrai ayrai harekete ge¢iren bir elektrik motorunu gos-

@ @ serbest direkt akim
A

jenerator motor

EBTriY-.

jenerator

L R \

B m kav,amd m;[,.
E Gw

(nen - tlinear) " Sekil 3.

Sekil 3.A. Seri bagli direkt akim jeneratorinl ve direkt akim motorunu ayri ayra
harekete gegiren sematik diyagram. B. (A) igin devre diyagrami.
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Eger I, devresel akim ise; jeneratdr terminallerindeki
potansiyel fark yaklasik olarak,

2 3
E—all-a31 (76)

dir. Burada 01 ve 03 pozitif sabitlerdir. Kapali devre etra-

findaki potansiyel farklarain toplami sifir oldugundan dolaya

L %% + RI+Gw-E=0 (77)

yazilair. Burada L, toplam devre indiiktansi; R, rezistans ve
G, W - acisal haza- 3F€ birlikte motor terminallerindekl 21t
elektromotor kuvvettir. (76) ifadesini (77) denkleminde ye-

rine yazip, t ye gore diferansiyel alirsak

2 3
e WG e d(17) div _
L dt2 (al R) 5 + a3 3% + G - 0 (78)

elde edilir.

Ohm'a ait kayiptan farkli olarak; motor giicii, akim ve
zit elektromotor kuvvetin ¢arpimidir yani GwlI dir. Mekanik
kaybin olmamasi durumunda bu, dOnen sistemin kinetik enerji

degisiminin oranina esittir. Bdylece I, atalet momenti ise

I w?) (79)

N =

&C
GwI = -7 (
yazadars Buradan da

W 1
i S

elde edilir. (80) bagintisi, (78) diferansiyel denkleminde

yerine yazilip, tim ifade L ile boliiniirse,

g2g/ ctog=k) il % Q&iil s o2 .0 (81)
s dt L dt LI
dt
olutr.
2 (o;-R) a
G o AR
B b = Y: gk S (82)

olarak alinirsa (81) denklemi,



o7 o

X . 3
T bhise it o ateD (83)

dt

seklini alir. (83) denklemi; termiyonik bir valf devresi
i¢in, (10) bagintisiyla ayni formdadir. Bundan dolayi efer
b>0 yani a1>R ise sistem Ozsalinimli olacak ancak a1<R ise
sistem salinmayacaktir. Onceki kosullar saglandiginda, mo-
tor-jenerator birlesimi peryodik olarak her yone doner. Bir

relaxation salinaim tipi i¢in b, yeterince biiyik ve a, ycte-

rince kiciik olmalaidar.

5. a>0 ve b>0 Olmak Uzere :
y+ay+by2=0 (84)

Diferansiyel Denkleminin Coziilmesi

(84) denklemini.

yrwly=(w’-wl)y-by? (85)

seklinde yazip, ardisik yaklasim yontemi ile ¢6zelim. Burada

m§=a dir. Ilk olarak sag tarafin ihmal edildigini varsaya-

lim.Boylece Y=wt ile homojen denklemin genel g¢ozimi olarak

y=A1cosW+BlsinW (86)

yazilar. Buradan A e §=0 baslangi¢ kosullary ile
y=y cos¥ (87)

ilk yaklasimi elde edilir. Bu ifade (85) denkleminin sag@ ta-

rafinda yerine yazilirsa, denklem
sesduan &1 a2 rad 2
V+wy=(w —wo)yocosW 5 byo(l+c052w) (88)

seklini alair. Goziim peryodik oldugundan dolayi, cos¥ nin

katsayisi sifira esit olmaladir. Buradan

w2=w(2)=a (89)

yazilir. Dolayisiyla (88) denklemi
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. 54 __.l 2_1 2
Ytwy = AP 7 b yoc052‘}’ (90)

seklini alar. Bu denklemin genel ¢Oziimi

2 2
b 5 by
y=Acos ¥+Bsin ¥+ > cosZW—-—J% (91)
6w 2w

dir. t=0 olmak iizere y=y0>0, §=0 baslangi¢ kosullari ig¢in

2 2 a
A=y, + e B=0 (92)

bulunur. O halde (89) ifadesi ile ikinci yaklasim olarak

bxf in byi
ye-—5 {3 -+ —5) coswt + ~=5 coslek (93)
2w 3w 6w

elde edilir. Eger

byo«
¥ 1 (94)

ise, cos2wt nin katsayisi, coswt nin katsayisina nispeten

daha kiiciik olacaktar.

6. §+ay+by2=0 (95)

Diferansiyel Denkleminin Daha Hassas Coziimii

y=A, y=0 baslangi¢ kosullari ile

2
y=yo+by1+b Yoteo (96)
ve
Sl R
a-wo+bw1+b “5+"' (97)
ifadelerini g6zoniine alalaim. Buradan ) 2 dekine benzer
olarak
y0(0)=A>O (98)
y1(0)=y,(0)=y;(0)=...=0 (99)

y,(0)=y,(0)=...=0 (100)



g

kosullari yazilabilir. (96) bagintisinin ikinci tiirevi ile
(97) bagintaisi, (95) diferansiyel denkleminde yerlerine ya-

zilarsa

. . 2 s 2 2 N | 2
(y0+by1+b y2+...)+(wo+bw1+b w2+...)(yo+by1+b y2+...)+

2 2 Sl
+byo+2b yoy1+b (y1+2y0y2)...=0 : (101)

S X g
sonucuna varilair. Burada r=0,1,2,... i¢in b" nin katsayisa

ayri ayri sifira esitlenirse;
b® igin:
¥ +uly =0 (102)
P30 0

olur. Bu denklem, baslangi¢ kosullarai kullanilarak ¢oziiliirse

yo=Acosubt (103)
elde edilir.
b JeiEng
. ¢ AR 2
yitu y=-Cupy +y ) (104)
" - RO & R 55 T ]
Yy +u5y1——[2 A +m1Acoswot + 3 A cos2wot €105)

yazilair. Ozel c¢oziimdeki peryodik olmayan terimden kag¢inmak
ig¢in

w§=o (106)

olmalidir. Dolayaisiyla (105) denklemi
“ 2 L S S0 W
ytw, ¥q=- [2 e cosZmoq (107)

seklini alir. Bu diferansiyel denklemin genel ¢Oziimi

%) 2
A ; ol

Fymo- e + Alcoswot+Bls1nwot + 7 cosZwot (108)
2wo _ 6wo

dir. Yukaridaki baslangi¢ kosullarai kullanilarak



- 198

A2
A, = —= ve B.=0 (109)
., 3w§

bulunur. Boylece (107) denkleminin genel ¢oziimii

/4
e Ul e i
yl-(wz) [ 5 + 3 cosw t + ¢ cosZubt] (130)
o
olar.
b2 Fein:
v 2 2 2
y2+m°y2——(gly1+w2yo+2yoy1) (111)
% A 3 3
=—[——§ +A(m§— 5A2)coswot + A 5 cos2w t + A—E cos3w t]
3mo 6w0 3wo o 6w0 e

yazilar. (112) diferansiyel denkleminin ©zel ¢oziimiindeki
peryodik olmayan terimden ka¢inmak i¢in, cosa%t nin katsayi-

s1 sifira esit olmaladar. Buradan

2
2 SA
B o A ¢113)
2 6w§

yazilair. Dolayisiyla (112) denklemi

3 3 3

e A A
y2"‘*’oy2“[3w2 T it
(o] (o]

g

cos2w t + cos3w t] (114)
[ o

N

6w

(o)

seklini alir. Bu diferansiyel denklemin genel ¢oziimi

= - AE— + A w t+B,.sinw t + i AE— cos2w t +
5 4 e b 8*:2 0 4 ®o

3w w

A o
3

e ol
+ 75 7 cos3ut (115)

-

dir. Yukaridaki baslangi¢ kosullarai kullanilarak

3
- 29k
A, = . ve B2=0 (116)

lddwo
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bulunur. Dolayisiyla (114) diferansiyel denkleminin genel

¢Ozimi
3 3 3
¥ - 4 - 294 7 coswt + % A-z~c082u)ot -
3w 144w w
(o) o o
3
b
- 48 (f cosBubt (A7)
(o)
olur.

Boylece (96),(103),(110),(117) bagintailara kullanila-
rak, (95) diferansiyel denkleminin bz'li terime kadar devam

eden ¢oOziimii olarak

2 213 2 213
y = - [bA2 + b 2 ] + [A + bA2 + 290 2 ]cosukt +
2w 3w 3w l44w
o 0 o o
s s r
4.[bA2 + 2 2 coa2ut kel L AA cos3w t (118)
6 W 9w - 48w ”
o o o
bulunur.
a2 bA
A PSe"els =Y (119)
6 2 6a
&

oldugunda, ikinci ve iiciinci harmonikler, birinciye oranlsa
daha kii¢iik olacaktir. Ayni zamanda mf=0 oldugundan; (97).

(113) ifadeleri ile, b2'li terime kadar devam eden

2.2
W)= a - 24 (120)
6w
o
yazalar. Eger
.
a»b A ; (a21)
6w°

ise



980, ~

2.7 .
w, = SIFE 24 2b Ay (122)
12a
O UT «
1a. a>0 ve b 20 Olmak Uzere
;+ay+by3=fcoswt (123).

Diferansiyel Denkleminin Coziilmesi

Bu diferansiyel denklem; sekil 4.A da sematik olarak
gosterildigi gibi fcoswt kuvvetiyle sikistirailmas, ay+by3
ilei~control “orantalais serbest—kaylp kiitle-yay (loss-free
mass-spring) sistemine ait bir denklemdir. t=0 da siiriici
kuvvet uygulamasini, serbest salinim izleyecektir. Ancak,
kisa bir zaman araligindan sonra peryodik halin olusmasini
saglamak ve bunu ortadan kaldirmak i¢in, yeterli soOniimiin var
oldugunu kabul edebiliriz. SOniimin, hareketin genligi iize-
rinde, yeterince kiigiik olan ihmal edilebilir bir etkiye sa-

hip oldugu farzedilebilir.

a,b, y,f uygun degerlere sahip oldugunda, ﬁ%rfrekansll
bir altharmonik meydana gelir. Bu durumda altharmonigin,
mevcudiyeti i¢in gerekli olan kosullari saglamadigini farz-
edecegiz. Buradaki analitik ¢alismalarda, etkili olan siirici
izerindeki sistemin tepkisinin, ihmal edilebilir oldugu ka-
bul edilir. Bdylece genlik ve kuvvete uygulanan fonksiyonel

form degismez.

L
(123) diferansiyel denklemi Zw peryotlu bir ¢dzime sa-
hipEir. ay+by3 ifadesi y nin tek fonksiyonu oldugundan, se-
kil 4.B de karsilik gelen kuvvet-yerdegisim grafigi, kuvvet

eksenleri etrafinda anti-simetriktir.
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7
1Co&wf——l!" JI:Z A
7 2

5%

) /senn'm
O

Yer degisim
Sekil 4.

9ekil 4A. Defisken bir fcoswt kuvvetiyle sikigtirilmig, non-lineer s yayr ve m
kiitlesinin sematik diyagrami.

-
B. Sekildeki anti-simetrik efri, ay lineer yayi ve by kubik yayinin birlesimidir.
Bu birlesim y'ye gore tek fonksiyondur.
C. (B) durumu icin sertlik-yerdegisim (stiffness-displacement) efrisini gdsterir.
a+3by“, y nin dizenli bir fonksiyonudur.
Bunlara takiben ¥Y=wt olmak iizere, (123) diferansiyel denkle-
minin ¢Gziimi

y=A1cosW+A3cos3W+A5cos5W+... (124)

seklinde yazilabilir. Burada (124) bagintisini iki terime

indirgeyip

y=A,cos¥+Ajcos3¥ (125)
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olarak alacagiz. (125) bagintisi ile bu bagintinin ikinci

tiirevi gozoniine alainirsa

§=-m2(AlcosW+9A3cos3W) (126)

ay=a(A1cosW+A3c053W) 127)

3=b[% Ai(3cos?+cos3?)+ % Ai 3(cosw+2cos3w+c055w) -

+ % AlAg(ZcosW+c055W+cos7W)+ % A§(3c053w+cos9w)

(128)

elde edilir. (126), (127), (128) bagintilarai (123) denkle-

minde yerlerine yazilirsa

- (A cosY+9A

3cos3‘¥)+a(A cosW+A3c053W)+b[ 1 (3cosw+cos3w) +

+é A A (cos?+2cosBW+cos5W)+ —-A (2cosW+cos5W+cos7w) +

4
%3
+ Z-A3(3cos3W+cos9W)]=fcoswt (129)

sonucuna varalar. (129) bagintisi diizenlenip, esitligin her

iki tarafindaki cosY nin katsayisi birbirine esitlenirse,

Z < | 2 3 2 3 - I
(a-w” + 7 BAT)A; + 3 DATA; + 5 bA AS=f (130)
veya
A A
Fepis R B S T
w'=(a + 7 bA1 - Al) . bA1 [Al + 2(A ) ] (131)

elde edilir. Bu baginti, genlik-frekans bagintisina bir yak-

lasim olarak kabul edilebilir.

(129) bagintisi diizenlenip, bu sefer esitligin heriki

tarafindaki cos3Y nin katsayisi birbirine esitlenirse

i odihieg 3 1
(a-9%w )A3 2 bA1 + 3 bA1A3 + bA3-0 (132)

veya



4 5p3
2 4 Py
3 A St 37
9WT-a - 5 bA1 - 4 bA3
bulunur. (131) bagintisinda
"
ljr— < 1 (134)
1

oldugunu farzedelim. Dolayisiyla (131) bagintisindaki

A A
Yol tprr ] (i35)
1 1

elemanini ihmal edebiliriz. Bu taktirde (131) bagintisa
- = (136)

seklini alar. (136) bagaintisi, peryodik olan (123) denklemi-
nin ¢ozimi i¢in yaklasik olarak saglanmasi gereken bir ko-

suldur. Eger £ ve & sabit degerler ise @, (136) baginti-

19
sinda verildigi gibidir.

Eger (136) bagintaisa
3

4

seklinde yazilabilirse, w ve f sabitleri i¢in temel titresi-

bAi+(a-u?)Al-f=0 (137)

min genligi arastirilabilir. Eger b=0 ise lineer sistem igin

bilinen

(138)
formili bulunur.

(137) denklemi kiibik bir denklemdir. a,b,w,f sabitleri

i¢in denklemin koklerinin

(i) hepsi reel olabilir
(ii) biri reel, diger ikisi karmasik olup eslenik olabi-
Firs



0

(136) bagintisi, (133) bagintisinda yerine yazilip,

% bA% ifadesi ihmal edilirse A, olarak
bAS
k2% A
3 . 3224210424 38 £i22)
B
1
bulunur. Buradan
=l ’ (140)
S 1
A 36f 2
1 [21+(32a - ——-—Al}/bAl]
yazilar. (134) kosulu saglanirken eger,
328 = %?i)
2% % . 1 1 (141)
bAJ

ise, (140) bagintisi b>0, b<O gibi iki durum igerir. Bundan
dolayi, (141) kosulunun saglanmasi halinde sistemin zorunlu

hareketi, hemen hemen kosiniisoidal olur.

8. Enerjinin G6zoniine Alinmasi

(123) diferansiyel denklemi

20N
V= at £142)
degisken degisimiyle
v%% + ay+by3=fcoswt (143)

seklini alair. Heriki taraf dy ile carpilip integre edilirse

fvdv+afydy+bjy3dy=ffcoswt dy (144)
sonucuna varilair. (124) bagintisinin diferansiyeli alinirsa
dy=—w(AlsinW+3A3sin3W+...)dt (145)

elde edilir. (144) bagintisinin say tarafinda (145) diferan-
siyeli yerine yazilir ve (O, %f% peryodu boyunca integral
alinirsa, sag taraf, devresel fonksiyonun ortogonalliginden,
sol taraf ise peryodiklikten dolay:r sifira esit olur. Bu se-
bepten siirekli hareket miiddetince, dagilma olmadigindan do-
layi, siiriici mekanizmadan sisteme, sistemde bulunmayan ener-

ji temin edilir.
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9. 'y'+2K§+ay+by3=fc08(wt+‘?) (349

Diferansiyel Denklemi I¢in Genlik-Frekans Bagintaisa

Bu denklem, § 7 de g6zdniine alinan tipteki bir dinamik
sistemi i¢in elde edilmistir. Burada 2Ky terimi, viskos s&-
nimini gosterir. Bu durumda siiriici kuvvet, temel titresime
karsi gelen, yerdegisimi ile faz disinda olacaktair. GCoziimi

basitlestirmek i¢in Y faz agisi Onceden belirlenmelidir.

Yukarida verilmis olan (146) denklemi, peryodik bir ¢o6-
ziime sahip oldugundan, ¥Y=wt olmak iizere

cosY+A ,cos3Y CX47T)

y=hy 3

bagintisinin bir ilk yaklasim oldugunu farzedelim. Bu tak-

tirde

2K§=—2wK(AlsinW+3A sin3Y) (148)

3
ve
fcos(wt+¥$)=f(cos¥.cosP-sin¥.sin¥) (149)

elde edilir.

(148),(149) bagaintalara ile (126), (127), (128) bagin-
tilari, (146) diferansiyel denkleminde yerlerine yazilair ve
esitligin heriki tarafindaki sinY ve cosY nin katsayilara

birbirine esitlenirse

(a—u)2 + % blAz)A1=fcos? (150)
2wKA, = fsin¥ (151)
bulunur. Burada A A2 A3 ni iceren terimler, kiiciik olmala-

iRl senh It
rindan dolay: ihmal edilebilir. (150), (151) bagaintilarainin

karesi alinip, taraf tarafa toplanirsa

2 pe | g oo BEIT 12 ok
[(a—w L bAl) +4 W K] Al-f

elde edilir. Bu baginti, viskosu soniimli olan bir non-lineer

(152)

sistem igin genlik-frekans bagintisidar.
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10. Enerjinin G5z6niine Alinmasa

(146) diferansiyel denkleminde, (142) bagintisinda ve-

rilen degisken degisimi yapilirsa, denklem

v dv + ay+by3+2Kv=fcos(wt+V) (153)

y

seklini alar. Yukaridaki denklemin heriki tarafi dy ile car-

pilairsa

vdv+aydy+by3dy+2dey=fcos(wt+¢)dy (154)

olur. (145) ve

Segy oek: .
V= ac = u)(Alsln‘P+3A3

bagantilari, (154) esitliginin sag tarafinda ve 2Kvdy teri-

sinl¥s, . ) k155)

minde yerlerine yazilirsa

vdvtaydy+by dy+2K(-wA sin¥-3wA,sin3¥+...).

C%uAlsinW—3uA sin3W+...)dt=—ufcos(W+?)(Alsinw+3A3sin3W+...)dt

(156)

3

elde edilir.

U
(156) bagintisa diizenlenip, integrali alainar ve (O, %F)

arasinda integrali hesaplanirsa

21 Jw 21 /w %M3 9 21/ w 9
/ vivta [ ydy+b [y dy+2Kw® [ (A sin¥+3A;sin3¥+...) dt=
o o} (o] (o}
21/w
=—wf [ cos(W+¢)(AlsinW+3A3sin3W+...)dt (157)
(0]

yazilir. Bu bagintinin sol tarafindaki ilk ii¢ integral per-

yodik olmalarindan dolayi sifira esit olur. Bdylece (157)

bagintisa

2 27 /w : 2
- {7 il | (AlsinW+3A3sin3w+...) dt =
0 (158)

21 /w
=-wf | cos(¥+¥) (A sin¥+3A5sin3¥+...)dt
0
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seklini alar. Buradan

u(%f)[mzAi+(3m)2A§+(5w)2A§+...i- wiA,sinp (159)

bagintisa bulunur.

(159) bagintaisinin sol tarafindaki ifade, peryot iginde
viskos kaybini Onleyen ¢alismayar gosterir, Sag taraf ise,
siiriicii mekanizma tarafindan saglanan enerjiyi gdsterir, Sol
taraftaki her bir terim harmonifin yerini tuttugu i¢in, kay~-
b1 gosterir. (158) bagintisinan sad tarafaindan tek kolaylik,
(sin W)z ni igeren terimden geldiginden; enerji, 1&% temel
frekansinda siiriici mekanizma tarafindan safglanar, Sirici
kuvvet, yiiksek harmonik bilesimlere sahip olmadifaindan, fi-

ziksel bakis a¢isindan durum bdyle olmaladar,

Yaklasik ¢ozimlemenin tabiata nedeniyle, (159) bagintai-
sinin iki tarafi birbirine esit defildir. Bunu glatermek
i¢in, (151) bagintisinda

A
sin® = 20K — (160)
alinarak, esitligin sol tarafa igin
2 Ay 2 . As 2
21wKA 14(3 Y4 (S )i IR (161)
1 Al Al

ve sag tarafa igin
2nwK A (162)

elde edilir.

[ﬁi::%%:l&:l] « ! (1e1)

oldugundan, gOzimlemenin geri kalan kasminda, (159) yaklagy
m1 korunma halindedir,



B 3 li Harmonikler

1
3

a,b,f>0 olmak iizere, belirli kosullar altinda
- 3
y+ay+by =fcoswt (164)

diferansiyel denkleminin peryodik ¢o6ziimi, cos % wt yi igeren

bir terime sahiptir. (164) diferansiyel denkleminde

2nm
tat + 55 (164)
degisken degisimi yapilairsa, denklem degismediginden, cms%ut
bir ¢o6ziim ise, cos % (wt+2m ) ve cos % (wt+4m) ifadeleride
bir ¢Oziimdir. Boylece matematiksel bakis acisindan, ayni

genlige sahip ancak 2; radyanlaraiyla faz i¢inde ayralan, ii¢

diizenli ii¢ altharmonik vardar.

Asagida verilmis olan ¢Oziimleme, altharmonigin varlaigi-

n1 ispatlamaz. Bu ¢dziim

b
%1 (166)

ise (164) diferansiyel denkleminin bir altharmonik ¢oziime

sahip oldugu hipotezine dayanar.
11k yaklasimain

y=A1 cos % wt+A1coswt (167)

K

oldugunu farzedelim. (167) bagintisi ve bu bagintinin ikinci
tirevi (164) diferansiyel denkleminde yerlerine yazilaip,
esitligin heriki tarafindaki cos % wt ve coswt nin katsayi-

lari esitlenirse

} g T e 2 %
[(a -5 U )eg b(Al+AlAl+2Al)] A1=0 (168)
.. 3
ve ' .
2 L3 o % - L
(a-w")Ay + Zb(A;+6 AlA1+3A1)-f (169)
5o

elde edilir.
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Al +# 0 (170)

3

olmasi kosuluyla, (168) denklemi
R Mier G 3ya
()~ & ) # 2 b (Al + A1A1+2A1) 0 (171)
3 3
seklini alar. (169) ile (171) bagintisi arasinda m2 terimi

yok edilirse,

3 2 2 a af
Al - A1(21 Al ke 27 Al Al+ s A1+32 b) g (172)
3 3 3
olur. (169) bagintaisainda
Al = 0 (173)
3
oldugu zaman, Al yerine Xl yazilarak
- o 2 -
4 bKl-(w -a)Al—f-O (174)

bagintisi elde edilir. (169), (171) bagintalara, altharmonik

i¢in uygun olmaladar.

(171) bagantasa A1 e gore goziiliirse

3
1 - 16 2 2,1/2
3
seklinde iki deger elde edilir, Al iin reel olmasy gerekti-
3
ginden, (175) bagantisandan
2
ATD
w?e9(as21 ~if) (176)
yazzilir. Burads esitlik dgareti, altharmonik varoldugu zaman

degerine kargsi gelir,
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(177) ifadesi (172) bagintisinda yerine yazilip, gerek-
1i kisaltmalar yapilirsa, sadece bir reel kdke sahip olan
343
=337 b A1 +8aA1+f =0 (178)

denklemi elds edilir. Burada a,b,f degerleri, pozitifdir.

Eger

2
2  256a 0.02bf
Ay *3%3p Yeve .3

«<1 (179)

ise, (178) denklemindeki ilk terim ihmal edilerek, yeterli

bir yaklasim olan

~ f
Ay % 8 8a (180)
olur.
3 .3 .
A} = -(—88) (181)

ifadesi, (178) denkleminde yerine yazilap, ¢Oziilirse, alt-

harmonigin baslangi¢ degeri olan

2
f 343bf f _0.02bf
A, = - == - O ok e ) (182)
. Sa 16384 Be a>
ikinci yaklasimi bulunur. Ayni zamanda
2
w2=9(a i+ lei_i) (183)
1024a
dolayisaiyla
z;ngi_« 1 (184)
1024a°
kosuluyla,
w=3e1/2 (18%)

yazalar. (176) ifadesi (174) denkleminde yerine yazilivsa

354 , %3
0 b A1+Bo 11+£-o (186)
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denklemi elde edilir. (178), (186) bagintilariyla, tasarla-
nan yaklasimin derecesine ulasilmaya ¢alisilair. Altharmonik

basladigi zaman A1 de kiigiik bir degisiklik vardar.

(180) deki A1
rir. (171) denklemi ¢oziilerek, Al#O olmasi kosuluyla
3

degeri, sekil 5 deki (@ egrisini goste-

A= - % [Al ¥ {737%)- (w?-9a)-7 Ai}l/?'] (187)
3

bulunur. (171) ve (172) bagintilarinda A1=O yazilirsa

Al 2 (ATf)l/B 3 [% (wz_ga)]l/z (188)
3

elde edilir. Burada (169) bagintisini saglamadigi i¢in, ne-

gatif isaretli deger alinmamistar.

= _ (4£.1/3
A1 = 0 ve Al = (b ) (189)
3
oldugu zaman, (171) bagintisa
bf2 3 13
w?=9a+27(=57) (190)

seklini alir. O taktirde (164) diferansiyel denkleminin ¢&-

zimi olarak

y=(%§)1/3cos % wt {191)

elde edilir.

Bu sonuglar, bizim bir Acoswt altharmonik ¢oziimiine sa-

hip bir denklem bulmamizi saglar. (190) ifadesi,
Af _ p7, wedw (192)

degisken degisimiyle

2 _ 3%
)

a=(w” - (193)
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ifadesini verir. Dolayisiyla (164) diferansiyel denklemi

. 2 f 4
y+(w™ - %()y + -%% = fcos3wt (194)
A
sekiinliialazl
Diger altharmonik ¢oziimler
27 4
Acos(wt + 7;) ve Acos(wt + 7;) {195)
olur. Eger
Ifnke” (196)
ise,
2 2
y+(&2)y3=(-&% )cos3wt (197)
3A

diferaansiyel denkleminin bir altharmonik ¢Oziimii
Acoswt (198)

den ibaret olur.

04
A,
+02
3 6 W
A
~02

Seldild 5.
Sekil S. ;+2y+0.05y3=2c0ﬂnt diferansiyel denkleminin peryodik g¢oziUmindeki temel

ve % harmonigin genligini gtsteren egdriler.

egrisini

® A =0 oldugu zaman A

3

@ Ay egrisini
3

® A, #0 oldugu zaman A egrisini gdsterir.
3

7 1/2
web, A1=0p oldugu zaman efer (v deferi artarsa, Al , W-3a / =3/2 ile altharmonigin

bagladigy R noktasina kadar azalir. Daha sonra Al. 3 egrisini izler.
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12. Ornek
§ 11 deki ¢o6ziim yontemini bir ©rnekle agiklamak igin
a=2, b=0.05, f=2 (199)

alalim. Altharmonik basladigi zaman

TR SHISE W W
Al— . ¢ Yl U125 ve Al i - A1—0.0625 (200)
3
olur. (176) bagintisa kullanilarak
W?=18.004 ve w=4.243%3a1/2 (201)

bulunur. (171), (172) bagintilaraini kullanarak ve A1 e deger-

3
ler verilerek, tablo 1 de goriilen degerler elde edilir. Bu

degerler, sekil 5 deki grafikle gosterilmistir. Burada A1 ve

w arasindaki iliski lineerdir.

Tablo 1.
% Harbonige Bagli Veriler Tablosu
A3 e 151/ Ay o
3

0.0625 -0.125 0.5 4.24

1.0000 -0.122 8.2 4.28

4.0000 -0.0594 &7 :08 4.83

5.43 0.0000 oo 5.29
10.0000 0.24 B b BN Tads

13, §+ay+by2=f coswt (202)

Diferansiyel Denkleminin Coziilmesi

Y =wt olmak ilizere, (202) diferansiyel denklemi

wzy"+ay+by2=f cosY (203)

seklini alir. Burada a,b>0 dar.
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y'(0)=0, y(0)=A baslangi¢ kosullaraina saglayan, 2u per-
yoduna sahip olan bir ¢o6ziim arayalam. b, ¢ok kiigik secilen

bir pertiirbasyon parametresi olmak ilizere

bF=f (204)

degisken degisimi yapalam.

Yoo Y nin iki defa diferansiyellenebilir fonksiyonlara

olsun.

2
y—yo+byl+b Yoteo. (205)
fonksiyonunu gozoniine alalam.

wz, belirlenebilir sabitler olmak ilizere

% -2 y S A

oldugunu varsayalim. (206) bagaintaisinda b nin kuvvetini art-

tirarsak wz, genisler.

(205) bagintisinin ikinci tiirevi alanap, (206) baginti-
siyla birlikte, (203) diferansiyel denkleminde yerlerine ya-

zilirsa

23

2 2 2
(Wr+bWi4+b“wi+. .. ) (y"+by  +b yo+...)+

+a(yo+by1+b2y2+...)+b(y§+2byoy1+...)-chosV

elde edilir. Burada r=0,1,2,... igin b¥ nin katsayirs1, ayri
ayri sifira esitlenirse

b® dgin:
wgyg+oy°-0 veya yo + (7:r) ¥o=0 (208)
o

olur. 2y peryodundan dalay:

mg-l (209)

almaliyiz, Dolayisiyla (208) diferansiyel denkleminin genel
cozipl
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yo=A°sinw+Bocosw (210)

olur. § 2 deki gibi baslangi¢ kosullarainin
y,(0)=A,y,(0)=y,(0)=...=0=y: (0)=y} (0)=...=0 (211)

olmasi gerekir. Dolayisiyla bu kosullari saglayan ¢oziim,

yo=A cosY 212)

olaTs
b-1¢ii:
wzy"+ay =Fcos¥-(wly"+ 2) (213)-
o’ 1 1 10" Y0
olur. Burada (209), (212) bagintilara kullanilarak,

yi'+y1 = % [(F+w:])'.A)cos\P - % A2(1+c032‘y)] (214)

bulunur. (214) denkleminin O6zel ¢Oziimindeki peryodik olmayan
terimden kac¢inmak ig¢in, cosY nin katsayisi sifira esit olma-

ladar. Buradan

F+w§A=O (215)
yazilarak
wf S 5 (216)
A

bulunur. Béylece (214) denklemi

2

" -G8 i
yity, = 7a A %a cos2VY $a17)

seklini alir. Bu denklemin genel ¢oziimi ise

a2 A2
y1=AlsinW+B1cosW+ = cos2Yy- %a (218)

dir. yl(O)syH(O)-O baslangi¢ kosullari goézoniine alinarsa,

2
A,.=0 ve B, = A

1 Bl ] (219)
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bulunur. Dolayisiyla (217) denkleminin genel c¢oziimi olarak

gt e 1
¥, = - 345 (cos'y ¢ 3 cos2V¥) (220)
elde edilir.
b2 b BB
wzy"+ay =—(m2y"+w2y"+2y ¥y) (221)
o2 2 2 0 171 8’1

yazailar. (209), (212), (220) bagintalarayla, (221) denklemi

2 2
" o o il 2 Wi A SA s kal 2_ 2 "
y ¥y, =8O (ub + Ty T ) cosY 332 (A 2w1A)c082w
3 3
- A cos3¥ - A (222)
ba 3a

seklini alair. Ozel ¢o6ziimdeki peryodik olmayan terimden ka-

¢inmak i¢in cosY nin katsayisi sifir olmalidir, Buradan(216)

bagintisiyla
2
o, séskeiu® kuBeatyek F-sdh
w B T o Tt e ) 3a 6a (223)

yazilir. Bu taktirde (222) diferansiyel denkleminin genel

¢cOzimi
A 2 3 3
y2=Azsin?+B2cosW+ R (A“+2F)cos2¥+ cos3¥- 24)
9a 48a 38

olur. y2(0)-ya(0)-0 baslangis kosullariyla

Ay=0 ve B, = ;f’ ¢ R 8 (225)

bulunur. Dolesyisiyla (222) diferansiyel depnkleminin genel
cozimi olarak

3
o o lnn A ( A’ - & Fleast¥y A (AQHF)WSQ'H
¢ Bl 57 s tn 94’

3
+ ;%;; casdy (22p)
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elde edilir. Béylece b2 yi igceren terime kadar devam eden

¢coOziim,
2
y=yo+byl+b Y, (227)
2 2
o -‘%— (% + %—2—)+A(1 & ‘3’—‘2 . 22P g - 2bg)coswt +
144a Qa
2 <
bAZ 21 bR ) 2f A
- = (2 £ 0 §;K) cos2wt + 4832 cos3wt (228)

olur. Ayni zamanda, b2 yi iceren terime kadar devam eden u?

bagintisi da

2 . 2 2.2 3 5bA 1 b
w —wo+bwl+b w,=a - i - £ (A - 3a) (229)

seklinde yazilar.

14. % 1i Harmonikler

Pertirbasyon yontemini kullanarak %%—peryotlu, 2. mer-
tebeden altharmonikler ig¢in
Y+2K9+ay+by2=fc032wt (230)

diferansiyel denkleminin ¢Oziimini arayalim. a>0, b,K>0 kii-

¢ik olmak ilizere

ke, 2Eeehe.  fubF (231)

degisken degisimleri yapilairsa (230) denklemi
2 ” 2 \J 2
wy"+web“y'+ay+by "=bFcos2z (232)

seklini alar. Y, o ul in iki defa diferansiyellenebilir peryo-

dik fonksiyonlara olsun.

2
Y-y°+by1+b Yot..- (233)
fonksiyonunu gozoniine alalim. Wy belirlenebilir sabitler olmak iizere

-w=w6+bw1+b2u3+... (234)

oldugunu varsayalim.
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(233) bagintisinin birinci, ikinci tiirevleri ile (234)

bagintisi (232) denkleminde yerlerine yazilarsa,

{w§+2bwoml+b2(w%+2wom2)+...}(yg+by$+b2y3+...)+

2 ' 1 2
+e(b mo+...)(yo+by1+...)+a(yo+byl+b y2+...)+
2 2
- (byo+2b y0y1+...)=ch0522 (235)

glde ediliyr. Burads—r=0,138,...  i¢in b nin katsayisi, ayra
ayri sifira esitlenirse
b° icin:
2n =
woyo+ayo-0 (236)

olur. Dolayisiyla 21 peryotlu bir ¢o6zim ig¢in

w_=a ¢237)
almalaiyiz. Bu taktirde (236) diferansiyel denkleminin genel
¢Ozimi olarak

yo=Asinz+Bcosz (238)

bulunur. Burada A,B degerleri, a,b,f,K,y nin fonksiyonlara-
dir. Bu fonksiyonlari bastan sona ayni sekilde tutacagiz.
Denklem non-lineer oldugundan, bu safhada bilinmeyen, enson

baslangi¢ kosullara

y(0)=B , y'(0)=A (239)

dan farkladir,

b *acin i
wzy"+a =-2Ww W y"—y2+Fcos22 (240)
ov1728Y; o*1 0 "0

yazilir. Burada (238) bagintisi kullanilarak (240) denklemi

w

B
yg+y1=2(5%)(Asinz+Bcosz)—(%){ ié—i%—l + ABsin2z -

% [iﬂzigzl + F] cos2z} (241)
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seklinl ‘alay. ¥y deki peryodik olmayan terimden kac¢inmak

igin
w1=0 t442)
olmalidair. BGylece
2 8.2 2 2
AT+B A“-B
g = 2 ’ h=F + 2 (243)
olmak ilizere
Yy —-§-+ %% sin2z - g% cos2z (244)
elde edilir.
b2 icin:
wzy"+ay =-ew y' -2 wy"-2y y (245)
0% 2. o’ o Z% 2°0 071

=—€wo(Acosz—Bsinz)+2wow2(Asinz+Bcosz)—

s ; s L5t S Lk
2(Asinz+Bcosz){ (a)+(3a)s1n22 (3a)c0522} (246)
yazilir. Buradan da; P ve Q asagida verilmis degerler olmak

iizere, (246) denklemi,

y3+y2=Psinz+Qcosz+(—A§)(h—Bz)sinBZ +
3a

+(—§§)(h+A2)c0532 (247)
3a

seklini alar. Yo deki peryodik olmayan terimden kacinmak

icin; P ve Q sifira esit olmaladar.

A ve B sifir olmamak iizere

2
P i g, i Rernds 6B 3
T 2(w0)+2(az) (3a2) \3az)+(woA) 0 (248)
g p Lia? e ik
3. z(a;)+2(;§7+(382>—<3a -(g5) = | (249)
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dir. (248), (249) ifadeleri taraf tarafa toplanarak ve elde

edilen ifade

w2
a
S (250)
ile g¢arpilarak
" SN Kw
_ A”+B o A B
29%93" 3> (e T o288~ &’ (253

elde edilir.

Bu sefer (248), (249) ifadeleri taraf tarafa toplanarak

ve elde edilen ifade

2
Wy b wo
. (252)
ile garpilarak
A8 Bt _g (253)
B A x|
3Kw

bulunur. (253) denklemi ¢oziiliirse

A_ lig3@2-4)1/2) (254)
B .
dolayisiyla
A _ By _ oz (bEfy2_,42,41/2
Ko (5 - %) {(3 Y -4K“a} (255)
olur. (234) bagintisindan
2 =i > T
w =wo+2bwowl+b (w1+2wow2)+... (256)

yazalar. (237), (242), (251), (255) bagaintalari yardimiyla

2 £ Sb2 QA +B Y {(bf)Z 23}1/2 (257)

elde edilir. buradan, altharmoniklerin genliklerini veren

=428 230 (82) [(a- )+ {(gi)z-axza}l/zjll/z
5b =

258
ifadesi elde edilir. ( )



w0 -

Béylece b yi igceren terime kadar devam eden ¢&ziim

y=y0+by1 L
=Asinz+Bcosz+(%£§)sin22—(%%)0052z—(%§) (260)
b 2 b 2 f
=-(§E)Y +Ycos(z—91)—(€g)Y cos(22+92)—(§;)c0522 (261)
olur. Burada
A S R sy
tanel = B . tan@z = A2_B2 B 2— 261 (262)
2

dir. Bu ¢0Oziim altharmonikler mevcut oldugunda yani Y, sadece
pozitif reel degerlere sahip oldugunda gegerli olur. Ilk te-
rim, tek yonli bir yerdegisimini gosterir. Burada, salinimin
merkezi orijinin sol tarafindadair. Son terim siiriici kuvvet
olarak ayni peryoda sahip olan zorunlu salainimi verirken,
ikinci ve 1iiglinci terimler sirasiyle, altharmonigi ve onun

birinci yiiksek tonunu gosterirler.

15. Ozsalinimla Termiyonik Valf Devresindeki Zorunlu Salinim

Bu durum, sekil 1.A da sematik olarak gosterilmistir.

Ancak burada (8) denkleminin sag tarafa

Eocos(wt+?) (263)
olarak alanir. Bbyilece, a,b.e>0 ve
Eo

Fo =g Gﬁ;) (264)

olmak iizere, (10) diferansiyel denklemine karsilik olarak

3
u-bu+c Q%ﬁ?l + au=F°cos(wt+Y) (265)

diferansiyel denklemine varalar.

Baslica iki salinma vardir. Birincisi, valfin negatif
rezistans oOzelliginden dolayir serbest salinim; ikincisi uy-

gulanan (263) potansiyel farkina uygun zorunlu salinim.
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16. (265) Diferansiyel Denkleminin Coziimii

wo, serbest salinimin a¢isal frekansi ve w, mecburi sa-

linimin agisal frekansi olmak iizere
Y =0t , V¥Y=ut (266)
8.0
degisken degisimi ile

u=AocosWO+AcosW (267)

oldugunu varsayalaim.

(267) bagintisinain birinci ve ikinci tiirevleri ile(267)
bagintisinin kiipi alinirsa; 2W0,3W0,... vb. yi igceren terim-

ler atlanarak,

-bi=b[w A sin¥_ +wAsin¥] (268)

. 2 2
u=-w_A cosY -w AcosVY (269)

o o o
3
dOS) 1a5 g 3 2 : .3 5 3 :
€ cromtege (4 Aowo + 5 AOA wo)51nWO+(4 AT w + 5 Ao A)sinV

(270)

elde edilir. (268), (269), (270) bagintalarai, (265) diferan-

siyel denkleminde yerlerine yazilirsa

2 2 . : - S,
-wvocosWo-w Acos‘l’+b[:u)0A051n\Po+wA31n\ll]—c[(4 Ao“b -

3 2 A %3 X =g ; =
+ 5 AOA wo)s1n‘i’o+(4 AT w+ ) AOA)51nW]+a(AocosTo+Acosw)

= Focos(wt+?) (271)

sonucuna varailar. (271) bagintaisi diizenlenip; cos¥Y, sinVy,

cosWo, sin\l’o nin katsayilari bagimsiz olarak sifira esitle-

nirse

caa? . icin 2 -w2A+aA=Focos? (272)

3
2 :
ain? feiu 1 Al 3A4“C - 2 A2Awc=-F sin¥ (273

w
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Xt 2
sY : - =
cos¥ igin wvo+aAO 0 (274)

-
> A A%w c=0  (275)

~lw

sin¥ “i¢in : B A -~ A3w c -
o oo o 0

yazilir. (275) bagintisindan

4b
Al = 42 -

4b 25172
o (3c )

2A veya Ao=0 (276)

bulunur. Uygulanan bir potansiyel farkin yoklugunda A=0 dair.
Eger
CR
———
>0 , 2% %1 (277)

ise, serbest salinimin genligi, (9) ifadeleri yardimiyla

2 |= (4by1/2_
|A0'— (3C) .

CR
-OM

1/2

2(1 - ) (278)

seklinde yazilar.

Ao=0 o0ldugu zaman, serbest salinim sifira esit olur.

Dolayisiyla mecburi salinimin genligi, (276) ifadesi ile

o
3 5 (279)
seklini alar. (276) ifadesinde Ao, reel oldugundan dolayi;
eger
| al 2 ot (280)
V2

ise, mecburi salainim mevcut olur.
(274) bagintisindan

P R (281)

elde edilir. Eger serbest salinim durdurulursa, Ao=0 olur.

Dolayisiyla (272), (273) ifadeleri ile
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: L SERSORE. G. . aed CONLIL. Non~Linesr Vsilerestial
degisken degisimiyle (283) bagintisa
x2y+(1-y)2y=E (285)
3. BAVIES. 3 FaMES e g
seklini alar. Bu baginti, serbest salinimin bulunmadigi du-
rumda gegerli olur. (275) bagintisa, |

(4 ISCE; £ .1, Urdinary Bt e 3a%¢

- e 2R

degisken degisimiyle

SR
Sl Skt A
it oy e eale’e Liady) (287)

.

- bagintisini verir. Bur

|
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