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TESEIKIKUR

Calismalarimda higbir zaman yardiminil esirgemeyen saylin
hocam Prof. Dr. Erol BALKANAY' a tesekkir ederim. Tezimin
hazirlanmasi asamasinda yardimlarinl esirgemeyen Uzman
Recep RKKAYA, Ars. Gor. M.E. OZKAN ve arkadasaim Gokhan
SARIKADILAR' a tesgekkur ederim.
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Bu ¢calismada, Jacob BERNOULLZI (1654-170%5) tarafindan
bulunan fakat tartismasi onun 6liumuinden sonra da devam eden
ve Bernoulli Sayilari denen sayilar incelenmistir.

U¢ bolumden meydana gelen galismanin 1ilk bélumiinde konu ile

ilgili temel tanimlar, teoremler ve bilgisayar .programlari
veridmigtir.. Daha =2isohra !'BernouwllicsrSayirlaraieile cdlgili
rekurans bagintilara incelenmis ve bu rekurans
bagintilarindan faydalanarak, Matematigin farkla
alanlarainda kullanilan Bernoulli polinomlari ile Riemann-
Zeta fonksiyonlarai belli bir mertebeye kadar
hesaplanmistar.

Ikinci boliumde Bernoulli Sayilarinin aritmetik oOzellikleri
incelenmis ve Clauss-von Staudt teoremi verilmistir. Ayraica
burada Bernoulli Sayilarainin payl ve paydasi hakkinda
bilgiler verdilmistir.

Son bolim Kummer kongrianslari ve regiler asal sayilarain
incelenmesine ayrilmistir. Ayrica Riemann-Zeta fonksiyonu
kullanilarak Kummer kongriuanslarinin modern bir yorumu
yapilmigstar.

Yapilan bilgisayar programlariyla 1754 tane Bernoulli
Sayisi hesaplanmistair. Daha fazla sayida Bernoulli
Sayisinin hesaplanmasina, kullandigimiz makinanin Dbellek
kapasitesi yeterli olmamistair.



SUMMARY

In this study we will introduce an important sequence of
rational numbers discovered by Jacob BERNOULLI (1654-1705).
These numbers, now called Bernoulli numbers, appear in many
different areas of Mathematics.

These thesis consist of three chapters.. Chapter I contains
an introduction to the basic definition and theorems about
Bernoulli numbers, Bernoulli polinomals and Riemann-Zeta
functions. In this chapter, it is also given computer
programs to evaluate the Bernoulli pumbers,

In the chapter II we study the aritmetical properties of
Bernoulli numbers and Clauss-von Staudt theorem.

In the last chapter, Kummer Congruences and regular primes
have been examined.



1. BERNOULLIT SAYILART

Once ilk n tamsayainain k. kuvvetlerinin toplamini bulma
problemini ele alacagiz. Ornegin ;

n.n=1)
1 @32 4 <3 dann. ol (YD) =
2
natn=1y. 2n=1)
1% 30 308 . i AN =
6
ne. (n—1)2
P4 A 3T . T AR 8
4
olduklaraini biliyoruz. Jakob Bernoulli bu formiilleri, ilk
o tanEeYIeIn T 1. 20 8. . .10, kuvvetleri igin biliyordu.
§0 AR SHERRL o0 s D= Y s
toplaminin her k icgin (k+1). dereceden n'-e. bagli Dbir

polinom oldudu bellidir. Bernoulli galismalarinda; genel
bir k sayisi 1i¢in polinomun katsayilarini hesaplamayi
basarmis. Kendi adini tasiyan sayilari tanimlayan ilk kisi
olmustur. J.Bernoulli, 1 saat 45 dakikadan daha az bir
zaman igerisinde ilk 1000 tamsayinin 10. kuvetlerini
toplayabilmeyi mukemmel bir sekilde basarmistair.

Bu kez amacimiz;

g8 =& e Riemann-Zeta fonksiyonu olmak \iizere,
nw= 31
i 1
TCB R Tovk + +
4 g

toplaminin degerini belirlemek ve m>0 seklindeki bir
tamsaya icin g(2m) ' i genelleptirmekiir. L. Euler 1734' de

2
m
TEdy) oldufunu gostermisti. Daha sonra her m>0

&

tamsayisi igin 17(2m)' i hesapladi.

IANIM 1.1.

Eger p asal sayisi, Q(7p)'nin sinif sayisina bolunmiiyorsa,
reguler asal sayl olarak adlandlrlllr..



Cp=8)
Ayrica Kummer bolinebilme 6zelligi igeren —_— tane
2

Bernoulli sayisinin regularitesi igin giizel ve elemanter
bir yotntem kesfetti.

Simdi inceledigimiz problemlere doénelim:
Selp) SindB s 2% bRy . -4 (n—1)™
seklinde tanimlayalam. Bu toplamin degerini hesaplamak

igin Dbasit bir tiumevarim metodu verelim. Binom teoremine
gbre (k+1)™** jfadesinip-acilama;

i 2 m m=+ 1
o e e g TR et e o Pl T B ot 2 CUC RTINS B © IO L e G IR il
m+ 1 m=+ 1 m=+ 1 m+ 1
seklindedir.
m=+ 1
C = 1 oldugundan dolay1i
m= 1
-3 2 m
G a0 e e e NIRRT F B o Sl ol e R e il B NS
m=+ 1 m=+ 1 m+ 1
olarak yazabiliriz. Su halde
- 3 2 m
G S T SRR Sl il e e, P DUl S S e I (B SWRERak e n iy o
m=+ 1 m=+ 1 m=+ 1
sekline getirmis oluruz.
k=0,1,2,3,...,(n-1) degerlerini yerine koyarsak;
k=0 itpe -Pr? =1
& 2 m
Eel bl e et aR e O 3T Y e, e 6 s
m+=+ 1 m=+ 1 m 21
1 2 m
=2 gme. 3 r=gmtd =y #00 B 2% o B —
m=+ 1 m=+ 1 m+ 1

....................................................

....................................................

k=n-1 ise nmtr=ln-1)""=140.(n-1)+C.(n=1)%+, . +C.(n-1)=

m=+ 1 m=+ 1 m=+ 1



esitliklerini bulmus oluruz. Bunlar taraf tarafa
toplanirsa;
1 2
5 it T ¢ W I B 4 SR H s B N o SRR v ot SRR e T BB R
m=+ 1 me 3
cach B NIRRT o -1 ) £13]
m-+ 1

sonucu gikar. Daha oOnce
PRGBS L RS SR S L R ST B s

seklinde tanaimlanmistai. O halde

Sitn) 3-SR Cheg s Wyl )

I¥ ¢ g8 -0 gy 4+ (ni~1)*

Sa2(n)

esitlikleri [1] denkleminde yerine yazilirsa;

i

=2 m
ARt e R0 T LB NI 0 oSl W %0 Satn) 2)

m= 1 m+ 1 m+ 1

sonucuna varmis oluruz.

Eger - Sitn)., - S5n) . L. Sesatal. Yedn bir formtil varsa o
zaman [2] den Sx(n) ig¢in bir formiul elde ederiz.

nmo 1
Bernoulli Sa(n)' nin en biiyiik dereceli terimi

m+1
olan (n+1). dereceden bir polinom oldufjunu gézlemlemisti.

Bu [2]) esitliginden tiumevarim vasitasiyla kolayca bulunur.
Ayrica sabit terimler sifirdar.

m=0. 3 - . 2Y0 - Cin n' nin katsayilarainin;
~1 3 =3 1 =3 5
’ vov vor ,0, ,0,
2 6 30 42 30 66

oldugu asagidaki sekilde hesaplanabilir:



m=1 igin;
b
Dt = n_+:0 Siikn)d
2
2 n.tn=1)
ni=f = sl i L SN ===) Ssin) =
31114 2
-1
Burada n'li terimin katsayisi Q¥y.
.
m=2 ig¢in;
1 2
ok T TR ) Selda)+ - C 0853 (n)
3 3
31 a4
n3-n = &8 1 60k i e s S )
2171 1121
1
n3=n.=-3. .nln=1) + 3.8Sa(n)
<
2N lntcl-y=3n,(n~1)
Sa(n) =
6
2n.tn—=1) tntl)=3n.{n=1)
Sa(n) =
&
o An=3) S dn¥2=3)
Sa(n) =
6
B.kn=1)-.(2n=12)
Sz2(n) =

6

Burada n'li terimin katsayisa QL =




4!

113!

.Sa(n)

m=3 igin
- § 2 3
il S8 (W B e BRI ¢ DT 2aln) + € Sa(n)
<. < <
4! 4! 4!
n4-n = Saln) + .Sa(n) +
311! 213 113

4! p ! 4! 1
n4-n= o Ko B TEL ) )5 et N =1 ). 20n~1) )%

311 2 2121 6

4. 8s(n):= n*=n-2n.fn-1)>n.{n-1>).(2n-1)

4.8a(n) = n.tpn*-1)=2n.(n-1)-n.4n~-1) . 42n~=1)

4.:5:t0) = n.ln—-1) . (MEntl)=an. (~1)-n.(n=1) . 42n~1)

4=5atn) = n. (=) . th2entl-2=-2n+1)

d-Sstm) = n:{n—-1). . {N*=mw

4.Satn)y-="n*.(n-1)2

1
Satnkyse own? . n=1)2
4

Burada n'li terim olmadigindan katsayisi 0 olarak alinar.

Bu sekilde devam edilirse;

icin

igin

iclin

igin

n' li terimin katsayisa

nt'.-1i
D -2k
N33

terimin

terimin

terimin

katsayisa

katsayisa

katsayisa



m=8 icin n' 1i terimin katsayisi —_—

30
m=9 igin n' 1li terimin katsayisi 0
5
m=10 igcin n' 1i terimin katsayisi S
66
olarak bulunacaktair.
TANIM 1.2.
Bo,Bi1i,;Baii: Bernonlli sayilari dizisi,
Bo =1 ve Bi,Bz,...,Bm-1 hesaplanmis olmak tlizere Ba;
m=— 21 x
(L) B = - C - % 31
k=0 m=+ 1
seklinde tanimlanir. Bu ifadede m=1,2,3,... yazilirsa;
1 + 2B =0
i + 3B, +3Ba = 0
1 + 4B, +6Bz + 4Bs = 0
1 + 5By +10Ba + 10Bs + 5Ba = 0
elde edilir. Buradan
1 1 =1 1
BJ." ' Bz= ’ Ba:or B‘-:——r BB=0' BG= PR
2 6 30 42

olarak bulunur.. Daha sonra sifirdan farkla Bernoulli
sayilarainin isaretinin oy T Ny i B e seklinde
degistigini gosterecegiz. Ayrica 1' den buyuk tek indisli
Bernoulli sayalarinin sifir oldugu gorilecetir.



PROGRAM 1.1

Program Bernoulli_Sayilari ;
Uses<Dos; Crpty ‘Printer ;

Var
I, K, F;N}3 WO: Integer ;
Pay,
Payda : Extended ;
Bernoulli : Arrayl[0..1000] Of Extended ;
Function Fakt( Fak : LongInt ) : Extended ;
Var
Faktoriyel "¢ ‘Extendeq”;
Begin
Fdktoriyel := 1 ;
If Fak = 0 Then
Begin
Fakt = Faktoriyvyel ;
Bty
=ng.
FOr=N =1 T0 Fak Do
Begin
Faktoriyel := Faktoriyel % N ;
DR
Fakt := Faktoriyel ;
End ;
Procedure Hesap ;
Begin
Pay <= Fakt( I +% o)
Payda := Faktt K'+4d4 —- 1 ) ;
Payda := Payda % Fakt( I ) ;
BernoullilK] := Bernoullil[K]-(Pay/Payda)*BernoullilI] ;
Endg-;
Procedure Bernoulli_Hesap ;
Begin
Foril =0 -T6 - ¥X=+-D0
Begin

I£ -1I-¢=_2 Then Hesap ;
If (I>2) BAnd (I/2=Int¢l1/2)9 Then Hesap ;
End=:
BernoullilK] := BernoullilKJ]/(K+1) ;
End
Procedure Bernoulli_Yaz ;
Begin
WriteLn( ' oo B s oernoullitil- ) ;
End
Begin
Bernoullil0] := 1 ;
Writef "M Degerini Girgniz : ' ) ;



ReadLn( M ) ;

For K 1 To M Do
Begin
BernoullilK]l. := 0 :
Ena 3
For Ki:=-1 390 M. Do

Begin

If K <= 2 Then Bernoulli_Hesap ;

If (K>2) And (K/2=Int(K/2)) Then Bernoulli_Hesap ;
Enag

ElrEer 3
WriteLn( * M Bernoulli (M) e IR
NEITEENL- " —weesl 0 e e e e e o1 Tt
ror-1 :=2-40 T M- Do
Begin

if 3 <¢= 2 ‘Thén -Bernoulill Yaz ;
If£: (1I>2) AND (Int(1/2)=1/2) Then Bernoulli Yaz ;

Eng. -
Readln ;
End
M Degerini Giriniz : 6
M Bernolli(M)
0 Bo =1
=3
31 Bi & e = —0.50000000. ..
2
1
2 Ba =l = B-166666066. .
6
-3
4 B i e - =) O REGI FI D
30
1
6 Bg = o =003 389523895. ..
42
e
8 Ba & o e = ISR IIIZ T .
30
5

10 Big = —— = 0.0757575757...



LEMMA 1.1.
2
ifadesi origin cavarainda
@%=1
: - =
= - B )
@v=1 e m!

seklinde bir kuvvet serisine agilirsa, her m igin bm=Bm
olur..

iISPAT.
t - | e
=i £ )
et-1 g m!
ifadesinin her iki yanina et*-1 ile garpalam.

- g
t = (e =1) > ~ Da.l ) [4]
gt m!
S 5 ¢ i
et=]1 =1 » + + + - 1
21 3! n!
- ;
et-1 = X
o nt

seklindedir. Bu ifade [4] de yerine yazilirsa,

s T =
vt . Dm ot )
- % m!
P, : i o : Sy s L
; G Tk PR o e | I g o + + + )
me= 0O m! 21 38 n!
= tm*l tm-'-: t:n't-n
N R v e | + +. ..+ i f )
me=0 m'!1l! e B SR qmammgen B 8L T



_1 0._

elde edilir. Burada m=0 igin;

g i P i ks

27 31 n'
bulunur. Burada iki taraf birbirine ozdeslenirse

t = bo.t Yo =4 reigeegilir.

1]
1]
. ¢

m=1 igin benzer yolla;

t: t:! tn
A T S A + - + + Y
21 3! n!
tz t.‘! tn*—l
f & g + ;A g e oA )
- 1133 Itnl
t: t.‘! tn t2 ta tn*l
s A S - +. ..+ e S G« SR G Sonaes  SEESSRSREE S S + |
2} 3! n' 11 1.8 1ini
_tz _1
o s o ===> Tla W B T elde edilir.
3 p
Bu islemi
m o
- 3, .bk = 0
=0 m=+ 1

seklinde genellestirebiliriz. Bu ise Bernoulli sayilaraini
tanimlayan [3] denklem sistemi ile aynadar.

=

b°=B°=1 ve D:a By-S
2

olduklaraindan dolaya D = Ba olur..



Simdi S=x=(n) toplaminain

_11_

degerinin bulunmasi problemine

dénelim. J.Bernoulli' nin g¢oziimiini gdésterelim.

TEOREM 1.1.

m2l igin Sm(n) toplama,

(m+1).Sm(n) = =

=0 m+ 1
seklindedir.
ISPAT.
- tm
i e e k=4 )
e m!
ggalamanga X = 0,8, 2. ..., (n-1) koyalim:
- e
k = 0 igin el RS e )
i m!
oo tm
k-=-1 _3dcan e e SR Sl )
o (o m!
=) tm
kS dedee 0 R . 2, )
s m!
- s
ke opedogpdge @itnos it s T oAn=13".%¢ )
o m!

taraf tarafa toplanirsa,

1+et +e2t+._.+e(n—1>

olur. Daha once
Saln) = B & 3=

seklinde tanimlanmista.

E
A

me= 0O

o BN el R T e B e

O zaman buradan

S R RSt (R 1%

(

tm

m!

)
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- o
b BB uee, o AR ek s 4 Seatn). ( ) iS)
T m!
sonucu gikar. Sol taraftaki toplama
et |
l1+e® +e?®+. tetnTide = [6]
| e ©
seklinde alalim ve t ile bodlelim. Yani
—migtaaa | gt | 2
e < e*-1
seklinde gdzonine alalim.
- e : 2o
gRt=] = 5 4 B4 ine C ¢ Bl o THERINE 5 e ol -
21 3! Xt
ent-l - tk—&
=S Taaky e
= e 2 k!
seklinde ifade edebiliriz. Ayrica
L - t>
. S B;
et-1 40 J!
oldufunu lemma 1.1.°' de gostermistik. Ozaman
ert=3 4 - , “giatl PLEE t?
g g g 2 By, ———— (7]
. < -3 -3 k! I=0o 3!

sonucuna varmig oluruz.

[6] wve 1[7) denklemlerinin sag taraflaraindaki ifadelerin
t=. terimlerini esitleyelim;

- L= ) 4 LA
F Satn). ¢ )=So(n)+8Sa(n).t+8Ss(n). ... 8atn).
e m! 2! m




-13~-

- 725 88 <o = e
- SRR Z Ba. =(n+n2. el aenn *;
=2 hii. feey m! 21 k!
t | s
*(Bo"" B; "'...+Bm. A )
4! m!
: o B
=n.Be+*n.Bi+t+n.Ba. b TR 5 ¢ o - g ”
21 m!
t L Bt
+n3 Bo"'nz Bai+. +n=2 .Bm"‘
2! 2119 2'm!
tk—l tk tk.—:l.*m
a0 Lo Bpen’, B.+ +n* Bm
¥t ki3 ki'm!
===
% oy Bm Ban-a Ba~i+x
S 2 ot ot S ¢ g i s v L s A SR RN | Lo D e AR
m! m! tm-1)1 (m+1-k)!
her iki tarafi (m+1)! ile garpalirsa;
(m+1 ) ' Bm Bm—l Bm—.l'bk
oo e At U ¢ U@ Dt TR N PTGt
m! m! (m—1)1 (m+1-k)!
o i b S
(m*l).Sm(n) = C .n.an"’C .n’.Bm-x"’-.."'C .nk.Bm—kq-g
m+ 1 m=+ 1 m+ 1
olur. Bu ifadeyi
m x
(Ml ) . Sxlh) =72 o sk B
=0 m=+ 1

seklinde yazabiliriz. Buda bize teoremin ispatina verir.gy
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Teorem 1.1' in sonucunu yeniden diizenledigimizde Bernoulli
polinomlarl olarak bilinen g¢gok o6nemli polinom tipi ile

karsilasiriz. Bu polinomlar
x
B (XY w0 C Bic i s

k=0

ile tanamlanirlar. Dolayisiyla

Dilx)e-o =

Ba(xy= x2" "= #

seklindedir. O zaman Teorem 1.1

it
Sm(n) = . ( Bm-o-:.(n) e Bmo}.
m+1

seklinde yazilabilir. Bu ifade Lemmal.

ispatlanan Bax+1=0 sonucunu verir.

s
B.= oldugundan
2
; & - TS
* = ok O Bx
at=1 2 =0 k!

i '‘deki-her k21-icin

seklinde alinabilir. Sol tarafta t yerine -t konuldufunda
degismediginden, bu ifade t' nin bir ¢ift fonksiyonudur.

PROGRAM 1.2

Program Bernoulli_Polinomlari ;

Uses Dos, . Crt, Printer ;

Var
IR, BN M Integer  ;
Pay,
Payda : Extended ;

Bernoulli : Arrayl[0..1000] Of Extended ;
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Function Fakt( Fak. : LongInt ) : Extended

Var
Faktoriyel : Extended ;
Begin
FEaktoriyel := 1 %
If Fak = 0 Then
Begin
FFakt := Faktoriyeil ;
2 G
it ¥ (S
For N—= 1 Te~Fak Do
Begin
Faktoriyel := Faktoriyel # N :
Enad
Fakt := Faktoriyel ;
E=ng e

Procedure Hesap

Begin
Pay = Fakt( K.+ 1) <
rayia = BFaktl W &0 =) 3
Payda := Payda * Fakt( I ) ;
BernoullilK] := BernoullilKl-(Pay/Payda)*BernoullilIl

Bna ;

Procedure Bernoulli_Hesap
Begin
Porc I = 0-To =1 Do
Begin
If I <= 2 Then Hesap ;
BE (o022 - paAng- (Il 2 TatC 1 L. 2 ) ) Then HeSad
Eng: .;

BernoullilK] := BernoullilKl/(K+1)
End ;

Begin
Bernoullil0] := 1 ;
Write( 'M Degerini Giriniz : ' )
ReadLn( M ) ;
For - K-:= 1-To M Do
Begin
BernoullilK] := 0
End
FOor Kk = 1 To M Do
Begin
1f K <= 2 Then Bernoulli Hesap ;
If (K>2) And (K/2=Int(K/2)) Then Bernoulli_Hesap ;
Eng. :
For I %i="73 To 400
Begin
Write( 28’ ddLXy="".7
For K =9 -3 1-Do

-
’
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Begin
Pay ;= Fak®e™l ) ¢
Pay@a™ = ‘FaRt ¢/ I-KV¥y*=;
Payda := Payda * Fakt( K ) ;
Iff4(BernoullifK1>0) And (K>1) Then Write ('+') ;
If Bernoullil[K1<>0 Then Write(BernoullilK]lxPay/Payda) ;
ITE£(BernonXirtKI<r0rvand (1<>K) Then Write('X"',I-K) ;

3 g (RO
WriteLn ;
Enad“?
Readln ;
End
M Degerini Giriniz : 6

BQ(X) = 1

1
BsUx) = NS

2

1
Ba ( Xy a Shdap o S
(3

3 3

BalaX) Pa ¥x® « S8 % %
2 2
1
By t8ige i g igae ¢ e = 422
30

5 5 1
Bel(x) & X% G Gl B

2 3 6

5 1 3

Bealx) =52 2800 4 —w X% = B s, e
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S4mAd: s M=y 25,3 ue i¢in, ; g 2m)¢ x SEYA 1A nd le;: Bernoalli
sayilaril arasindaki iliskiye doénelim

JEOREM 1.2.
Bir m pozitif tamsayisi igin;
(n)2™
2T42m) = =11 e B
(2m) !
seklindedir.

ISPAT.

Ispat igin Cotx agalaiminin kismi kesirlerine ihtiyacimiz
vardair.

1 - X
Cotx = s e X e [81]
X i nén2-x2
Bu agilimi elde etmek igin birgok yol vardir. Bunlardan

biri Coset' nin Fourier serisinde t Yyerine 1 koymakla
bulunur. Diger Dbir - sopug’ ise Sinx' in  Sonsuz . .carpimi
agilimi olan

X 2
Sinx = x.4.}
nel mTZne

ifadesinin logaritmasani alip; tiirev almakla elde edilir.
[81] denkleminin sag tarafi geometrik seri formulu
yardimiyla 0 cavarinda seriye agilirsa;

xzm

x.Cotx =1 - 2. 702m) . ——oo (91
me= 1 ﬂzm
elde edilir. [8] denkleminin sol tarafini baska bir yolla
bulalaim:
e1~+e—xx e&x_e—ix
Cosx = ve Sinx =

2 2i
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olduklaraini biliyoruz.

Bunlar Cotx’

de yerine yazilirsa;

e.‘l.x.',e—:l.x

Cosx 2 ei=4p—im
Cotx = = e S
Sinx = e - Ry ginma—ain
21
e 3= _ (aftiria) ietas & 08
CloTxam v ==y
e—:l.:-.(e:.tﬂ_l) e?:.r._l
= et o | 2
CoL X =%43 - T O
e:.l.n_l e::.n_l
24
Cotx "= 3"+
ea:l.r.._l
2ix
X, Cotx = X%
Ea:.!_l
elde edilir. Ayraca bu ifadenin
23x - C2i% )%
X-EoEY & dX % i L3 S -Ba 103
edi=_1q n=3a n!
seklinde ifade edilebilecegini gosterelim:
e2i=_1 jfadesini 0 civarainda seriye agalim;
(23%)" SRR x ) S B8 g
Sl Gl iR i U S = & +
2! 4! n!
seklindedir. Buradan;
2ix (210 2T e -1
= 1-ix+ s ¥+ s d e
efi=—1 2! 4! 30
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olduklarindan dolayi bu ifade;

21

e?.'Lr._l

23N

ez:.n_l

21%

eﬂ.i.x._l

(2ix)* 5 RS ey
XX Ba * Pa +
2! 4!
(2 ¥%* G o R
14 Ba + B, +
24 4!
- (250>
1 %0 SR, . i
ne=3 n|

olur. [81,[91,[10] ifadelerinden

X-. 000X =1 = 2aeE
== 1
xz

 SEE 0w L g
q®
(2R )=
i .Ba

Burada x2™. terimler

x?m

2w 2m) .
ﬂam

-2.7(2m) . ——

- e - L2 x>

LI i B § W
gam me 3 m!
x‘ me

27(4). - = 2702m) . .
e iy o
C2ExI® tRix)em
+ __._———.Bq ST R, —-——.Bzm+...
41 2m!

karsiliklia ozdeslenirse;

L-23%) "™
B e e Bia
2m!

(7 B L Loieos
= -BZm
2m!




.—2 0-

_2 22m
2m) mi=1 ) QUAURAA R . .
- F 2m!

elde edilir, ispatlanmasi gerekende budur..

Euler tarafindan bulunmus olan bu sonug¢g onun olajanistu
hesaplamalarindan biri olarak bilinir.

ORNEK
._2 22m
e b Gy o Lo GEREREITRS, ; P,
i 2m!
1
m=1 igin Bz = oldugundan
6
_2 22
A R)Le A )ats 22V Dh
| s 21
=7 1
L b LR G B
s o &
."z
T2 = &
6
~1
m=2 ig¢in Ba = oldugundan
\ 30
= 2%
o o el ) s (e .Ba
o 4!
=3 16 =3
.7(4) = ( )
| 24 30
ﬂ"
T(4) = :
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g
m=3 igin Be = oldugundan
42
_2 26
T (6) B (=1)M, .Be
ne 6!
=3 -64 1
.T(6) = o )
;i 720 42
,"6
T(6) = 5
945

olarak bulunacaktar.

PROGRAM 1.3

Program Bernoulli_Sayilari ile 7(2m)'

Uses Dos, Crt, Printer ;

Type

. o g | =Stringiy
Var

SET 2%

Stra :1S5te1zy
N B e L
N, MfQ : Integer ;
Pay,
Payda : Extended ;
Bernoulli : Arrayl[0..1000] Of Extended ;
Ksi : Arrayl[(0..1000])] Of Extended ;
Function Fakt( Fak : LongInt ) Extended
Var

Faktoriyel : Extended ;
Begin

Faktogiyel := 1 ;
If:Pakesid .Then
Begin
Fakt := Faktoriyel ;
Exdti;
End;
For N := 1 To Fak Do
Begin

Faktoriyel := Faktoriyel * N ;

nin i1liskisi
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Enad:
Fakt :='Faktoriyel’s
Ena &
Procedure Hesap ;
Begin
Pay :BIFakL(; K + 1 ) ;
PaydarkssnFakRtvEa+31:— T°) ;
Paydads ;= . Paytla:» Fakt( I J ;
Bernoullil[K] := BernoullilKl-(Pay/Payda)*BernoullilI] ;
Enag
Procedure Bernoulli_Hesap ;
Begin
FoellE :i= 0 To K-=1 D6
Begin
If I <= 2 Then Hesap ;
If (1>2) And (X/2=Int(1/2)) Then Hesap. :
g a
BernoullilK] := BernoullilK1l/(K+1) ;
Eng.
Procedure Bernoulli_Sayi ;
Begin
Bernoullilol := 1 ;
For K := 1vT0o 2xM Do
Begin
BernouldilK] := 0 ;
Eng
For-K := 1 To @%M DO
Begin

If K <= 2 Then Bernoulli_Hesap ;
If (K>2) And (K/2=Int(K/2)) Then Bernoulli_Hesap ;
Eng

Eng

Begin

CErSes 3

WELtel "M Demerini Girinigz : ' )

ReadLn( M ) ;

For K := 0 Tos¥M Do

Begin

KeliK) = 0%

Eng - ;

Bernonlli _Sayi 3
CIrSer
Writebin¢ . M ‘¥ S T(M) o
NEltEent . ' r=-—n -y & RO T i o A v o ey o ¥
For K :=:0 To M Do
Begin
Payda
Payda

ERkt( 24K ) ;
Payda * (-2) ;

nn
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1f K/é = Trubct K/2 ). Then C & . Else L= 4.
KsilK] := CxExp(2xK*Ln(2))xBernoullil2xK]/Payda ;
g s

For K. := .0 1o M Do
Begin
Payda := 1/KsilK] ;

S . 2¥R;: 312 ) 3
Payda := Round( Payda ) ;
S5tr( Payda,.birs. )

& = Lengthn{  a8trd )
SLES s = GOReL - adiy 2.3 )
Write( ' o e P TPy O

If Payda<0 Then Write( ' =) El8e Write(. . #
WEILTeERC o8 L ST EL, 1 othd) ;
ReadLn ;

Eng

ReadLn ;

Ena.

M Degerini giriniz : 6

M T(M)
0 1
."z
1
6
ﬂ"
Z
g0
ﬂe
=
945
ﬂB
4 e
9450
."I.D
E ke
93555
."12
6

924042
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Teoren™ 2.2 den* meil icin LHE19mEr . Ban?0 dir.  Ciinkil
7(2m) ,herhangi bir m icin pozitif bir reel sayidir. Biylece
¢ift indisli Bernoulli sayilari sifirdan farkli ve ardisik
olarak isaret de8istirirler.

Ayrica  Teorem 1.2,: Bam'! ‘Ain artaminain . -tahminine ‘imkan
verir.
2.(2m)!
|B2ml > 114
{ 23 )ms

Burada T(2m)>1 olarak alindigil kolayca gozlemlenebilir.

nn
Ry esitsizligini kullanarak
n!
m
|B;m| T ek e {23
Te

elde edilebilecefini gosterelim:
e”.n! > n ifadesinde n=2m alinirsa;
@3m L ImYd - {2m)

t2m)* =
G g R SRR A elde edilir. Bu [11] denkleminde

e:m

yerine yazililirsa

2m
b g | ol
e
lBZmI >
Ean) 2.
m
|B3m| o jcraui
e

elde edilir. Bu ise ¢ift indisli Bernoulli sayilarinain gok
siiratli mertebeden artigini gosterir.

n ===) © gittiginde |Ban/2n| ===) @ olur.

Bernoulli sayilari igin yukarida elde edilenler asagidaki
sekilde bzetlenebilir.
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Sonug 1.1 k>1 ve tek ise Bx=0 dar.

Segnug 1.2 em=lslicr’a sicine (=123 Ba,>0 dar.
Sonug 1.3 m ===> o gittiginde lB,m/zml === @ olur.
TANIM 1.3

p bir asal sayi olsun. Eger ord (r):0 ise Tr€Q rasyonel
P

sayisina p-tamsayl adil verilir.

Diger bir deyigsle r = —i— i Ay DEL - Ve P * b ise & PEE

p—tamsayldlr.. 4

p-tamsayi kimesinin bir halka olusturdugu gozlemlenebilir.
Bu halka Zg ile gésterilsin. E8er r ve 8 2, halkasinan
€lemanlari ayraica ordp(r-s)2n 1ise ozaman; r=s -(mod p-)
gegisini yapabiliriz. Buda

a
r-s = —— ===) a,b€Z oldugundan p * b ve p= | a demektir.
b
TEOREM ¢} i3
p asallari p-1 | 2m seklinde asallar olmak Uzere;
m2l icin
1
Bzm = Aam X z _— dlr.
F-lilam p
Buradaki toplam p-1 | 2m seklindeki tim asal sayilar
Uzerindedir..
SONU .4
D=3 * 2m ise ozaman Bam bir p-tamsayadir. Eger p-1 [ 2m ise

o zaman p.Ban+l1 bir p-tamsayidir. Daha kesin ifadeyle egjer
P-1 | 2m seklinde ise ozaman;

1
ord (pBam + 1) = ord (p.Bam + — )
r b o p
1
=idn+ oré $pdBa 9Nt ) 2 1
e P

m

seklindedir. Ohalde p.Bam
\

1 A W0a - p ) dir.-
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Ayraica 6  tamsayasi (m2l ig¢in) Bam ‘'nin paydasainil daima
bboler. Cunkii 2-% ve 13-4 ¢ 6'nan bblenlieridir.

Asagidaki tanim Kummer'a aittir.

IANIM 1.4

p bir asal sayili ve n€z olsun. O zaman n sifirdan farkli ise
a tamsayisi p* | nokakat puT* n olacak sekilde negatif
olmayan bir tamsayadar. Bu sekilde tanimlanan =
tamsayisina n nin p deki mertebesi denir ve ord n ile
gbosterilir. P

Eger n=0 ise ord 0 = o air.
=

yalniz ve ancak P { n 1ise ord n = 0 seklindedir.
b =

tord n = 0 AKL===0"p + n seklindedir.)

P
TEOREM 1.4
P bir asal sayi ve a,b€Z olsun. O zaman

ord.a.b = ord a + ord b dir.
P » P

o =08 8, B= 08d. b alalim.
» P

Burada tanimdan dolayi a=p®=.c, b=pR.d gibi c,d€Z elemanlarai
vardir. O halde garpimi olusturursak;

a. bi=sptoe.-pt.d

S preepoere ¢ g elde edebiliriz.
Bu ise p=*8 [ a.b demektir. Ayrica

A SipTo den p + C

-
[ seklindedir. Buradan
b= ph.d den p 4 d 4

P fcvep 4d den p 4 c.d bulunur.

B.b SRps"P . 0 ddl.
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pe*® ] a.b ve P *'c.d ===)> par e * a.b
a+fi = ord (ab) bulunur..
r
TANTM 1.5
- 1 -2 - m
o G T G s T e 7 olsun.
Burada P.i' ler asal sayilar ve ai 'ler negatif olmayan

tamsayilardir. Bu sekilde tanimlanan n tamsayisi ig¢in ;

S e
g N (_1)':(:1).' l p.(p)
F

notasyonunu kullanacafiz. Burada n€Z igin

{ 1  efger n negatif ise }
Elin) = b
! 0 ejer n pozitif ise |
L d
seklindedir. Ryrica garpma islemi pozitif tamsayilar
uUzerinde tanimlidar. a(p) kuvvetleri negatif olmayan

tamsayilar olduklarindan dolay:r sonlu bir asal sayi igin
a(p)=0 dir.

Ornegin n=180 olsun. n' in asal garpanlarai n=3* 3% %
seklindedir. O halde burada €(n)=0, a(2)=2, a(3)=3, a(5)=1
ve diger asal sayilar icin a(pl)=0 seklindedir.
TEOREM 1.5

Sifirdan farkli her n tamsayisi ig¢gin n nin asal g¢arpanlara

n:(_l)ctn).l l p-(p7
24

seklindedir. Burada kuvvetler n vasitasiyla tek bir sekilde
hesaplanir. O halde a(p)=ord n dir.

»
ISPAT
s B - (_1)E(n).l I p-(p)
b

esitliginin her iki yanana ord fonksiyonu uygulanirsa;
L
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ord n = ord (—1)=‘ﬂ>.‘ ‘ p=t®>
% p

Q

olur. Teorem 1 ve ord ' nun 6zelliklerinden dolaya:
L
ord N . = . En)Y. 0rd - $21) + FonhiP? olur,
L L P
Su halde ord ' nun tanimindan prai:d) =:s0:zve
Qo L
P # g ===> ord (p)=0
=
P = g ===> ord (p)=1
Qo
olarak alabiliriz. Boéylece saf taraf a(qg) terimine

indirgenmis olur. Bu ise teoremin verir.-
NIM 1.6

PEZ tek asal saylisi eger Ba,Bs,...,Bg-a sayilarinin
herhangi birinin payina bdliunmiyorsa, regulerdir denir aksi
halde irreguler ‘denir.

Ornegin 3 asal sayisl reguler bir asaldir.

Teorem .89 iin sonucundan Ba,;Ba. ... ,Bo=n Bernoulli
sayilarinin p-tamsayl oldufdunu soyleyebiliriz. Bu ytuzden p;

{p=3)
ord Bas = 0 2r=k1,2,3meln
" 2

seklinde ise reguler bir asal sayidir.g

2" de-orfl x==0’' seklindeki ®elemanlar kesinlikle Z,' de
P

birimin bolenleridir. Eger: i B5,Ba, - -5 Bprs Bernoulli
sayilarl 2Z,' de birim iseler P regulerdir. Buna denk

olarak ;
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p-3

- iga S o ¢ icin<herhangi-bir- Baix-N"Z,""  de birimsel

2

olmuyorsa, p irregulerdir. Ilk regular asallar;

ord (Baz) = 1 ve ord #®Bdd) = 1

37 59

esitliklerini saglayan 37 ve 59 asal sayilaraidir. Diger
pazl Iirreqular asallar 67,101;103.149 ve 157 dir. Jensen
1915 yilinda 4n+3 seklindeki irreguler asallarin sonsuz
0ldugunu ispatlamisti.

Bundan sonraki bélimde irregular asal sayilar kimesinin
sonsuz bir kime oldufunu L.Carlitz' in 1953 yilinda vermis

oldugu ispatina bagla olarak gbsterecegiz.
NIM 1 -7
P bir irregular asal say1 olsun. 189 . Bi,. i-aBoinl

kimesinde P tarafindan bolunebilen :sifirdan farkla
Bernoulli sayilarainin sayilsina p' nin irregqulerlik indexi
ady verilir. 157 2 ipadexii 11k asal sayrdir.

2. BERNOULL AYTLARINT EN KONGRUANSLAR

Bu bo6limde Bernoulli sayilarinain aritmetik oOzelliklerini
inceleyecegiz. Bir oOnceki boOlimde ispatlanan Teorem 1.1 ile
baslayalaim.

m2k olmak lzere

(m+1)! (m+1).m! m+1 *x

k
C - & ¥ C 338)
e i+l SRy e R (m+1-k).(m-k)! k! Btk =
olur. g
m x
(m+1) .Sm(n) = = (5 S T o e
=0 m=+ 1
oldugunu daha ©nce gostermistik. Bu ifade de 333

esitligini kullanirsak



sonucu gikar. Ayraica

(m-k+1)
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(m+1) x
L L T i

m+ 1

nm—k*- 1

aifdne 4

km—=k+1)

k m—l
C =20 esitligi [14) denkleminde kullanilirsa
m m=—Xk nk‘.l
Smin) = = Coiis Basdns
g = (k+1)
n2 nm#l
Sm(n) = Bm-n o Bm—l- g . .. P BO-——
21 (m+1)!
Biur. Bu esitligin sol tarafini toplayabilmek
asagidaki lemma' ya ihtiyacimiz vardar.
LEMMA 2.1
P bir asal sayi ve k21 olmak uzere;
pk
(a) bir p-tamsayadar.
k+1
pk
(b) Eger kX2 ise = 0 ( mod p )
k+1
pk“a

(c) k23 ve k25 igin

k+1

bir p-tamsayaidar.

[14]

[15]

igin
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1SPAT

(a)

k21 igin k+1<{p* oldugunu tumevarim vasitasiyla gosterelim.
k=1* icin 1+% = 24p BOnuUuc dogrudur.
k=k igin k+1<p* dogru kabul edilsin.
k=k+1 igin dogru oldugunu gdsterelim:
k+1<{p* dogru kabul edilmisti.
k+PF3ip™+1
K+2<p=+1<2p=<{px~?
k+2¢p**?

olur. Bu hipotezin dogrulugunu gosterir.

Bukez (qg,p)=1 olmak lzere

k+1=p=q olarak alalim. O zaman

pk pk pk—-
k+1 P*q a
olar:
pk
> 1 oldujundan k2a bulunur. Boylece (a) ispatlanmis
K+t
olur.-
(b)
Bu kismin ispatinda (a)' daki benzer diusiinceleri
kullanacagiz.

k=2 igin 2+1 = 3<p sonug dojrudur.
k=k igin k+1<p* dogru kabul edilsin.
k=k+1 igin dogru oldugunu gosterelim:
k+1<p™ dogru kabul edilmisti.

K+1+1<p=+1
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Ke2 PRI CZpiiprT
k+2<px¢;

olur. Benzer sekilde

(g,pl)=1 olmak uzere k+1=p=qg olarak alalim. O zaman
k+1 p*q g
olur;
pk
> 1 oldugundan k>a bulunur.
k41
pk
Gergekten = 0 ( mod p ) oldudunu gosterelim:
k+i

k+1<p*™ oldugjunu gostermistik.
k+1=p=q olarak alinirsa
p=g<p*

0<p*-p=g

DSPpSOP™—"+)

olur. Esitsizligin saj tarafa p" nim kuvveli seklinds
yazildigindan dolayl p ile tam bolumur. Yami

P | p*(p*~""-q) olur.Bu 1ise p(p™"*-q2 ® 0 (med p) demektir.

Su halde
pk
£ 0 (mod p) olur. Bu ise (D) RIm isPatam: verir.
k1
{c)
k23 ve k2§ dgin k¥ 1pRT* ldwdw @) v ()" deka

benzer diistinceler kullamilarak k-2>a dulusus. Buradan

ph-‘ Ph?‘-“

PAF Priamsayadan. o
k+1 Q
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GNERME_ 2. 1

m21 bir tamsayi ve p bir asal sayi olsun. O zaman p.Bm
p-tamsayidir. Eger m22, g¢gift sayi ise o zaman

P-Bm = Sm(n) (mod p) dir.

i1SPAT

Oncelikle p, eger Bzm' nin paydasini boliiyorsa o zaman p?2
Bz2m' nin paydasinli bolmez. Her p igin,

-P

P-Bi = ——— ' 'nin bir p-tamsayl olaudu aciktir.
2

Isleme tiumevarim ile devam edelim.

m>1 kabul edilsin, [15] denkleminde n=p konursa;

k + 21
m x P
Sm(p) = Z C -Bm—k.
AR fk+1)
T x '
R C .p.Ba-r.oveuuuouo [16]
g L (k+1)
elde edilir. k=1,2.3.,.%,m idgin bu;p-tamsayil S.(p)EZ' nin
elemanlarini gbsterir.

k21 igin p.Bm-x tiimevarim hipotezinden dolayi p-tamsayidair.
Ayrica Lemma 1.1' in (a) kismindan dolaya

pk
p-tamsayil idi. O halde p.Bm' de bir p-tamsayaidar.

K+1

ikinci olarak idaadaki kongruansi kurmak 1igin;
k21 oldugunda

x S
org -G ) . TP Basx > e G

¥ o m k4l

oldugunu géstermemiz yeterlidir.
k22 igin Lemma 1.1' in (b) kismindan dolayi dogrudur.
k=1 igin m' nin ¢ift olmasi halinde

m
0L 5 Lmnis (P Bues )P .28
» 2
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oldugu gosterilmelidir. Gergekten m24 olacak sekildeki gift
m' ler 1ig¢in Bm-1=0 dir. Sadece n=2 ig¢in dogjrulugunu
gbsterelim:

DA~ (P BT Py 21

P

orad - (p?:BiYy 2}
=4

ord (P2 +0rfd-D, ) ¢ '}

=4 »

=1
Z2ord “ipys-¥ orawn o A |
b r 3
P = 3i¢in org Ap) =4
<
j ) # g “ioin ord (p)* =70 oldu&undan dolay1
=2
oFt - tp” "Bioe ¥ 1 sonucy “‘gikar’ 0 halde m=2 igin
P
m
orad Ul tp Ba=1r. ) 22 olur..
b 2
LEMMA 2.2

P bir asal sayi olsun. O zaman

eger p-1 4 m ise Sw(p) = 0 (mod p) dir.

Eger © p-1 | m ise Su (D) =7 (mogd pry'air.

1SPAT

g, mod p' ye gdre bir ilkel kok olsun. O zaman
Sm(p) = 1™+2™=+ . . +(p-1)= olmak uzere
Swm(p) = 1%m42%¢ +(p-1)"

1m+gm+gam+_ g +g (p—20m

olur. Dolayisaiyla
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Cg™=1) .8 Cp). SCg -1 21 8= 03 (méaup?
yazapiliriz. Eger p-1 * m ise o0 zaman;
g™ # 1 (moQ./ pY -Vve Sgtp) '= 0. (nod p)

olur. Ote yandan p-1 [ m ise o0 zaman;

Saip) Si%d+. %] R—1 (mod p)

Sm(p) =I--{moad pJ olur..

Simdi Teorem 1.3' U bu varsayimi kullanarak ispatlayalaim.
msvgiftrkabul siedilsin Onerme: 2.1' den dolayia'p.Ba bir
p—tamsayil ve p.Ba = Sa(p) (mod p) seklindedir. Ayraica

p=1 + m ==> Ba' nin p-tamsaya

p=& | m ==>» . p.Ba = -1 4mo@ p)

0olduklaraini Lemma 1.2' de gbstermigtik. O zaman
1
Ao =B + =& R bir p-tamsayaidar.

Pt Ban p

Buradan An€Z sonucu gikar. Boylece ispat tamamalanmis olur.

Simdi (Uni, V) = 1 olmak tiuzere m.:.Bernoulli sayisina
Um
Bm = seklinde alalim. Burada m' i ¢ift sayai kabul
Vi
ediyoruz.
@) ME-—2.2
m22, ¢ift sayi1 ise o zaman her n:2l igin
Vo Sa(n) ExUgrn (modin®) o % I gl
ISPAT
k21 ve. sabit bir ‘n tamsayaisi ig¢in [15] denkleminin
terimlerini
x n)r.—:. =™
o QY | B USrecs. BN . Lol S8 S 173
- k+1 : %

seklinde alalaim.
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R 2.y ey | n igin ord ( A )20 oldugunu gosterecegiz.

P >
Ayraica
eger 2 | N omEmd. COFtINR )R =1
b 3
eger 3 | R === .ord-( A2 -1

olduklaraini goérelim. Oncelikle p=2, m=2 ve k=1

0O zaman
2 & Be
OEMTTR 2 20T & oy ¥)
=2 b 2 =2 2
-1 :
S Ord 2. s i
» 2 o
s ord (=1). = arg 2)
2 2
g =1 olur.

Bu kez p=3, m=3 ve k=2 olsun.

2
BrE YR Y Y T (L T
3

3 2 S

))

b | n
2 Ord ( 3. )
a 2 3
= ord (=-n.a"%*)
Rl

= ord (=2) = ord tn)
B a

X =] olur .

Buradan n ve A ' nin Ortak Holenlerinin En Buyusu
"

olsun.

6 J

nan



..3'7_

bir boleni olacaktir.Dolayisiyla (B,n)=1 ve 6|1 olmak ilizere

An?
Sm(n)=Bm.n +

€L B
olur. Esitligin her iki yanini V..B ile garparsak;
A=n=
Va.Bi8gin) = Bo o el -+ ot V' B
% R
VB Saln) e Bass 0 Va  {mod -n?%)
(B,n)=1 oldugundan dolay1i

Wan - oaitn) "EBEYH Vi CHor n®)y

olur. 6 l Vm den ise
Um
Vi :Samtn) & . Va  tmad -n®)
Van
V. onin) En.Usn (MO8 A%y Dinr.:

org: (Ba-x) w2 =% {her m-k20 ve her - p igin) oldujunu
gostermek igin 6nce p # 2.8 9= n kabul edelim. k=1,2
halleri igin bunu gistermek basittir. Bu hal igin t>1 ve

¢
oldugu kullanilarak, deneme

tek sayi igin B+«=0 ve B,=

2

yoluyla ord 3 = @: el edidir. ord 8 - =1 -olon.

» 4

O zaman
OED A B s i) e =D CRe ] pC O W (1)
» k+1 o 2

2 - ALk=2) - =‘0rad the)) 3 §

»

bulunur. (Lemma 1.1' in (c) kismindan)
Eger k=1 ise 0 zaman m>2, ¢ift m' ler 1igin Bm-a = 0 olur.

m
m=2 igin mertebesi (-1) olan A ;
x



38=

2 1 5 oAb et
o & DN - Ty ) = glur.
* 2 L 2
k>1 iciné k cift veya k=m-1 plmadik¢a Ba-»=0 seklindedir.
Fakat k' nain ¢cift olmasy,. Kk=m—-1 1cin ord (k+1)=0 ‘olmasini
2
gerektirir.
m m— 1 e noee -1
A = £F & e, b i J=m. ( B;. )= s
AR m—-1+1 m 2
far s oe3 . -3 | n kabul edilsin. O zaman
m n
grd - { R ) 2 -orQ kB, )
3 = 3 3
=200 (Bau-a) .00 3 + ora n
3 3 3
Sairl Sillavk )
T
= n?
ot A V2o oS ¢ Ba-a-. )
3 3 3 4

2

ordiilPBa-=3Yi - oha 4 + 2uordsn

i

1

3

3

LR

olur. Fakat k24 oldugunda

3k—3

08 A«
2 k+1

olur. Buda bize teoremin ispatini verir.g

2

3

o H(B*r3gcr-iorde (k+d)
3 3
(k=2).o0rd.38 = orad .(k+d)
3 3
k=2 ‘< oré@*\k+1l)
0

(181l
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Bz = ——i—— , U2=1,V2=6 ve n=6 olsun. O zaman kogriians
6

6. 412 -39 4 B & 4= F HAVE G- Rod 363
seklinde olur. Bu genellestirilirse;

6. (42 409 4 AT L %o Cneb YR tE ne dmal Nt ) Colnk .
SONU
p—=1 { m olacak sekilde m ¢gift ve p bir asal sayi olsun. O
zaman;

Sa(p) = pLBs {mpd P dir.
SPA

Teorem 1.3' den dolayili p 4 Vw dir. Onerme 2.2 de n=p
alinirsa

YV .- Salp) S p.Us (0@ p7)  wlur.

P Vm oldugundan dolaya kongriansin her iki yani V. ile
bolinebilir. O zaman

Um Um
(mods v P olur. Buradan Bm =

Vm vll\

SwGp)E vipr

oldugundan dolay1
Sm(p) & p.Ba (mod p?) sonucu gikar.g

ONERME 2.3

m22 ¢gift ve Um, Vm bir onceki o6nermedeki gibi tanimlansan.
a ve n tamsayilarani (a,n)=1 seklinde alalim. O zaman

n—21 ja y
tam~2)y o E Rm.a™t Y. ot Jm’l.l | (mod n) [198]
J=2 e W o

seklindedir. Burada [al, k <€ a € k+1 kosulunu sajlayan
tamsayidair.
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ISPAT

1{3<n olmak lizere ja ve g, tamsayilarina boOlme algoritmasai
uygulayalim. O zaman

YeaT=ECQy iR Y X, U Ly £ 94

alur. Ayrica

ja
[ ] = Ja Q1Y .
L B |

fa n)=1r -olauguanaan {1, 2,3, . . N1 Vel ¥z . FRiEa,: -« Fin—a3
kimeleri 6zdestir. Binom agilimindan

s 25 T s O - P o
m 1 m=— 3 2 m—2 m m
Fhamos P ik Gl s Y + 0 Bt e e gs.n
3 m 3 m 2 m

- 8
seklindedir. Ayrica C = m oldujundan dolayi bu ifade

m m=— 1
B i bk i e S O - (P (P (mod n?) [20]
> | 3

seklinde yazilabilir. Ayraica

ja =@gi.n-*+ sy egitiifginden “ja = s (mod n) dif. ‘Buragan

n | ra—Ja ===y o Te—3a - = n. .k  geklapte Dir: k&L - Varfir.
Dolayisayla Lo e e S olur. Binom agilimina goére
tEii=" =& ja ¥ nxin=
m=— 1 1 m—21
W ey e B bl S ISR PR VL ol e de SURT ¢ S - el i
o m—3 m=—21

seklindedir. Bu esitlik [20] denkleminde yazilirsa;

INE™ & r FR.G,.0.17 0 RS BF) _Blur. Ayrica
3
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p Iy
| | = g4 idi. O halde
L -0 Jd
- r Ja
i L ded S VR m.am“l.n.l ].jm‘l (mod n2) olur.
- i n
Bu kongriansta j=1,2,...n-1 koyalaim ve toplayalim:
m - la i
JE1yRe=2i1B a0 Sif < N a0 B st kmod-ne)
2 B n 3
m r 2a -
jERreEn) 28 @™i= Tk moamuden, s Tdvsimbgdon k)
2 L n ..
m (n-1)a
j=n-1 ===>(n-1)™_ a™=r +m.a"“1.nL————————l(n-l)’“‘1 {mod n2)
7 hanre n = |
bl R L R LB EN L i P g - e sl S SR e e I w1 B et 1
1 2 i1
n—21 ja
= % Lo ] i (modn?)
=2 £ i -
n—21 r ja 1
Sm(n).a™ & Sux(n) + m.a™"*.n. & J™7./| | (modn?)
I=2 L~ N %
Car-1 Y Ba(n) E m ar 2. 0. Pty [ J (modn?)
3=2 n
olur. Bir onceki sonugtan dolaya
Sm(n)
£ Bm ¢(mod p) idi. O -halde
n
Swin) n—1 ja
(a™~1). E m.a™"*. = J““.[ ] (modn?)
n 3=2 n 5
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n—21 r Ja 1
EBS—12):84 E . a5 Sk J"‘“.l- J (modnz)
33 n
olur. Burada bu ifade
(a®el) e - BEum @ ¥ Yt j“"’-.l | (modn?)
=2 E n 3

seklinde yazilabilir. Ispatlanmasil gerekende budur..

SONUC 2.
p+l
P asal sayisi p =3 (mod 4) seklinde olsun. m =

[ %]

alalim. O zaman eger p>3 ise

m=—21
s X (3/p) (mod p) air.

a=a

2.(2 ~ (2/p)) .Bm

(Burada (x/p) Legender sembolinu gostermektedir.)

olur. O halde Euler kriterinden dolayi her a tamsayisiigin;
art = fa/p) (mod pl)-olue.

Onerme 2.3' deki kongriians gozonine alinisan.

n=-1 r Ja
(8. a% 2Aed Ju U & m. am it Mool jm"1.| | (med n)
J=1 n Jd
Burada a=2 ve n=p alinarsa
P=—2 r 2)
(2. 2011 ) Us ' B 0. 2" Y. J““.l —_— (mod p)
=3 P

olur. Ayraca Euler kriterinden dolayi bu ifade
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p-1 27

r ]

CA-12/p)=1y g S m. gw 2o - (3/p). | —— ] (meod p)

=1 oD N

LD s
2zl ) e s agin i = 0

L p -

oy
e bl P igin SRR =1

L p -

seklindedir. Ayrica Teorem 1.3' den dolayx

Im =k stnnod. P velip | Vm seklindedir. Su halde
-1

20 (2 % G0/ P) B iE ( 3/p) S ~¢ moichsp) L2171
3 *=m

olur. Ayraica

P—1

. (3/p) = 0 oldugundan

g2

MW= »—3

= SRS o b M e R CI4P=F 0

=1 g om=2

m=—21 Bt

= C3hpy - = = (3/p)

a= 1 =1

olur. Bu ifade [21] de yerine yazilirsa

m=—1

N2 = /et B = - X (¥/p) {mod P)

I=2

sonucuna varilmis olur. Ispatlanmasi gerekende budur..

Yukaridaki sonu¢ sainif sayalarainin, Bernoulli sayilari ile
iliskilerinin bazi - ilging -soenuciarinl gbstermek icin
kullanilabilir:

P Dbir asal sayi olsun. p = 3 (mod 4) ve Q(/=p) imajiner
quadritik sayi cismi g6zo6nine alansin. h, Q(/=pY' nin sinaf
Sayisinil gostersin.
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Eger p>3 ise

(2 - (2/p)).h = = (3/p) [22)

1sx<sprs2

dir. Yukaridaki sonug ve [22] bagaintisi yardimiyla h igin;
-2.(2 - (2/p)).Bp+ssa = (2 - (2/p)).h (mod p)
~2.Bp+a,a 5D (moa=p)

kongriiansi yazilabilir. Bu oldukga 6énemli bir kongrianstar.

Vornio kongrianslara, Bernoulli sayilarainan bir Ggok

6zelligini elde etmemize yardimci olur. Asagidaki Onerme
Bzx' nin paydasi hakkinda birgok bilgi verir.

ONEF :

Bm
Eger p-1 + m ise o zaman bir' p— tamsayirair.
m
1SPAT
Teorem 1.3' den dolayil Bn bir p-tamsayidir. p 4 meo olacak

sekilde m=p*.mo alalaim. [19] kongriiansinda n=p* koyalim. O
zaman;

(amad) T. = 180 2 Vi et TR | (mod p*®)
3= L. p» 3
olacagindan

(a=~1) .88

0 (mod p*) seklindedir.

a, mod p' ye gore bir ilkel kok segilsin. Dolayisiyla
ar-* = 14804 p)
P * arz2<¥ - olar .

pP=1 } m oldugundan p-l + a®=-1 alabiliriz. O halde
Un = 0 (mod p) alabiliriz. Boylece

Bm Ulﬂ
= bir p-tamsayidar.

m BV
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ORNEK .

a) m=22, p=11 olsun.

21.131.5893
Baa = oldugundan
= e S
BZZ
(mod 11)' e gore bir p-tamsayaidar.

22

BZZ

Sonugta T Zaa. Q0. bir birimgeldlir.
22

b) m=50, p=5 olsun.

5.5.417202699.47464429777438199

Ba2 = oldugundan
29511
Beo
(mod 5)' e gb6re bir p-tamsayidar.
50
BBO
Sonugta s Zs ' de bir birimseldir.
50
3. KUMMER KONGRUANSLARI
Teorem 3.1

m:2 ve gift, p bir asal eayl ve p-l 4 m oldujunu kabul
edelim.

B

m=(1=-p™=3), olarak tanimlansain, Ejer
m

m'®E m (mod @(p*)) ise,

Cwm'%® Cm (mod p*) dir,



_46_

ISPAT
Um
Her zamanki gibi Bax = olarak yazalaim. t=ord m olsun.
¥ P
Onerme 2.4' den dolayi p* ‘ U Qir. [19] kongriuansinda
REp™*t konursa;
Y- i | Ja
i oy v NN L S T o j'“‘l.l (moa p= %)
4= Lp-+f_ i

olur. p*, m ile Ux' nin her ikisinide béldiigiinden dolaya
kongriansin her iki yani p* ile béliinebilir.

m.Va
pPrilpt > FTaralarinta asal -oldlugundan
pf.
(g™—1) e rEE] r ja -
il B AT e s Sl 2 | (sind p™=). 123}
m 32 L po*e J

kongriansini yazabiliriz. Bu kongruansin yardimiyla teoremi
ispatlayabiliriz. Once e=1 durumunu ispatlayalaim. O zaman
P | ) olan j' 1i terimleri atabiliriz. Eger

P 4'3 ige ¥~ 1 {mod B) @ir. Ayriga

p .4 a ige arTs 1 (mod p) 0.

|
Dolayisiyla m. =rmotp=13 alinairsa, yukaradaki t23)
kongriansinda m yerine m' yazilirsa kongriuansin sag tarafi
degismez. Bu nedenle

tav—=19 {a®=1)
.Bm'
m' m

.Bm (mod p) yazilabilir.

a (mod p)' ye gbre ilkel kok segilsin. p-1 f m oldufundan

am'-1 = a™-1 = (mod p) olur. Sonug olarak

(mod p) olur.

Bu kez e>1 durumunu inceleyelim: :
Yukaridaki gibi hareket edemeyiz, glunki p ile bdliinebilen
J' 1i terimler kolaylikla yok edilemez. Bu nedenle
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--ot,_l ]a p-«-t_l Ja _]
z Jm—l I -I = Z Jm—l [ -I
=21 L p-*t > | 3=1 L p-*t
pmrE—1 ja 1
o i S e | [241
Jm=12 L p-"'t Jd
yazalim. 2 te & .  Yerine £~3 - 9¥ip  m=1i21 oldugu
hatirlanirsa, o zaman
pERo R atEl) B o wef r ia 1
=pm—1.am—1_z im—-l_l o | (de p-)
m 4 =3 k p--‘-t'—l il
olur. Bu [24] ifadesinde yerine konursa;
ta™-1)Ba pTE=1 roo38 o PR (aP-1)B
o W jm”l.l J+ (mod p™)
m AR e m
tp,37=1
ve
(1-pmid) (5%<1) B« P r ja 1
e R - Jm‘l.l (P A £ J (mbad - P=HI=126 1
m 3= p-*-t
(p,237=1
olur. Eger p | j ve m'sEm (mod #(p=)) ise, 0 zaman
PR tnpd P dir.
Dolayisiyla m'= m (mod &(p*)) olmak ilizere m yerine m'
alinirsa [25] ' in sag tarafi (mod p*)' ye gore dejismez. O

Zzaman ispat igin e=1 halindeki gibi hareket edilebilir.g

Yukaridaki teorem ile verilen kongruanslar Kummer
kongriianslari olarak bilinir. Bu kongrianslarin modern bir
yYorumu asagidaki sekilde yapilabilir:

TOUBY = 52 Ypre Riemann-Zeta fonksiyonu g6zdnune alinsain.

T(s) fonksiyonu s=1 noktasi harig, tim komplex diuizlemde
holomorfik ~bir fonksiyona genisletilebilir ki, s=1' de 1
reziidiild basit bir kutup vardair. Ayraca T(s8) fonksiyonu
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ms

qati=8) = 2,(28) "% cos{ y.re8) . 7i8)

2

fonksiyonel denklemini sagjlar. Riemann-Zeta fonksiyonunun
en onemli 6zelliklerinden biride;
8 —) @ giderken T48) ) © gitmesidir.
T(1-8) gdzbnine alinirsa, bu fonksiyonda
8 — ) ™ giderken T7(8) —> @™ gider.
Yukarida so6zu edilen

ms

T(1—-8) = 2. (28) 5. Co&E Forisy t(s)

2

fonksiyonel denklemi gozéniine alinsain. T fonksiyonunda m
pozitif tamsayisi igin T(m)=m! dir.

m22 ve ¢ift kabul 'edilsin.  Teorem "'1.2'" yl ve ‘yukariadaki
fonksiyonel denklemi birlikte gdzodniine alairsak,

"Bm
TEI=B) & e OUr,
m
Ayrica g*(1-8) = (1-p®J.q*(s) e0larak tanimlansin.
O =zaman
Bm
T*(1-m) = -(1-p™~*)  — oXur.
m
Teorem 3.2'den dolaya
n' EMmeStHoa 8- Lp®)) ise; o0 zaman
TEllIEm ) = Tt (ot mm ) [26]

olur.
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TANIM 3.1

Bir p sabit asal sayisi icin;

“-ord (n-—m)d

d(n,m) = p »

fonksiyonu Z' de Dbir metrik tanimlar. Buna p-adic Metrik
@ai1 veriiir. Bu. méetrikte iki tamsayinan Tarklari p’ nin
yuksek Dbir kuvvetiyle boliuniUyorsa o zaman bu tamsayilara
komsudurlar denir.

TEOREM 3.2

Irreguler asal sayilar kiimesi sonsuz bir kiimedir.
ISPAT

{P,,P2,...,Pa} irreguler asal sayilar kimesi olsun. Bu
kimenin disinda baska < bir:  irreguler - asal saylisinin

bulundugunu ispatlayacagiz.
k&2 ve :n = Kapard). (phildaal (Pexl X i pglsuns

Eéer kiime bog ise n=k alalim. Sonug¢ 1.3' den yaralanarak

k' o . k.[Bn/n|>1 olacak sekilde buyuk segelim.
Bn
Y&t ) >0 olacak sekilde bir p asal saylsi segelim.
= n
Claussen-von Staudt'tan dolayy p-1 f n seklindedir.
Dolayisayla i = 1,2, ...,8 icin.p # ps+ olur. Ayraca p#z = s

P' nin irregquler oldugjunu gosterecegiz.

eklindedir. O

n = m(mod p=1) olsun. ‘Barada 0 S m - p=1"9
2 < m £ p-3 seklindedir.

Zzaman m # 0 ve gifttir. Dolayisayla
Kummer kongiiranslaraindan dolayi

Ba Bm
= (mod p) dir.
n m '
Bm
ord ( ) = ord Bm >0
» m r

sonucu gikar. Bu da p' nin irreguler oldufjunu gosterir.
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