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OZET

Serbest ucunda darbe yiikii etkisindeki iki farkli malzemeden yapilmis konsol bir kirigin
serbest ucundaki cevaplar incelenmistir. Kiris harmonik bir fonksiyon ve yanal {iggen bir
darbe yiikiiniin carpimi ile uyarilmigtir.

Cevaplarin incelenmesinde ii¢ yontem kullanilmistir. Birinci yontemde sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak kiitle, soniim ve rijitlik matrisleri olusturulmus, daha sonra bu matrisler
kullanilarak frekans tanim alanindaki klasik dinamik rijitlik matrisi elde edilmistir. Ikinci
yontemde ise yukarida sozii edilen sonlu elemanlar yontemi ile elde edilmis olan ve i¢inde
kiitle matrisi, sontim matrisi, rijitlik matrisi, ylik vektorii ve bilinmeyen vektoriinii bulunduran
hareket denklemleri zaman tanim alaninda dogrudan integrasyon yontemlerinden biri olan
Newmark yontemi ile ¢ozlilmiistiir. Spektral eleman yontemi diye bilinen {igiincii yontemde
once bir kirig parcasinin yonetici homojen diferansiyel denklemi i¢in kesin ¢oziim elde
edilmis, daha sonra bu kesin ¢oziimden faydalanilarak spektral eleman dinamik rijitlik matrisi
elde edilmistir. Birinci ve li¢lincli yontemlerde, yiik sayisal Fourier doniisiimii ile frekans
tanim alanma donistiirilmiistiir. Daha sonra frekans tanim alaninda elde edilen ¢oziimler
sayisal ters Fourier doniisiimii kullanilarak zaman tanim alanina doniistiirilmiistiir.

Birinci ve tligiincii yontemlerde sadece rijitlik matrislerinin elde edilis yolu farkli olup bunun
disinda her iki yontemde izlenen ¢oziimleme yolu aynidir: Yani frekans tanim alaninda ¢6ziim
bulunup zaman tanim alanina ters sayisal Fourier doniisiimii ile gegilir.

Yukarida sozii edilen ili¢ yontem igin ¢oziim algoritmalar1 olusturulup programlama
MATLAB paket program ile yapilmistir. Ozel durum olan tek malzemeli kiris igin her ii¢
yontemin sonuglart elde edilmis ve karsilastirilmistir. Farkli malzeme durumu i¢in sadece
ikinci yontem kullanilarak sayisal sonuglar elde edilmistir.

Sayisal incelemelerde farkli eleman nedeniyle ilave dalgalarin ortaya c¢iktigi goriilmiistiir.
llave dalgalar ile farkli malzemenin konum ve fiziksel &zellikleri arasindaki iliskiler
saptanmaya calisilmistir. Bu kapsamda farkli malzemenin konumu ve boyunun tespit
edilebildigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konsol bir kiriste dalga yayilimi, ilave dalga, Fourier doniisiimii,
spektral eleman yontemi, zaman tanim alaninda dogrudan integrasyon, Newmark Metodu
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ABSTRACT

Responses of the free end of a cantilever beam made of two different materials under the
effect of an impact force. The beam was excited by a transverse triangular force impulse
modulated by a harmonic motion.

Three methods are used for investigating the responses. Mass, damping and stiffness matrices
are obtained by using finite element method and then by using these matrices classical
dynamic stiffness matrix is obtained. In the second method, motion equations consisting of
mass matrix, damping matrix, stiffness matrix, load vector and unknown vector which are
obtained by the finite element method mentioned before are solved in the time domain by
using Newmark direct integration scheme. In the third method which is known as spectral
element method, governing homogeneous differential equation for a beam part is solved
exactly and then by using this solution dynamic stiffness matrix for a spectral element is
obtained. The load is transformed into frequency domain numerically by using the discrete
Fourier transform technique. Then the solution obtained in the frequency domain is
transformed in the time domain numerically by using inverse discrete Fourier transform
technique.

In the first and third methods, the only difference is in obtaining the stiffness matrices and
apart from that the solution algorithm in the two methods is the same: Namely the solution is
obtained in the frequency domain and then it is transformed into the time domain by using
inverse discrete Fourier transform technique.

Solution algorithms for the three methods mentioned above are made and they are
programmed by using Matlab packet programme. The results of the three methods for the
special case, a beam which is made of only one material, are obtained and compared with
each other. Only the second method is used for obtaining the numerical solutions of a
cantilever beam made of two different materials.

It is seen in the numerical investigations that because of two different materials, additional
secondary waves appear between the primary waves. The relations between additional waves
and location and physical properties of the additional secondary waves are found. It is proved
that the location and length of the different material can be obtained by investigating the
additional secondary waves.

Keywords: Wave propagation in a cantilever beam, Additional wave, Fourier transform,
Spectral element method, Direct time integration, Newmark method.
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1. GIRIS

1.1 Konuya lliskin Calismalar

Yillar boyu yapilan arastirmalar, géz Oniine alinan bir parca boyunca olusan elastik dalga
yayilimindaki anormallikleri analiz etmeye dayanmustir. Hasar tespit sistemleri, malzeme
siireksizliklerinin katilardaki elastik dalgalarin yayilimini etkiledigi gercegine dayanmaktadir.
Hasara en duyarli kavram olan dalga frekanslar1 yapinin, malzemenin ve hasarin ¢esidine
baglidir. Kiigiik yorulma hasarlarinin belirlenmesi ¢ogu klasik hasar tespit metotlar1 i¢in zorlu
bir gorevdir. Kiiciik hasarlarin tespitinde geleneksel metotlar etkisiz kalirken bu hesaplarda
yiiksek frekansli uyarimlar gerekmektedir. Coziilmiis bir problemin dogrulugu uzaysal sonlu
eleman ayriklastirmasina baglidir. Sonlu elemanlarin birlestirilmesiyle yiiksek titresim
modlarina ulasilmasinin ¢ok karsilan bir durum oldugu asikardir ¢iinkii bu sekilde yapisal
stireksizlikler araciligiyla dalga hareketinin etkilerini yakalamak miimkiindiir (Palacz vd.,
2005). Bu durum, ¢6ziim islemi zaman harcayan tek boyutlu (1D) yapilar icin bile bizi biiyiik

boyutlu esitlikler sistemine gotiiriir.

Son birka¢ yildir elastik dalga yayilimi igin bir¢ok niimerik algoritma ve teknik
gelistirilmistir. Bu teknikler sonlu farklar metodu (FDM) (Hackbush, 1985; Orkisz, 1989),
sonlu eleman metodu (FEM) (Zienkiewicz, 1989; Reddy, 1993), sinir eleman metodu (BEM)
(Brebbia vd., 1984), spektral eleman metodu (SEM) (Patera, 1984; Doyle, 1997; Palacz vd.,
2005) ve kiitle-yay kafes modelleri (MSLM) (Delsanto vd., 1998). Dalga etkilesiminin hasar
ile modellenmesi literatiirde nispeten daha az yer bulmustur. Dalga etkilesimi problemleriyle

ilgili ¢ogu uygulama sonlu elemanlar tabanl yaklagimlardir (Staszewski, 2005).

Spektral analiz, dinamik ¢oziimii farkli frekanslardaki ¢6ziim serileriyle temsil eden bir
metottur (Lakshmanan vd., 1997). Spektral eleman metodu bu ¢oziimleri dinamik rijitlik
iliskileri olarak tekrar formiile ederek sonlu eleman metoduna benzer bir tarz ile uygulanabilir
kilar. Spektral eleman metodu bircok kullanigh 6zellige sahiptir. Baslangi¢ 6zellikleri kesin
olarak belirlendikten sonra genis alanlari modellemek i¢in az sayida eleman gerekir.
Genellestirilmis diiglim noktalarina sadece yapisal siireksizliklerin oldugu yerlerde ihtiyag
vardir. Farkli kalinlik ve malzeme &zelliklerine sahip bir¢ok spektral eleman birleserek bir
yaptyt modelleyebilir. Uygulanan herhangi bir yik i¢in ¢0ziim genellestirilmis yer
degistirmeler cinsinden elde edilir. Bu islemlere birincil islemler adi verilirse daha sonra
herhangi bir uygulanan kuvvet i¢in hiz, ivime, sekil degistirme ve gerilme hesaplar1 goreceli

olarak maliyeti daha diisiik olan ikincil islemlerle bulunabilir. Spektral eleman metodu bir



yapinin frekans cevap fonksiyonunu dogrudan hesaplar ve bu yolla elde edilen ilave bilgi
serbest titresime dayali modal metotlar ile dogrudan integrasyona dayali zaman tanim alani
metotlar1 arasindaki boslukta bir koprii olusturur (Doyle, 1997). Spektral elemanlar ayrica
kuvvetlerin belirlenmesi gibi ters problemlerin ¢oziimiinde de kullanilir. Sonug olarak,
cOziilecek ana problem son derece kiigiiktiir ve verilerden bagimsiz bir tarzda c¢ok kez
tekrarlanabilir. Bu durum spektral eleman metodunun bilgisayarlarda ¢oziilebilen en uygun

metot olmasini saglar.

Literatiirde belirtilen iki farkli spektral eleman yaklasimini ayirt etmek gereklidir. Bunlardan

ilki hizli Fourier doniisiimleri (FFT) tabanl digeri ise zaman tanim alani tabanli metottur.

FFT tabanli bir¢ok frekans tanim alan1 metodu arasinda, spektral eleman metodu (SEM) dalga
yayilimi modellemesi icin en etkin sayisal aragtir. Cubuk, kiris ve plaklarin hasarsiz spektral
modelleri Doyle (1997) tarafindan incelenmistir. Doyle (1997), kitabinda hizli ayrik Fourier
doniisiimleri kullanarak spektral analiz ile yapilardaki dalga yayilimini incelemistir. Ozellikle
kirisler i¢in spektral rijitlik matrislerini olusturmus ve klasik dinamik rijitlik matrisi ile
spektral rijitlik matrisini karsilastirmistir. Ayrica enine ve boyuna dalga yayilimiyla ilgili
ornek coziimler sunmustur. Catlak bir kiris elemaninin spektral modelinin incelemesi Palacz
vd. (2002) tarafindan sunulmustur. Sunulan bu model ¢atlagin kesin yerini belirlemede dalga
yayllimiin kullanilmasina olanak verir. Catlamis bir spektral Bernoulli-Euler kirisi ise
Krawczuk (2002) tarafindan spektral eleman yontemi ile incelenmistir. Sonlu elemanlar
metoduyla modellenen, catlak iceren bir Timoshenko kirisinin modeli ise Krawczuk (1992)
tarafindan olusturulmustur. Yanal agik ve ilerlemeyen bir catlak igeren sonlu spektral
Timoshenko kirisi eleman1 Krawczuk (2002) tarafindan sunulmustur. Bu calismada ¢atlagin
yerini ve boyutunu belirlemede modal analiz yontemleri uygulanmistir. Kudela vd. (2006),
Patera (1984) tarafindan belirtilen ikinci yaklagima ait bir ¢alismay1 spektral sonlu elemanlar
(zaman tanim alani metodu) ile modelleyerek tek boyutlu yapilardaki dalga yayilimini
incelemistir. Niimerik analizler sonucu elde edilen sonuglar klasik sonlu eleman yaklasimiyla
elde edilen deneysel sonuglar ile karsilastirilmistir. Ostachowicz vd. (2003) kiris tipi
yapilardaki kiigiik tabakalanmalar1 belirlemede kullanilabilecek bir dalga yayilimi metodu

sunmustur. Goz Online alinan kirig spektral sonlu elemanlar ile modellenmistir.

1.2 Cahsmanin Amaci

Calismada serbest ucunda darbe yiikii etkisindeki iki farkli malzemeden yapilmis konsol bir

kirigin serbest ucundaki cevaplar incelenecek, farkli malzemenin konumunun ve fiziksel



Ozelliklerinin, farkli malzeme olmasi1 durumunda ortaya ¢ikan ilave dalgalari nasil etkiledigi,
konum ve fiziksel Ozelliklerle ortaya ¢ikan ilave dalgalar arasinda hangi iliskiler oldugu

belirlenmeye calisilacaktir.

Dalga yayilimimin incelenebilmesi i¢in sonlu elemanlar yontemi ve spektral eleman yontemi
kullanilacaktir. Bilindigi gibi spektral eleman ydnteminde bilinmeyen sayisini minimuma

indirgemek miimkiin olmaktadir.

Sonlu elemanlar yontemi zaman tanim alaninda, dogrudan integrasyon yontemlerinden biri
olan Newmark Metodu ile birlikte kullanilarak problem incelenecektir. Bu yol en sade ve en
dogrudan yoldur. Bunun yaninda, yine sonlu elemanlar yonteminin kullanimiyla, frekans
tanim alaninda klasik dinamik rijitlik matrisi elde edilerek, doniisiim yontemlerinden biri olan
sayisal Fourier doniisiimii ve sayisal ters Fourier doniigiimii ile birlikte ele alinan probleme
iligkin ¢6ziim bagintilar1 elde edilecektir. Ayrica, bir diger ¢oziim yolu olarak bilinmeyen
sayisint minimuma indirgeyen spektral eleman yontemi ile ilgili bagintilar ¢ikarilacak,
spektral eleman yonteminin kullanimi i¢in gereksinim duyulan doniisiim yontemlerinden biri
olan sayisal Fourier doniisiimii ve sayisal ters Fourier doniisiimiiniin kullanimiyla problemin

nasil incelenebilecegi irdelenecektir.

Spektral eleman yontemi ile sadece bir adet ¢6zliim yapilacak ve bu ¢6ziim sonlu elemanlar
yontemiyle zaman tanim alaninda yapilan ¢oziimle karsilastirilacaktir. G6z Oniine alinan
problem igin her iki ¢6ziim de ¢ok iyi bir uyum iginde olduklarindan daha dogrudan ¢éziim
verdigi i¢in sayisal sonuglar sadece sonlu elemanlar yontemi ile birlikte zaman tanim alaninda
dogrudan integrasyon yoOntemlerinden biri olan Newmark metodunun kullanimiyla

incelenecektir.

Frekans tanim alaninda sonlu elemanlar yonteminin kullanimiyla elde edilen yontemin ¢6ziim
mantig1 spektral eleman yontemi ile yapilan ¢6ziim mantigmin aynisi olup bu ydntemin
kullanimi durumunda ¢o6ziime dogrudan olma, agiklik ve kolaylik gibi 0Ozellikler
getirmemekte, ayrica spektral elemana gore bilinmeyen sayist da, ayni zaman tanim
alanindaki ¢6ziim gibi, ¢ok fazla olmaktadir. Bu nedenle klasik dinamik rijitlik matrisinin
sonlu elemanlar yontemi yardimiyla frekans tanim alaninda elde edilmesi ve doniisiimler ve
ters dontisiimlerle problemin ¢éziimiine ait bagintilar verilecek ve fakat sayisal ¢oziimler bu

¢Ozlim yolu ile gerceklestirilmeyecektir.



2. PROBLEMIN TANITIMI

Bu caligsmada, serbest ucunda darbe yiikii etkisi olan homojen olmayan bir konsol kiristeki
dalga yayilimi ve yansimasi incelenmistir. Homojen olmama durumu, belirli bir kisimdaki
kirts malzemesinin elastik  6zelliklerinin  diger kisimlarindan farkli  olmasindan
kaynaklanmaktadir. Kiris malzemesi viskoelastik olarak dikkate alinmig malzeme igin

Kelvin—Voigt modeli kullanilmigtir.

Calismada darbe yiikiinlin etkidigi ucta cevaplar (yer degistirme, hiz veya ivme) dlgiilerek,
homojen olmayan kismin fiziksel 6zelliklerinin ve boyutunun séz konusu uctaki cevaplar
tizerindeki etkileri arastirllmaktadir. Sonlu elemanlar yontemi ve Lagrange esitlikleri
kullanilarak problem, cebrik esitlikler sistemine indirgenerek zaman tanim alaninda dogrudan
¢coziim yontemi olan Newmark metodu ile c¢oziilmiistir. Ele alinan sistemin ¢6ziimii

Bernoulli—Euler kiris teorisine dayanilarak yapilmistir. Bu amagla agikligt L=2m., kesit
yiiksekligi h=0,04m. ve kesit genisligi b=0,02m. olan bir ucundan ankastre mesnetli
konsol bir kiris Sekil 2.1 de gosterilmistir. Bu kiris ikisi ayn1 biri farkli elastisite modiiliine
(E) sahip 3 boliimden olusmaktadir. a ve ¢ bolgelerinin elastisite modiilleri E, = 72.7€9 N/m’
olarak alinmistir. Birim hacmin kiitlesi her boliimde birbirine esit degerde olup
p =2700kg / m” olarak alinmistir. Kiris sonlu elemanlarla detayli bir analiz yapilmasi ve rahat
boliimleme yapilabilmesi icin 100 pargcaya bdliinmiistiir. Bu durumda her bir elemanin

uzunlugu 2 cm olmaktadir. Kirisin serbest ucundat =0,0925x107 sn (0.0925ms) siiresince

etki eden bir F (t) darbe yiikii bulunmaktadir. Yanal darbe yiikii Sekil 2.2 de gériilen tiggen

F(t)
"Il C TbT 1
— 7 = — 7k
y —>
) L=2m b
v
W

Sekil 2.1 Ankastre mesnetli konsol kiris



bir yilik (signal) ile bu {iggen yiikiin etkime siiresinin 1/10 u periyoda sahip bir siniis

dalgasinin ¢arpimidir. (Ostachowicz ve dig.)

Problemde, b bdlgesinin ¢esitli fiziksel ve geometrik 6zelliklerinin yiikiin bulundugu uctaki
cevaplar iizerinde etkisini incelemek i¢in b bolgesinin fiziksel Ozellikleri ve uzunlugu
degistirilmigtir. Degistirilen bliylikliikler elastisite modiilii, farkli malzemenin konumunu
belirleyen baslangic ve bitis yeridir. Farklt malzemenin uzunlugu baslangic ve bitis
koordinatlarinin farki olarak alinmustir.

F(N)
1 T T T T T T T T T
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Sekil 2.2 Zaman tanim alaninda uyarici darbe ylikiiniin sekli



3. HAREKET DENKLEMLERININ SONLU ELEMANLAR YONTEMIYLE
CIKARILMASI

3.1 Klasik Dinamik Rijitlik Matrisinin Kullanimiyla Frekans Alaninda Co6ziim

Sonlu elemanlardan olusan bir sistemin lineer dinamik cevabini belirleyen hareket denklemi

bilinmekte olup Kocatiirk vd.(2005) taratindan (3.1) esitliginde verilmistir.
[K{w}+[Cl{w}+[M]{w} = {F} (3.1)
Burada [K],[C] ve [M] strastyla rijitlik, soniim ve kiitle matrisleri, {F} dis ylk vektori,

{W},{V’V} ve {W} ise sirastyla yer degistirme, hiz ve ivme vektorleridir. (3.2) esitliginde

gosterildigi gibi yer degistirme uzay ve zaman bagimli olarak bilesenlerine (degiskenlerine)

ayrigtirtlmis olsun:
{w} ={w}-e" (3.2)

Yer degistirme ifadesinin gerekli tiirevleri alinarak (3.2) ifadesi ve tiirevleri (3.1) de yerine

konursa izleyen (3.3) esitligi elde edilir.

(K@} - +io[C]{W} - -’ [M]{W)}-e = {F}-e"" (33)
Gerekli sadelestirmelerden sonra (3.3) ifadesi izleyen formu alir:
[K]+io[C]-0*[M]l{w} ={F} — [K]{w}={F} (3.4)

Burada [IZ] ifadesi klasik dinamik rijitlik matrisidir.

3.2 Zaman Tanim Alaninda Dogrudan Coziim
[ {w(o)} +[C){w(o)} [ (e)} = [F (1) 6:5)
Burada {W(t)} = {A(t), B(t), C (t), a; (t)}T , [K] sistem rijitlik matrisi, [C] sOniim matrisi,

[M] kiitle matrisi, {F(t)} zamana bagl olan yiik vektdriidiir. (3.5) ile verilen hareket

denklemindeki matrislerin boyutu EBKT icin (2N +3)x (2N +3) diir.

(3.5) esitligi ile verilmis olan hareket denklemi zaman tanim alaninda (adim-adim)



Newmark’in ortalama ivme yontemiyle ¢oziilmiistiir. Ortalama ivme yonteminde kullanilan

parametreler asagida verilmistir:

a,=—— a=-2_ a=—— a-2 1 a=2"11
O aAt? T oaat’ Tt oaat’ C 2a Y o«
a:%(g‘z} a,=At(1-8); a,=JAt (3.6)

Burada 6 =0.5, a=0.25 dir. Ortalama ivme yontemi kullanilarak (3.5) ile verilen dogrusal

diferansiyel denklem sistemi izleyen sekilde dogrusal bir cebrik denklem sistemine indirgenir:
[K]{W}m :{If}i, i+1 (3.7)

Burada i+1 alt indisi t=t

i+1

zamanint gostermektedir. [K] etkili rijitlik matrisi, {If}

i,i+l

etkili yilik vektoriidiir ve izleyen sekilde verilmektedir:

[K]=[K ]+a,[M]+a,[C] (3.8)

{F i ={F i, +IM1(a, {w}, +a, {W}, +a, {W},)+[C](a, {w}, +a, {W}, +a, {W},) (3.9)

(3.7) ile verilmis olan denklem dogrusal bir cebrik denklem sistemi olup, t=t,, anindaki
genellestirilmis yer degistirme vektorii {w } ., izleyen sekilde bulunur:
{W}i+1:[K]_l'{lf}i,i+1 (3.10)

t=t

i+1

anindaki genellestirilmis yer degistirme vektori bulundugunda, ayni andaki

genellestirilmis ivme {W} ve hiz vektorii {W} ise izleyen sekilde elde edilir:
Wi, =a,({w},, —{w};)—a, {Ww}; —a, {w}, (3.11)

(W}, = (W), +a, (W), +a, (W) (3.12)

i+1

(i+1). zaman adiminda elde edilen yer degistirme, hiz ve ivme degerleri bir sonraki zaman
adiminin baglangic degerleri olarak alinarak ayni islemler (i+2). zaman adimi igin

tekrarlanir. Hareket denkleminin ¢6ziim asamalarini daha iy1 kavrayabilmek i¢in izleyen akis

diyagrami verilmistir.



3.2.1 Hareket Denkleminin Céziimii icin Akis Diyagramm

3.2.1.1 Baslangi¢c Hesaplamalar

1) [K], [C] ve [M] matrisleri hesaplanir.

2) Newmark’in ortalama ivme yontemi i¢in gerekli parametreler segilir.
3) Etkili rijitlik matrisi [K] hesaplanir.

[K]1=[K ]+a,[M]+a,[C] (3.13)

4) At zaman adimu segilir.

5) Baslangi¢ kosullart belirlenir. S6z konusu kiris, darbe yiikii etkimeden once siik(inette
oldugu i¢in baslangi¢ yer degistirmesi, ivmesi ve hiz1 sifirdir. Baslangi¢ kosullar1 izleyen
sekildedir:

{w}=0, {w}=0, {w}=0 (3.14)
3.2.1.2 Her Bir t=t,,, Zaman Adim i¢cin Hesaplamalar

1) Yiik vektori {F} ve etkili ylik vektorii {If} hesaplanir.

(F 3 ={F b +IM1a, (W), +a, (W), +a, (W}, ) +[C1(a, {w}, +a, {W}, +a, {W},)(3.15)

2) t=t,, anindaki genellestirilmis yer degistirme vektorii {w }, , hesaplanir.

Wiy =K1 {F ) (3.16)
3) t=t,, anindaki genellestirilmis ivme ve hizlar hesaplanir.

(W}, =2, (W), —{W),)—a, (W}, —a, (W}, (3.17)

(Wi, ={W} +ag{w}; +a, {w} (3.18)

i+1

(i+1). zaman adiminda elde edilen genellestirilmis yer degistirme, hiz ve ivme degerleri bir

sonraki adimin baglangi¢ degerleri olarak alinarak ayni islemler tekrarlanir.



4. HAREKET DENKLEMLERININ SPEKTRAL ELEMAN YONTEMIYLE
CIKARILMASI

Kelvin-Voigt modelinin goz oniine alindig1 bir viskoelastik malzeme i¢in biinye iliskileri

izleyen formdadir:

o, =Eg +cé, :—Ey%—cy% (4.1a)
OX OX
o'W o’'w
o, =-E —-C 4.1b
" Vor Y oca (4.10)
Yukaridaki biinye iligkileri kullanilarak herhangi bir kesitteki moment ifadesi
M = [ -Ey’ OW o W hip (4.22)
\ ox’ ox>ot '
2 3
M=gl W, o W (4.2b)
OX ox~ot

seklini alir. G6z Oniine alinan A X boyundaki bir kiris parcast i¢in diisey hareket denklemi

izleyen sekilde elde edilir:

2
q(X)Ax=V +V +AV = pAAX gt\;v (4.3a)
o’'w
q(x)Ax+AV = pAAX e (4.3b
AV o’w
X)+—=pA 4.3

A(x)+— - =PA=s (4.30)
Limitte

oV o’w

= pA T —q(x 44
o~ PAee I (4)

elde edilir. AX boyundaki parca i¢in, donme eylemsizliginin ithmal edilmesi durumundaki

donme hareketi denklemi

~M +M +AM +Ax(V +AV ) =0
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AM +Ax(V +AV ) =0

AA—M+V +AV =0 — AV, V nin yaninda ihmal edilirse

X

AM

—=-V 4.5
A (4.5)

olur. Limitte

dM

—_— =V 4.6a

Ix (4.62)
d—M +V =0 (4.6b)
dx

elde edilir. Yukaridaki (4.6b) ifadesinin X e gore bir kere daha tiirevi alinirsa

M dv

+—=0 4.7
dx*  dx &7

elde edilir. Burada ((11—\/ ’in (4.4) formiiliiyle verilen esdegeri yerine konulursa
X

d’M o°w
A —q(x)=0 (4.8)

elde edilir. Moment ifadesinin (4.2b) ile verilen esdegerinin X e gore iki kere tilirevinin
alinarak (4.8) de yerine konmasi
o'w o°w o’w

El +cl +pA =q(X 4.9
ox* ox*ot p a(x) (4.9)

diferansiyel hareket denklemini verir. ¢ =7E tanimlamasi yapilirsa (4.9) ifadesi izleyen sekli

alir;

4 5 2
O e W 5n %Y _g(x) (4.10)

El
ox* ox‘ot

Yayih yiikiin sifir olmasi durumundaki homojen diferansiyel denklem izleyen sekildedir:
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o'w o’w o’'w
v +77Elax4at+pA e =0 (4.11)

El

Bu diferansiyel denklemin spektral formda yazilabilmesi i¢in degiskenlerine ayirma yolu ile

hareket edilebilmesi i¢in ¢oziim
w(x,t)=w(x)e'"" (4.12)

formunda alinir ve gerekli ara islemlerden sonra (4.11) homojen denklemi spektral formda

izleyen sekilde elde edilir:

d'w . d'W pAw’
+nlw - w=0 4.13a
xRN (4.132)
. d'W pAw’ _
1+7niw — Ww=0 4.13b
(1+7 )dx“ El ( )
4 2
dW__pAo__5_g (4.13¢)
dx (1+77|a)) El
Burada
2
pro | LAY (4.14)
(1+7iw)El

tanimlamasi yapilirsa (4.13c) denklemi

d*'w

o - =0 (4.15)

olarak elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢6zimii

W(x)=Ae "+ Be ™ +Ce”* + De” (4.16a)
A A

{V_V} _ {e—iﬁx e /x  @ibx eﬂx} B _ {N}T B (4.16b)
C C
D D

(N} ={e? e/ &7 e (4.16¢)
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formundadir. Euler-Bernoulli kirisi i¢in yer degistirmenin X e gore tlirevinin donmeyi verdigi
bilinmektedir. Bu durumda (4.16a) ifadesinin X e gore tiirevi
dW . —iBx i S ipx Bx
¢(x):d—:—|ﬂAe — fBe " +ipCe’* + pDe (4.17)
X
olarak elde edilir. Yukarida goriilen A, B, C, D integrasyon sabitleri g6z oniine alinan kirig
parg¢asinin u¢ yer degistirmeleri cinsinden ifade edilmek istensin. Bu durumda ug¢ yer

degistirmeleri ile s6z konusu sabitle arasinda izleyen iliski elde edilir:

_(O) W, 1 1 1 1 A
#(0)| |4 | | -8 -B ig B ||B
w(L) B W, | et o fL et ot e (4.18)
¢( L) ¢2 | _iﬂe*i/ﬂ- _ﬂefﬂL iﬁe‘ﬂL ﬁeﬁL D

Gfl

Yukaridaki (4.18) ifadesinde goriilen katsayilar matrisi [G]f1 olarak tanimlanirsa, aranan

sabitler u¢ yer degistirmeleri cinsinden izleyen sekilde elde edilir:

A W,
B ?
c =[G] @, =[G J{u} (4.19)
D 2

w(x)={N} [G]{u} (4.20)
elde edilir. Donme ifadesi ise, bazi ara islemlerden sonra izleyen formda elde edilir:
#(x)={N} [L][G]{u} (4.21a)

[L]=diag(-ip -p i PB) (4.21b)

Donme eylemsizliginin ihmal edilmesi durumunda frekans tanim alanindaki kesme

kuvvetinin ve momentin
V(x)=—EIW"; V(x,t)=V(x)e" (4.22a)

M (x)=—EIW; M (x,t)=M (x)e'" (4.22b)
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oldugu bilinmektedir. (4.21a) ifadesinin X e gore birinci ve ikinci tlirevleri alinip sirasiyla
(4.22a) ve (4.22b) de yerine konmasi sonucu kesme kuvveti ve moment ifadeleri izleyen

sekilde elde edilir:

V(x)=-El g;f =—EI{N"} [L][G]{u} (4.23a)
M(x):—EI%:—EI{N'}T[L][G]{u} (4.23b)

Uclardaki kesme kuvvetleri ve momentlerle yine uclardaki yer degistirmeler arasinda, (4.23a)

ve (4.23b) ifadelerinden yararlanilarak izleyen ifade elde edilir:

\7_(0) W,
o enIel <[k (4240
M(L) 2
—E1{N"(0)}' ]
| BN
[oN]= e N (L)) (4.24b)
SENN'(L))

{N}T :{e—iﬁx e—ﬂx eiﬂx eﬂx}
(N ={-ipe ™ —pe’ e pe} > (4.24c¢)
{Nn}T _ {_ﬂze—iﬂx ﬂze—ﬂx _ﬂzeiﬂx ﬂzeﬁx}

(NO) =0 111
IN(O) ={-ip - iB B . (4.244)
O A

{N(L)}T:{e’iﬁL e/t et ety )
IN(L)} ={-ige™ —pe’t et peit} \ (4.24¢)
{N”(L)}T:{—ﬂze"ﬂL ple’t —pre’t ﬂze“}
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(4.24c-e) ifadelerinin (4.24b) de agik olarak yerine yazilmasi ve daha sonra (4.24b) nin

(4.24a) da yerine yazilmast ile izleyen spektral eleman dinamik rijitlik matrisi elde edilir.

EI B —El1 El B —El1 5

. —-Elip -Elp Elip Elp _ 475
K] g pem rgen _grgon g1 gen [HICI=[ONILILC] (4.25)

Elipe’ Elge”" -Elipe’" —Elpe’*
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5. SAYISAL HESAPLAMALAR

5.1 Spektral Dinamik Rijitlik Matrisi Kullamlarak Sayisal Hesaplamalar

Dordiincii boliimde verilen (4.24a) ifadesi kullanilarak, sonlu elemanlar metodunda yapilan
birlestirme isleminde oldugu gibi sisteme ait spektral dinamik rijitlik matrisi elde edilir. Daha
sonra Boliim 2 de belirtilen dis yiiklemeler (Sekil 5.1) ile sistem diiglim noktalar1 arasindaki
iliski kurulur ve bu iliski sonrast bulunan diigtimlerdeki yiike iliskin biiytikliikler frekans
tanim alanina donilistimi yapilir. Frekans tanim alaninda elde edilen spektral denklem
sisteminin ¢Oziimii sonucu frekans tanim alanindaki donmeler, yer degistirmeler, hizlar ve
ivmeler bulunur. Frekans tanim alanindaki bu biiyiikliiklerden sayisal ters Fourier ¢éziimii ile
zaman tanim alanindaki yer degistirmeler, hizlar ve ivmeler elde edilebilir.

F(N)
1 T T T T T T T T

0.8 1 -

06} L o, |

B

0.4r-

0.2 -

0 -

-0.21 -

-0.4F -

-0.6 ]

08+ _

-1 | | | | | | | | | |

0 02 0.4 06 0.3 1 12 1.4 16 1.8 2
x10° t(s)

Sekil 5.1 Zaman tanim alanindaki yiik fonksiyonu

Zaman tanim alanindaki dogrudan ¢o6ziimde kiris i¢in tek malzeme alinarak elde edilen
sonuclarla karsilastirmak i¢in spektral analiz yonteminde de tek malzemeli kiris gz Oniine

almmistir. Bu durumda bilinmeyen sayisi, ankastre mesnetteki sifir degerli ¢okme ve donme

cikarildiktan sonra ve diigiim sayisi eleman sayisinin bir fazlasi oldugundan, 2 x (1 + 1) -2=2

olmaktadir. Bu durumda frekans tanim alaninda ¢6ziim i¢in (4.24) ifadesi dogrudan

kullanilmig ve sayisal ters Fourier ¢oziimii ile zaman tanim alanina geg¢ilmistir. Frekans tanim
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alanindaki yiik (Yiikiin Fourier doniismiisii), frekans tanim alanindaki yer degistirme ve
sayisal ters Fourier doniisiimii ile elde edilen zaman tanim alanindaki yer degistirme sirasiyla

Sekil 5.2(a), Sekil 5.2(b) ve Sekil 5.2(c) de verilmistir.

F(N)
x10°
25 T T T
C] b a FO
l 11
— U —
2 i L=2m. I, ]
!
1.5 -
1 [ -
05k .
| | | |
% 1 2 3 4 5 6
x 10°
w(rad/s)

Sekil 5.2(a) Frekans tanim alanindaki yiik fonksiyonu (Yiikiin Fourier doniismiisii)

W, (m)
-15
8x‘IO
T T T T . [‘; . F(t) T
) T1
= 7/ S —
y L=2m. [
6- ! .
4+ |
2 - —
. | | | | |
00 1 2 3 4 5 6
x10°
w(rad/s)

Sekil 5.2(b)  Frekans tanim alanindaki yer degistirme
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. | | | | | | | | | |
80 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

x 107 t(s)

Sekil 5.2(c) Zaman tanim alanindaki yer degistirme

Burada dikkat edilmesi gereken durum, yiikiin dikkate alinan siirenin tam ortasinda etkimesi

gerektigidir. Bu durum Fourier doniisiimlerinin dogas1 geregi yapilmalidir.

5.2 Klasik Dinamik Rijitlik Matrisi Kullanilarak Sayisal Hesaplamalar

Ugiincii boliimde verilen (3.4) ifadesindeki dis yiikiin Fourier déniismiisii olan F sayisal
Fourier doniisiimii frekans tanim alaninda elde edilir. Frekans tanim alaninda elde edilen (3.4)
denklem sisteminin ¢oziimii sonucu frekans tanim alanindaki donmeler, yer degistirmeler,
hizlar ve ivmeler bulunur. Frekans tanim alanindaki bu biiyiikliikklerden sayisal ters Fourier

¢Oziimii ile zaman tanim alanindaki yer degistirmeler, hizlar ve ivmeler elde edilebilir.

Burada zaman tanim alaninda dogrudan ¢o6ziim ile karsilastirma amagli olarak yapilan
¢oziimde kiris 100 elemana boliinmiistiir. Bu durumdaki bilinmeyen sayisi, ankastre

mesnetteki sifir degerli cokme ve donme c¢ikarildiktan sonra ve diigiim sayist eleman sayisinin

bir fazlasi oldugundan, 2x(100+1)—2=200 olmaktadur.

Frekans tanim alanindaki yiik (Yikiin Fourier doniismiisili), frekans tanim alanindaki yer
degistirme ve sayisal ters Fourier doniisiimii ile elde edilen zaman tanim alanindaki yer

degistirme sirasiyla Sekil 5.3(a), Sekil 5.3(b), Sekil 5.3(c) de verilmistir.



18

FN)
2510 : S | .
l 1
e V=]
2_ l L=2m. I, —
1.5 .
1_ —
0.5F .
| |
% 3 4 5 6
x10°
w(rad/s)

Sekil 5.3(a)

W01 (M)

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

x10*

Frekans tanim alanindaki yiik fonksiyonu (Yiikiin Fourier doniismiisii)

Sekil 5.3(b)

Frekans tanim alanindaki yer degistirme

6

x10°
w(rad/s)
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=< A A

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 16 1.8 2
x10° t(s)

Sekil 5.3(c) Zaman tanim alanindaki yer degistirme

Spektral analizde oldugu gibi burada da yiik dikkate alinan siirenin tam ortasinda etkimelidir.

5.3 Zaman Tanim Alaninda Dogrudan Coziim ile Sayisal Hesaplamalar

Zaman tanim alanindaki sayisal hesaplamalar Newmark’in ortalama ivme yontemi
kullanilarak yapilmistir. Daha 6nce de belirtildigi gibi (3.5) esitligi ile verilen zamana bagl
diferansiyel denklem sistemi ortalama ivme yoOntemi kullanilarak cebrik bir denklem

sistemine indirgenmis olur. Elde edilen bu denklem sistemi ¢oziilerek t=t,, anindaki

genellestirilmis yer degistirme, hiz ve ivme degerleri bulunur. Bulunan bu degerler bir sonraki
analiz i¢in baslangi¢ degerleri oldugundan g6z Oniine alinan zaman siiresince bu iglemler

tekrarlanir.

Burada klasik dinamik analiz ve spektral analiz ile karsilastirma amagli olarak yapilan
¢oziimde kiris tek malzeme olarak alimmis ve klasik dinamik analizde oldugu gibi 100
elemana bolinmiistiir. Bu durumdaki bilinmeyen sayisi, ankastre mesnetteki sifir degerli

¢okme ve donme ¢ikarildiktan sonra ve diigiim sayist eleman sayisinin bir fazlasi oldugundan,

2x (100 + l) —2 =200 olmaktadir.



20

Zaman tanim alanindaki yer degistirme Sekil 5.4 de verilmistir.

W1 (M)

-10
1.5X10 T T T

0.5+ .

-0.5

-1.5- L=2m, |. =

x 107 t(s)

Sekil 5.4 Zaman tanim alanindaki yer degistirme

Spektral analiz ve klasik dinamik analiz yontemlerinde yiikiin etkime aninin Fourier
dontigiimleri geregi ortada olmasi gerekirken zaman tanim alaninda dogrudan ¢6ziim
yonteminde yiikiin etkime ani baslangigtadir. Ciinkii bu yontemde bir doniisim ve ters

doniisiim yapilmamaktadir.

Hatirlanacag1 tizere spektral eleman yonteminde kiris tek eleman olarak alinmis ve
bilinmeyen sayist minimuma indirgenmistir. Frekans tanim alaninda sonlu elemanlar
yonteminin kullanimiyla elde edilen ¢6ziim mantig1 ile spektral eleman yontemi ile elde
edilen ¢6ziim mantig1 ayni olup bilinmeyen sayis1 da spektral elemana gore, aynt zaman tanim
alanindaki ¢6ziim gibi, ¢ok fazla olmaktadir. Sekil 5.2(a) ve Sekil 5.3(a) da gosterilen frekans
tanim alanindaki yiik fonksiyonlarmin ikisi de zaman tanim alanindaki yiik fonksiyonunun
Fourier doniismiisleri olduklar1 i¢in ayni olacaktir. Sekil 5.2(b) ve Sekil 5.3(b) de gosterilen
frekans tanim alanindaki yer degistirme fonksiyonlar: ise ¢ok kiiciik bir fark ile yine iist liste
diismektedir. Goriildiigii lizere her ii¢ analiz yonteminde de ¢oziimler ¢ok iyi bir uyum
icindedir. Bu sebeple problemin geri kalan kismindaki incelemeler daha dogrudan ¢6ziim
verdigi i¢in sonlu elemanlar yontemi ile birlikte zaman tanim alaninda dogrudan integrasyon

yontemlerinden biri olan Newmark metodunun kullanimiyla gerceklestirilecektir.
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Analizler agagida belirtilen hususlar dogrultusunda ilerlemistir:

Kirig 100 adet sonlu elemana boliinmiistiir. Bir elemanda 2 diigiim noktasi oldugu ve bir

diiglim noktasinda ¢okme ve donme olmak iizere 2 serbestlik derecesi oldugu gbéz Oniine

alinirsa sistemdeki toplam serbestlik derecesi 2><(100+1)=202 olarak belirlenir. Kiitle

matrisi ise uyumlu kiitle matrisi olarak belirlenmistir. Hatirlanacagi lizere sistemin fiziksel ve

geometrik 6zellikleri Boliim 2 de belirtilmisti.

Her bir eleman icin yiik, rijitlik, kiitle ve soniim matrisleri belirlenir. Bu asamada eleman
koordinat takimindaki serbestlikleri sistem koordinat takimindaki serbestliklere doniistiiren

bir indeks vektori tanimlanmustir.

Farkli rijitlikte olmas1 istenilen elemanin yeri, boyutu ve elastisite modiilii hakkindaki bilgiler
girilerek tiim sonlu elemanlarin rijitlik, kiitle ve soniim matrisleri hesaplanmistir. Hesaplanan
bu eleman matrisleri birlestirilerek tiim sistemin rijitlik, kiitle ve soniim matrisleri elde

edilmistir.

Sinir sartlar1 olan ankastre mesnetteki sifir degerli ¢okme ve donme ile iligkili satir ve siitunlar
sistem matrislerinden c¢ikarilarak nihai matrisler elde edilmistir. Bu durumda sistemin

serbestlik derecesi 200 e inmistir.

Bu asamadan sonra B6liim 3.2 de belirtilen zaman tanim alaninda ¢6ziim yontemlerinden biri
olan Newmark metodu kullanilarak hesaplamalar yapilmistir. Etkili rijitlik matrisi ve etkili
yiik vektorii tanimlamalar1 yapilarak kuvvetin etkidigi noktadaki ve izlenen zaman aralig

icindeki yer degistirme, hiz ve ivme degerleri birbirini izleyen islemler sonras1 bulunmustur.

Yapilan ilk aragtirmada kiristeki “b” bolgesinin 10 parcadan (20 cm) olusan sabit bir uzunlugu
oldugu kabul edilmistir. Bu durumda degiskenler “b” bdlgesinin elastisite modiilii (Ez) ve bu
bdlgenin baslangi¢ noktas1 olacaktir. E, degeri E, degerinin sirasiyla 1.5, 3, 5, 15 ve 25 kat1
olacak sekilde secilerek her bir E, degeri i¢in analizler yapilmistir. Yapilan analizler sonucu

elde edilen grafiklerden, dalga yayiliminda olusan ikincil dalgalarin olusma an1 belirlenmistir.

Bu durum Sekil 5.5(a)-(b)-(c) de gosterilmistir.



22

W201 (m) x10"

L ! !
1+ _
05 —I ! : -
|
05 i
c b a Fo
51 ] 11 4
3-F------- % - —»x
1.5 5 L=2m. [ 7
; !
2 0.2 04 0.6 ofa 1
. x10” t(s)
1 5X10
1
o [l | -
' ‘ |||I | ]w
o"‘ “ wﬁﬁmw@mﬂﬂ o] W Hﬁ Pt
i
05+ l | -
‘ | (] b a FO
-1 ‘ :1 11
| —— Y- _—
1.5- i L2m. | 4
!
K 0.2 0.4 0.6 0.8 1
. X107 t(s)

x10° t(s)
Sekil 5.5 ”b” bolgesinin konumuna gore ikincil dalgalarin olusma zamanlari. Farkli
malzemenin konumu (ankastre mesnete gore) (a) x=80 cm ile 100 cm arasinda

(b) x=100 cm ile 120 cm arasinda (c) x =120 cm ile 140 cm arasinda
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Burada X ekseni ankastre mesnetten baglamaktadir. Dolayisiyla “b” bdlgesinin baglangici

,’b” bolgesi ile “c” bolgesinin kesisim yeri, “b” bdlgesinin bitigi ise “b” bolgesi ile “a”

bolgesinin kesisim yeri olarak tariflenir. Farkli E, degerleri ve eleman baslangi¢ yerlerine

gore ikincil dalgalarin baglama ani bilgileri Cizelge 5.1 de verilmistir.

Cizelge 5.1 Eleman yeri — ikincil dalga yeri baslangi¢ zamani

E,=1,5"E, E,=3*E;, E,=5*E, E,=15*E, E,=25*E,
Eleman Eleman Eleman Eleman Eleman
Yeri(cm) foas () Yeri(cm) foas () Yeri(cm) foas () Yeri(cm) foas () Yeri(cm) foas ()
0 0 0 0 0
20 2,20E-04 20 2,20E-04 20 2,20E-04 20 2,10E-04 20 2,10E-04
40 2,00E-04 40 1,90E-04 40 1,90E-04 40 1,85E-04 40 1,80E-04
60 1,70E-04 60 1,60E-04 60 1,55E-04 60 1,50E-04 60 1,50E-04
80 1,40E-04 80 1,40E-04 80 1,30E-04 80 1,30E-04 80 1,25E-04
100 | 1,20E-04| 100 | 1,10E-04| 100 |1,10E-04| 100 | 1,10E-04| 100 | 1,10E-04
120 | 1,00E-04| 120 |9,50E-05 120 |9,50E-05 120 | 9,50E-05| 120 [ 9,20E-05
140 [Girisimvarl 140 |Girisimvarl 140 |Girisimvarl 140 |Girisimvanq 140 |Girisim var
160 |Girisimvarql 160 |Girisimvarl 160 |Girisimvarl 160 |Girisimvarl 160 [Girisim var
180 |Girisimvarql 180 |Girisimvarl 180 |Girisimvarl 180 |Girisimvarl 180 [Girisim var

Goriildiigi tizere “b” bolgesi konsol kirisin u¢ noktasina yaklastikca birincil dalgalar ile

girisim olusmus ve farkli elemanin baslangici

X=140 cm olduktan sonra okuma

yapilamamistir. Ikincil dalgalarin olusmasi, malzeme smirlarinda dalgalarin yansimasi

seklinde agiklanabilir. Sekil 5.5(a)-(b)-(c) de goriilen ikincil dalgalarin iki adet oldugu

goriilmektedir. Bu dalgalarin ilki “a” bolgesi ile “b” bdlgesinin sinirindan, ikincisi ise “b”

bolgesi ile “c” bolgesi sinirindan yansiyan dalgalar olarak yorumlanabilir. Goriildiigii lizere

geri doniis yapan bu dalgalar elemanin yerini belirleyici bir rol oynamistir.

grafik olarak ifade edersek

0,00023
0,00020
0,00017
0,00014
0,00011
0,00008 -

Eleman Yeri - ilk ikincil Dalga Baglangig Zamani Grafigi

—o—1.5E

——3E

25E

5E
15E

0

20

40

60 80

100

120

140

Farkl Elemanin ilk Pargasinin Baglangig Yeri (cm)
(Eleman Boyu 10 parga = 20 cm. alinmistir.)

Sekil 5.6

Bu cizelgeyi

Eleman yeri - Ikincil dalga baslangic zamani grafigi
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Buna gore eleman boyu sabit tutuldugunda ilk ikincil dalganin baslangi¢ zamani ve olusum
stresi E, degerine gore degisim gostermemektedir. Bu beklenen bir sonugtur. Sekil 5.6 da
goriilen farkliliklarin okuma hatasindan kaynaklandigi diisiiniilmektedir. Esas degisim
malzemenin bulundugu yere bagl olarak olugsmaktadir ve bu degisim beklenen bir sonug

olarak, her E, degeri i¢in kendi i¢inde dogrusaldr.

Benzer sekilde, eleman boyu ayni olup E, degeri 2E,, 10E,, 15E, ve 20E, olacak sekilde

yapilan ikinci analizde, ikincil dalgalarin olusma an1 degerleri yerine bu dalgalarin en biiyiik
genlikli kistmlarinin olusma anlar1 dikkate alindiginda grafikler Sekil 5.7(a)-(b)-(c) deki gibi

elde edilmistir. Burada ikincil dalgalarin en biiyilik genlige ulastig1 anlar farkli E, degerleri

icin Cizelge 5.2 de verilmistir.

-10
x 10
Wop (M) 15 | | | | | |
1l .
05 1
05+ .
| , s o FO
k §J T |
= ==
1.5 e )
_2 | | | | | | | | |
0 01 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 038 09 1
x10° t(S)
-10
x 10
Wao1 (M) 15 | | | | :
1t .
05/ 1
Ol\ 5 -
05+ .
i 1 : b : F(t)
1L » 11 J
¥ e o
1.5+ : 1 L=2nj. [ -
¥
2 i i i i i i
0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Sekil 5.7 ’b” bolgesinin konumuna gore ikincil dalgalarin olusma zamanlari. Farkli
malzemenin konumu (ankastre mesnete gore) (a) x=60 cm ile 80 cm arasinda

(b) x=100 cm ile 120 cm arasinda (c) X =140 cmile 160 cm arasinda

Cizelge 5.2 Eleman yeri — 11k ikincil dalganin en biiyiik genlige ulasma zamamni

E,=2°E, E,=10*E, E,=15°E, E,=20°E,
Eleman Eleman Eleman Eleman
t t t t
Yeri cm)| ™" ©) |ver (cm)| ™" ©) |ver (cm)| ™" ®) |ver (cm)| ™" ()
0 0 0 0

20 3,02E-04 20 2,99E-04 20 2,84E-04 20
40 2,73E-04 40 2,69E-04 40 2,63E-04 40 2,46E-04
60 2,43E-04 60 2,42E-04 60 2,38E-04 60 2,16E-04
80 2,13E-04 80 2,09E-04 80 2,08E-04 80 1,86E-04
100 1,83E-04 100 1,79E-04 100 1,73E-04 100 1,55E-04
120 1,53E-04 120 1,49E-04 120 1,43E-04 120 1,22E-04
140 1,19E-04 140 1,15E-04 140 1,13E-04 140 9,75E-05
160 1,02E-04 160 160 160
180 180 180 180

Bir onceki analizde oldugu gibi “b” bolgesi konsol kirisin u¢ noktasina yaklastik¢a birincil
dalgalar ile girisim olusmus ve farkli elemanin baglangic1 X =160 cm olduktan sonra saglikl
bir okuma yapilamamistir. Bu cizelgede verilen degerler Sekil 5.8 de grafik olarak

gosterilmistir.
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Eleman Yeri - t naks. genlik
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(Eleman Boyu 10 parga = 20 cm. alinmisgtir.)
Sekil 5.8 Eleman yeri — Ilk ikincil dalgalarin en biiyiik genlige ulasma zamani grafigi

Ayni bir onceki analizde oldugu gibi her bir E, degeri i¢in ilk ikincil dalgalarin en biiyiik
genlige ulagsma zamanlarmin “b” bdlgesinin elastisite modiilii ile ilgili olmadigt
goriilmektedir. En biiylik genlige ulasma zamanlar1 dikkate alindiginda daha dogrusal bir
grafik elde edilmistir. Sonug olarak ilk incelemede oldugu gibi ikincil dalgalarin en biiyiik

genlige ulagma anlar1 “b” bolgesinin konumuna bagh olarak degismektedir.

Ucgiincii arastirmada ise onceki analizlerde sabit uzunluga sahip “b” bolgesinin uzunlugu ve
dolayisiyla bitis yeri degistirilerek E, degerinin 2E , SE,, 10E, ve 20E, olmas: durumunda
ikincil dalgalarin maksimum genlige ulastiklar1 anlar incelenecektir. Yapilan analizlerde

E, =2E, durumu igin ortaya ¢ikan dalga yayilimlar1 Sekil 5.9 (a)-(b)-(c)-(d) de verilmistir.
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Sekil 5.9 Farkli elemanin X =120 cm de bitmesi durumunda ikincil dalgalarin olusma
zamani (a) x= 100 cm ile 120 cm arasinda (b) x = 80 cm ile 120 cm arasinda
(¢) x= 60 cmile 120 cm arasinda (d) x= 40 cmile 120 cm arasinda

E, =2E, durumu i¢in elde edilen bu analiz grafikleri incelendiginde “b” bolgesinin bitis yeri
degismediginde ilk ikincil dalganin maksimum genlige ulastifi zamanin degismedigi
goriilmektedir. Ayrica “b” bolgesinin uzunlugu arttikca Sekil 5.9(c) ve Sekil 5.9(d) de agikca
goriildiigii gibi ikincil dalgalar da kendi i¢inde ayrilmaya baslamaktadirlar. Bu durum daha
once de belirtildigi gibi “b” bolgesinin “a” ve “c” bolgeleriyle olan sinirlarindan geri yansiyan

dalgalar1 temsil etmektedir. Yani ikincil dalgalarin kendi aralarinda olusan mesafenin tespit

edilmesi bu bdlgenin uzunlugu hakkinda bize fikir verebilir.

Benzer sekilde diger E, degerleri igin de analizler yapilmis ve bunlarda da Sekil 5.9 da verilen

grafiklere benzer grafikler elde edilmistir. Bu grafiklerde okunan degerler ise Cizelge 5.3(a)-
(b) de ayrintili bir sekilde verilmistir. Cizelge 5.3(a)-(b) de ayn1 olan degerlerin daha kolay
ayirt edilebilmesi icin farkli renkler kullanilmistir. Elde edilen tiim bu degerler birlestirilerek

Sekil 5.10 da verilen grafikler elde edilmistir.
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Cizelge 5.3(a) 2E, ve 5E, i¢in eleman boyu — ilk ikincil dalgalarin en biiytik genliginin

olusma zamani

"b" Bolgesi Bitis Yeri

20 30 40 50
Eleman tmaks genlik Eleman trmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman trmaks genlik
Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s)
20 2,930E-04 20 2,731E-04 20 2,430E-04 20 2,132E-04
40 2,879E-04 40 2,678E-04 40 2,333E-04 40 2,033E-04
60 2,588E-04 60 2,287E-04 60 2,032E-04
80 2,287E-04 80 2,033E-04
100 2,033E-04
60 70 80
2E, Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik
Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s)
20 1,834E-04 20 1,533E-04 20 1,186E-04
40 1,732E-04 40 1,388E-04 40 1,133E-04
60 1,734E-04 60 1,388E-04 60 1,087E-04
80 1,734E-04 80 1,388E-04 80 1,087E-04
100 1,734E-04 100 1,388E-04 100 1,087E-04
120 1,734E-04 120 1,388E-04 120 1,087E-04
140 1,388E-04 140 1,087E-04
160 1,087E-04
20 30 40 50
Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman trmaks genlik
Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s)
20 2,884E-04 20 2,678E-04 20 2,426E-04 20 2,079E-04
40 40 2,541E-04 40 2,243E-04 40 1,943E-04
60 2,726E-04 60 2,336E-04 60 2,037E-04
80 2,336E-04 80 2,037E-04
100 2,036E-04
60 70 80
SE; Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik
Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s)
20 1,778E-04 20 1,480E-04 20 1,133E-04
40 1,644E-04 40 1,344E-04 40 1,045E-04
60 1,737E-04 60 1,390E-04 60 1,092E-04
80 1,737E-04 80 1,390E-04 80 1,092E-04
100 1,737E-04 100 1,390E-04 100 1,092E-04
120 1,737E-04 120 1,390E-04 120 1,092E-04
140 1,390E-04 140 1,092E-04
160 1,092E-04
f c b a O
: [
A —— Y —— s
L=2m. J,
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Cizelge 5.3(b) 10E, ve 20E, i¢in eleman boyu — ilk ikincil dalgalarin en biiyiik genliginin
olusma zamani

"b" Bolgesi Bitis Yeri

20 30 40 50
Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik
Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s)
20 2,985E-04 20 2,689E-04 20 2,391E-04 20 2,091E-04
40 40 2,683E-04 40 2,430E-04 40 2,130E-04
60 2,590E-04 60 2,338E-04 60 2,037E-04
80 2,292E-04 80 2,039E-04
100 2,039E-04
60 70 80
10E1 Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik
Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s)
20 1,792E-04 20 1,492E-04 20 1,145E-04
40 1,832E-04 40 1,531E-04 40 1,184E-04
60 1,739E-04 60 1,392E-04 60 1,094E-04
80 1,739E-04 80 1,392E-04 80 1,094E-04
100 1,739E-04 100 1,392E-04 100 1,094E-04
120 1,739E-04 120 1,392E-04 120 1,094E-04
140 1,392E-04 140 1,094E-04
160 1,094E-04
20 30 40 50
Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik
Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s)
20 20 2,454E-04 20 2,155E-04 20 1,857E-04
40 2,796E-04 40 2,544E-04 40 2,289E-04 40 1,945E-04
60 60 2,387E-04 60 2,086E-04
80 80 2,042E-04
100 1,993E-04
60 70 80
20E1 Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik Eleman tmaks genlik
Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s) Boyu (cm) (s)
20 1,559E-04 20 1,212E-04 20 9,597E-05
40 1,690E-04 40 1,346E-04 40 1,045E-04
60 1,741E-04 60 1,441E-04 60 1,140E-04
80 1,741E-04 80 1,394E-04 80 1,096E-04
100 1,741E-04 100 1,394E-04 100 1,096E-04
120 1,741E-04 120 1,394E-04 120 1,096E-04
140 1,394E-04 140 1,096E-04
160 1,096E-04
f C b a F(O)
: [
 — Y R—— —
L=2m.
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E,=2E, Olmasi Durumunda
Eleman Boyu - t,,,xs geniik Grafigi

3,00E-04
' —o— Eleman Bitis Yeri x=40 cm
2,80E-04 e .
—&— Eleman Bitis Yeri x=60 cm
2,60E-04 - . .
—~ 2 A0E-04 - —a&— Eleman Bitig Yeri x=80 cm
L 2,20E-04 | —%— Eleman Bitis Yeri x=100 cm
= 2,00E-04 —%— Eleman Bitis Yeri x=120 cm
S .04 |
2 1’80E o —— Eleman Bitis Yeri x=140 cm
® OUETT Eleman Bitis Yeri x=160 cm
+ 1,60E-04 -
1,40E-04 S 1 . b . O
1,20E-04 - 1 1
1,00E-04 | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ | p ittt V------- -
0 20 40 60 80 100 120 140 160 i L=om.
Eleman Boyu (cm) w

Sekil 5.10(a) E, =2E, icin eleman boyu — ilk ikincil dalgalarin en biiyiik genlige ulagsma
zamani grafigi

E,=5E, Olmasi Durumunda
Eleman Boyu - t,.is geniik Grafigi

3,00E-04 —e— Eleman Bitis Yeri x=40 cm
ol i\ . —=— Eleman Bitis Yeri x=60 cm
e i —a— Eleman Bitis Yeri x=80 cm
& 2,40E-04 1 4 —%— Eleman Bitis Yeri x=100 cm
= ZAVET N —%— Eleman Bitis Yeri x=120 cm
g 2,00E-04+ —e— Eleman Bitis Yeri x=140
s Yeri x cm
¢ 1.80E-04 Eleman Bitig Yeri x=160 cm
E 1,60E-04 -
1,40E-04 | T\./o —— .
1,20E-04 - ) ™1
1,00E-04 e — ———— e Y .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 Lo

Eleman Boyu (cm)

=4

Sekil 5.10(b) E, =5E, i¢in eleman boyu — ilk ikincil dalgalarin en biiytik genlige ulasma
zamani grafigi
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E,=10E, Olmasi Durumunda
Eleman Boyu - t,.s geniik Grafigi
3,00E-04 * —a— Eleman Bitis Yeri x=40 cm
2,80E-04 —&— Eleman Bitis Yeri x=60 cm
__ 2,60E-04 - . —a— Eleman Bitis Yeri x=80 cm
B 240E-04 | a—A— —— Eleman Bitis Yeri x=100 cm
£ 220E-04 A —%— Eleman Bitis Yeri x=120 cm
§ 2,00E-04 X e e —e—Eleman Bitis Yeri x=140 cm
% 1,80E-04 - —K— Eleman Bitis Yeri x=160 cm
‘_'E 1,60E-04 )
1406041 ® Te oo o o | S I
1,20E-04  ——— ) E—— .
1,00E'O4 T T T T T T T { 1 L:?_ l
0 20 40 60 80 100 120 140 160 l
Eleman Boyu (cm) !

Sekil 5.10(c) E, =10E, i¢in eleman boyu — ilk ikincil dalgalarin en biiyiik genlige ulasma
zamani grafigi

E,=20E, Olmasi Durumunda
Eleman Boyu - t,,.xs geniik Grafigi

SIS —o— Eleman Bitis Yeri x=40 cm
2,70E-04 hd —&— Eleman Bitis Yeri x=60 cm
./l —aA— Eleman Bitis Yeri x=80 cm
» 240E-04 - //A —>— Eleman Bitis Yeri x=100 cm
= e —%— Eleman Bitis Yeri x=120 cm
i X/)/"NN —e—Eleman Bitis Yeri x=140 cm
© 1,80E-04 ! Eleman Bitis Yeri x=160 cm
]
 1,50E-04 x : b Fo
././‘\c ° T ) ] T
1,20E-04 - %_ _______ —x
g,OOE'OS T T T T T ! T ! ] L=2m. |'

=

0 20 40 60 80 100 120 140 160

Eleman Boyu (cm)

Sekil 5.10(d) E, =20E, i¢in eleman boyu — ilk ikincil dalgalarin en biiytlik genlige ulasma
zamani grafigi

Belirli E,/E, degerleri i¢in “b” bdlgesinin bitis yeri sabit oldugunda ilk ikincil dalgalarin

maksimum genlige ulastig1 anlar farkli elemanin boyu 60 cm olana kadar kiiciik degisiklikler
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gosterse de bu degisikliklerin okuma hatalarindan kaynaklandigi diisiiniilmektedir. Farkli
elemanin boyu 60 cm yi gecince ilk ikincil dalgalarin maksimum genlige ulastigi anlar
degisiklik gostermemektedir. Yani ilk ikincil dalganin maksimum genlige ulagma ani, farkl
elemanin E sinin ve boyunun degisimiyle degismemektedir. Bu durumda “b” bolgesinin bitig

noktasi, ikincil dalganin maksimum genlige ulasma am belirlenerek belirli bir ana malzeme

E si(E,) i¢in kolaylikla elde edilebilir.

“b” bolgesinin her bir bitis noktasi i¢in de farkli (Ez) degerleri i¢in eleman boyu-tmaks genlik

grafikleri ¢izilirse ayni1 sonuglara buradan da ulasilabilir. Bu amagla Sekil 5.11(a)-(b)-(c) de

bu grafikler verilmistir.

Farkli Elemanin x=160 cm.de Bitmesi Durumunda Farkli E,
Degerlerine Goére Eleman Boyu - t,,.xs geniik Grafigi

0]

1,25E-04 —

— 120E04{ fooo---- r------- —

0 ——2F
-iz‘ 1,15E-04 ;\ L 5E
()
¢ 1,10E-04 | e e | —A—10E

+F 1,05E-04 | <208

1,00E-04 : : : :
60 80 100 120 140 160

Eleman Boyu (cm)

Sekil 5.11(a) Farkli elemanin X =160 cm de bitmesi durumunda farkli E, degerleri i¢in
eleman boyu - tmaks gentik grafigi

Farkli Elemanin x=140 cm.de Bitmesi Durumunda Farkli E,
Degerlerine Gore Eleman Boyu - t,,xs genik Grafigi

(1)

1,65E-04 —
—_ - 4 | ==Y == —»x
5 15004 %— -
£ 145E-04 ;e\ ! 5E
¢ 1,40E-04 ” ” - —A— 10E
© v - -
+ 1,35E-04 1 —%—20E

1,30E-04 : ‘ :

60 80 100 120 140 160

Eleman Boyu (cm)

Sekil 5.11(b) Farkli elemanin X =140 cm de bitmesi durumunda farkli E, degerleri i¢in
eleman boyu-tmaks gentik grafigi
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Farkli Elemanin x=120 cm.de Bitmesi Durumunda Farkli E,
Degerlerine Goére Eleman Boyu - t,,.«s geniik Grafigi

F(t)

1,90E-04 . : 1
__ 185044  fe—------- YG--—-—---- — —e—2F
()
< 1,80E-04 | i 5E
g v —a—
© 1,75E-04 ~ ~ ~: 10E
2 —»%—20E
+F 1,70E-04

1,65E-04 ; ; ‘

60 80 100 120 140

Eleman Boyu (cm)

Sekil 5.11(c) Farkli elemanin X =120 cm de bitmesi durumunda farkli E, degerleri i¢in

eleman boyu-tmaks gentik grafigi

Gortldugi tizere Sekil 5.11 de verilen grafiklerde de farkli elemanin boyu 60 cm ye ulastiktan

sonra ilk ikincil dalgalarin maksimum genlige ulasma siiresi E, degerine ve eleman boyuna

gore degisim gostermemektedir. Yani ikincil dalganin maksimum genlige ulastigi zaman
belirlendigi takdirde “b” bdlgesinin bitis yeri kolaylikla belirlenebilir. “b” bdlgesinin
uzunlugu hakkinda ise Sekil 5.9(c) ve Sekil 5.9(d) de gosterildigi gibi ikinci ikincil dalganin

incelenmesi yol gosterici bir rol oynar.

S=V-t olduguna gore (V sabit oldugunda); “b” bdlgesi ¢ok rijit oldugunda, yani bu
elemanin elastisite modiilii ¢ok biiylik oldugunda, birincil ve ikincil dalgalar arasinda girisim
olusmaktadir. Bu durumda maksimum genliklerin olustugu yer ve zamani bulmak miimkiin
olmamaktadir. Bu girisim maksimum genlik degerini bazen azaltici bazen artirict yonde

olabilmektedir.

...... .

Dalgalarin rijitligi yiiksek malzemeler i¢indeki yayilma hizlarinin daha diisiik rijitlikli
malzemelere gore daha yiliksek oldugu bilinmektedir. Bu durumda “b” bolgesinin boyu
artttkca dalga bu bolgede daha hizli hareket edeceginden geriye doniisii de daha hizli
olacaktir. Buna bagl olarak da darbenin oldugu yerde yapilan 6lgiimlerde ikincil dalgalarin
maksimum genlige ulasma zamanlarinda bir diisiis beklenir. Bunu belirlemek amaciyla

E,/E, =2 degeri i¢in ve “b” bolgesinin 20 cm olmasi durumunda bitis yerine bagli ikincil

dalgalarin maksimum genlige ulasma anlar1 Cizelge 5.4 te verilmistir. Bu ¢izelgenin grafik

gosterimi ise Sekil 5.12 de bulunmaktadir.
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Cizelge 5.4 E, =2E, i¢in eleman bitis noktas1 — ilk ikincil dalgalarin en biiyiik genliginin
olusma zamanlari

Eleman Bitis | tmaks geniik

Noktasi (cm) (s)
60 2,678E-04
80 2,333E-04
100 2,033E-04
120 1,732E-04
140 1,388E-04
160 1,133E-04

Eleman Boyu =20 cm

2,800E-04 : o b 2
2,600E-04 3
2,400E-04 |
2,200E-04 |
2,000E-04 -
1,800E-04 -
1,600E-04 -
1,400E-04

1,200E-04 T~

1,000E-04

=4

tmaks genlik (S)

60 80 100 120 140 160

Eleman Bitis Yeri (cm)

Sekil 5.12 Farkli elemanin boyunun 20 cm olmas: durumunda E, =2E, degeri i¢in farkli

eleman bitis yeri-tmaks gentik grafigi

S =V -t olduguna gore, ana malzemede V sabit oldugundan, S degistik¢e t de buna dogrusal

bagimli olarak degismektedir.

5.4 Sonuglar

[lk ikincil dalgalarin olusma ya da en biiyiik genlige ulasma zamanlarmin farkli malzemenin

E si ile bir iligkisi yoktur. Bunu belirleyen faktor farkli elemanin konumudur.

Ikincil dalgalarm kendi i¢indeki ayrilmalari durumundan faydalamlarak, yani ikinci ikincil

dalga incelenerek farkli malzemenin uzunlugu hakkinda bilgi sahibi olunabilir.

Farkli elemanin bitig yeri sabit alindiginda ikincil dalgalarin olusma zamanlar1 malzemenin

E si ve farkli elemanin boyuyla degismemektedir. Bu durumda farkli elemanin bitis noktasi,
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ilk ikincil dalganin maksimum genlige ulagsma an1 belirlenerek belirli bir ana malzeme E si

icin kolaylikla elde edilebilir.

Farkli elemanin E si ana malzemenin E sine gore ¢ok biiylik oldugunda olusan ikincil dalga
girisimleri  sebebiyle ikincil dalgalarin  maksimum genlige ulastiklar1  nokta
belirlenememektedir. Bu durumda farkli elemanin  yeri konusunda bir fikir

yuriitiillememektedir.

Elde edilen bu sonuglardan yola ¢ikarak bir yapisal eleman igerisindeki farkli bir malzemenin

konumu ve boyutu bu ikincil dalgalar yardimiyla bulunabilir.
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Ek 1 Dalga Tanim ve Kiris Egilmesi Durumunda Dalgalar*

Ek 1.1 Giris

Ses ve titresim, dinamik ¢aligmalarda ¢ogu zaman ayri1 ayr1 ele alinmaktadir ve bazi
durumlarda birbirleriyle bagli oldugu unutulmamalidir. Mesela ikisi de molekiiler hareket
enerjisinin farkli ortamlarda transferiyle ilgilidir (genellikle sirasiyla akiskan ve katilarda).
Burada amag ses ve titresimi ayri1 ayri incelemektense tek bir cati altinda toplamaktir.
Miihendisler icin sesi dalgalar agisindan, titresimi de modlar agisindan diisiinmek daha
uygundur. Ses, titresim ve ikisi arasindaki etkilesim i¢in temel anlayis birini dalga agisindan

digerini de modlar acisindan diistinmektir.

Burada titresime maruz mekanik sistemlerin temelleri hem dalga hem de mod kavramlar ile
incelenecektir. Titresim (sesin de oldugu gibi) salimim hareketi ile dagilir. Bu salinim
hareketinin ortaya c¢ikmasi i¢in yapinin eylemsizlige (atalet) ve esneklige sahip olmasi
gerekir. Eylemsizlik, yapinin i¢indeki bitisik elemanlara momentumun iletilmesini saglar ve
birim hacmin agirligi ile ilgilidir. Esneklik ise yer degistirmis bir elemanin denge haline
gelmesi icin gili¢ sarf etmesi 6zelligidir (Bu yiizden titresim, katilardaki salinim hareketiyle

iliskiliyken ses sivilardaki salinim hareketiyle ilgilidir.).

Salimim yapan sistemler hem dogrusal hem de dogrusal olmayan olarak ele alnabilir.
Dogrusal bir sistem i¢in sebep ve sonug arasinda dogrudan bir iliski vardir ve siiper pozisyon
ilkesi gegerlidir. Mesela uygulanan kuvvet tekrarlanirsa verilen cevap da tekrarlanir. Dogrusal
olmayan bir sistemde ise sebep ve sonug¢ arasindaki iligki orantili degildir. Burada sistemin

......

yer degistirmesine baglidir.

Burada sadece dogrusal diferansiyel esitlikler ile tanimlanan dogrusal salinimli sistemler
incelenecektir. Dogrusal sistem analizi, salinimli sistemlerin davranisini salinim genliklerinin
sistemin fiziksel boyutlarina gore ¢ok kii¢iik olmasi durumunda yeterli olarak agiklar. Her
durumda; sistem (eylemsizlige ve esneklige sahip olan) baslangicta ya da siirekli olarak dis
kuvvetlerin etkisi altindaysa uyarilmadan 6nceki haline donmeye ¢aligir. 140 dB’e kadar olan
ses seviyeleri dogrusal basing dalgalanmalari ile tiretilir. Cogu miihendislik ve endiistriyel tip
ses kaynaklarinin (genellikle 140 dB’den diisiik) ve birlesik mekanik titresimlerin bu sebeple

dogrusal davramig gosterdikleri varsayilabilir. Bazi tipik Ornekler sunlardir: Endiistriyel

" Ek 1, Norton ve Karczub (2003)’den alimustir.
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makinelerin ses ve titresim karakteristikleri, borulardaki yiiksek hizdaki gaz akislarindan elde

edilen ses ve titresimler ve motorlu tasitlardaki ses ve titresimler

Dogrusal sistemlerin titresimleri serbest ve zorlanmis olarak iki gruba ayrilir. Serbest
titresimler sisteme etkiyen herhangi bir dis yiik etkisi olmadiginda ortaya ¢ikar. Yani sisteme
etkiyen dis yiik ortadan kaldirilirsa sistem i¢ yiiklerin etkisi altinda titresir. Serbest titresime
maruz bir sonlu eleman bir veya birgok 6zel formda titresecektir. Ornek olarak secilmis bir
noktada darbe etkisine maruz gerilmis bir kabloyu ele alalim. Her 6zel titresim formuna mod
sekli ad1 verilir ve bu modlar dogal frekans adi verilen sabit bir frekansla titresir. Bu dogal
frekanslar sonlu sistemin kendi 6zelligidir ve kiitle ve rijitlikle (eylemsizlik ve esneklik)
ilgilidir. Sistemin sonsuz olmasi halinde herhangi bir frekansta serbestce titresmesinin ilging
bir durum oldugu da not edilmelidir (Bu nokta ses dalgalarinin yayilimi ile ilgilidir.). Diger
taraftan zorlanmus titresimler dis yiiklerin uyarisi ile gerceklesir. Bu uyarict kuvvetler (i)
harmonik, (ii) periyodik, (iii) periyodik olmayan (darbe veya anlik etki) veya (iv) rasgele
olmak tizere smiflara ayrilabilir. Zorlanmis titresimler uyarim frekansinda olusur ve bu
frekanslar gelisigiizeldir (keyfi). Bu yiizden sistemin dogal frekansindan bagimsizdir.
Sistemin bir dogal frekansi, uyarim frekansi ile ¢akisirsa rezonans durumu ortaya ¢ikar. Dogal
frekans, titresim modlari, zorlanmis titresimler ve rezonans kavramlari hem elastik siirekli

ortam hem de makroskopik bakis acisiyla burada incelenecektir.

Ses ve titresim calismalarinda soniim kavrami da olduk¢a 6nemlidir. Bir sistem igindeki
enerji; slirtinme, 1s1 kayiplar1 ve diger direngler ile dagitilir. Kararli haldeki zorlanmis
titresimler 6zel titresim genliklerinde muhafaza edilebilir. Ciinkii gereken enerji bazi uyarici
dis kuvvetler tarafindan saglanir. Rezonans durumunda titresim genliklerini sinirda tutan
sadece sistemin igindeki sonlimdiir. Kat1 ve sivilarin her ikisi de soniime sahiptir ve pratik bir
sistemin bir ses ortamina cevabi hem yapisal soniime hem de akustik yayilma soniimiine

baghdir.

Sonlu bir elemanin dinamik davraniginin makroskopik (modal) analizi, serbestlik derecesi
kavraminin anlagilmasini gerektirir. Bir sistemin serbestlik derecesi onun hareketinin
tanimlanmasit i¢in gereken minimum bagimsiz koordinatlarin sayisi olarak tanimlanir.
Uzaydaki bagimsiz bir parcanin ii¢ serbestlik derecesi vardir. Bir sonlu rijit yapinin ise alti
serbestlik derecesi vardir. Bunlarin iicli yerlesim bilesenleri, diger {i¢ii de yonelmeyi
belirleyen agilardir. Siirekli bir elastik yapinin sonsuz sayida serbestlik derecesi vardir
(Yapidaki her bir nokta i¢in ii¢ adet). Bir sistemin dogal frekanslar1 ile serbestlik dereceleri

arasinda birebir bir iliski vardir. Yani p serbestlik dereceli bir sistemin p sayida dogal frekansi
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ve p sayida titresim modu vardir. Mesela levha, kabuk ve akustik hacimlerin duyulabilir
frekans araliginda binlerce serbestlik derecesi ve buna bagli olarak o kadar da dogal frekans
ve titresim modu bulunur. Yapilarin mekanik titresimleriyle ilgilenildiginde yapilarin belirli
parcalarinin rijit olarak kabul edilmesi yoluna siklikla bagvurulur. Boylece sistem, sonlu
sayida serbestlik derecesine sahip, dinamik olarak esdeger bir yapiya indirgenebilir. Bu
ylizden birgok mekanik titresim problemi bir ya da iki serbestlik dereceli bir sisteme

indirgenir.

Titresen sistemlerin zaman cevabinin miihendislik tanimi, dogrusal diferansiyel esitliklerin
cesitli esdeger sistemlerin matematik modellerine dayanarak c¢oziilmesiyle elde edilebilir.
Sonlu sayida serbestlik dereceli bir model kullanildiginda sistemden toplu parametreli sistem
olarak bahsedilir. Burada gercek sistem; rijit kiitle, yay ve soOnlimleyici serileriyle
yaklasiklastirilir. Sonsuz sayida serbestlik dereceli bir model kullanildiginda sistemden
stirekli veya dagili parametreli olarak bahsedilir. Yapinin hareketini yoneten diferansiyel
esitlik toplu parametreli sistemde oldugu gibi aynidir. Ancak kiitle, soniim ve rijitlik

dagilimlar1 burada siireklidir ve boylece esitliklerin dalga tipi ¢oziimleri elde edilebilir.

Ek 1.2 Dalga Hareketi Kavramimin Tanmitimi — Elastik Siirekli Ortam Bakis Acis1

Dalga hareketi, bir par¢anin uyarilmasi ve ona bitisik pargalara ¢arpmasiyla momentumu
onlara iletmesi olarak tanimlanabilir. Carpigmadan sonra pargaciklar herhangi bir 6zel yone
ilerlemeden kendi denge konumlar1 etrafinda salimm yapar. Yani ortam ic¢inde net bir
parcacik iletimi yoktur. Bu uyarim, ortamin karakteristigine, uyarimin kinematigine ve ortam
tizerinde herhangi bir dis ylkiin varligina bagl olarak belli bir hizda yayilir. Dalga hareketi
molekiiler ya da pargacikli modeller kullanilarak da tanimlanabilir. Molekiiler model
karmasik ve ilgilenilmesi zor iken, pargacikli model ses ve titresim analizlerinde tercih edilir.
Parcacik, milyonlarca molekiil igererek siirekli bir ortam kabul edilecek kadar biiyiik,
termodinamik ve akustik degiskenleri sabit olacak kadar kii¢iik bir hacim elemanini temsil
eder. Katilar kesme ve sikisma durumlarinda enerji depolayabilirler, bu sebeple boyuna
dalgalar, egilme dalgalari, kesme dalgalar1 ve burulma dalgalar1 gibi bircok dalga tipi
olusmast miimkiindiir. Diger taraftan sivilar sadece sikisma durumunda enerji
depolayabilirler. Dalga hareketi basit olarak potansiyel ve kinetik enerjiler arasindaki bir
dengedir. Buradaki potansiyel enerji ¢esitli dalga tipleri i¢in degisik formlarda depolanir.
Boyuna dalgalar; boyuna sekil degistirmede, egilme dalgalari ise egilme sekil degistirmesinde
potansiyel enerji depolarlar. Bir tas ocagindaki patlama sesi yliziinden sesin atmosferde

yayilmasi, metal bir levhanin egilme hareketi, akan bir suyun i¢ine tas atilmasindan dolay1
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olusan dalgaciklar dalga hareketine dair bazi temel Orneklerdir. Tas ocagindaki patlama
sesinin dalgalar halinde ilerlemesi durumunda, olusan dalgalar hem riizgar yoniinde hem de
rliizgara ters yonde hareket eder. Ayn1 sekilde su i¢cindeki dalgaciklar hem akis yoniinde hem
de akiga ters yonde ilerler. Iki 6rnekte de dalgalar kaynaktan uzaga dogru ve yansima olmadan
yayilirlar. Sonlu metal levha durumu i¢in sinirlardaki dalga yansimalarindan dolayr duran
dalgalar serisi saptanabilir. Bununla birlikte {i¢ Ornegin hepsinde ortamdaki kiitle

parcaciklarinin net bir iletimi yoktur.

Bu noktada, gercek hayatta karsilasilan degisken dalga hareketlerini pek ¢ok tekil frekans
(harmonik) dalgalar1 agisindan modellemenin matematiksel olarak uygun olacagi
vurgulanmalidir. Bu yiizden buradaki incelemeler bu modellerle alakali olacaktir. Kati ve
sivilarda karsilasilan temel dalga tipleri boylece 6zetlenecektir. Ilk olarak; her tip harmonik
dalga hareketiyle iligkili iki tip hiz vardir. Bunlar: (i) ortam boyunca yayilan uyarimin hizi (bu
hiz ortamin 6zelliginin, uyarimin kinematiginin ve ortam tizerindeki herhangi bir dis yiikiin
karakteristigidir.), (ii) ortam i¢inde salinim yapan kiitle parg¢aciklarinin hiz1 (bu partikiiler hiz,
saliimi treten uyarimin genliginin dl¢lisiidiir ve titresimle ve dlgiilen ses basinci diizeyiyle
alakalidir.). Harmonik dalgalarla iliskili bu iki tip hiz gelisigiizel bir serbest ylizeydeki
stkisma (boyuna) ve egilme dalgalari durumundaki gibi Sekil Ek 1.1 de gosterilmistir. Boyuna
dalgalar icin, kiitle parcaciklarinin ardisik genisleme ve sikisma alanlart mevcuttur ve
parcacik ve dalga hizlar1 ayn1 yondedir. Havadaki ses dalgalarinin ve ¢ubuklardaki boyuna
dalgalarin yayilimi bu tip dalgalara 6rnektir. Egilme (enine) dalgalari i¢in pargacik hizi dalga
yayilim yoniine diktir. Yaylarin, kirislerin, levhalarin ve kabuklarin egilme hareketi bu dalga
tipine Oornektir. Egilme dalgalarinin, ses dalgalarmin yayilimina ve yapilarda iletimine katkida
bulunan yegane yapisal dalga tipi oldugu bilinmektedir. Bunun esas sebebi parcacik hizinin ve
yapisal yer degistirmenin Sekil Ek 1.1(b) de gosterildigi gibi dalga yayilim yoniine dik
olmasidir. Bu durum bitisik siv1 pargaciklarinin etkin bir uyarimini ortaya ¢ikarir ve yapi ile
stvi arasinda etkin bir enerji aligverisi sonucunu dogurur. Ayrica egilme dalga hizinin
frekansla degistigi bilinmektedir. Oysa diger dalga hizi tiplerinde (basing, burulma vs.) bu

durum yoktur.

Herhangi bir dalga hareketi zamanin, uzayin veya her ikisinin de bir fonksiyonu olarak ifade
edilebilir. Harmonik dalga hareketindeki zaman degisimleri radyan (ag¢isal) frekans (@) ile

ifade edilir. Bu parametre birim zaman artisina gore faz degisimini ifade eder ve

w=27/T (Ek 1.1)
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Parcacik Hizi (Dalga hizina paralel)

- hiz @——+ hiz

TN,

Dalga boyu (periyot)

—————— Dalga h1z1

1]

Sikigma Seyrelme

a) Sikisma Dalgalar (Boyuna dalgalar)

< >
Dalga boyu (periyot)

> Dalga hin

-z
Parcacik Hiz1
(dalga hizina dik)

b) Egilme Dalgalan

Sekil Ek 1.1 Dalga ve parcacik hizlarinin gosterimi

olarak gosterilir. Burada T, dalga hareketinin gecici (temporal) periyodudur. Aradaki iliski
Sekil Ek 1.2 de gosterilmistir. Zaman i¢inde verilen herhangi bir anda bir dalganin fazi,
basit¢ce onun baglangic konumuyla iligkili zaman degisimidir. Bu tarz dalga hareketlerindeki
uzaysal degisimler birim mesafe artisina gore faz degisimi ile ifade edilir. Bu parametre dalga

say1st olarak adlandirilir ve K ile gosterilir. Burada
k=w/c (Ek 1.2)

ve C dalga hizidir (uyarimin ortam boyunca yayildig1 hiz). Bu dalga hizi bazen dalganin faz
hiz1 olarak adlandirilir ve birim zaman artisina gore faz degisiminin birim mesafe artigina gore

faz degisimine oranidir. Harmonik dalga hareketinin uzaysal periyodu onun dalga boyu olarak
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Genlik

4

Zaman
-

Ww=2n/T

Gecici Periyot T

Sekil Ek 1.2 Basit bir dalga hareketi i¢in zaman degisimleri

Genlik

Uzaysal mesafe

>

k =2n/A

Uzaysal periyot A

Sekil Ek 1.3  Basit bir dalga hareketi i¢in uzaysal degisimler
tammlanir ve A ile gosterilir. Oyle ki;
k=27z/4 (Ek 1.3)

olur. Bu iliski Sekil Ek 1.3 de gosterilmistir ve agisal frekans @ ile dalga sayisi k arasindaki

benzerlik gozlemlenebilir.
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Eger verilen bir ortam icin dalga hareketiyle degisen keyfi bir zamanin dalga hiz1 (bir¢ok
harmonik dalganin toplami), c, sabit ise @ ile k arasindaki iliski sabittir ve bu yiizden
dagilmamistir. Yani dalganin uzaysal formu zamanla degismez. Diger taraftan dalga hizi, c,
sabit degilse (Ornegin frekansla degisim gosteriyorsa) dalganin uzaysal formu zamanla
degisir, bu yiizden dagilmistir. Bu, eger her bir dalga farkli dalga hizlarinda yayilirsa tek
frekanshi dalganin dagilmamis, fakat bir¢ok dalganin birlesimi olan bir dalganin dagilmis
oldugunu gdostermek ic¢in goreceli olarak dogru bir ¢alismadir. Dagilim iliskileri farkli dalga
tipleri arasindaki etkilesimleri (Yani ses dalgalar ile yapisal dalgalar arasindaki etkilesim)

tartigmada ¢ok 6nemlidir. Bir dalga dagilmams ise dalga hizi ¢ sabittir. Bu yiizden dw/ok

(Esitlik (Ek 1.2) nin egimi) da sabittir. Bir dalga dagilmis ise hem dalga hiz1 ¢ hem de ilgili
dagilim iliskisinin egimi degisken olur. Bu durum Sekil Ek 1.4 de gdosterilmistir. Dagilim

iligkisinin egimi grup hiz1 olarak adlandirilir

Dalga
sayist, k  Dogrusal yayihm (diizlem ses dalgalarr)

?

¢ =w/k

cg = 0w/ dk

Dogrusal olmayan yayilhm
(Diiz bir levhadaki egilme dalgalar)

Bu noktadaki iki dalga tipi arasindaki etkin kesisim

Radyan frekansi, ®

Sekil Ek 1.4 Dogrusal ve dogrusal olmayan yayilim iligkileri
C, = 0w/ ok (Ek 1.4)

ve dagilmis dalga tarafindan iletilen enerjideki hiz1 temsil eder. Bu hiz hareket eden tasiyict
bir dalga paketine (bir¢ok harmonik dalganin toplami olan zaman degisken dalga hareketi)

etkiyen genlik fonksiyonundaki hizdir ve biiylik fiziksel 6neme sahiptir. Katilardaki diizlem
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ses dalgalar1 ve sikisma (boyuna) dalgalar1 dagilmamis dalgalarin, egilme (enine) dalgalar ise
dagilmis dalgalarin tipik Ornekleridir. Eger iki farkli tip dalga hareketinin dagilim iligkisi
kesisirse, ayn1 frekans, dalga sayisi, dalga boyu ve dalga hizina sahip olurlar. Bu durum
cakisma olarak adlandirilir ve iki dalga tipi arasindaki etkin etkilesimi hesaba katar.

Ek 1.3 Coklu, Ayrik, Kiitle-Yay—Soniimleyici Osilator Kavramlarmmin Tanitim —
Makroskopik Bakis Acisi

Makine elemanlarimin ve yapilarin mekanik titresimleri dikkate alindiginda sistemin
titresiminin normal modlarin1 incelemek i¢in, genellikle ya toplu parametre ya da siirekli
parametre yaklasimlarindan biri kullanilir. Miihendisler c¢ogunlukla yapilarin biiylik bir
kisminda ilk birka¢ dogal frekansin hesabiyla ilgilenir ve ¢oklu, ayrik, kiitle-yay-soniimleyici
osilatorle makroskopik yaklagim bu yiizden dalga yaklasiminin tersine daha uygundur. Bir
yapinin titresim karakteristiklerini makroskopik yaklasimla modellerken modeli olusturan
elemanlar bir kiitle, yay, soniimleyici ve bir uyarict igerir. Tek serbestlik dereceli, toplu

parametreli basit bir osilator modeli Sekil Ek 1.5 de gosterilmistir.

LLLLLLS
Yay | — ' Séniimleyici
kS CV

Kiitle

o

Yer degistirme x(t)
Kuvvet F(t)

Sekil Ek 1.5 Tek Serbestlik Dereceli, Toplu Parametreli Osilator

Uyarim kuvveti, neticede kiitle ve yayda depolanan, soniimleyicide ise dagitilan enerjiyi
sisteme verir. Kiitle, m, kinetik enerjiyi kazanan ya da kaybeden rijit bir yap1 olarak

modellenmistir. Kk rijitlikli yaymn ihmal edilebilir bir kiitlesi oldugu varsayilir ve bu yay

elastiktir. Yayin uglar1 arasinda goreceli bir yer degistirme varsa yay kuvveti ortaya cikar.

Sikisma veya uzama durumunda yapilan is potansiyel enerjiye ¢evrilir: Yani yayda depolanan
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sekil degistirme enerjisine doniistiiriiliir. Yay rijitliginin (k) birimi, birim uzamaya kars1

Sonlimleyicinin uclar1 arasinda goreceli bir hareket olusursa soniim kuvveti tretilir.
Soniimleyici enerjiyi dagittigindan korunumlu degildir. Bir¢ok sontimleyici tipi vardir. Ancak
viskoz sonlimleyici (yani soniim kuvveti hizla orantilidir) en ¢ok kullanilan modeldir. Viskoz

sontim katsayisinin (C,) birimi, birim hiza karsi gelen kuvvettir. Diger soniim modelleri ise

coulomb (kuru-siirtinme) soniimii, histerik soniim ve hiz-kare séniimdiir. Ornegin, cisimler
lizerindeki dinamik siv1 siirtinmesi hiz kare séniimiine yaklagir (Ussiin kesin degeri diger

birkag degiskene baglidir.).

Basg

Gozler

T

Ust Gévde

% LJ[_‘I % % HI:J l_:l_LJ % Kollar ve omuzlar
Omurga e % L‘l’:‘ ‘\ Gogiis - Karin

(yiiksek esneklik)
Ayaklar

Uygulanan Kuvvet
Titresen Platform

Sekil Ek 1.6  Titresen Bir Platform Uzerinde Bulunan Bir Insan Viicudunun Coklu, Ayrik
Kiitle-Yay-Soniimleyici Modeli

Kalgalar

Bacaklar
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Tek serbestlik dereceli bir sistemi olusturan idealize edilmis elemanlar titresen bir sistemin
temel makroskopik modelini olusturur. Genel olarak modeller biraz da karmasiktir ve ¢oklu,
ayrik, kiitle-yay-sonlimleyici osilatorler igerirler. Ayrica gesitli yay bilesenlerinin kiitleleri
cogunlukla hesaba katilmak durumundadir (mesela bir sarmal yay hem kiitleye hem de
sonlu sayida toplu parametre ile yaklasim saglanabilir. Insan viicuduna, diisiik frekansl
(<200Hz) sarsintilar ve titresim etkileri analizleri i¢in, dogrusal, toplu parametreli bir sistem
olarak yaklasim saglanabilir. Insan viicudunun titresen bir platform iizerindeki basitlestirilmis
coklu, ayrik, kiitle-yay-séniimleyici modeli Sekil Ek 1.6 da gosterilmistir. Insan viicudunun
cesitli parcalarinin dogal frekanslar1 bu tarz bir model ile tahmin edilebilir. Boylece bir dis

kuvvetin ya da titresimin etkileri analiz edilebilir.

Coklu, ayrik, kiitle-yay-soniimleyici modelleri kavrami, daha yiliksek frekanslarda yapiyi
stirekli veya dagili elemanlar cinsinden yeniden modelleyerek stirekli sistemlerin (yani sonsuz
sayida serbestlik derecesi, dogal frekans ve titresim modlari) titresimlerini analiz etmek i¢in
genisletilebilir. Matematiksel olarak problem oncelikle dalga esitligi acisindan olusturulur ve
sonradan modal kiitle, rijitlik ve soniim ag¢isindan bir 6zdeger problemine genellestirilir.

Boylece toplam cevap, ilgili frekans araligindaki modal cevaplarin toplami olur.

Cogu literatiirde ¢ sembolii hem dalga (faz) hiz1 hem de viskoz soniim katsayisi ve kK sembolii

......

sembolii dalga (faz) hizini, ¢, sembolii viskoz soniim katsayisini, k sembolii dalga sayisini ve

k, sembolii yay rijitligini gosterecektir.

Ek 1.4 Dogal Frekanslar, Titresim Modlari, Zorlanms Titresimler ve Rezonans
Kavramlarinin Tanitim

Dogal frekanslar, titresim modlari, zorlanmis titresimler ve rezonans kavramlart hem elastik
siirekli ortam hem de makroskopik bakis acisi ile tanimlanabilir. Dogal frekanslarin ve
titresim modlarinin varligi tiim fiziksel sistemlerin uzayla sinirlandiriimasiyla ilgilidir. lyice
gerilmis, sabitlenmis bir kablodaki titresim modu ve onunla iligkili dogal frekans, iki sinir
noktasi arasinda esit genlik ve dalga boylu ters yonde hareket eden iki dalganin birlesimi
olarak yorumlanabilir. Alternatif olarak bir duran dalga olarak da aciklanabilir (Yani sabit
dalga yapisiyla smirlandirilmis degisken genlikle salinim yapan bir yay). Titresim modunun
ilk aciklamas1 dalga modeliyle ikincisi ise makroskopik modelle iligkilidir. Her ikisi de

fiziksel hareketi tanimlar ve matematiksel olarak esdegerdirler. Bu durum bir sonraki baglikta
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gosterilecektir.

Yukarida tartigilan kavramlar basit bir 6rnekle aciklanabilir. Sekil Ek 1.7 (a) da gosterildigi

gibi uzatilmis ve iki ucundan tutturulmus bir kablo dikkate alinsin. Kablo gelisigiizel bir

Tutulu ug Tutulu ug
l Durgun gerilmis kablo <I
(@)

ilkilerleyen dalgalar (gerilmis kablodaki uyarim noktasinda olusan)
Bu anda, ilerleyen dalgamn sekli titresim modu DEGILDIR.

\ - >

Titresimin temel modu icin baslangic duran dalga tarzimin zarfi

(Ilk ve yansiyan ilerleyen dalgalarmn birlesimi, yani bu durum sadece ilerleven dalgalarin her iki
ucta yansunasi sonug ortaya cikar)

Diigiim noktas1

Parcacik iz
(Basit harmonik hareket)

Titresimin temel modu icin baglangi¢c duran dalga tarzimin zarfi
(11Ik ve yansiyan ilerleyen dalgalarin birlesimi)

¥

_ --{i— @

Parcacik uzi
(Basit harmonik hareket)

Sekil Ek 1.7  Gerilmis Bir Yay I¢in Ilerleyen ve Duran Dalgalarin Sematik Gdsterimi
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noktadan cekilir ve serbestce titresmesi i¢in birakilir. Kablonun ¢ekildigi anda iki yone dogru
hareket edecek bir dalga olusturulur. Bu anda, hareket eden dalganin seklinin titresim modu
olmadig1 bilinmelidir (Sekil Ek 1.7(b)). Ciinkii heniiz duran bir dalga yapisi olusmamustir.

Dalgalar kablo boyunca tutulu uglara gelene kadar ilerler ve bu noktalarda yansima yaparlar.

Baslangictaki bu yansimalardan sonra (her bir tutulu uctan bir adet) daha ileri bir kisa zaman
aralig vardir ki bu zaman araliginda gerilmis kablo boyunca olan toplam hareket, istenmeyen
dalgalarin ve heniiz baglangi¢ noktasina ulasmamis olan yansiyan dalgalarin birlesik etkisidir.
Bu zaman boyunca degismeyen dalga formu hala olugsmamustir. Yansiyan dalgalar
karsilagtiginda ters istikamette ilerleyen esit genlikli dalga kombinasyonlarinin olustugu bir
olay ortaya ¢ikar. Bu durum degismeyen uzay bagimli genlikli bir titresimi olusturur. Duran
dalga formu (titresim modu) boylece elde edilir ve dalga yayilimi islemi kendi kendini tekrar
etmeye devam eder. Kablonun nasil uyarildigina bagli olarak farkli titresim modlar1 da
uyarilacaktir. Temel mod, en kolay gozlenebilen moddur. Olusan duran dalganin frekansi
kablonun dogal frekansidir ve Sekil Ek 1.7 (c) de gosterildigi gibi titresim modudur. Basit
harmonik harekette sabit olan diiglim noktalar1 hari¢ yay {izerindeki her nokta enine titresim
yapar. Degismeyen dalga i¢in sifir ve maksimum genlik noktalar1 uzayda sabittirler ve kablo
boyunca ¢esitli noktalardaki yer degistirmelerin goreceli faz1 0 ve 7 degerlerini alir. Yani ilk
ile yansiyan dalgalar arasinda faz siirekliligi vardir. Ciinkii kablo serbest olarak
titresebilmektedir ve soniime sahiptir (Tiim gercek fiziksel sistemler az veya ¢ok soniime
sahiptirler), bu ylizden titresim genligi de zamanla azalacaktir. Daha sonra duran dalga tarzi
(veya mod sekli) da zamanla sonecektir. Bu durum Sekil Ek 1.7 (d) de gosterilmistir. Eger
kablo harmonik bir dig kuvvet ile siirekli olarak bu frekansta uyarilirsa bu mod seklinde
tinlagim (rezonans) ortaya ¢ikar ve genligi sadece kablodaki soniim kisitlar. Rezonans, bir dig

kuvvetin frekansi ile dogal frekansin ¢akigsmasi durumunda olusur.

Makroskopik bakis acisinda Sekil Ek 1.7 (b) de gosterilen ilerleyen dalga kavramlar dikkate
alimmazken, Sekil Ek 1.7 (c) ve (d) de gosterilen duran dalga kavramlar1 dikkate alinmistir.
Yani makroskopik bakis agis1 salinim yapan sistemdeki fiziksel kisitliliklardan dolay1 tiretilen
cesitli duran dalga tarzlar (sekilleri) ile direk olarak iliskilidir. Sonradan, toplu parametreli
modeller, ¢esitli dogal frekanslari, zorlanmis titresimleri ve rezonanslari sonradan incelemek
i¢cin kullanilabilir ve titresimler normal modlar agisindan analiz edilebilir. Alternatif olarak
titresimler, dalga hareketi bakis acisiyla da incelenebilir. Bakis agis1 dikkate alinirken gergek
bir sistem iizerindeki fiziksel kisithiliklarin dort tip dalga hareketi iirettigi hatirlanmalidir.

Bunlar; kirimim (diffraction), yansima (reflection), kirilma (refraction) ve sac¢ilmadir
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(scattering). Yansima, dogal frekanslarin iiretimi sonucu olusan bir dalga olgusudur ve bu
sebeple biiyiik pratik dneme sahiptir. Yansima olgusundan dolay1 sonlu yapilar sadece belirli
dogal frekanslarda serbestce titresebilir. Diger taraftan sonsuz yapilar herhangi bir frekansta
serbestge titresebilir. Bu nokta ses alanlarmin (sonsuz sivi ortamlardaki dalgalar) ve

sinirlandirilmis yapilarin etkilesimini dikkate alirken 6nem tagir.

Ek 1.5 Siirekli Sistemler—Yay, Cubuk ve Plaklardaki Dalga Tiplerinin Incelenmesi

Bilinmektedir ki miihendisler titresimleri modlar agisindan, sesi ise dalgalar agisindan
inceleme egilimindedirler. Ancak bu ikisinin basit olarak ayni fiziksel olguya bakan iki farkli
bakis ac¢ist oldugu siklikla unutulmaktadir. Ses ve titresim arasindaki etkilesimi dikkate
alirken iki fiziksel model icin de yeterli ¢alisma bilgisine sahip olmak miihendisler i¢in

Onemlidir.

Herhangi bir siirekli sistem, 6rnegin bir ucak yapisi, bir boru hatt1 veya bir geminin omurgasi
stirekli dagili olan kendi kiitlesine ve elastik kuvvetlere sahiptir (6nceki boliimde tartisilan rijit
kiitleler ve kiitlesiz yaylarin aksine). Yap1 genellikle etkilesimli kablolar, ¢ubuklar, kirisler,
plaklar, kabuklar vs. gibi ne rijit ne de kiitlesiz olan parcalardan olusur. Bu sistemler sonsuz
bliyiik sayida parcalardan olusur ve bu nedenle hareketlerini tanimlayacak sonsuz biiyiik
sayida koordinata gerek duyulur. Yani sonsuz sayida dogal frekans ve sonsuz sayida titresim
modu bulunur. Boylece siirekli bir sistem, siirekli kiitle, stirekli rijitlik ve siirekli sontim ile
modellenmelidir ki sistem igerisindeki her bir noktanin hareketi zamanin bir fonksiyonu
olarak belirlenebilsin. Sonugta ortaya c¢ikan ve parcacik hareketini tanimlayan kismi
diferansiyel denklemler dalga denklemleri olarak adlandirilir ve bunlar kat1 veya sivilardaki

dalga yayilimi da tanimlar.

Kat1 ve sivilardaki dalga yayiliminin temellerinin anlagilmasi miihendislik seslerinde ve
titresimlerinde ¢ok onemlidir. Bu yiizden ¢ok basit (fakat miihendislik bakis acisindan pek
pratik olmayan) bir 6rnek olan kablo ile baslamak &gretici olacaktir. Kablolardaki dalga
yayiliminin fizigi dalga yayilimi olgusunun temelini anlamay1 saglar.

o Titresen Kablo
Sekil Ek 1.8 de gosterildigi gibi esnek, gergin, birim uzunlugun kiitlesi p, olan ve T ¢ekme

kuvvetine maruz bir kablo ele alinsin. Kablonun titresim hareketini tanimlamaya baslamadan

once bir ¢ok basitlestirici varsayim yapilmistir. Bunlar su sekildedir:

1) Malzeme homojen ve izotroptur,

2) Hooke kanununa uyulmustur,



53

3) Enerji sonlimii baslangicta yok sayilmistir,
4) Titresim genlikleri kiictiktiir. Hareket dogrusaldir,
5) Kabloda kesme kuvveti yoktur ve kabloya etkiyen egilme momenti yoktur,

6) Uclarda uygulanan ¢ekme kuvvetleri sabittir ve kablo boyunca esit dagilidir.

u A
T
/:.——9+%dx
dx
e\_
T4
u
-
X

Sekil Ek 1.8 Esnek, gergin bir kablo pargasinin boyuna titresimleri

Yanal yer degistirmelerin (U ) kiiciik oldugu varsayilmis ve gerilmenin yer degistirmeler ile
degisimi ihmal edilmistir. Yanal yondeki hareketin esitligi dx kadar bir kablo eleman1 goz
Ontline alinarak ve kiiciik yer degistirmelerin ve egimlerin oldugu varsayilarak Newton’un

ikinci kanunundan elde edilir. Boylece

2
T(9+%dxj—T6’=pdeng; (Ek 1.5)

olur. Burada 6=0u/ox kablonun egimi, 6+ (06/dx)dx @ agismin x+dx konumundaki

Taylor serisi agthmidir. Bu nedenle 66/dx = 6°u/éx* olur ve buradan

2 5 1/2
Z—lzj = Cizgt_l; elde edilir. Burada ¢, = (lj dir. (Ek 1.6)
X s PL

Esitlik (Ek 1.6) bir boyutlu dalga esitligidir. ¢, sabitinin birimi ms™' dir ve kablonun hareketi

sirasinda kiiglik yanal parcacik yer degistirmelerinin ilerleme hizini temsil eder. Bu kablo
boyunca yayilan dalga hizidir ve pargacik yer degistirmesine ve hizina diktir (Bkz. Sekil Ek

1.1b). Ayrica dalganin faz hizi olarak da adlandirilir. Dalga denklemi ikinci dereceden kismi

diferansiyel bir denklemdir. Bu denklemin genel ¢6zlimii argiimanlar1 sirasiyla (Cst—x) ve
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(Cst+x) olan G; ve G, gibi iki keyfi bagimsiz fonksiyon igerir. G; fonksiyonu pozitif x

yoniinde ilerleyen sabit sekilli bir dalgayi, G, fonksiyonu ise negatif x yoniinde ilerleyen sabit

sekilli bir dalgayr temsil eder. Bu iki dalga da aym1 ¢, hiz1 ile ilerler. Boylece dalga

denkleminin genel ¢oziimi
u(x,t)=G,(ct—x)+G,(ct+Xx) (Ek 1.7)

olur. G; ve G, gibi herhangi keyfi foksiyonlar i¢in ( rnegin siniis veya kosiniis fonksiyonlari,
eksponansiyel fonksiyonlar, logaritmik fonksiyonlar veya dogrusal foksiyonlar) (Ek 1.7)

esitliginin dalga denkleminde yerine konmast bunun gergekten bir genel ¢6ziim oldugunu

gosterir.

)

u
Gegt, -x)
—
0 X, %
A
(®) cfty - ty)
u
Gc,t, - xy
=
0 X, X

Sekil Ek 1.9. Dalga denklemi ¢6ziimiiniin karakterinin gosterimi

Herhangi bir t, aninda pozitif x yoniinde ilerleyen G, (Cst — X) dalgasini g6z Oniine alalim.
Dalganin sekli Sekil Ek 1.9(a) da gosterilmistir. t, aninda dalga seklini korurken c, (t2 —tl)
kadar saga dogru ilerlemistir. Yani G, (ct,—X) ve G,(Ct,+X,) nin her ikisi de dalga

denklemini saglar. Bu durum Sekil Ek 1.9(b) de gosterilmistir. Daha 6nce soniim olayinin

thmal edildigi hatirlanmalidir. Yukaridaki dalga yayilimi tanimi ise bir ideallestirmedir.
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Pratikte dalgalar kablo boyunca ilerlerken kii¢iik bir miktar bozulma ortaya cikar. Tekil
osilator durumu i¢in, bu varsayim miihendislik yapilarinda olduk¢a kabul edilebilir olur.

Ciinkii bu yapilar genellikle hafif sonlimliidiir.

Bu ana kadar kablonun siirlar1 hakkinda bir agiklama yapilmamaistir. Gergekte tiim yapilarin
siirlar1 ve buna uygun sinir kosullart vardir. Yani yapilar sonludur. Sonlu kablolar
incelemeden 6nce, X =0 noktasindan baslayip pozitif X yoniinde sonsuza giden bir kabloyu
dikkate almak yararli olacaktir. Bu 6rnek, kendi i¢inde ¢cok uygulanabilir olmamakla beraber,
sonlu elemanlardaki dalga yayilimma ve bir kaynaktan ¢ikan ses dalgalarinin yayilimina
kullanigli ve basit bir giris olacaktir. A¢ik uzaylarda, ses dalgalar1 ¢ok biiyiilk mesafelerde
gercekten yayilim gosterir. Bu yiizden sonsuza dogru ilerleyen dalgalar olarak

modellenebilirler.

Simdi x =0 noktasindan baslayip pozitif X yoniinde sonsuza giden yari-sonsuz bir kabloyu

g6z oniine alalim. Kabloya Xx=0 noktasinda yanal yonde bir Fe'” harmonik kuvveti

uygulansin. Kablo pozitif X yoniinde sonsuza uzadigindan ve X =0 noktasinda basladigindan

genel ¢oziimde sadece tek bir dalga olur (Esitlik Ek 1.7). Bu nedenle u(X,t) =G, (Cst - X)

olur. Burada u ve G karmasik biiyiikliikler olarak temsil edilir. Uygulanan kuvvet harmonik

oldugundan, X =0 konumundaki pargacik yer degistirmesi de harmonik olacaktir. Bu yiizden,

u(0,t)=Ae"" olur. Burada A uygulanan kuvvetle iliskili karmasik sabittir. Boylece
G, (ct)=Ae"" elde edilir. Dalga sayilar1 (wavenumbers) kavramu elastik siirekli ortam bakis

a¢1s1 konusunda agiklanmist1 (Esitlik (Ek 1.2)). Buradan, k dalga sayis1 olmak iizere @ ,kc,

ile yer degistirebilir. Boylece

G, (ct)=Ae™*", (Ek 1.8a)
Ve

u(x,t)=G, (ct-x)= Ae ) = Agl) (Ek 1.8b)
elde edilir.

Parcacik yer degistirmesinin karmasik gosterimi olan u(X,t) = Ae') yayilan bir dalganin

¢ok onemli bir temsilidir ve hem katilardaki hem de sivilardaki dalga yayilimini gostermede

genisce kullanilir.
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Karmasik sabit A, X=0 konumunda (yani kuvvetin etkime noktasinda) bir kuvvet dengesi
oldugu goz oOniine alinarak hesaplanabilir. X =0 konumunda, diisey yondeki kuvvetlerin

040t

toplami  bize Fe'' =Fe'%¢' =-Tsin@~-TO~-Tou/ox esitligini verir. Buradan,

A=F/(iTk) olur ve bu yiizden,

F i(ot—kx)
u(xt)=—-= Ek 1.9a
(xt)=— (Ek 1.92)
%S
v(x,t)=@= F_gilorw (Ek 1.9b)
a  pg

olur. V(X,t) parcacik hizidir ve kati1 ve sivilardaki dalga yayilimi analizlerinde diger bir

onemli parametredir. Dalga 6zdirenci taniminin kuvvet/hiz oldugunun hatirlanmasiyla, yayin
tahrik noktas1 mekanik 6zdirenci X =0 konumunda izleyen sekilde hesaplanabilir:
Feiwt
Z =————=p,C, (Ek 1.10)
F it
—€
PLCs
Bu tahrik noktasi mekanik 6zdirenci direng gosterir (yani gergektir) ve tahrik kuvvetinden
bagimsizdir. Yani enerji tahrik noktasindan uzaga dogru siirekli olarak yayilir. Bu 6zdireng,
sadece kablonun fiziksel Ozelliklerinin bir fonksiyonu oldugundan, kablonun karakteristik

mekanik 6zdirenci olarak isimlendirilir. Kabloya ortalama gii¢ girisi esitlik (Ek 1.11) den elde

edilebilir. Yani

(1) =1V[ Re[Z,] (Ek1.11)
Boylece,
1 Fz 1 2 1 2
<H>=7pc =1z V=17V (Ek 1.12)
L%s

olur. Burada V =‘V(0,t)‘ = F/ ( pLCS) dir. Kablonun soniime sahip olmadigimin varsayildigi

hatirlanmalidir, boylece enerji tahrik noktasindan uzaga dogru (+ sonsuza dogru) yayilir.

Simdi x=0 konumunda kuvvet etkiyen ayni kablonun sonlu ve X=L konumunda tutulu

oldugunu goz Oniine alalim. Pozitif X yOniinde ilerleyen dalga simdi siirdan yansir ve
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yansima islemi her iki ucta kendini tekrar eder. Zamanin herhangi bir aninda, kablonun tam
hareketi pozitif ve negatif yonde ilerleyen dalgalarin dogrusal siiperpozisyonu olarak
tanimlanir. Yani keyfi fonksiyon ile beraber (Ek 1.7) esitligi harmonik bir fonksiyon ile
degistirilmigtir. Genel olarak, ses ve titresimlerde dalgalari harmonik bilesenlerin toplami
olarak tanimlamak uygundur. Bu prosediir makroskopik toplu parametreli modeller i¢in

benimsenen prosediire benzerdir. Bu ylizden, X =0 konumunda harmonik olarak uyarilmis

(yanal yonde), sonlu, tutulu kablo i¢in u(x,t) cevabi

u(x,t)= A" 4 A gl (EK1.13)
Karmasik sabitler iki sinir kosulundan elde edilir. Bunlar:

1) Zorlanan ugta, Fe'”' = Fe'%¢' = —Tsin@~-TO~-T au(O,t)/ax.

2) Tutulu ugta, yer degistirme, u(L,t)=0.

Birinci siir kosulundan,

F =ikTA, —ikTA, (Ek 1.14)
oldugunu gostermek oldukga acik bir aligtirmadir.

Ikinci smir kosulundan,

Ae ™ +Ae =0 (Ek 1.15)

Bu iki esitlik A; ve A, degerlerini elde etmek igin es zamanli olarak c¢oziilebilir.

2coskL =e™*" +e7*" oldugu not edilerek,

FeikL
A= (Ek 1.16a)
12KT coskL
ve
okl
Azz_L (Ek 1.16b)
12KT cos kL
elde edilir. u(x,t) yer degistirmesi de boylece
u(X,t) __ F {ei(wHk{L—x}) _ei(wt—k{L—x})} (Ek 1.17)
12KT cos kL
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seklinde elde edilir. Esitlik (Ek 1.17), kablonun yer degistirmesini esit genlikli fakat ters
yonlerde yayilan iki ilerleyen dalganin toplami cinsinden tanimlar. Bu ifade izleyen sekilde

yeniden diizenlenirse:

Fe'! ik(L-x)  —ik(L-X)
A)=——— - Ek 1.18
U(X ) 12kT coskL{e ° } ( )

ik(L-x) o -ik(L-X)
e et

sink (L—x) = 5 (Ek 1.19)
|
oldugundan dolay1
Fsink(L-x)e"" Fsink(L-x)e'*
u(x )= T simk(L=x)e” _ Fsink(L=x) (Ek 1.20)
KT coskL P, C.ocoskL

elde edilir. Esitlik (Ek 1.20) matematiksel olarak (Ek 1.17) esitligi ile 6zdestir. Bununla
birlikte, (Ek 1.20) esitligi kablonun yer degistirmesini duran bir dalga agisindan aciklar (yani
kablo sabit bir dalga formunun smirlarinda uzaysal degisken genlik ile titresir. Basit, fakat
onemli olan bu fiziksel olgu burada 6rneklendirilmistir. Duran bir dalga, ters yonlerde hareket

eden esit genlikli iki dalganin birlesimidir.

Tahrik noktast (the drive-point) mekanik 6zdirenci Z_, ilk olarak parcacik hizi V(X,t) yi

m 2

X =0 da hesaplayip daha sonra uygulanan kuvvet F yi buna bélerek elde edilir. Bu durumda
Z =-ipc cotkL (Ek 1.21)

Ozdireng sanaldir ve bu yiizden tamamen reaktiftir. Bu durum siiriicii kuvvetler ile kablo
arasinda net bir enerji transferi olmadigini gosterir. Yani gii¢ kablo tarafindan emilmez ve
zamandaki ortalama gili¢ akis1 sifirdir. Bu durum, kablo herhangi bir soniime sahip
olmadigindan, beklenir. Bu noktada bir direnen 6zdirencin enerji soniimiine isaret ettigini fark

etmek onemlidir. Esitlik (Ek 1.21) in aldigi form Sekil Ek 1.10 de sunulmustur. Z, nin
minimum degeri coskL =0 oldugunda gergeklesir. coskL =0 igin u(x,t) yer degistirmesi
sonsuza gittiginde bu durum esitlik (Ek 1.20) ile tutarli olur. Yani yer degistirme
maksimumdur. Minimum 6zdiren¢ durumlar1 bdylece sistemin rezonans frekanslart olur. Bu
frekanslarda zorlama frekansi kablonun dogal frekansi ile ¢akisir ve coskL =0 dan kablonun

frekans esitligi olarak sz edilir. Boylece coskL =0 igin,
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—ZHE—% n=1,2,3, ... icin (Ek 1.22)

o, ==Z{n-1) (Ek 1.23)

0 T1 21 in 411 511

Sekil Ek 1.10 X = 0 noktasinda harmonik uyarilmis ve X = L noktasinda tutulmus bir yay i¢in
tahrik noktas1 mekanik 6zdirenci

[lerleyen paragrafta gelistirilen kavramlar, bir yapinin dogal frekanslarim belirlemede yapinin
tahrik noktasi1 (drive-point) Ozdirencinin 6nemini gdstermektedir. Bu prosediir kompleks

yapilarda dogal frekanslarin deneysel olarak belirlenmesinde siklikla kullanilir.

Su ana kadar bu alt boliimde dalga denklemleri (Esitlik Ek 1.6) i¢in dalga tipi ¢oziimleri
arastirilmistir. Daha Once ilizerinde duruldugu gibi dalga-mod ikiligi ortaya c¢ikar ve kablo
sonsuz biiyiik sayida parcadan olusan bir sistem olarak diisiiniilebilir. Bdylece, bunun yer
degistirme cevabi her biri kendi dogal frekansina ve titresim moduna sahip tiim bireysel

parcaciklarin cevaplarinin toplamudir.

Esitlik (Ek 1.6) simdi farkli bir yol ile ¢oziilebilir. Degiskenlerin ayristirilmasiyla u (X,t) yer

degistirmesi

u(x,t)=g¢(x)a(t) (Ek 1.24)
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seklinde gosterilebilir.

Onceki analizde kullanilan kompleks yer degistirmenin simdi gercek yanal yer degistirme ile
degistirildigi dikkate alimmalidir. Bu ¢6ziim formu arastirilirken sadece gercek sayilar ile
calismak daha uygundur. Bazi ders kitaplar1 kompleks notasyonu kullanmay: tercih eder. ki

¢oziim de ayni sonuglart tiretir. Esitlik (Ek 1.24) esitlik (Ek 1.6) da yerine konursa

2
¢ —=q7'c;’ aq (Ek 1.25)

d2¢
dx? *odt?

esitligi elde edilir. Esitlik (Ek 1.25) in sol tarafi zamandan, sag tarafi ise uzaysal konumdan

bagimsizdir. Esitligin gegerli olmasi i¢in her iki tarafin da titresimin frekansiyla alakali bir
sabite esit olmasi gerekir. Bu sabit —k® olsun. Burada k dalga sayisidir (wavenumber)

(k = w/c,) . Buradan

d2

d—X?+ k2¢ =0 (Ek 1.26)
ve

d’q . ,

v +w°q=0 (Ek 1.27)

olur. Bu dogrusal diferansiyel denklemler i¢in ¢éziimler

#(x) = Asinkx+ B coskx (Ek 1.28)
ve
q(t)=Csin et + Dcosat (Ek 1.29)

seklindedir. Keyfi sabitler olan A, B, C ve D sinir ve baslangi¢ kosullarma baghdir. Iki

tarafindan sabitlenmis, gerilmis bir kablo i¢in baslangi¢ kosullar1

1) u(0,t)=0
2) u(L,t)=0  olmaktadr.

Birinci sinir kosulu B=0 oldugunu, ikinci sinir kosulu ise sinkL =0 oldugunu gosterir.

Boylece her iki tarafindan tutulu bir kablo i¢in frekans esitligi



61

sinkL =0, veya ob =
C C

S S

L_

nr n=1,2,3,..icin (Ek 1.30)

olur. Burada siirekli bir sistemin sonsuz sayida dogal frekansi oldugu gosterilmistir.

B = 0 oldugundan konum parametresi ¢(X)

4,(x) =sink x =sin “’”X=sin”—’|_”X (Ek 1.31)
C

S

olur. (Ek 1.31) esitligi kavramsal olarak ¢ok énemlidir. Bu esitlik kablonun n. titresim modu

igin mod seklini temsil eder. Boylece u(x,t) yer degistirmesi

TX

U(X,t)=Z:{Cn sin,t+ D, cos w,t}sin n (Ek 1.32)
n=l

seklini alir. Burada

®, = nze, dir. (Ek 1.33)

Cn ve D, sabitleri, genellikle baslangi¢ kosullarinin Fourier ayriklastirmasiyla elde edilir.

u(x,0)=a(x) ve ou (X,O)/@t =b(x) olarak verilirse buradan

2L . nxX
Dnztjo a(x)sin —dx (Ek 1.34)
A\~
C, =2 [ b(x)sin ¥ ix (Ek 1.35)
Lo L
elde edilir.

n n=n?

Burada D, ve @,C,, a(x) ve b(x) fonksiyonlarmmn Fourier serisi agilimlarimin Fourier

katsayilaridir.
Yukaridaki modal analizde iki 6nemli nokta ortaya ¢ikmistir. Bunlar:

1) Sinir kosullar, sistemin mod sekillerini ve dogal frekanslarini belirler,

2) Baslangi¢ kosullari, her bir modun toplam cevaba olan katkisini belirler.
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¢,(x) ve q,(t) parametreleri, daha karmagik siirekli sistemlerin normal mod analizinin

temelini olusturur.

e Kirislerde Yanal Egilme Titresimleri
Katilarda bir ¢ok dalga tipi olusabilir (Cremer ve digerleri) ama bunlar arasinda en énemli iki
tanesi boyuna dalgaya cok benzer dalgalar (quasi-longitudinal waves) ve egilme dalgalaridir.
Egilme dalgalar sesin yapilardan yayilmasinda 6nemli bir rol oynar ve bu yilizden dikkatli bir
sekilde goz Oniine alinmalidirlar. Kiriglerdeki egilme titresimlerinin hareket denklemleri,
kablo ve ¢ubuklardaki dalga denklemlerine benzer sekilde elde edilebilir. ilk olarak, titresen
kabloda yapilan varsayimlara ek olarak birka¢ varsayim yapilmalidir. Bunlar izleyen

sekildedir:

1) Donme ataleti ve kayma deformasyonlariin etkisi ihmal edilecektir,

2) Kirigin kesit alani1 sabit kabul edilecektir,

3) El degeri sabit ve kiris tarafsiz eksenine gore simetrik kabul edilecektir.

4) Net boyuna kuvvetlerin olmadig1 kabul edilecektir.

Sekil Ek 1.11 de gosterilen, birim uzunluktaki kiitlesi p, olan bir kiris eleman1 gbz Oniine

almsin. Burada V kesme kuvveti, M ise egilme momentini gostermektedir. Newton’un ikinci

kanunundan,

oL dx%’:—{v +%—\;dx}+v (Ek 1.36)
Boylece,

pLZ%J:—aa—\; (Ek 1.37)
olur.

Momentlerin, birim elemanin sag ylizeyine gore toplami (saat yoniiniin pozitif oldugu kabulii

ile) bize

-M +de+{M +86de} 0 (Ek 1.38)

X

verir. Buradan,
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_

TR [
V+8_\de

X

Sekil Ek 1.11 Enine titresime maruz bir kiris elemaninda egilme momentleri ve kesme
kuvvetleri

M _

=V (Ek 1.39)
OX

olur. Kirig egilme teorisine gore (Euler-Bernoulli ya da ince kiris teorisi) simetri diizleminde

egilen bir kiris i¢in egrilik ve moment

o°u
El —=-M Ek 1.40
ox? ( )

momentidir Sekil Ek 1.11 ile alakali olan diyagramin diizleminin i¢ine dogru olan eksen).

Esitlik (Ek 1.40) 1 isareti koordinat ekseninin se¢imi ve pozitif egilme momentinin tanimryla

uyumlu olmalidir. qu/ OX” nin isaretinin her zaman M nin isaretiyle ters oldugu gosterilebilir.

Buna gore,
, o {EI 62‘;’}
P, gt‘j - axfx (Ek 1.41)
olur. Boylece,
% a’ % =0 olur. Burada a’ :/E)—l dir. (Ek 1.42)

(Ek 1.42) denklemi yanal dogrultudaki egilme hareketi i¢in Euler kiris denklemidir. Bu
denklem, yanal kablo titresimi i¢in dalga denkleminden ve ¢ubuklardaki boyuna dalgaya ¢ok
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benzer dalga (quasi-longitudinal wave) denkleminden farklidir. Denklem doérdiincii dereceden

bir kismi diferansiyel denklemdir ve sabit a* degeri egilme dalga hiz1 degildir. Bu, egilme

dalgalariin kesme ve boyuna dalgalarin birlesiminden olugsmasinin bir sonucudur.

Izleyen sekilde bir ¢dziim goz dniine alinsin:
u(x,t)= Ae“™* (Ek 1.43)

Bu denklem Euler denkleminde yerine yazilirsa

k! =%a)2 (Ek 1.44)

elde edilir. burada k nin ikisi kompleks olmak tizere dort kokii vardir. Bunlar,

5 \V4 H\V4
k=+| 22 | ye +i| 22 (Ek 1.45)
El El
seklindedir.

k parametresinin birimi m™ dir ve egilme dalga sayisini gdsterir. Bu yiizden, bundan sonra K,

olarak adlandirilacaktir. (Ek 1.42) esitliginin tam ¢6ziimii dort bilesenden olusmaktadir ve

izleyen sekildedir:
u(x.t)= {Ale‘ikhx +Aze‘kbX+A3e‘ka+A4eka}e“"t (Ek 1.46)

(Ek 1.46) denklemi kirisler i¢in yanal egilme titresimlerinin ¢ézlimiinii verir. Denklemden
goriildiigii lizere iki lstel olarak azalan, yayilmayan dalga denklemi ve iki yayilan dalga
denklemi bulunmaktadir. Yayilmayan dalgalar kisa siirede kaybolan dalgalar olarak bilinir ve

net enerji aktarmazlar. iki yayilan dalga bileseni + ve — x yoniinde dalga yayilimini gsterir.
Egilme dalgasi hizi, ¢, , egilme dalga numarasi (wavenumber) k, den elde edilebilir. Buna
gore,

C, =k3=a)1/2{E|/pL}l/“ —{1.8c,tf}"” (Ek 1.47)

b

Egilme dalga hiz1 olan (Ek 1.47) esitligi onemli bir esitliktir ve boyuna dalga hizi ¢, nin

tersine egilme dalga hizinin verilen bir malzeme i¢in sabit olmadigini ifade eder. Bu esitlik

frekansin bir fonksiyonudur ve onunla birlikte artar. Yani egilme dalgalarinin farkli frekans
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bilesenleri farkli dalga hizlarinda ilerler ve bu ylizden dagilimhidirlar. Egilme dalga hizinin,
ses dalgalarinin yapilardan yayilmasinda onemli bir rol oynadigi bilinmektedir. Kayma
deformasyonlarinin ve donme ataletinin egilme dalga hiz1 iizerine etkileri Fahy ve Cremer ve
digerleri tarafindan ayrintili incelenmistir. Kayma deformasyonu egilme dalga hizinin st

limitini sinirlar (yani yiiksek frekanslarda hiz sonsuza ulasmaz).

Grup hiz1 (c,) kavramu elastik siirekli ortam bakig acisi baghginda (Ek 1.4) esitligi ile

aciklanmustir. Bir dalga dagilmayan bir dalga oldugunda o ile k arasindaki iliski dogrusal ve
dalga veya faz hiz1 ile grup hizi birbirine esittir. Egilme dalgalari i¢in @ ile k arasindaki
iliski dogrusal degildir ve bu ylizden grup ve dalga hizlar1 birbirine esit degildir. Yani dalga
tarafindan taginan enerji fazin ilerledigi hizda ilerlemez. Katilardaki egilme hizlar1 igin

¢, =2¢, dir.

Kirislerdeki gercek u(x,t) yanal yer degistirmesi (Ek 1.46) esitligindeki kompleks ¢6zlimiin

gercel kismindan elde edilir. Ayrica bu yer degistirme Euler kiris denkleminden,
degiskenlerin ayrilmasiyla da dogrudan elde edilebilir ki bu prosediir mekanik titresimler
konusunda yazilan kitaplarin ¢ogunda benimsenmistir. Degiskenlerin ayrilmasi iki bagimsiz

dogrusal diferansiyel denklem ortaya ¢ikarir. Bunlar;

4
‘;X? —kip=0 (Ek 1.48)
Ve
2
%4_@2(1 0 (Ek 1.49)
x=0
x=L

N\ /

Bu ll?ktada yer degigtirme Bu noktada egilme momenti ve
ve egim.yoltur kesme yoktur.

Sekil Ek 1.12 x = 0 noktasinda tutulu ve X = L noktasinda serbest bir kirigin gésterimi
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Bunlarin ilgili ¢oziimleri

#(x)= A sink,x+ A, cosk,x+ A sinh k,x+ A, cosh k,x (Ek 1.50)
ve
q(t)=Csin ot + D cos wt (Ek 1.51)

seklindedir. A; ve A, sabitleri sinir kosullarindan, C ve D sabitleri ise baslangi¢c kosullarindan

elde edilir. Titresen kablo durumu i¢in, #(x) dalga seklini temsil eder. q(t) ise her bir modun

toplam cevaba olan katkisini belirler. Toplam cevap boylece biitiin ayrik modlarin toplami

olur. Yani;

u(xt)=>4(x)a,(t) (Ek 1.52)

1

0
n=

Ornek olarak Sekil Ek 1.12 de gosterilen X =0 noktasinda tutulu, X =L noktasinda serbest

bir kiristeki serbest yanal titresimleri géz dniine alalim. Sinir kosullart:
1) Tutulu ugta yer degistirme ve egim yoktur. Bu yiizden u(0,t)=0 ve ou(0,t)/ox=0;

2) Serbest ugta moment ve kesme kuvveti yoktur. Bu yilizden azu(L,t)/ ox*=0 ve
du(Lt)/ox’ =0

Bu dért sinir kosulu (Ek 1.50)-(Ek 1.52) esitliklerine uygulanirsa kL (Kg, n. mod igin dalga

sayisidir.) cinsinden izleyen transandantal frekans denklemi elde edilir.

sech ky,L =—coskj, L (Ek 1.53)
Kars1 gelen mod sekilleri ise

coshk, L +coskg,L
sinh kg, L +sink;, L

¢, (x)=A {cosh Ky, X — cos kg, X —{ }x (sinh kg, x —sin kg, X) (Ek 1.54)

[k dért mod sekli Sekil Ek 1.13 de gosterilmistir.

Kiris elemanlarinin tahrik noktasi (drive-point) mekanik 6zdirenci, Z_, kablo ve cubuklar

icin kullanilan prosediirlerin aynis1 kullanilarak hesaplanabilir. Fahy tarafindan elde edilen iki
0zel sonu¢ burada sunulmustur. Daha fazla ayrint1 i¢cin Fahy ve Cremer ve dig. Calismalarina

bakilmalidir. Birinci sonug sonsuz bir kiristeki egilme modlarinin nokta tahriki i¢indir. Ikinci
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kan) = 1.875/L
kpno = 4.694/L
kpny =7.855/L.
kpns= 10.995/L

x =A)
Sekil Ek 1.13 Bir ucu tutulu bir ucu serbest bir kiris i¢in ilk dort egilme modu sekilleri

sonug basit mesnetli sonlu bir kirigin nokta uyarimiyla ilgilidir. Daha 6nceden belirtildigi gibi

bu asamada sontim ihmal edilmistir. Sonsuz bir kirisin nokta uyarimi i¢in

_2EIK;
@

V4

m

(1+i) (Ek 1.55)

ve sonlu bir kirisin nokta uyarimi i¢in

_4E1K
@

Z

m

(tanh k, L — tan kL) " (Ek 1.56)

seklindedir. Sonsuz kiris hali i¢in, 6zdirencin gercel kismi (yani direng) uyarim noktasindan
yayilan enerji ile, sanal kismi (yani tepki) pozitif oldugu i¢in kiitle ile iligkilidir. Eger sanal
kisim negatif olsaydi rijitlik ile iligkili olacakti. Cilinkii sontim ihmal edilmistir ve daha once
ki durumda oldugu gibi sonlu kiris i¢in dzdireng sanaldir. Bu 6zdirencin bir kismi kiitleyle bir

kismi da rijitlik ile iligkilidir.

Sontim etkisi, kompleks elastisite modiiliiniin (E") kiris denklemine dahil edilmesi ve bir

karmasik dalga numarasi (k') elde edilmesiyle analize eklenebilir.
k’:k(l—i%) (Ek 1.57)

Sanal (imajiner) kismin artik, boyuna dalgaya ¢ok benzer dalga (quasi-longitudinal wave)
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konusunda oldugu gibi 7/2 degil 7/4 oldugu not edilmelidir. Yayilan ve yayilmayan

dalgalar arasindaki fark (Bkz. Esitlik Ek 1.46) karmasik dalga numarasinin kullanimindan
dolay1 artik biraz daha karmagik hale gelmistir.
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Ek 2 Sayisal Fourier ve Ters Fourier Déniisiimleri’

Ek 2.1 Fourier Doniisiimii Hakkinda Ozet Bilgiler

f (t) zamana bagli bir fonksiyon olmak iizere, fonksiyonun siirekli Fourier ve ters Fourier

dontisiim formiilleri

F¥ ()= [ £ (t)e ™t (Ek 2.1)
f(t) =2l ]O Ff(0w)edo (Ek 2.2)
T

seklinde verilmektedir (Brigham, 1974). Burada agisal frekans @, normal frekans f ye
(devir/birim zaman) @=2zf formilid ile baghdur. FF(a)) zamana baglh f(t)

fonksiyonunun Fourier doniisiimii olup kompleks degerlidir.
Ek 2.2 Fourier Déniisiimiiniin Baz1 Ozellikleri

f (t) fonksiyonu, t>0 ic¢in tamimlanmis reel degerli fonksiyondur. Fourier doniigiimii
F (@), kompleks degerli bir fonksiyon olup (—o0,0) araliginda tanimlanmistir. F* (@) nin

(-w) ve (@) daki degerleri birbirinin kompleks eslenigidir.
FF(-0)=FF (o) (Ek 2.3)

Burada, st ¢izgi kompleks eslenigi gostermektedir. (Ek 2.1) ifadesi yardimiyla fonksiyonun

Fourier doniisiimii agagidaki sekilde diizenlenmektedir.

F¥ (@)= F[ £ ()] =[ f (t)e™dt=[ f (t)cosatdt-+i[~f (t)sin ot (Ek 2.4)

0

Fourier uzayindaki fonksiyon reel ve imajiner kisimlardan meydana gelmektedir.
FF(w)=F; +iFf (Ek 2.5)

Fourier doniisiim uzayindaki fonksiyonun reel kismi simetrik, imajiner kismi ise antisimetrik

ozellige sahiptir.

" Ek 2, Calim (2003)’den alinmustir.
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Fonksiyonun zamana gore tiirevinin Fourier doniisiimii
(f(t) =F[f@®)]=]f(t)e "t (Ek 2.6)
0

seklindedir. (Ek 2.6) ifadesine kismi integrasyon uygulanirsa

—f(0)x1+iwF" () (Ek 2.7)

t=c0

(f (t))F = f (t)e—iwt‘:’ +iwI f (t)efimdt‘ —f (t)e—imt‘
0
elde edilir. Fourier doniisiimiinde hem davranis hem de yiik fonksiyonunun sifira gittigi kabul

edilmektedir. Buna fonksiyonun yayilma sart1 (Radiation condition) denilmektedir.

lim f (t)—0 (Ek 2.8)

t—oow

Yayilma sart1 kabulii ile fonksiyonun birinci tiirevinin Fourier doniigiimii

(f(1) =ioF* (0)-1(0) (Ek 2.9)
olarak elde edilir. Benzer sekilde fonksiyonun ikinci tiirevinin Fourier doniigiimii

(f(t) =-0FF (o) -iwf (0)f (0) (Ek 2.10)

seklindedir. (Ek 2.9) ve (Ek 2.10) esitliklerindeki ikinci ve {i¢ilincii terimler t =0 anindaki
baslangi¢ sartlaridir. Zamana bagli bazi fonksiyonlarin kapali Fourier doniistimleri Cizelge Ek

2.1 de gosterilmektedir.

Cizelge Ek 2.1 Zamana bagli baz1 fonksiyonlarin kapali Fourier doniistimleri

Tip 53 | Zamanla Degisim | Fourier Doniistimii
1 | e™sin(at) b>0 a
a’+(b+io)
2 e cos(at) b>0 b+iw
a’+(b+iw)’
3 sin(at) a
a’ -’
4 cos(at) i
a’ -
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Ek 2.3 Ayrik Fourier Doniisiimii

f(t) fonksiyonunun siirekli olarak tammlanmadigim ve [0,T] araliginda At aralhklari ile

ayrik olarak
fi=f(t) (i=0,1..... ,N-1) (Ek 2.11)

seklinde verildigi kabul edilsin. Burada

) T
t =IiAt , Atzﬁ (Ek 2.12)
N
y=i(t)
//_K*——__‘_‘___
/
]
fo i | B £
N-1
0At At At T t
to o] 12 tna 5%}

Sekil Ek 2.1 f (t) fonksiyonunun ayrik tanimi

Ayrik Fourier donilisim formiilleri ayrik sekilde verilen f(t) fonksiyonunun Fourier

dontistimiinii hesap etmek i¢in kullanilacaktir.

Ek 2.4 Ayrik Fourier Déniisiimiiniin Onemi
Ayrik Fourier doniisiimiiniin 6nemi iki noktada toplanabilir.

e Cisimlerin, yapilarin, akiskanlarin dinamik davranisini incelemeye yonelik deneylerde

ivme, hiz gibi baz1 biiyiikliiklerin zamana gore degisimleri kiiclik zaman araliklar1 (At)

ile belli bir zaman aralig1 [O,T] de ayrik olarak olgiiliir. Elde edilmis olan deneysel

verinin degerlendirilmesi i¢in ¢ogu kez, ozellikle deprem ve titresim analizlerinde,
biiylikliiklerin ayrik olarak oOl¢iilmiis ve zamana gore degisimlerinin Fourier
doniistimlerinin bulunmasi1 arzu edilir. BOyle bir amaca ayrik Fourier doniisiim

formiillerini kullanarak ulagsmak miimkiindiir.
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e Ayrik Fourier doniistimii cisimlerin, yapilarin dinamik davraniginin analitik olarak
bulunmasinda da kullanilabilir. Cisim ve yapilarin dinamik davranisi adi veya kismi
diferansiyel denklemleri tarafindan idare edilir. Bu denklemler zaman uzayinda sayisal
olarak ya integrasyon formiilleri veya ayrik Fourier donilisiimii yardimi ile entegre
edilebilir. Ayrik Fourier doniisiimiiniin kullanilmasinin, integrasyon formiillerinin
kullanilmasia gore en Onemli avantaji cismin veya yapinin istenen bir noktasindaki
dinamik davranigin diger noktalardaki davranis bulunmadan belirlenebilmesidir.
Halbuki klasik integrasyon formiillerinin kullanilmasi halinde belli bir noktadaki
dinamik davranist bulmak icin diger noktalardaki davranisi bulmaya ihtiya¢ vardir,
yani, cismin biitiin noktalarindaki dinamik davranig ayn1 zamanda ve birlikte bulunur.

Ek 2.5 Kompleks Fourier Serisi

Ayrik  Fourier doniisiimii formiillerini kompleks Fourier formiilleri kullanarak elde

edileceginden bu konu kisaca incelenecektir.

f (t) fonksiyonu [0,T] araliginda tammlanmus olsun. f (t) fonksiyonunun [0,T] arahginda

gecerli olan Fourier serisi agilimi

f(t)= i Ce'™ (Ek 2.13)
k=—c0
1 -
C, :?j f(t)e ' 'dt (Ek 2.14)
0

formiilleri verilmektedir. Burada e, , k ninc1 Fourier bileseninin agisal frekansini gostermekte

olup

formili ile tanimlanmaktadir. T, ve f, sirasiyla k ninct Fourier bileseninin periyodunu ve
normal frekansini gostermektedir. (Ek 2.13) ve (Ek 2.15) denklemlerinden anlasilacag: iizere,
(Ek 2.13) in agilimi f (t) fonksiyonu [O,T] aralig1 disinda T periyodu ile periyodik olarak
devam ettigi kabuliine gore yapilmistir. (Ek 2.14) denklemi kompleks Fourier sabitleri C,

larin

C,=C, (k=0,12,....) (Ek 2.16)
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ozelligine sahip oldugunu gostermektedir. (Ek 2.16) denklemi C; 1n reel olacagmmi C ,, C,,

C,, e nin C,, C,, C,, ...... nin kompleks eslenigi olacagim gostermektedir. (Ek 2.13)

fo=—=kAf (k=......,~10,1,......) (Ek 2.17)

ve genlikleri C, olan sonsuz sayida Fourier bilesenin toplami olarak ifade edilecegini

gostermektedir. f, frekanslarinin esit aralikli bir dagilima sahip olduguna dikkat edilmelidir

(Sekil Ek 2.2).
Re (CL)
C, c,
IC-} Co |C2
|y v v |y v ]
Cs Simjetrik &
L (Cy)
C
C :

fa f2 fa e |
I fO fl fz fﬁ

Ch C1 Anfisimetrik

Sekil Ek 2.2 Fourier serileri

C, Fourier sabitlerini Af e bdlerek yayili Fourier sabitleri F,” cinsinden

Fr=—t (Ek 2.18)

denklemi ile temsil etmek miimkiindiir (Sekil Ek 2.3).



F_Co E _Co F_C

TTOAf Y L™ ar

F-= (:_2 C} F¥‘:'Ell
- N

Cy

NS
e
e

CaF e b Cs

w7 X T
%% f2 A fo f Xz
Cs; Cs

FEJ. = C‘_S F:l,': — C3
=N S =7
VAN AN VAN LN LA LA,
| 71 1 ] 1 | | 7

A2 AF /2

Sekil Ek 2.3 Yayil1 Fourier sabitleri

Fourier serisi denklemleri, yayili Fourier sabitleri cinsinden yazilmaktadir.

f(t)=Af Y Fre™! )
k=—00
T .
=] f(t)e > dt \ (Ek 2.19)
0
k
o, =2xf, =27kAf =27 —
T J
Ek 2.6 Siirekli Fourier Doniisiimii ve Kompleks Fourier Serisi Arasindaki Tliski

Siirekli Fourier dontigiimii formiilleri kompleks Fourier serisi formiillerinden periyot T

sonsuza giderken elde edilebilir. T sonsuza giderken (T - oo) f, lar arasindaki mesafe sifira

yaklasir, f, larin dagilimi siirekli hale doniisiir ve

1
Af =— — df
T ~ (Ek 2.20)
o, =2rf, >w=2xf
bagintilar1 elde edilir. Dolayis1 ile kompleks Fourier serisi formiilleri (Ek 2.19),
1 7 i
f(t)=— | F" (0)e"'do Ek 2.21
(=5[] F (o) (Ek2.21)
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FF () =T f (t)e'dt (Ek 2.22)

seklini alir. Bu formiiller ise (Ek 2.1) ve (Ek 2.2) denklemleri ile verilen siirekli Fourier

doniisiim formiilleri ile aynidir.

Ek 2.7 Ayrik Fourier Doniisiim Formiilleri

Ayrik Fourier doniigiim formiilleri, kompleks Fourier serisi formiillerini (Ek 2.19), kullanarak

elde edilecektir. f (t) fonksiyonunun At araliklar ile ayrik olarak

f,=f(t,)
t,=nAt (n=0,1,......,N-1) (Ek 2.23)
A=t

N

denklemi ile verildigi kabulii yapilmaktadir. (Ek 2.19) denklemlerinin ikincisinde dikdoértgen

integrasyon yontemi kullanilirsa ve birincisini t =t =nAt i¢in yazilirsa

f,=Af > Fle™n
k=—o0
F Nz‘i - (Ek 2.24)
F~=At) fe '
k=0 “

formiilleri elde edilir. Burada

ot = (27nAf ) (k At) = 27znk LRI 27rﬂ
I $' '\:( (Ek 2.25)
o, =(27kAT)(NAL) = 27kn—— = 27 2
TN N
esitlikleri g6z ontine alinirsa (Ek 2.24) esitlikleri
kil i27rﬁ
f,=Af > Fle M (Ek 2.26a)
K=
N-1 —i27rn—k
Fr=At) fe M (Ek 2.26b)
k=0

seklini alir.
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Ek 2.8 Katlama Frekansi

f (t) fonksiyonu At zaman araliklarini kullanarak ayrik olarak elde edilmistir ve bu ayrik

fonksiyon degerlerini (Ek 2.26a) denklemi ile Fourier bilesenleri cinsinden temsil edilmistir.

Ancak At araliklari ile temsil edilebilecek Fourier bileseninin maksimum frekans1 f,

fo L NT_ Ny (Ek 2.27)
2T 2

1
T
olarak hesaplanmaktadir. f, den daha biiyiik frekansli Fourier bilesenleri, f, den kiiciik
frekansli Fourier bilesenleri iizerine katlanir. Baska bir deyisle, frekanslart —f < f, < f,

araliginda olan Fourier bilesenleri birbirinden bagimsizdir ve frekanslari bu aralik diginda

olan Fourier bilesenleri, [— f. ., fc] araligindaki Fourier bilesenleri cinsinden ifade edilebilir.
f. ye katlama frekans1 denilmektedir. Bu bilgilerin 15181 altinda (Ek 2.26a) denklemindeki

(—o0, 00) limitler i¢in (—N/2, N/2) kullanilabilir. Dolayis1 ile (Ek 2.26) denklemleri

N/2 i271'ﬁ
f,=Af > Ffe N (Ek 2.28a)
k=—N/2
N-1 —i27rn—k
Fr=At) fe N (Ek 2.28b)
k=0

halini alir.

Ek 2.9 Ayrik Fourier Doniisiim Formiillerinin Son Sekli

(Ek 2.28b) denklemi F." nin f frekansimin 2 f_ periyotlu periyodik fonksiyonu oldugunu

n

gostermektedir. Dolayisi ile (Ek 2.28a) denkleminin limitleri (-N/2, N/2), (0,N —1) olarak

degistirilebilir. Dolayist ile ayrik Fourier doniisiim formiilleri

N-1 i 7!ﬁ

f=AfY FFe ™ (Ek 2.292)
k=0
N-1 —i27rn—k

Fr=At) fe N (Ek 2.29b)
k=0

seklinde yazilabilir. Burada (Ek 2.29b) denklemi ayrik f(t)=f, (k=0,1,...,N-1)

fonksiyonunun Fourier doniisiimiinii (FD) hesap etmekte kullanilabilir. Bu sekilde hesap
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edilen F" degerleri frekans uzayinda 2 f, = NAf periyodu ile periyodik olacaktir. (Ek 2.29a)
denklemi ise Fourier transformu ayrik olarak F"(f )=F" (k=0,1...,N-1) seklinde

bilinen fonksiyonu zaman uzayinda hesap etmek i¢in, yani ters Fourier doniisiimiinii (TFD)

bulmak i¢in kullanilabilir. Bu sekilde hesap edilen f, degerleri zaman uzaymnda T = NAt

periyodu ile periyodik olacaktir.

Ek 2.10  Ayrik Fourier Déniisiimiiniin Onemli Bir Ozelligi
(Ek 2.29b) denklemi ile hesap edilen Fourier doniisiimiiniin reel ve imajiner kisimlari,

f.= %Af frekansina gore sirastyla simetrik ve asimetrik olacaklardir (Sekil Ek 2.4).

Re (F")

fo fi f Jo=fan A
|
N
| =2,
| 2 N
|
|
Im (FF) |
|
|
|
|
Af Af | . /
Antisilinetri
|

Sekil Ek 2.4 Ayrik Fourier doniisiimiiniin simetri ve antisimetri 6zellikleri

Bu 6zellik, FF in frekans uzayinda 2f, = N Af periyodu ile periyodik ve Re( F F) Irn( FF )
in swrastyla f, a gore simetrik ve antisimetrik olmasi sonucu meydana gelmektedir. Frekans

spektrumu 0< f < f_ aralif1 i¢in fiziksel anlam tasimaktadir. f < f <2f  araligindaki

spektrum frekansi negatif olan Fourier bilesenlerinin spektrumunu temsil etmektedir.
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Ek 2.11  Ayrik Fourier Doniisiim Formiillerinin Kompakt Formu

(Ek 2.29) doniisiim formiilleri

f, =Af x, Ters Fourier Déniisiimii (TFD) igin

. ‘ . (Ek 2.30)
F, =AtX, Fourier Doniistimii (FD) i¢in
seklinde ifade edilebilir. Burada

N-I 27
x, = W*FF |, W=eN TFDigin

k=0

NI 27 (Ek 2.31)
x, = W™f . W=e ¥ FDigin

k=0

ve W™, W nun (nk) mec1 kuvvetini gostermektedir.

Ek 2.12  Fourier Déniisiimiinii Bulmak icin izlenecek Yol

f(t)nin belli zaman araliginda verilmis oldugu kabul edilsin. Fonksiyonun Fourier

doniisiimiini (F F ) bulmak i¢in su basamaklar1 izlemek gerekmektedir:

e Analizde g6z 6niine alinacak [O,T] zaman araligini secilir.

e Bolim sayisi (N) secilir ve f, f f, ....... ‘nin At=T/N araliklar1 hesaplanir veya
verilmis oldugu kabul edilir (Sekil Ek 2.5).
e X, degerleri (n=0,1,...... ,N-1)

27

N-1
X, =Y W™f, , W=e N (Ek 2.32)
k=0

e Fourier doniigiimii (FD)

FF=Atx, (n=0,1,.....,N-1) (Ek 2.33)

ifadelerinden hesaplanir.

T (kesmm noktasi)

. tr1

- |
to ty L5 H““"x.,[f;.l !

Sekil Ek 2.5  Ayrik f (t) fonksiyon degerleri
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Ek 2.13  Ters Fourier Doniisiimiinii Bulmak i¢in izlenecek Yol

FFnin f e bagh olarak verilmis oldugu kabul edilsin. Fonksiyonun zamana bagl degerlerini

bulmak i¢in su basamaklar1 izlemek gerekmektedir:

e Analizlerde g6z oniine alinacak [0, fc] frekans araligin segilir.

e N secilir ve F,F",...... Af = Nf°2 araliklar1 ile hesaplanir veya verilmis oldugu

kabul edilir (Sekil Ek 2.6).
e FF, reel ve imajiner kisimlart f, etrafinda sirasiyla simetrik ve antisimetrik olacak

sekilde [0, 2 fc] araliginda tanimlanir (Sekil Ek 2.7).

e X, degerleri (n=0,1,...... ,N-1)
N-1 27
X, = > W*FS , w=eh (Ek 2.34)
k=0

formiila kullanilarak bulunur.

e Ters Fourier doniisiimii (TFD) asagidaki formiille hesaplanir.
f,=Afx, (n=0,1...... ,N-1) (Ek 2.35)

——
._\_\_\_\_\---
—
—

T

fo A A Je

f

Sekil Ek 2.6 Ayrik F' degerleri
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Re (F)
Iy -1
— | )
Af Af Jec 2fc
Im (FF)
~
I s
%A 5 L 17 s

Sekil Ek 2.7 F* 'nin [0, 2f.] araligia genisletilmesi
Ek 2.14  FFT Algoritmasi (Hizh Fourier Doniisiim Algoritmasi)

Ayrik Fourier doniisiimii veya ters Fourier doniisiimii i¢in X, = (n =0,1,....,N - 1)

XO
Xl
= w F (Ek 2.36)

XN]

formiilii ile hesap edilmesi gerekmektedir. Burada W, elemanlar1 kompleks W™ olan
(N xN) boyutlu kare matrisini ve F ise elemanlari FD i¢in F,, TFD i¢in F, ile temsil edilen
(N x1) boyutlu kolon vektoriinii gdstermektedir. (Ek 2.36) denklemi X, leri bulmak igin N*
sayida kompleks carpim yapmak gerektigini gostermektedir. FFT algoritmasinda N, 2 nin
kuvveti olarak (N = ZM) hesaplanmaktadir. Burada M tam bir sayiy1 gostermektedir. FFT
algoritmasi kullanilirsa kompleks c¢arpim sayist NM/2 ye indirgenmektedir. FFT
algoritmasinin islemleri ne kadar kisalttigin gosteren bir drnek verelim. N =2° =256 olsun.
Eger FFT algoritmasi kullanilmazsa 256° = 65536 kompleks carpim yapmak gerekir. FFT
algoritmasi kullamlmasi halinde garpim sayis1 (256)(8)/2 =1024 olmaktadir.
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Ek3 Tek Serbestlik Dereceli Sistemlerin Harmonik Tahrike Cevabi”

Ek 3.1 Tek Serbestlik Dereceli Soniimsiiz Sistemlerin Harmonik Tahrike Cevabi

Bilindigi gibi lineer bir sistemin toplam cevabi zorlama hareketi ile dogal hareketin
stiperpozisyonudur. Harmonik tahrik durumunda zorlamali harekete kararli hal cevabi adi
verilir. Bu kisimda TSD sonlimsiiz sistemlerin harmonik tahrike cevabi ile ilgilenilecektir.
Sekil Ek 3.1°de gosterilen TSD sonlimsiiz bir sistem goz Oniine alinsin. Sistemin lineer

oldugu, tahrik genligi p, ve tahrik frekans: Q nin sabitler oldugu farz edilecektir. Hareketin

esitligi izleyen sekildedir:
mu +ku = p, cos Ot (Ek 3.1)

Sadece ikinci mertebeden tiirevlerin (Ek 3.1) esitliginin sol tarafinda goriinmesi ger¢eginden

goriiliir ki zorlamali hareket veya kararl hal cevabi izleyen formda olacaktir:

u, =U cos Qt (Ek 3.2)

Genlik U yu belirlemek i¢in (Ek 3.2) esitligi (Ek 3.1) esitliginde yerine konursa kararli hal
genligi

U= - _F:;Qz (Ek 3.3)

olarak elde edilir ki burada (k -m Qz) # (0 olmaktadir.

Y,
u

k plt) = p, cos Qut
e

/.

Sekil Ek 3.1 TSD soniimsiiz sistemin harmonik tahrigi

U, :% (Ek 3.4)

" Ek 3, Craig (1981)’den almmustr.
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olarak alinsin ki bu deger statik yer degistirmedir. Bu durumda (Ek 3.3) esitligi

H(Q)= rl (Ek 3.5)

8 (Ek 3.6)

olup frekans orani olarak isimlendirilmektedir ve

H(Q)= (Ek 3.7)

v
UO
frekans cevap fonksiyonu olarak isimlendirilir. Frekans cevap fonksiyonu, H (Q) , kararl1 hal

hareketinin siddeti ve isaretini frekans oran1 r nin bir fonksiyonu olarak verir. Siddet
D :‘H (Q)‘ (Ek 3.8)

olup kararli hal biiyiitme faktérii veya artimi olarak isimlendirilir. Bu, Sekil Ek 3.2 de
cizilmistir. (Ek 3.2) den (Ek 3.5) e kadar olan esitlikler kararl hal cevabini

up:(luozjcosgt, r=1 (Ek 3.9)
-r

olarak verecek sekilde birlestirilebilir.

4

T T
| \
/ \
3 / \
/ \
J \
q / \
Q / \ Serbest ve
- zorl 1
/ N
2~ S
1 <

Sadece /\ ~-
zorlanmig |
bbll'.ir'rll

0 0.6 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
r=Q/w,




&3

Sekil Ek 3.2 p(t)=p,sinQt ile tahrik edilmis TSD s6niimsiiz bir sistemin dinamik

biiylitme faktorleri

Eger r <1 ise cevap, (1— rz) >0 oldugu i¢in tahrik ile aym fazdadir. Eger r >1 ise cevap,

tahrik ile 180°lik bir faz farkina sahiptir. Yani u izleyen sekilde yazilabilir:

up:( EJOJ(—coth) (Ek 3.10)

r —

TSD soniimsiiz bir sistemin dogal hareketinin genel formunun u= A cosw,t+ A, sinw,t

seklinde oldugu bilinmektedir. Buradan bu esitlikle (Ek 3.9) esitliginin birlestirilmesi toplam

cevabi

Upz( Uozjcoth+Alcoswnt+Azsina)nt (Ek 3.11)
1-r

olarak verir. Asagidaki ornek esitlik (Ek 3.11) in kullanimin1 gdsterecektir.

Ornek Ek 3.1

Sekil Ek 3.1 de gosterilen sistemde k=401Ib/in. ve kiitle 38.6 Ib gelmektedir.

p(t)=10cos(10t) tahrik kuvveti basladiginda sistem hareketsizse yani u, =t, =0 ise sonug

......

Coziim
(Ek 3.11) esitliginden toplam cevabin izleyen sekilde oldugu gortiliir:

U .
Uy =7 -cosQt + A cosw,t+ A, sin o, t (1)

(1) esitligi, hiz1 verecek sekilde diferansiyellenebilir.

-U,Q . .
U=—"-sinQt— A o, sino,t+ A, o, cos o, t (2)
I-r

w; =£ esitliginden
m

a)n:\/zz\/@: M:mrad/s (3)
m W (38.6)
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Esitlik (Ek 3.4) ten
p, 10 .
U,=—=—=0.251n. 4
k40 )

Esitlik (Ek 3.7) den

= Q = 10 =0.5 (5)
o, 20
Buradan,

U, 025 025 025

1-r> 1-(0.5) " 1-025 0.75

=0.33in. (6)

A, ve A, ’yihesaplamak i¢in baslangi¢ kosullar: kullanilirsa

u(O):O:I_r2+Al (7)
Bu yiizden,

A1=—1L_J‘;2 =-0.33in. (8)
u(0)=0=A,a, 9)
Boylece,

A,=0 (10)

Sonug olarak,
U =0.33[ cos(10t) —cos (20t) | in. (11)

Bu esitlik zaman-yer degistirme eksen takiminda izleyen sekilde ¢izilmistir.
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ulin.)

uy = 0.33 cos(102)
04

0.2

t, = —0.33 cos(20¢)
06—

Ormnek Ek 3.1 in cevaplarinin ¢iziminden izleyen sonuglar gdzlenir:

e Kararli hal cevabi tahrik ile ayni frekansa sahiptir ve r <1 oldugundan tahrik ile ayni
fazdadir.

e Zorlama hareketi ve dogal hareket doniisiimlii olarak birbirini gii¢lendirir ve zayiflatir
ki bu durum “vurma olay1 (beat phenomenon)” olarak adlandirilir. Bdylece toplam
cevap basit harmonik hareket degildir.

e Maksimum toplam cevap (U=-0.66in.t=7/10 sn. aninda ) siddet olarak maksimum

kararl1 hal cevabindan(u = 0.33 in. t = 0 sn. aninda ) daha biiyiiktiir.
Toplam dinamik biiyiitme ¢arpani

D=maxM (Ek 3.12)

0

olarak belirlenir. Yukaridaki 6rnekte bunun degeri 0.66/0.33 =2 dir. Sekil Ek 3.2, dinamik
biiylitme faktorii, D, ve kararli hal biiyiitme faktorii, D,, i¢in frekans orani r’nin bir
fonksiyonu olarak p,sinQt harmonik kuvveti ile tahrik edilen ve baslangigta hareketsiz olan

sOniimsiiz bir sistem i¢in ¢izilmistir.

(Ek 3.9) ve (Ek 3.11) esitlikleri r =1’de gegerli degildir. r =1 veya Q = @, durumu rezonans
olarak isimlendirilir ve Sekil Ek 3.2 den asikardir ki rezonansa yakin tahrik frekanslarinda
cevap c¢ok bilyiikk olur. Harmonik tahrike yapilarin cevabinin incelenmesinin &nemi,
cogunlukla biiylik hareket genliklerinin olustugu rezonans kosullarindan kag¢inmanin
gerekliliginden ortaya c¢ikar. r=1 oldugunda (Ek 3.2) esitliginin kabul edilen izleyen

¢Oziimle degistirilmesi gerekir:

up=Ctsith, Q=w

n

(Ek 3.13)

Daha sonra (Ek 3.13) esitliginin (Ek 3.1) esitliginde yerine konmasiyla
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c=—Po_ (Ek 3.14)
2ma,

veya
1 .

u, =E(U0a)nt)sma)nt (Ek 3.15)

elde edilir. Bu, asagida Sekil Ek 3.3 te ¢izilmistir. Not edilmelidir ki, Sekil Ek 3.2 r=1 de
sonsuz genlik vermesine karsin Sekil Ek 3.3 gosterir ki genlik zamanin lineer bir fonksiyonu

olarak gelisir.

Ek 3.2 Viskoz Soniimlii Tek Serbestlik Dereceli Sistemlerin Harmonik Tahrike
Cevabi

Lineer bir TSD sistemin klasik analitik modeli yay — kiitle — soniim mekanizmasi olup Sekil

Ek 3.3 te verilmistir.

——= p(t)

\\\\\\\}\\\\\\Y
/
\ =~
/
/

N
N

Sekil Ek 3.3  TSD sisteminin prototipi

Bu sistem, p,cosQt tahrigine maruz kaldiginda, onun hareket esitligi izleyen sekildedir:
mu +cu + ku = p, cos Qt (Ek 3.16)

A u'..,{ﬂ
10.00 —

/\

/\ !
Y \/ \/ \ |
~10.00 | | | J
0.00 0.80 1.60 2.40 3.20

Sekil Ek 3.4 Rezonans durumunda (Q =@, ) u, (t) "nin cevabr
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Esitlik (Ek 3.16) daki soniim teriminin varligi yiiziinden, kararli hal cevabi tahrik ile ayni

fazda olmayacaktir (veya 180° faz farki olacaktir), fakat
u, =U cos(Qt—a) (Ek 3.17)

ile verilecektir. Burada U kararli hal genligi ve o kararli hal cevabinin tahrige gore goreceli

olan faz agisidir.

U ve o nin belirlenmesi donen vektorlerin kullanimi ile kolaylastirilmistir. Esitlik (Ek 3.16)

da ihtiya¢ duyulan hiz ve ivme izleyen sekilde verilir:

U, =-QUsin(Qt-a) (EK3.18)
i, =—QU cos(Qt-a) '

Sekil Ek 3.5 donen vektorlerin iligkisini 0yle gosterir ki onlarin gercel eksen iizerindeki
izdiistimleri, p,cosQt ve (Ek 3.17) ve (Ek 3.18) esitliklerindeki yer degistirme, hiz ve ivime

ifadeleridir.

Hiz

1 i BT

o U _ Yer
\ . =¥ degistirme
e ey
lvme “"Q._, U

Sekil Ek 3.5  p,u,u ve U ’yu temsil eden donen vektorler

mQ2U
—
T \ caw
\

)
b kU /v\

L
—

973

Y

Sekil Ek 3.6  Kuvvet vektor poligonu
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(Ek 3.17) ve (Ek 3.18) esitlikleri (Ek 3.16) da yerine kondugunda izleyen ifade elde edilir:
—mQ*U cos (Qt —a)—cQU sin (Qt —ar ) + kU cos(Qt —a) = p, cos Qt (Ek 3.19)

Bu esitlik amacimiza uygun olarak kuvvet vektorii poligonu ile temsil edilir. Ciinkii esitlik

(Ek 3.19) daki her bir terim Sekil Ek 3.3 deki kiitle {izerine etkiyen bir kuvveti temsil eder.
Sekil Ek 3.6, mQ’U <kU yani Q< @, durumu igin bir kuvvet vektdrii poligonunu gosterir.

Sekil Ek 3.6 daki kesikli ¢izgili vektorlerin yatay (gercel) eksen lizerindeki izdiistimleri esitlik
(Ek 3.19) un solundaki terimlerdir; siirekli ¢izgi ile gosterilen vektoriin gercel eksen

tizerindeki 1zdlistimii esitlik (Ek 3.19) un sagindaki terimi verir. Sekil Ek 3.6 dan kolaylikla

goriiliir ki

p: =(kU-mQU) +(cQuU’ (Ek 3.20)
Ve

tanar = _C;ZQZ (Ek 3.21)
Bunlar

D, =Ui= - 1 = (Ek 3.22)

0 [(1— r*) +(2r) }

ve

tan o = 12_5; (Ek 3.23)

olarak yazilabilir. Burada

, - c e K =
¢ = viskoz soniim oran1=— — C, = kritik s6niim kats. = 2me, = 2— =2vkm

CCI‘ a)n

Q e -
I = frekanslar oram1=— — @, = sOniimsiiz dairesel dogal frekans

@,

U, =20 dur.
K
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Kararli hal biiyiitme ¢arpani, D, ve faz agis1, «, Sekil Ek 3.7 de ¢izilmistir. Genlik ve faz

bilgisi beraberce sistemin frekans cevabi olarak isimlendirilir. Sekil Ek 3.7 deki ¢izimler

lineer ¢oziimler olarak isimlendirilir. Clinkli hem yatay hem de diisey eksenler lineer 6lgeklere

sahiptirler.

1
'DS

6.001—

4.00

2.00

0.00
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

180°

00

Y

0 1.0 2.0 3.0 4.0

()

Sekil Ek 3.7 (a) Cesitli soniim miktarlari i¢in biiyiitme ¢arpani — frekans oran1 grafigi
(b) Cesitli soniim miktarlari i¢in faz agis1 — frekans orani grafigi
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A D
10' T T T T T 17T T T T T T1TE
E ;';"01 =1
u ¢ =03 §;=0.2 n
10° N -
= t=05 =
— =07 -
I §=1.o/ .
= =
o a i
10-2 ] Lttt l N -
107! 10° 10
{a)
o
180.00
90.00
0.00 T 111 _;'
10_1 100 101

(b)

Sekil Ek 3.8 (a) Cesitli soniim ¢arpanlari i¢in biiyiitme ¢arpani — frekans orani grafigi
(logaritmik) (b) Cesitli soniim ¢arpanlar i¢in faz agis1 — frekans orani grafigi (logaritmik)

(Ek 3.17), (Ek 3.20) ve(Ek 3.21) esitlikleri ve Sekil Ek 3.7 de kararli hal cevabinin izleyen

belli bash 6zellikleri incelenebilir:

(Ek 3.17) esitligi ile tariflenen hareket harmoniktir ve tahrik ile ayn1 frekanstadir.
Kararli hal cevabimin genligi, tahrigin frekans ve genliginin bir fonksiyonu olmanin
yaninda sistemin dogal frekansi ve soniim ¢arpaninin da bir fonksiyonudur. Kararli hal

bliyiitme ¢arpani birim degerden dikkate deger derecede biiyiik veya kiigiik olabilir.
Kararli hal cevabi u, =U cos(Qt —a) , ve tahrik p = p,cosQt, ayn1 fazda degildirler.

Yani onlar maksimum degerlerine ayn1 zamanda ulagmazlar. Cevap, hareketin « faz

acis1 kadar gerisindedir. Bu «/Q zamani kadar geride olmaya tekabiil eder.

Rezonans durumunda, yani r =1 de genlik sadece soniim kuvvetiyle sinirlandirilir ve
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(D), =5~ (Ek 3.24)

Ayrica rezonans durumunda cevap, tahrigi 90° geriden takip eder. Yani « =90°°dir.

Rezonans yakininda dinamik biiyiitme faktorii ¢ok biiyiik olabileceginden ve tahrik genis bir
frekans araligin1 kaplayabileceginden Sekil Ek 3.7 nin egrileri Sekil Ek 3.8 de gosterildigi

gibi siklikla logaritmik Slgek ile ¢izilir. Bu Bode Cizimi olarak isimlendirilir.
Toplam cevap u=u +u. ile verilir ki bu (Ek 3.17), (Ek 3.22), (Ek 3.23) ve

u(t)=e* (A1 cosaw,t+ A, sin @, t) esitligi kullanilarak

UO

[(1—r2)2+(2§r)2}

u=

7cos(Qt—a)+e ™ (A1 cos @, t+ A, sin a)dt) (Ek 3.25)

seklinde yazilir. Burada «, (Ek 3.23) ile verilmistir ve A; ve A, baslangi¢ kosullarindan
belirlenecek sabitlerdir. Esitlik (Ek 3.25) teki dogal hareket zamanla yok olacagindan bu

gecici baglangig titresimi olarak isimlendirilir.

Ornek Ek 3.2

Eger Ornek Ek 3.1 deki sisteme ¢ =0.2 ye esdeger bir séniim eklenirse ve aym tahrik ve

baslangi¢ kosullart mevcutsa sonug hareket i¢in bir ifade belirleyip hareketin ¢izimini yapiniz.
Coziim

Toplam cevap fonksiyonu (Ek 3.25) esitliginde verilmistir,

u=u cos(()’[—oz)ﬁLe{“’"t(A1 cosayt+A, sina)dt) (1)
Burada

V)
U- L— @)

[(1—r2)2 +(2§r)2}

w,,U, ve r Ornek Ek 3.1 de bulunabilir.
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k 1/2 \
®, = (—j =20rad/s

m
U, =P 1055,

k 40 >
=219 45

w, 20

(o, =(0.2)(20) =4 rad/s )

Bu ylizden, (2) ve (3) esitliklerinden

U= 0.25 ) .
{[1_(0_5)2}2 +[2(o.z)(0,5)]2}/ [(075) +(0_2)z}/
02 _ 92 (3

- J0.6025 0.776
(Ek 3.23) esitliginden

tano = 2¢r — 2(0'2)(5) 02

5 == =0.267
1-r 1_(0,5) 0.75

Buradan,

a =0.26 rad.

elde edilir. Soniimsiiz dairesel dogal frekans esitliginden

@, = @\1- ¢ =20,/1-(0.2)° =20(0.98) =19.6 rad/sn

(1) esitliginin zamana gore tiirevi alinirsa

U=-QUsin(Qt—a)+e™' [( Ao, —Adw, )cos w,t —(Ala)d + A, )sin a)dt]

elde edilir.

(1) ve (8) esitlikleri t =0 aninda degerlendirilip baslangic kosullarina esitlenirse

u (0) =0=0.32 cos(—0.26) +A
Buradan,

A =-0.32 cos(—0.26) = —0.32(0.966) =-0.311n.

)

(4)

)

(6)

(7

(8)

)

(10)
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1(0)=0=-(0.32)(10)sin(-0.26)+[ A, (19.6)—(-0.31)(0.2)(20) | (11)
A, =-0.11in. (12)
Buradan (1), (4), (6), (10), ve (12) esitlikleri birlestirilerek
U =0.32cos(10t—0.26)—e*[ 0.31cos(19.6t)+0.11sin (19.6t) | in. (13)

elde edilir.

h ulr)

0.50 —

NAWANANYA

-0.50 ] ] | |
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

\ A

Soniim etkisini gormek icin yukaridaki sonuglart Ornek Ek 3.1 deki sonuglarla

karsilastirabiliriz.

Ek 3.3 Kompleks Frekans Cevabi

Onceki kisimda p, cosQt tahrigine karsi gelen kararh hal cevabimin genligi, U, ve faz agist,

a , donen vektorlerin (Ek 3.19) esitligindeki terimleri elde etmek i¢in gercel eksen {izerine
izdiislimil vasitasiyla belirlenmisti. Kompleks diizlemdeki vektorlerin kullanimi bu kisimda
daha sonra yine ele almacaktir. Clinkii bu durum bir¢ok frekans cevabi hesaplarini biiyiik

oranda basitlestirir ve ayrica deneysel sonuglar1 incelemede faydali bir yol saglar.

Sekil Ek 3.3 deki TSD sistemin kararli hal cevabi yeniden goz Oniine alinsin. Alt indis R

(gergel eksen iizerindeki izdiisiim i¢in) cos(t tahrigi yiiziinden ortaya ¢ikan kararl hal veya

zorlanmis titresimi gostermekte kullanilsin. Boylece,

mu, +cu, +ku, = p, cos Qt (Ek 3.26)

ve

u, =U cos(Qt —a) (Ek 3.27)
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Bunun gibi

mu, +cu, +ku, = p,sinQt (Ek 3.28)
ve

u, =Usin(Qt-a) (Ek 3.29)

kars1 gelen sinQt tahrigi icin hareket esitligi ve kararli hal ¢6ziimii olsun. Simdi eger esitlik

(Ek 3.28) i=+—1 ile carpilip esitlik (Ek 3.26) ya ilave edilirse ve Euler formiili

(e’ = cos @ +isin &) kullanilirsa
MU +cU +kT =P = p,e'™ (Ek 3.30)

elde edilir. Buradaki {ist ¢izgi kompleks diizlemdeki bir vektorii gosterir. Esitlik (Ek 3.30)

hareketin kompleks denklemi olarak isimlendirilir ve
U =ug+iu, (Ek 3.31)

vektori kompleks cevap olarak bilinir. Anlasilmaktadir ki gercek kararli hal hareketi U nin ya

gercel ya da sanal kismi ile tahrigin cosQt veya sinQt tipinde olmasma bagli olarak

verilecektir.

Esitlik (Ek 3.30) un kararli hal ¢6zlimiiniin

o =Ue' (Ek 3.32)
formuna sahip oldugu farz edilecektir. Burada U kompleks genliktir ki ayrica

U=Ue (Ek 3.33)

seklinde yazilabilir. Burada U ve a, (Ek 3.17) esitliginde tanitilan genlik ve faz agisinin

aynisidir.

(Ek 3.32) esitliginin (Ek 3.30) da yerine konmasiyla dogrudan

- Py
U= Ek 3.34
(k—sz)+icQ ( )

elde edilir. Bu
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= ! (Ek 3.35)

u
U, (1-r7)+i(2¢T)

formunda yazilabilir. Burada H (Q) kompleks frekans cevabi olarak isimlendirilir.

Esitlik (Ek 3.33) ve (Ek 3.35) ten kararli hal cevabinin genlik ve fazini belirlemek i¢in sadece
esitlik (Ek 3.35) in sag tarafindaki kompleks ifadenin genlik ve fazinin bulunmasina ihtiyag

vardir.

Simdi kompleks sayilar teorisinden birkag¢ sonug asagida verilecektir:

e Dikdortgen ve polar temsil: Eger bir kompleks say1r (vektor) dikdortgen
koordinatlardaki formuyla

A=A +iA (Ek 3.36)
ile ve polar formda

A Ac (Ek 3.37)

ile gosterilirse bu durumda

A=|Al= A +A (Ek 3.38)

Ve

tana = A (Ek 3.39)
Ax

e Iki kompleks sayinin boliimii: Eger A ve B iki kompleks sayiysa bu durumda
_ s |
B_[Be |_ (Eje“ﬂ‘“) (Ek 3.40)
A | Ae” A

(Ek 3.35) esitligindeki payday1 polar formda ifade etmek icin (Ek 3.36) - (Ek 3.39) esitlikleri
kullanilarak ve (Ek 3.35) esitligindeki boliimiin genlik ve fazini elde etmek i¢in (Ek 3.40)

esitligi kullanilarak

= ! (Ek 3.41)

Yy
Yo [(1— r2)2 +(24”r)2}1/2

(@)=

Ve
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tmux=f§2 (Ek 3.42)
—r

elde edilir. Bunlar (Ek 3.22) ve (Ek 3.23) esitliklerinde elde edilenlerle ayni sonuglardir.
Boylece kompleks frekans cevabi I-_I(Q) hem kararli hal cevabinin siddetini, hem de faz

acisini kapsar ve (Ek 3.36) - (Ek 3.40) esitlikleri bu siddet ve faz bilgisini ¢ikarabilmek igin
gayet kolaylikla kullanilabilir.

Ozetle, kararli hal cevabimi belirlemede kompleks vektdrlerin kullaniminda kullanilan dort
adim asagida verilmistir:

1) Kompleks tahrik ve kompleks cevap acgisindan diferansiyel denklem yazilir, esitlik (Ek
3.30)

2) Esitlik (Ek 3.32) de oldugu gibi kompleks genligi U olan bir ¢oziim oldugu varsayilir.
3) Kompleks frekans cevabi H(Q) icin bir ifade elde etmek amaciyla varsayilan cevap
diferansiyel esitlik i¢inde degistirilir.

4) Kompleks frekans cevabinin genlik ve fazini elde etmek icin (Ek 3.36) - (Ek 3.40)
esitlikleri kullanilir.

Viskoz sontimlii TSD sistemlerin harmonik tahriklere cevabi baslikli boliimde kullanilan
kuvvet vektor poligonu (Ek 3.30) esitligindeki kompleks diferansiyel esitligiyle simdi
dogrudan iliskilendirilebilir. (Ek 3.32) esitliginin tiirevi alinarak

U =iQUe" =iQu
if = (iQ) Ue™ = 1 (F343)

Sekil Ek 3.5 ve 3.6 boylece kompleks vektorler agisindan Sekil Ek 3.9 da goriildiigli gibi
tekrar sekillendirilebilir ve Sekil Ek 3.9b deki kuvvet vektor poligonu dogrudan (Ek 3.30)

esitligini temsil eder.

cu

7 a kir )

-

Qe
(€1t — a)
L2x Yoo g

( ”] ( n'll)

— k :ET/’\ -
\

Sekil Ek 3.9 Donen vektorler i¢in kompleks vektdr notasyonu
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(Ek 3.22) ve (Ek 3.23) esitliklerinde verilen sonuglar genlik ve faz ¢izimleri olarak Sekil Ek

3.7 de cizilmistir. Genlik ve faz bilgileri (Ek 3.35) esitliginin sonuglarinin kompleks

diizlemde cizilmesiyle birlestirilebilir. Bu sonug¢ ¢izimi vektdor cevap ¢izimi olarak

isimlendirilir. Bu ¢izim bazi yazarlarca Nyquist ¢izimi veya Argang ¢izimi olarak da

adlandirilir. Sekil Ek 3.10, £ =0.1 ve ¢ =0.05 i¢in vektor cevap ¢izimini gosterir.

Vektor cevap diyagraminin, yapi dinamigindeki deneysel sonuglari incelemede ¢ok yararli

oldugu daha sonra goriilecektir. Bu ayrica R(I-_I)— Frekans ve I(I-_I)— Frekans grafiklerini

¢izmek icin de yararli olacaktir.

A [(H)

0.00 > R
t=0.10
-3.00 |~ £ =0.05
-6.00 — x r=0.96
T 1‘0I2
~9.00 \ -/" r=0.98
K
r=1.00
-12.00 ' i 1
—-6.00 -3.00 0.00 3.00 6.00

Sekil Ek 3.10

_—_|] f m

ARARRRRRRRARRSAARNAN

{a)

p, cos §it

z(t) = Z cos Ut

k

Viskoz sonlimlii bir sistemin kararli hal titresimi i¢in vektor cevap titresimi

%——‘
u
/NN /N

__ijc_ m

(b)

Sekil Ek 3.11 Viskoz soniimlii bir sistemin kararli hal titresimi i¢in vektor cevap titresimi
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Ek 4 Tek Serbestlik Dereceli Sistemlerin Periyodik Tahrike Cevab1®

Ek 4.1 Periyodik Tahrike Cevap — Gergel Fourier Serileri

Yapular {izerine etki eden kuvvetler siklikla periyodiktir. Ornegin, cesitli yol yiizeylerinde

sabit bir hizla hareket eden bir otomobile etki eden kuvvetler periyodik olarak dikkate alinir.
Zamanin bir fonksiyonu olan ve T, periyoduna sahip olan p(t), Fourier serileri araciliyla
genisletilerek harmonik bilesenlerine ayrilabilir. Bu béliimde gergel Fourier serileri dikkate
alinacaktir. Bir sonraki boliimde ise kompleks Fourier serileri tanitilacaktir. Kompleks form

Ek 3 deki kompleks frekans cevap fonksiyonu ile birlestirildiginde soniimlenmis sistemleri

calismak i¢in ¢ok faydalidir.

A ple)

Y-

1,
Sekil Ek 4.1 T, periyotlu periyodik bir fonksiyon

Sekil Ek 4.1 T, periyotlu periyodik bir fonksiyonu gdsterir ki bu,
p(t+T,)=p(t) (Ek 4.1)

p(t) Fourier serilerine genisletilmek suretiyle sekilde goriildiigii gibi harmonik bilesenlerine

ayrilir:

p(t)=a,+3 a, cos(n,t)+ 3 b, sin (nQt) (Ek 4.2)
n=1 n=1

Burada

" Ek 4, Craig (1981)’den almmustr.
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== (Ek 4.3)

temel frekans, a, ve b, n. harmonigin katsayilaridir. a,, a, ve b, p(t) ile asagidaki

esitlikler ile baglantilidir:

+ 3\
a, :Tl-[: " p(t)dt= p(t) nin ortalama degeri
1
a, :% jt”“ p(t)cos(nQt)dt, n=0 b (Ek 4.4)
2 t+T,
h == t)si Qt)dt
= 2[ 7 psin(ne) )

Burada t keyfi bir zamandir.

Her ne kadar teorik olarak p(t) ‘nin Fourier serileri ile temsil edilmesi sonsuz sayida terim

gerektirse de pratik olarak p(t) genellikle nispeten az sayida terim ile yeterli hassasiyet ile

yaklasik sonug elde edilir. Ornek Ek 4.1 kare bir dalganmn Fourier serileri ile gdsterimini

orneklemektedir.

Ornek Ek 4.1

1) Sekilde gosterilen kare dalganin Fourier serileri ile temsilinin katsayilar1 i¢in ifadeleri
belirleyin. p(t) nin Fourier serileri ile gosterimini yazin.

2) Sirastyla bir, iki ve {li¢ terimli Fourier serilerini kullanarak tepesi kesilmis serileri ¢iziniz.
1} plt)

Po

Coziim:

1) (Ek 4.4) esitligindeki integraller —T,/2<t<T,/2 periyotlar1 arasinda degerlendirilirse
izleyen sekilde yazilabilirler:



2 (n2
a =—j 2p(t)cos(ant)dt

Ti/2 .
b, = T_IJ.—TI/2 p(t)sin(nQt)dt

Burada
-p, _El<t<0
p(t)=
Tl
P 0<t<?

(4) esitligini (1) ve (2) esitliklerinde yerine koyarsak

a,=a,=0

n

elde ederiz.
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(1)

)

3)

4

)

a, ve a, Fourier serilerindeki ¢ift terimlerin katsayilar1 iken p(t) ‘nin, t’nin bir tek

fonksiyonu olmasi gergeginden; ki bu p(t)=—p(-t),

4p, ¢m/2 .
b :%L sin(nQt)dt

n
1

sonucuna ulagilir. Boylelikle

ap,( -1 i
b, 2P 1 cos(nQt)
T, (nQ, .
olur. Fakat
QT, =27
bu yiizden

(6)

(7

®)

)
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veya

=P hoi3s (10)
nx

Kare dalganin Fourier serisi ile temsili boylece

p()-22 3 (%jsin(nﬂlt) (an

,,,,,

olur.

2) Asagidaki ¢izimler kare dalganin Fourier serileriyle gosteriminde sifir olmayan ilk ¢
teriminin katkisini géstermektedir.

A pit)

Py —

1
-
f ~

i N |

! F

~Y 0
]

Ek 3 de TSD sistemlerin harmonik tahrike cevabini ve periyodik bir fonksiyonun harmonik

Y~

bilesenleri cinsinden nasil temsil edilecegini belirledikten sonra simdi TSD bir sistemin

periyodik tahrike cevabini belirleyebiliriz. Ornek Ek 4.2 de soniimsiiz TSD bir sistem Ornek
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Ek 4.1 deki kare dalgaya maruz birakilmistir.

Ornek Ek 4.2

Asagidaki soniimsiiz TSD sistem Ornek Ek 4.1 de gosterildigi gibi bir p(t) kare dalga

tahrikine maruz birakilmistir. @, = 6QQ, ise sistemin kararl1 hal cevabini belirleyiniz.

Coziim

(Ek 3.9) esitliginden soniimsiiz TSD sistemin p,cosQt harmonik tahrikine olan kararli hal

cevabi

u=(p°/5jcoth (1)
I-r

olur. Burada r =Q/w, =Q\m/k dir. ()

Ornek Ek 4.1 den p(t)’yi

p(t)=3 P sin(nOt) 3)

n=l1

formunda yazabiliriz. Burada

ﬂ n= tek
P,=1nz “)
0 n=gift

Bu ylizden, kararli hal cevabinin genel ifadesi asagidaki formda olur:

Pn
U, —m (5)

n

Burada



olur. Buradan, kararli hal cevabi

u =iUnsin(ant)

n=1
olur. Burada

U = 4P, Con=tek

" nk;z[l—(an/a;n)z}

4p, sin(nQt)
K7 w43 n[l _(nQ]/a)n )2}

bulunur ki bu problem i¢in Q, /@, = % .

103

(6)

(7

(8)

)

Periyodik fonksiyonlar1 onlarin spektrumlart cinsinden gostermek c¢ok uygundur ki bu her

harmonik bilesenin frekansa gore genliklerinin ¢izilmesiyle yapilir. Ornek 2.1 ve 2.2’deki

p(t) ve U (t) "nin spektrumlar1 Sekil 2.2°de ¢izilmistir. Ornek 2.2deki 4 ve 8 esitliklerinden,
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nhy,
ap, |
'
w,,-—'—BQ.,
l
|
I 2
H 1 .
2, 3, 5%, { 79, 992,
nkU, |
2, } |
i '
I
|
|
|
| 79, 9, %,
2, 3Q, 592, | o

Sekil Ek 4.2 Ornek Ek 4.2 ye gore tahrik ve cevap spektrumlari

4
— n=tek
%: nr © (Ek 4.5)
o |0 n= cif
4
n= tek
pu;k = {nz[1-(n/6)’ | (Ek 4.6)
' 0 n= cift
ve
Q. =nQ, (Ek 4.7)

Ozel oran Q,/w, i¢in tahrikin bazi Fourier bilesenleri rezonans frekansmin istiindeyken
bazilarinin altinda olduguna dikkat ¢ekilmelidir. Baz1 n degerleri igin eger nQ, w,’e yakinsa

cevap cok biiyiik Fourier bilesenleri icerebilir.

Ek 4.2 Periyodik Tahrike Cevap — Kompleks Fourier Serileri

Kompleks frekans cevap fonksiyonu H (), viskoz soniimlii bir sistemin harmonik tahrike

cevabinin uygun bir temsili olarak Ek 3 de kompleks frekans cevabi basliginda agiklanmustir.
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Periyodik fonksiyonlarin kompleks Fourier serileriyle gosterimi keza oldukc¢a kullanigh

olacaktir.

i i(net) (Ek 4.8)

n=—o

olsun. P, iizerindeki ¢izgi serinin katsayilarinin kompleks olabilecegini sembolize eder. Bu

bilesenleri degerlendirmek i¢in
T . 0 nzm
Itt T e|(n91t)e—l(m91t)dt :{ (Ek 49)

—i(mQyt)

oldugu g6z oniinde bulundurulsun. (Ek 4.8) esitligi e ile carpilir ve bir periyot i¢in

entegre edilirse

P=—[ " p(t)e™dt n=0.z1,.. (Ek 4.10)

elde edilir. Ayrica

P, =P = P 'nin kompleks eslenigi (Ek 4.11)

ve

P, = TLJ‘:HI p(t)dt= p(t)'nin ortalama degeri (Ek 4.12)
1

oldugu g6z onilinde bulundurulsun. (Aslinda, p(t) gergel degerli oldugu i¢in F_’0 gergel

degerlidir.)

Ornek Ek 4.3

1) p(t) nin gercel degerli oldugunu gosteriniz, (Ek 4.8) esitliginin sag tarafi olmasi

gerektigi lizere gergel degerli olmalidir.

2) Eger p(t) tek fonksiyonsa, P,(Q)’ nin sanal ve P, =—P, oldugunu gésteriniz.

n
Coziim

1) (Ek 4.8) esitligi acildiginda

t)=P+ i [cos nQt)+isin th] i [cos (nQyt) —Ism(th)] (1)
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I50’1n gercel degerli oldugu goriilen (Ek 4.12) esitliginden ve (Ek 4.11) esitliginden, (1)

esitligi
= i[ R(P,)cos( th)+I(F_’n)sin(ant)]
olarak ifade edilebilir, ki bu gercel degerlidir.

2) (Ek 4.10) esitligi

- _.[HT' (t)[cos(n Qt)—isin(n Qlt)] dt

olarak yazilabilir. p (t) , 1’ye bagli bir tek fonksiyon oldugu belirtildigi icin

P. :_I__—I tt+T1 p(t)sin(nQt)dt
1

olarak yazilir. Buradan

P, :;—li :+Tl p(t)sin( th :—J.HTI )sin th)d

yazilir. Bu yiizden, P, tamamen sanaldir ve P, = —P ’dir.

2

€)

4

)

Yukaridaki 6rnekte bulunan (2) esitligi ile (Ek 4.2) esitligi karsilastirildiginda

a, =2R(P,).b, =21(P,)

oldugu goriiliir.

Ornek Ek 4.4

(Ek 4.13)

1) Ornek Ek 4.1 deki kare dalga igin P,’i belirleyiniz.

2) R(ISn ), I (Isn) ve [P | nin spektrumlarini ¢iziniz.
Coziim

1) (Ek4.10) esitligi 0 <t <T, araliginda entegre edilirse

= 1 upe Sinoyt) I ¢ ~i(noyt)
R

(1)



n

inQT,

P — —Po [e—i(ant)

T,/2

0

Fakat QT, =27 oldugundan

e—i(nQITl/Z) g

Boylece,

27N

veya

F_)n — IpO (2e—in7r
27N

(Not: e (") [ cos(n@t)—isin(nQt) | olarak ifade edilerek de P, elde edilebilir.)

_+1
-1

n =¢ift
n= tek

0

—2p,i
Nz

—i(nQt)

Tl
T/2 :|

n= cift

n= tek
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\A(P,)

1 |- 1 1 | 1 -
-5 -3 -1 1 3 5
2‘00 ﬁ“i’nl
K
an
29, T
v | 1 3 5 b
—_— —_— - ] e
5 3 1 T _2p,
-2p, 57
3n -
—2"’0
n
\P|
2,er
o
2
l % i;g
m
L R
-5 -3 -1 1 3 5

2)

)

(4)
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(Ek 3.32) ve (Ek 3.35) esitliklerinden, TSD sistemin kararli rejim cevabi kompleks formda
U(t)=Ue =H(Q)p,e“ (Ek 4.14)

olarak yazilabilir. Burada I-_I(Q), (Ek 3.35) esitliginde belirtilen kompleks frekans cevabi

fonksiyonudur.

H(Q)= Uk (Ek 4.15)

[1-(Q/a,) |+i[2¢0/0,]

Periyodik bir tahrik i¢in kompleks Fourier serisi kullanilabilir.
p(t)= Y Pe (Ek 4.16)
Kararli rejim cevabi

u(t)= i U,e'" (Ek 4.17)

olur. (Ek 4.14) esitliginde goriilen U = Hp, harmonik tahrik igin

a,=A,B =|A,|7, /() (Ek 4.18)

oldugu goriiliir. Burada

H,(Q)= Vk (Ek 4.19)

[1-(nQ/@,)" |+i[261Q /@,]

Ornek Ek 4.5, periyodik tahrike maruz bir TSD sistemin kararli rejim cevabimi bulmada
kompleks Fourier serisinin kullanimin1 gdéstermektedir. Bu yontem, eger sistem soniimliiyse

daha faydali olmaktadir.

Ornek Ek 4.5

1) Ornek Ek 4.2 yi, @, =60, olan bir kare dalga tahrikine maruz séniimsiiz TSD sistemde
U, icin bir ifade ¢ikararak tekrar ediniz.
U,

n

2)

ve ¢, ifadelerini ¢iziniz.
n

Coziim
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1) (Ek 4.18) esitliginden
0, = AP, =|H, [P, ) (1)
ve (Ek 4.19) esitliginden ¢ =0 i¢in

1/k 1/k

2)

O a0

olarak bulunur. Ornek Ek 4.4 ten

0 n =¢ift
3)

P={_pi
n T 2Rd n=tek

Nz

oldugu hatirlanirsa,

-i(2p,) n = tek
4)

L =H.P = nyzk[l—(n/6)2}
0

U,
n =c¢ift

olarak bulunur.

2) (4) esitliginden
(5)

~1_  2p,/7k
‘Un‘_ ‘n[l—(n/6)2}

(6)

n=+1,+3,+5,-7,-9,...

n=-1,-3,-5,+7,49,...

elde edilir. Cizim amaciyla

[Y/ni N=+1,43,... )

9

= (7/2)|U, _
Tom/k = (nje)

hesaplanirsa

36
=y =2=1,029



4
My = H =§

36

= 0,444

=u =—=0,655
Hs = H s 35

36

=u,=—=0,396
My = H 4 91

4
= =—=0,089
Hy = H 4 45

bulunur.
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nklf’,,i
Jr#"= ,p
‘|._
—9—?Fa—a~113579

}
L m/2

—n/2 -I [

_,____‘____.___,—_.._4.__.—_

—w, = —6%, w,, =651,

Zaman Frekans

alani alani
Esitlik 2.10 _

plr) o > P(Q)

I Es.2.18

Esitlik 2.17 -

u(t) - 0 U,(§2)
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Sekil Ek 4.3  Periyodik cevap probleminin frekans alanina doniisiim ile ¢oziimii.

Omnek Ek 4.5 teki g, grafigi ile Sekil Ek 4.2b yi karsilastirarak kompleks katsayilarn
genliklerinin gergel katsayilarinkinin yarisi olduguna dikkat ediniz. Kompleks Fourier serisi

igindeki (—n) terimlerinin katkisi bu farki agiklamaktadur.

Ornek Ek 4.5 teki gibi problemleri zaman alanindan frekans alanma (spektrum) déniisiim ve
frekans alanindan zaman alanina doniisiim bakimindan diigiinmek uygun olacaktir. Sekil Ek

4.3 bu durumu agiklamaktadir.

Ek 4.3 Periyodik Olmayan Tahrike Cevap — Fourier Integrali

Onceki béliimlerde periyodik bir fonksiyonun esitlik (Ek 4.2) ve (Ek 4.8) de oldugu gibi
Fourier serileri ile gosterilebilecegini gormiistiik. Temsil edilecek fonksiyon periyodik degilse

bu fonksiyon Fourier integrali ile temsil edilebilir. Fourier integrali, Fourier serilerinde T,

periyodunun sonsuza ulagmasi saglanarak elde edilir. Fourier integralleri icin ifadeleri elde

etmede kompleks Fourier serilerini kullanmak uygun olacaktir. Esitlik (Ek 4.8) burada tekrar

edilirse

p(t)= i P.(Q)e™ (Ek 4.20)

burada

5 1 et Si(neyt)

P =;L p(t)e™"™dt (Ek 4.21)
1

Integralin saglanmas1 kosuluyla bu gecerlidir.

T, = o olmasi durumunda, izleyen notasyonu agiklamak uygun olacaktir:

Q, =AQ
nQ, =Q, (Ek 4.22)
7(0.)-TR (22 )7
AQ
Buradan esitlik (Ek 4.20) izleyen sekilde yazilabilir:

p(t) =2L i P(Q,)e'™AQ (Ek 4.23)
7 n=—o0
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Burada
P(Q,)= jTT/ /22 p(t)e dt (Ek 4.24)
olmaktadir.

Esitlik (Ek 4.24) teki integral sinirlart gosterildigi gibi alinmustir bu yiizden T, - oo iken

p (t) nin spesifik formundan bagimsiz olarak p (t) nin tiim zaman tanim alani1 kapsanacaktir.

T, > o iken Q_, Q siirekli degiskenine, AQ da dQ diferansiyeline doniisiir. Boylece (Ek
4.23) ve (Ek 4.24) esitlikleri

p(t)= i T P(Q)e™d0 (Ek 4.25)
Ve

P(Q)=]" p(t)e™dt (Ek 4.26)
seklinde yazilabilir.

Esitlik (Ek 4.25) ve (Ek 4.26) Fourier dniisiim ¢ifti olarak adlandirilir. P(Q), p(t) nin

Fourier doniisiimii, p(t) ise P(Q) nin ters Fourier ddniisiimii olarak adlandirilir. p(t) nin
Fourier dontisiimii ile ifadesi i¢in (Ek 4.26) esitligindeki integralin saglanmasi gerekir. Bu,

-0 <t <oo araliginda p (t) nin Dirichlet kosullarin1 saglamasi ve

L Ip(t)a

integrali yakinsak oldugunda garanti edilir. Bu kosullara; kuvvetler, yer degistirmeler ve
bunun gibi bir¢ok fiziksel algilanabilir fonksiyonlarda karsilagilabilir. Sonug olarak esitlik (Ek
4.25) ve (Ek 4.26), f=Q/2r frekansi cinsinden yazilirsa daha simetrik bir formda

yazilabilir. Boylece
p(t)=[" P(f)e™ (Ek 4.27)

Ve
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P(f)=]" p(t)e™™ Mt (Ek 4.28)

olur.

Esitlik (Ek 4.17) ve (Ek 4.18) de TSD sistemin periyodik tahrike cevabinin izleyen formda

oldugunu bulmustuk:
u(t)= Y H,pe (Ek 4.29)

Esitlik (Ek 4.20) den (Ek 4.26) ya kadar olan islem siras1 izlenerek TSD sistemin u (t) cevabi

icin izleyen Fourier doniisiim c¢iftini elde ederiz.

U(f)=]" u(t)e"®dt (Ek 4.30)
ve

u(t)=["0(f)e " df (Ek 4.31)
Burada

U(f)=H(f)P(f) (Ek 4.32)

kompleks frekans cevap fonksiyonunun sonucu ve tahrikin Fourier doniistimuidiir.

Esitlik (Ek 4.28) den, dogrudan Fourier doniisiimiiniin tespitinin Ornek Ek 4.6 da goriilecegi

tizere dogrudan entegrasyon icerdigi aciktir.

Ornek 2.6

p(t) izleyen sekilde tanimlanan dikddrtgen bir sinyal olsun

0 t<-T
p(t): Py -T
0 t>T

t = 0 ’da simetrik olan bu dikdortgen sinyalin Fourier doniisiimiinii belirleyiniz.
Coziim

Esitlik (Ek 4.26)’dan
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P(Q)=]" p(t)e™dt (1)
=J';I—T poe—iﬂtdt
_ (_E)_z)j(eim _eiQt) (2)

elde edilir. Bu ayrica izleyen sekilde de yazilabilir.

= sin Qt
P@n—zmT(gn j 3)

P(Q) bu yiizden gergek bir fonksiyondur. Q ’ya gére grafigi ¢izilebilir ve Ornek Ek 4.4 teki

ilgili ayrik Fourier serileriyle karsilastirilabilir.

A P(2)

2p, T —

b LN N\

\VE VN

| ] J
—4n/T —27/T 2a/T 4=/T

Yo

(Ek 4.31) ve (Ek 4.32) esitliklerinden cevap izleyen ters Fourier doniigiimii ile ifade edilir
u(t)=[" H(F)P(f)e " df (Ek 4.33)

Ornegin, viskoz sdniimlii bir sistem i¢in H ( f)

) 1/k
(f)_[l—(f/fn)z}ri(zgf/fn) (Flea39

ile, Ornek Ek 4.6 daki dikdortgen sinyal igin ise
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P(f)=2pT {M} (Ek 4.35)

ile verilir.

Esitlik (Ek 4.33) teki ters Fourier doniisiimiiniin degerlendirilmesi kompleks diizlemde kontur
entegrasyonu gerektirir ki bu konumuz disindadir. Niimerik acidan bakildiginda Fourier
integralinin 6nemi hizli Fourier doniisiimii metotlar1 ile hesaplanan ayrik Fourier
doniistimiiniin (DFT) yaklasik olarak hesaplanmasinda yatar. Ayrik Fourier doniisiimii (DFT)

ve Hizli Fourier doniisiimii (FFT) ile kisa bir bilgi ilerleyen boliimlerde verilmistir.

Ek 44  Kompleks Frekans Cevabi ile Birim impuls Cevabu iliskisi

Kompleks frekans cevabi H(Q), ya da H(f), bir sistemin frekans alanindaki cevabimin
karakteristigini tanimlar. Birim impuls cevabi h(t) ise sistemin zaman alanindaki cevabini

tanimlar. Ornek olarak (Ek 4.34) esitliginde verilen H () ve h(t) i¢in yazilirsa

h (t) = Le{“’nt sina,t (Ek 4.36)
Ma,

elde edilir. h(t) birim impulsa t=0 aninda verilen cevaptir. (Ek 4.28) esitligine gore bu

birim impulsun Fourier doniisiimii

P(f)=]" p(t)e"*Wdt=1 (Ek 4.37)
olarak verilir. Buradan, (Ek 4.33) esitligi ile (Ek 4.37) esitligi birlestirilerek

h(t)=[" H(f)e (Ek 4.38)
elde edilir. Bdylece h(t) nin H( f) igin ters Fourier déniisiimii oldugu sonucuna varilir ve

H(f)=]" h(t)e"* "t (Ek 4.39)

olarak bulunur. Bu nedenle Sekil Ek 4.3 teki diyagram, periyodik olmayan fonksiyonlar i¢in

Sekil Ek 4.4 te gosterildigi lizere genisletilebilir.
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Zaman Frekans
alani alani
Esitlik 2.28 -
pit) o » Plf)
1 Es.2.32
Esitlik 2.31 =
ult) - o Ulf)

Sekil Ek 4.4  Siireksiz (gecici) cevap probleminin frekans alanina doniisiim ile ¢éziimii.

Yukarida ters doniisiim yontemi belirtilmekle birlikte, esitlik (Ek 4.31) in ters doniisiimii en

1yi izleyen boliimde kisaca bahsedilecek olan niimerik teknikler yardimiyla basarilmaktadir.

Ek 4.5 Ayrik Fourier Doniisiimleri (DFT) ve Hizh Fourier Doniisiimleri (FFT)

“Periyodik Olmayan Tahrike Cevap — Fourier Integrali” baslikli boliimde belirtilen Fourier
integral teknikleri bir sistemin siireksiz cevabinin bulunmasi hakkinda bir yoOntem
belirtmesine ragmen, Fourier integralinin niimerik uygulanabilmesi ancak 1965°te hizli
Fourier doniisiimii hakkinda yayimlanan Cooley-Tukey algoritmasiyla miimkiin olmustur. Bu
tarihten itibaren FFT, teknolojinin, 6l¢iim ve alet kullanimi gibi, birgok alanindaki gelismelere

onciiliik etmistir.

Fourier déniisiimlerinin niimerik degerlendirmesi iki adimdan olusmaktadir. Ik adimda ayrik
Fourier dontigiimleri tiiretilir ki bu (Ek 4.27) ve (Ek 4.28) esitliklerine karsilik gelir. Daha

sonra DFT’lerin hesaplanmasi i¢in bir etkin niimerik algoritma (FFT) tanimlanir.

Fourier doniigiimiiniin niimerik islemi i¢in Oncelikle (Ek 4.27) ve (Ek 4.28) esitliklerinin
Fourier déniisiim ¢iftine uygun ayrik Fourier ddniisiim ¢ifti tanimlanir. Once déniistiiriilecek
bir siirekli fonksiyon, At ayrik zaman araliklartyla 6rneklenmelidir. Sonra bu 6rneklenen
degerlerden sonlu sayida (N adet) deger alinmalidir. Bunun sebebi bilgisayar hafizasindaki ve
islem zamaninda kisitlamalardir. Bu 6rneklemenin ve sinirlamanin etkisi siirekli sinyalin,

periyodu T, =N At olan ve t, =mAt noktalarinda &rneklenen bir periyodik sinyal ile

yaklasik olarak hesaplanmasidir.

Q=" (Ek 4.40)

oldugu varsayilsin. N 6rnekten olusan T, periyodundan sonra (Ek 4.24) integral izleyen sonlu
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toplamda yerine konabilir.

P(Q,)=>p(t,)e " ™At (Ek 4.41)
m=0
veya
N-1 )
P(Q,)=4at> p(t,)e >, n=0,1,..,N-1 (Ek 4.42)
m=0

Ters ayrik Fourier doniisiimii (DFT) ayn1 sekilde (Ek 4.23) ten elde edilebilir. Boylece,

N— 1
t,)=— @AMy (Ek 4.43)
275
veya
N— 1
i )™M m=0,1,...,N -1 (Ek 4.44)
T1 n=0

(Ek 4.42) ve (Ek 4.44) bu yiizden ayrik Fourier doniigiim ¢ifti olarak tanimlanir.

DFT gosteriminin dogrulugu At doniisiim araligina ve érnekleme sayis1 N’e baglidir, fakat bu

konu hakkindaki tartisma bu yazinin disindadir.

Hizli Fourier doniigiimii (FFT) yeni bir doniisim c¢esidi degildir, fakat ayrik Fourier
doniisiimlerini (DFT) elde etmede oldukga etkili bir niimerik algoritmadir. Onemi, bir ayrik
Fourier doniisiimiiniin (DFT) hesabinda bir¢ok tekrarin ortadan kaldirilmasinda yatar ve

DFT’lerin ¢cok daha hizli hesaplanmasina izin verir.

(Ek 4.42) ya da (Ek 4.44) esitliklerinden biri izleyen forma sokulabilir:

N-1

A, =) BWJ", m=0,1,....,N -1 (Ek 4.45)
n=0

Burada

W, =e /N (Ek 4.46)

olarak alinmistir.

Esitlik (Ek 4.45) teki hesaplama sayisinin 6lgiisii, esitligin seklinden dolay1 gelen kompleks

sonuglarin sayist ve m’in aralifiyla ilgilidir. N adet kompleks sonuca ihtiya¢ duyan N
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toplamin oldugu veya tiim A, ’lerin hesaplanmasi i¢in N sonuca ihtiyag duyuldugu agiktir.
W ’nin katlarmin periyodik dogasindan faydalanilarak toplam hesaplama i¢in harcanan caba
oldukca azaltilabilir. Sekil Ek 4.5, W,™ i¢in tekrarli cevrimi gostermektedir. FFT algoritmasi
icin kompleks sonuglarin sayisi (N / 2)log2 N ile verilmistir. Ornegin, N =512 ise FFT

islemlerinin sayisi orijinal DFT iglemlerinin sayisindan %1 daha azdir.

Wel =W =
A
b5 e 13 _
Wt =3 = We' = wy's =
LTI v -
Wg =Wy =, = ‘-.:n’a“:;;*e":“
Wo' =mg'! =... W' =g = .
Y

We2 =m0 = .

Sekil Ek 4.5 N =8 i¢in W" "nin periyodik dogasi
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