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OZET

Bu c¢alismada hareketli bir kiitle etkisi altindaki sonlu elastik bir kirigin yatay ve diigey
yondeki hareketleri incelenmigtir. Kirigin yonetici hareket denklemleri i¢in Hamilton
prensibi kullamlmis ve iki lineer olamayan girisimli diferansiyel denklem elde
edilmigtir. Diferansiyel denklemlerin girigimli ¢ikmasinin nedeni, yatay yondeki
stirtiinme kuvvetinin de, diger bir deyisle eksenel kuvvetin de dikkate alinmig olmasidir. |
Bilindigi gibi bir kirig tizerinde hareketli bir kuvvet alindifinda bu etki ortaya
¢ikmamaktadir. Lineer halde, moment ile egrilik arasindaki bagintida diigey yer
degistirmeler kii¢iik kabul edildiginden bunlarin tiirevlerinin karesi de 1’in yaninda
ihmal edilmekteydi. Bu g¢aligmada kirigin diisey yondeki sonlu yer degistirmeleri
dikkate alindifindan ortaya lineer olmayan bir denklem takimi ¢ikmaktadir. Ortaya
¢ikan bu denklem takimimin ¢6ziimii giic oldugundan lineer olmayan terimler ihmal
edilerek sonlu farklar yontemi yardimiyla lineer hal igin ¢6zlim yapilmigtir. C6zim
sonunda hareketli kiitlenin kiris tizerinde bulundugu ¢esitli konumlar i¢in diigey yer
degistirmeler ve kayici1 mesnette ortaya ¢ikan yatay yer degistirmeler grafikler yardimi
ile verilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Hareketli kiitle, elastik kiris, sonlu yerdegistirme, Hamilton
prensibi.

v



ABSTRACT

This study deals with vertical and horizontal motions of a finite elastic beam that is traversed
by a moving mass. Hamilton’s principle is used to describe, equations of motions for an
elastic beam and two non-linear couple differential equations are obtained. The horizontal
friction force between moving mass and elastic beam is taken into consideration; as a result of
this, equations are couple. As we know that, in previous researches, when we consider the
moving force on an elastic beam this effect couldn’t be happened. In a linear situation, in the
relation between the moment and curvature, we consider that the vertical displacements are
small enough. Hence, the squares of their derivations are also neglected, because they are very
small. In this study, non-linear couple equations are caused by vertical finite displacements.
Because the solutions of this equations are very difficult, non-linear terms are neglected and
for a linear situation, finite difference method is used. In the end of the solution, for various
locations of a moving mass on the beam, the vertical and the horizontal displacements are
shown by graphics.

Keywords: Moving mass, elastic beam, finite displacement, Hamilton’s principle



1. GIRIS

Hareketli yiikke maruz kiris problemleri ile ilgili ¢aligmalar genel olarak iki gruba
ayrilmaktadir. Bunlardan biri, hareketli tekil kuvvet problemi, digeri ise hareketli kiitle
problemidir. Hareketli tekil kuvvet probleminde kirig ile kuvvet arasinda ortaya g¢ikan
eylemsizlik kuvveti ihmal edilmekte, hareketli kiitle probleminde ise kiris ile kiitle arasindaki
diisey eylemsizlik kuvveti dikkate alinmaktadir. Yapilan ¢aligmalarin gogunda kirigin diisey
hareketleri incelenmis ve problem lineer olmustur (Ting vd.,1974; Fryba, 1973).

Bu caligmada ikinci hal incelenmekte ve esas olarak Genin vd.’nin (1977)
¢alismalarina dayanmaktadir. Bu tiir bir probleme 6rmek olarak bir kprii lizerinde hareket
eden bir tren veya siirekli kiitleye sahip bir tank verilebilir. Incelenen problemde sistemin
hareket denklemleri ve gerekli siur kosullart Hamilton prensibinden yararlanilarak elde
edilmistir. Bilindigi gibi Hamilton prensibi, sonlu bir aralikta sistemin kinetik ve potansiyel
enerjileri toplaminin degisiminin sifir olmasina dayanmaktadir. Problemde kirigin diisey yer
degistirmeleri sonlu kabul edilmis ve yatay yondeki slirtiinme kuvvetinden dolayr ortaya
cikan yatay yer degistirmeler de dikkate alinmustir.

Hamilton prensibinin kullamlmast ile iki girigimli lineer olmayan diferansiyel denklem
elde edilmistir. Lineer olmayan bu denklemlerin ¢dziimii gii¢ oldugundan, lineer olmayan

terimler ihmal edilerek sonlu farklar metodu ile ¢6ziim yapilmugtir.



2. HAREKET DENKLEMLERININ ELDE EDILIsi

Sekil 2.1 Hareketli kiitle etkisi altindaki kirig
Sekil 2.1 de sabit bir v hiz1 ile L agiklifinda basit bir kirig lizerinde hareket eden W
agirliginda bir cisim goriilmektedir. Kirigin birim boyunun kiitlesi m, kiitlenin kirig lizerinde
bulundugu konum & ve koordinatt s ile gosterilmektedir.
Bu durumda sistem i¢in Hamilton ilkesi

5':[(T+U—V)a't =0 2.1

o
denklemi ile ifade edilmektedir (Clough ve Penzien, 1972).
Burada T sistemin kinetik enerjisini, U dis kuvvetlerin yaptigr isi, ¥V ise deforme olan
kirigteki potansiyel enerjiyi g&stermektedir. ¥ potansiyel enerjisi ¥V =V, +V, olarak
almabilir. Bu terimlerden ¥V, egilme etkisinden olusan potansiyel enerji, ¥, ise normal
kuvvet etkisinden olugan potansiyel enerjiyi gostermektedir. Bundan somra (2.1)

denklemindeki enerji terimleri teker teker elde edilecektir.

2.1 Eneriji Bilesenlerinin Elde Edilisi

Potansiyel enerji bilesenlerinden birincisi olan 7] igin

I
1
V, = |=Mdo 2.2
1 6‘- 2 2.2)
yazilabilir. Moment ile egrilik arasindaki iligkinin
LM v @3)
P E (l+w?f

2 t/2
oldugu bilinmektedir. Buna gére ds yay diferansiyelinin 45 = [1+(%) } dx ile verilen

tamimi yardimiyla w, tiirevi agagidaki gibi hesaplanmaktadur.
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— =w, kisaltmalan ile

(1 —w,+ wsz)
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=w
= 2

1—-w,
olarak elde edilir.
Yay boyu ile egrilik arasmdaki bagntidan d9—é
p
enerjisi ;

V, = J%Mde = j—m;l)-%

R

yazilabilir. Bu ifade ile V] potansiyel

(2.4)
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w?‘i L ‘—fﬂ{‘"‘*
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olur. —1—2 terimi yerine daha dnce hesaplanan tiirevlerden yararlanarak

= = azilirsa V; potansiyel enerjisi ;
P’ (1+w,2)3 1-w,’ ’ ' g ’

E] w/
h= ~2_'l—w2dg @3
olarak elde edilir.

Potansiyel enerji ifadelerinden ikincisi olan V, agagidaki gibi yazilabilir ;

1
V, = I%Aa,g,.dx (2.6)

0

Bu ifadedeki A, kirig kesit alanmi,o, normal gerilmeyi ve &,de cubuk ekseni
dogrultusundaki sekil degistirmeyi gOstermektedir. Bu sekil degistirme icin asafida verilen
dx boyundaki kirig elemanina ait yer degistirmeler dikkate alinacaktir.

Jx-r %:""J)‘ L

+
1x b

Bu durumda gekil degistirme, # yatay yerdegistirmeyi gostermek iizere ;

— 2 2 j/2
g, = dx‘;dx = @x'{-u""h) +d(xux'dx)J —& - s & =1’(u, +1)2 +Wx2 -1 (2.7)

olarak yazilabilir. Karekdk igindeki terim i¢in agagidaki gibi binom agilim yapilmaktadir.

s+ +w2 =g, +1) +%(ux +'w —%(ux +17w +-11—6(% + W +... @38

Buifade (u, +1) parantezine almip, (u, +1) ve (4, +1)™ icin tekrar agihm yapilirsa

1

(2.7) ile verilen gekil degistirme igin ;

4

+.. ' (2.9)

£ =u +—w —luxw,2 +lux2wf —lw,r
2 2 8

ifadesi elde edilir. Buradaki u, ve w, asagidaki gibi tammlanmaktadir ;



Us W

Uy =——""7 » W=
1-.2) (1-w2)e
(2.9) da verilen sekil degistirme ve o, = Eg, oldugu gdz &niinde tutulursa ¥, potansiyel

enerjisi agagidaki gibi olur ;
2

ds (2.10)

4
2 24, 2
I uw, 1 wlu, 1

V=i]- 4L w1 +— LN S
T2y | f-w?)? 20w 2w 2w 8wl
(2.1) denklemindeki 7T kinetik enerjisi ve U dig kuvvetlerin is terimleri agagidaki gibi
yazilabilir.

{
T = j%m(wnw)ds (2.11)
0

1
U= [(Fu+ Fw)ds+ Rty — Ry = Ryw @12)

0

Burada (2.11) ifadesindeki % ve w terimleri hiz bilegenlerini gdstermektedir. Ikinci
ifadedeki F, ve F,terimleri hareketli kiitleye ait dis kuvvet bilesenlerini, R,y, Ryy ve Ry
de mesnet tepkilerini gostermektedir. Bu terimler sekil 2.2 de gosterilmistir.

Sekil 2.2 Kiris ve kiitleye ait serbest cisim diyagramt
V(¥,,V,), T ve U terimleri elde edildigine gére bundan sonra (2.1) denklemindeki ilgili
fonksyonlara g6re degisimleri her terim igin ayn ayn yazalm.

2.2 Enerji Terimlerinin Degisiminin Hesaplanmas:

2.2.1 V, , V, Potansiyel Enerjilerinin Degisiminin Hesab ;



1

u terimin yerdegistirme

fonksyonuna bagh degisimi asagidaki gibi alinmaktadir.

SV, = _E_{ If2wss§wss (1 - wsz)_ (_ 2ws§ws)wssz
‘2 6' 1-w?

0 s

! i 2
=EJ jl _’_”: —w +0j6’—i£":2—s)25w3 2.13)

Bu ifade i¢in agagidaki gibi kismi integrasyon yapahm. Birinci terim i¢in ;

W, U, wm(l—wf)—(——Zwswss)wss U
I-w, (l—wf)z
Sw,=dV ., Sw=V

fvav =uv - j VdU oldugu dikkate almarak ,

W, 2w,w,”
1-w, ( f

olarak elde edilir. Koseli parantez i¢indeki terime bir kez daha kismi integrasyon uygulanirsa ,
birinci kisim igin ;

2
wm2 _U wm(l—ws )—w;ss(—Zwswss)___dU
1—-w, d-wS)
ow, =dV , ow=V

ve ikinci kismm i¢in de ;

2ww, B 2w +dww w,  8ww.’ _
0 A ) B
ow, =dV , ow=V

yazilirsa ve (2.13) {n ikinci terimi igin benzer islemler yapilirsa, birinci ve ikinci parga
olarak aywrdifmmiz ifadeleri toparladifimizda,



+E]J‘{ ssss 4%:3”&:“’ +W + 4”’5 Wes }des (2 14)

I T

5VI=EJ wssza%_ sss
I-w, 1- w 1 w)z

olarak elde edilir. Bu ifadede paydadaki terimler i¢in ;

(1— 1+w) +w! +...
-
-

oldufu g6z Oniinde tutulursa ve 5. mertebeden terimler ihmal edilirse, ¥, in degisimi

l+2w +3w +..

w? )_l
W]’
W)’

1+3w? + 6w +...

asagidaki gibi olur ;

1= ol

(2.15)
+E]I(w +W, w s HAWW W W, )&vds
Aym sekilde diger bilesen olan ¥, ° nin degisimi agagidaki gibi hesaplanmaktadur.
u 1w 1 uw? L1y 2 1w
f(us,ws)= s 1+ sz _ s"s s +
fowp 20w) 2 ap 2w 8{-w)
olarak tammlansin. Bu durumda ¥, potansiyel enerjisi ;
V==- jfz( 2.16)

olur. Bu ifadenin degisimi ise agagidaki gibidir.

wl§

[2.7Gu, )97, . i
of

éf(us’w )_



s N

1
of of
OV, = EA\f =6uds+ f—obwds 2.17
2 Jfa us fa ws ( )

olur bu ifadenin birinci terimi igin kismi integrasyon asagidaki gibi almmaktadr.

faf , fsaf+fi(afJ=dU

du, ° ds\bu,
Su,=dvV., Su=V ik
of df of f
7o, ‘Ls fds[ausﬂ‘”ds

s

yazilabilir. Kdseli parantez i¢indeki terimin di( f aaulJ ’e esit oldugu dikkate alnirsa ve
s

aaf = f, olarak tammlanirsa, birinci terimin degigimi ;
u s

s

EA[f r.a,- [ 1), Ms]

{
olarek elde edili. (2.17) ifadesindeki ikinci terim | :{;
0

s

ow,ds seklinde idi. Bunun igin de

asagidaki gibi kismi integrasyon iglemi yapilmaktadir.

¥ _ ¥ e\
rma ﬂ6w+fds(6w) v

& s s

Sw,=dV , Sw=V il

!
Jﬁf g f d af 5w yazilabilir.

0 S

o
I35,

§

5f

S

Koseli parantez igindeki terimin —(f ) e esit oldugu dikkate ahnirsa,

= fw, ile
kismi integrasyonun son sekli ;

EA[ffwﬁwlf,—I(ffw, )ﬁwdS]



olarak elde edilir. (2.17) ifadesinin birinci ve ikinci terimleri igin yapilan kismi integrasyon

islemlerinden sonra ;
! ! {
8 V,=EA {(ff,,, Jou| +(7£,) 5w|; ~ 5], suds-[[££.], é’wds} (2.18)

olarak elde edilir. (2.18) ifadesindeki tiiretmeler agagida verilmigtir.

2 2
w'w, uu w,o U ww,

uw, 1
2(-, )”2 E1 0 ) )
fo, = 12 2 - Wsz 7t usWs:
-w?)” 20w -

u 1

S5 wswss
fs,: (1—Ws2)“2 +€_ Wsz

=—3 w, w uw u2ww
(fu,)s > (1 w )m+(l . )z (1 v )z (2.19)
foa M 3wl 3 ww) L ulw,
* (l—Wsz) 2(1—w52)2 2(1—w52)5/2 (l—wsz)2
( ) W 13 w, w U w

LB R )

Yukaridaki ifadelerde, paydadaki terimler i¢in binom agilmu uygulanarak ve yiksek
mertebeden terimler ihmal edilerek 6V, ifadesi igin ;

{

+ EA{(usws +%usws3 +u’w, +%Ws3) &v}
0

1
oV, = EA<| u, +lws2 +§uszws2 +§Ws4 ou
2 2 8
)

—EA4 j[uss +3uuw’ + —3— wow, +ww, + 3uszwsws] ouds (2.20)

0

0

!
3 3 9
-E4 j{usws +3u u W, +§ussws3 FUW, +U W, +“2‘Ws2Ws +§usws2ws Swds

ifadesi elde edilir.
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2.2.2 Kinetik Enerji Degisiminin incelenmesi

Sisteme ait T kinetik enerjisi ;
i
m
T = |—(w+d
26 vitke
olarak tammlanmugt1. Bu ifadeye ait degisim asagidaki gibi hesaplanmaktadir.
frar=6 [ {26 +ics
5 |Tdr =6 | | =W +4’ Ysdt
t,:“ 1!6[2
) 41 m 41 m
=6 | | —=wdtds +6 | |—di’dtds
g vanlf
Il !
= [mvwswds + [mausids (2.21)
0 0

Bu ifade i¢in agagidaki gibi kismi integrasyon yapilmaktadir.

w=U , Ww=dU u=U , ii=dU

ow=V , éw=dV ou=V , déu=dv

tammlamalar: ile
1 , 41

ST = m [(iSw +ou)|! ds —m [ (56w + iidu) dsdt (2.22)
0 00

olarak elde edilir.

2.2.3 Dis Kuvvetlerin Yaptifn ise Ait Degisimin Incelenmesi
Sistemde dig kuvvetlere ait is ;

!
U = [[(Fu+ Fw)ds|+Ryxt, ~ Royw, — Ryyw,  olarak tanunlanmusts, buna ait defsisim ise
0

% fo

5 [Udt = 5 lj(Fu + F,wds + R gty — RoyW — RLwaL] dt
0

Il
O\—_.N

A H
[[F.6u +uF, + F,6w+ woF, Jasdt + [(RoxSity — Roywy — Riydw,)dt  (2:23)
1 1y

seklindedir. F,ve F, terimleri daha 6nce belirtildigi gibi dis kuvvet bilesenleridir. Bu
kuvvetlerden F, bileseni agagidaki gibi yazilmaktadir .
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F, = (W +%1’4’1]5 (s-&)+mg (2.24)

Bu ifadede W cismin agwhgm, mg Kkirisin birim boyunun agwhgm ve W ivmeyi
gostermektedir. Cismin kiris tizerinde bulundugu konum {'(f) ve hiza da v ile gdsterilmek
lizere, w ivmesi agagidaki gibi bulunabilir ;

dt dt
=iw—dx+§w—dt
ox ot

+ 14
dt  ox dt ordt ox  dt

olarak yazilabilir.

d(w)= %vdt +%dt =¢ olarak tanimlanip tiirev alnirsa ,

d(dw)=d¢=%x¢iabc+%‘:idt

olur. Gerekli tiiretmeler yapilirsa ;

2 2 2
aan) =| 22 vatase+ 2 apate | || L2 vt + 250 |+ 2
o oxor oxot o )

2
Yukandaki d(dw) ifadesi -6&—;" olarak yazildigmda ;

*w Bzw dx o*w dx w 6w o*w
— =+ + Vi—7 |+ —
ot ox* dt oxor dt otox ax ot

olur. v= % oldugu dikkate almirsa , ivme terimi

2 2 2
=02y 00 | 2O OV arak elde edili (Ting vd., 1974).
o Taxd o on

Ivmenin bu degeriile F, ve F, kuvvetleri asagidaki gibi tanumlanabilir.
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F,(£.1)= I:W + (ZJ(W +2v, +viw_ +ow, )]6(s —&)+mg (2.25)
g

F,(&,t)=pF,(&.1)= ,u[W+ (%).(msz, +viw, + W, )Ja(s—g) (2.26)

Bundan sonra (2.23) ifadesindeki terimler teker teker incelenecektir. Once w(dF,) terimini
dikkate alahm ;

n! 114 W
“w(dFy) = I{ jwé’(W + [—g—)(w +2vw, + V2w, + VW, k(s - §)+ mgjdt}ds

IJ.{ _[ w——[&w +2(8v)w, + 2vEw, + 29(6v)w, +v* (8w, )+ (69w, +vow, ]6(s é)dt}
Yukaridaki ifadede v hzinin zamana gére degisimleri sifir olmaktadir. Bu durumda
yukaridaki ifade ;

I

I{ I w— [é'w +2v(6w, )+ v*(Sw,, )]§(s ).dt}

olur. Bu ifadedeki her terime kismi integrasyon uygulayarak degisimlerdeki tiirevlerden
kurtulmaya ¢alisalim. Birinci terim i¢in ;

ow=dV , w=V

J{:]-Ziwawa(s—g)dt}ds - Ij%wﬂ l ds-'j{:]%wawa(s—g)dt}ds ve

ow=dV , ow=V}
w=U , w=dU ile

_J'_w&v ds — j—waw ds+1 t:[?wé'wﬁ(s §)dtJ

0\t

)
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bulunur. Bu ifadedeki birinci ve ikinci terimler sifir oldugundan geriye yalmzca iiglincii terim
kalur. Ikinci terim igin ;

Sv.=dV , w =V

s

ZZW=U , [2zw+2zvﬁz)dt =dU
g g g

I

!4y W
ds — j { [2 Tg—vWstﬁ(s—f)dt}ds

0

j{tljzg-vwawsa(s-g)dt}ds = 'jzzgl—vwaws

!
0 {1

)

ow,=dVv , w=V ile;

4 1

ds‘—’_l[szw&w
g

s

!
W
—JZ—g YW ow

dt — j{ ljz Y oo w6 (s— §)ds}dt
g

t 0 t, L0

Bu ifadede birinci terim sifirdir ve geriye ikinci ve figlincii terim kalir. Ugtincii terim igin ;

ow,

&5

=dVv , ow=V

¥ oow-u , —Vzvzwsds =dU

g g

! ‘1 4 /4

j j—v wow 8 (s —E)dsdt = j = Sw,
g g

0t t

l
dt— j{ Ig—vzwé'wé'(s §)ds} J

owds=dV ve ow=V

va =U ve szds au ie;

g
dt j’—v wiwl dt+}(j—vw des)dt
t,\ 0

= J' L wisw
olarak elde edilir. (2.23) ifadesindeki u(JF,) terimi dikkate alinirsa ;

']' I_"u(éflfx Ydsdt = ‘] I.[u{ Ho [W + g (w + 20, +Viw, + 9w, )]}dsdt
6o 0

Daha dnce yaptigimiz gibi par¢a parca kismi integrasyon uygulayarak degisimlerdeki
tiirevlerden kurtulahm. Birinci terim igin ;
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ow=dV R Sw=V
u=U , u=dU ile

g

t]]‘;,lu&ﬁ»é’(s—f)dsdt = ],uKuEW ds_.'n'ﬂzl;(gw)dgdt
no & ;& Jio8

‘D

Sw=dV , ow=V

ii=dU , u=U ie
l n 1 4 ')

_ jﬂﬁ"ﬁua@{ ds — jﬂ,ZM{ ds+ || yliidwé'(s—f)dsdt
o & f o & f no &

olur. Burada birinci ve ikinci terim diiger ve geriye {igiincii terimler kalr.

Ikinci terim igin ;
S, =dvV , &w,=V
u=U , u=dU ie
1 W f 41l W
j jy—uzv(aw (s—E)dsdt = [2p=—uvdw, ds— | [2u—vidw,5(s~&)dsdt
0 g 0 g I 0 g
Sw,=dV , Sw=V
u=U , u,=dU |ile
_jzp vu5w J-Z,u—vuJM{ dt+“’2y—vu5w5(s &)dsdt
g

olur. Uglincii terim icin ;

Sw,.=V , GSwds=dV

u=U ’ U, = du ile

0

1 W A W / 41 W
[ [p=w6w 8(s—E)dsdt = [p—v'udw, dt— | [#=v"u.60,8(s —&)dsat
o & , & no &

owds=dV , ow=V
u,=U , uy,=dU ile
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= t} U w Viudw,
f

! 4 W ! 4 W
dt— I,u—vzuﬁwi dt + j j U= viu Swd(s —E)dsdt
g bl 4 no &

0 0

olur. w6(Fy) ve ud(F,) i¢in yukarida bulunan degerler F,(6u) ve F,(éw) ile birlikte

(2.23) ifadesinde yerine yazilir ve diizenleme yapilirsa ;
1 41

& [vdt= | j{pi(mzms +Vu, (s —&) +[W + 2 (v 2vi, 42w, )B(s —5)]+mg}&mdsdt
6 o0 g

+ ']‘ ij[W +—Z— (w +2vW, + v, )}5@ — &)oudsdt
40

! t

dt - I(2,uzvzi+ yzvzust(s—~§)§w|;dt
g g

0 [

t| !
i %m+lv2w,]5(s—§)§% p
0 ty g g 0

’l W
+ j U—Vud(s —&)ow,
D8

4 !

+ Ef-vzwé' (s—&E)ow,
.8

tl
+ [(Rytty = Roywy + Ryyw, )t 27)

ifadesi bulunur. U * pun degisimi igin bulunan bu degerler T ve U ile birlikte
4

o I(T +U-V)dt =0 ifadesinde yerine koyulur ve &u’ ya gbre diizenlenirse
&

— t]'ljmiiﬁudsdt + 'j' ].,u[W + %(w +2vw, + vzws )]5 (s— «f)_&uds'dt
t 0 60

4 ! :
- I{— EA j[uss +3u uw,’ + %wfwss +w,w, +3uww, ]@ds}df
0

)
1

dt =0 (2.28)

0

4
- IEA(us +lws2 + iuszws2 + iw_f)&u
; 2 2 8

denklemi elde edilir. Bu denklemdeki ifadeler Su parantezine almir ve ayr1 ayn sifira

esitlenirse ilk {i¢ terimden ;

FA (u,, +3uuw’ +%W33Ws, o+, wm)_mﬁ=_‘H[W.,._Hf(i{:+2ma:s +v2w&,~)]5(s—5) (2.29)
g

denklemi ve son terimden ;
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!

EAl u, +lws2 +§ux2ws2 +§ws4 oul =0
2 2 8

0

denklemi elde edilir. Bu son esitlik bize ;

=0

5

1 3
u +—w,. +=u’w’ +=w}
2 2 8

s=/

u(0)=u, =0

geometrik smir kogullarm vermektedir. Su igin yapilan diizenlemeler dw igin de yapilirsa

agagidaki denklemler elde edilir ;

(2.30)

(2.31)

- t]]mﬁz&vdsdﬂ Tj{,u% (u +2vi, + vzu“)é(s -+ [W + 2—:— (w +2wi, + vzwm)ﬁ(s - 5)] + mg}civdsdt
L0 5O

4 I
- IEJ I(wm +w W, FAwwow + w,> )6‘wdsdt
ty 0

oo 3 3 9
2

- j— EAI{%WS +3u u W +=u w’ + uw, +u W, +=ww, +=uw’ w,
| b 2 2 2

i

2 2 2

+{—-EI (W +w, wy)ow, +(ww, +w +w, WN)JW}L
{

—{EA.(us.ws +u’ w, +~%ws3 +%usws3)5w}

0

! 1, !

dt — Jl:2,u L +,uzv2.u,]6(s ~ E)ow
g g

0 I

- /
dt — gKvﬁHszws)é'(s —f)ﬁwl dt
g g

0 to 0

+ j yzvzué'(s—@ﬁws dt
. &

0

'l
+ IKv2w6(s—@Ms
N &

il
+ I(Roxﬂo ~ Ry Wy + Rypow, )t =0
’0

Bu denklemdeki terimler §w parantezine aliur ve diizenleme yapilirsa ;

2 3
El{(wm +w, W HAww ow, W, )]

2 3 3 3 9 3 ..
—FA [u&,ws +3u, u w, +—2-umws +UW, +us3ws, +E wszws +§usws w&,]+mw

= yl(u +2viz, +v2uss)é‘(s ~&) +[W+2Z(W+2vws +v2ws)6(s—§)]+mg
g g

(2.32)

(2.33)
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ve ;

i
(100, 4w, S+ onp 4w 4w L) |
0

1 3 / (2.34)
~{E4.(us.w; +us3.w, +— wf += uswf)éw} =0

2 2 0
denklemleri elde edilir. Son esitlik bize ,
we |l =0 , wf=0 (235)

seklinde dinamik ve geometrik smir kosullarim vermektedir. Boyutsuz biiyiikliklerle
cabismak kolaylk sagladigindan agagidaki gibi boyutsuzlastirmalar yapilmaktadir.

=5 , Y- , E_z §_=§=V_’
L L L L L
ou oOuoduds 1_ _ _
—=———=L-du,=u, —> u, =u,
Os Ou 0s Os /A
6(611) ou, o5 1 ., 1_
~ 1 |= =AU - Uy =—Ug
Os\ Os Os 0s L L
ow Oowowaos 1_ —
s = =LW g W, =W,
Os Ow Os Os L
a(an ow, 05 1 _ 1_
T E = s We -> W =T W
Os\ Os Os 0s L L
6(1_) 10w, 85 1 _ 1 _
—| =W |=——— =W, - Woe = — W
os\ L L & o I I
a(l _ ) 1ow,05 1_ 1 _
—| Vs = = Vs - Wes = 7 Wesss
os\ L L' 65§ 0os L
. Ou
U=—

ot
Q=Q_@_=L% > u=1Lu
o6 Oou ot t



Wee—m =t = [y - w=Iw = w=Lw

5(s=8) > 6GL-ED) > G -8)

Bu boyutsuz biiyiikliikler (2.29) denkleminde yerine koyulup her iki taraf —ELA ile carpilirsa ;

2 -
0 AL AW+ W, + W, +—;-W3W“ - 'ZZ b
(2.36)
w W[ - 2 _
+ 4 ——+——(LW+2vws+ wn) sE-&)=0
EA gEA

denklemi elde edilir. Verilen boyutsuz biiyiikliikler (2.33) denkleminde yerine koyulup her

3
iki taraf bu kez £E7 ile garpilirsa

2l = = 3___ 3__3 —_—— 3_.2_ 9__.2_ ML4_
——La w,+—uu w,+—uw, +uw, +=w, W, +—w,w, Wy |+——Ww
2 2 2 2 EI
3 2 . . 2 r 2.37
_mel L* W+—ZZ(LW+2vws+v—ws,) SGE-&) @37
EI EI g L

denklemi elde edilir. (2.36) ve (2.37) denklemlerini uygun bir forma sokmak amaciyla
agagidaki biiyiikliikleri tammlayalum.

1 mz 1P o2 = 5
o> EA o} v 7 owe
g W g W B W
' glE4 @] gEA ° o, gEA ’
AL? w 1 mL'
ﬁ4 = > ﬂs = 2 2 = >
J mgL pw; EJ

L s(5-F)+ e ¥ s
b= -[6(s £)+ ] . B=g 860 o

M“G“&‘ M

) b
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Bu biiytikliikler (2.36) ve (2.37) denklemlerinde yerine koyulup diizenleme yapilirsa
agagidaki denklemler elde edilir :

(2.38)

—_ —2 — .
W, +Ww,, +AW W W+ W,

= 3 3_ 5 = 3 o 9__ .,
-B,| u w, + usu_ww,+5uss s tuw, +uw +Ew2w +=w,w,*w,

W, +WSSJ§(}'—E) (2.39)

=0 (2.40)

olur. Problem i¢in baglangi¢ kosullar ;
t=0 . W=w=u=u=0 (2.41)
Seklindedir. Bundan sonra (2.38) ve (2.39) denklemleri ¢oziilmeye galisilacaktir.
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3. COZUM YONTEMI

Yukarida elde edilen (2.38) ve (2.39) hareket denklemleri hem lineer olmayan hem
de girisimlidir. C6ziim giigliigii nedeni ile burada yalnizca lineer hale ait ¢6ziim yapilacak ve
¢oziimde sonlu farklar yontemi kullanilacaktir. Lineer olmayan terimlerin ihmal edilmesi ile
hareket denklemleri agagidaki gibi olur.

U —_1_2i1+;1[ﬂ7 +ﬁ12{_1_2_ﬁ1+—2-ws +ws}:|§(s—§) =0 (3.1
2 W, @,
2] 1 . 2
W — 20, {—2—w+———ws +wss}5(s—§)
o, @,

(32)

cupl i 2 ru (- E) = i- B, =0

H. 2 &)22 072 s 5§ ﬂ5.0)32 6

Yukandaki denklemlerde boyutsuz biiyiikliikler {izerindeki gizgiler ifade kolayhg: agisindan
kaldirilnustir. Zamana bagh problemlerin ¢dziimiinde, zaman aralifmm ¢ok kii¢tik olmasi
nedeni ile klasik tiirev ifadeleri hatah sonuglar verebilmektedir. Bu nedenle burada sonlu fark
agihmlan i¢in Crank — Nicolson metodu kullanidmistir (Smith, 1978). Bu metotta herhangi
bir terim i¢in, onun j+1,j ve j—1 zaman arahmdaki sonlu fark ifadesi yazilmaktadir.
Buna gdre i Kiris {izerindeki istasyon noktalarim gostermek tizere ilgili tlirevler (3.1) ve (3.2)
denklemlerinde yerine yazilirsa agagidaki denklem takimi elde edilir ;

1|1 1 1
Z{[Z (um, h 2u .U, j+l) + E(um, o2ty j) + Z(um, a7 2u ;U j—l)]

1
—_wlz 2 (“i./+1 —2u,; "'"t.j-l)"‘

1 2 3.3
+uff (Z;zz'k_z (wv,m —2w, W, )) +;zﬁ( EVERL VR T wi'f"‘) )

141 1 1
+ ;{[Z (Wm, W W j+l) + 5 (Wm, ' 2w, + wi-l.j) + Z(wm, = 2W W j-l)]an

=—uf,

ve
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1]1

;F[Z(wi«pz, J+ _4wl+l, J+l +6M)l,;+l 4w-l ,j+l +W, W, j+l)]

{1 ( )
+-I-17 —?: Wia; —4w,,; +6w —4w_  +w,;

1(1
"717 Z(an, -1 —4w,, -1 +6w, -1 —4w,_,; j FW, j—l)

2
—2@ [ ’( W jn — +u’i,j—l)+m'(u}l+l, 1 " W +W WM, j+l)]6ir
1

_2ﬂ12 [ x+lj+l 2wi,j+l +w}'—l,j+l)+—2'(M+l,/ 2W +W__1 j)+ (w1+l,1-1 2W i,j-1 +W, 1—1,1-1) ir

2
zkz '(u: J+l 2” +ut ]—l)+ a)zkh'(ui+l,j+l U +u1j L 1+1)

—#@[
1 1

—ﬂg - “(um,j+1"?1“1,j+1+u1-1,j+1)+‘"(ui+1,j "2“:,1 +ui—l,j)+_(ui+l,]—l 2 Y 1,/-1) 0,
hl4 2 4

1 )1
g 2w, )= 6

Yukaridaki ifadelerde &, olarak tammlanan Kronecker deltasi, daha dnce kargilagilan
S(s — &) terimini gostermektedir.
Bu durumda smir ve baglangic kosullar ;

w(0,£) =0 w(s,0) =0

w(l,t) =0 u(s,0)=0

w,(0,))=0 w(5,0)=0 u#(0,£)=0 (3.5)
wo (L) =0 4,(5,0)=0 u,(1,)=0

Yukaridaki ifadelerde k ve 4 aralik olarak almmaktadir. Sonlu fark agibimlan yapildiktan
sonra elde edilen denklemler A.X=B seklinde matris formunda diizenlenmekte ve denklem
takimu ¢ozillerek bilinmeyenler (yatay ve diigey yerdegistirmeler) bulunmaktadr. Burada A
katsayilar matrisini, X bilinmeyenler vektoriinii, B de sabitler vektoriinii gostermektedir.
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4. SAYISAL UYGULAMA VE SONUCLAR

Asagida boyu ve kesit Ozellikleri verilen bir agikliklt bir kiris (k&prii) dmek olarak ele

alinmis ve sayisal sonuglar elde edilmistir (Kwon vd., 1998).

PAN JAN E =3303x10° N /m®
] {= o= ! Pyyns = 3852 ke/m?
f )
A=11332 m
C i :

U : I taese
b}
Ar)

Sekil 4.1, 4.2, 4.3 ve 4.4 de kiitle oram —MZ =0,5, siirtiinme katsayis1 g = 0,25 almnarak
m

—
=
3
l,

degisik hizlar i¢in kiri§ diisey deplasmanlar verilmigtir. Sekiller tizerindeki sayilar, kiitlenin
bulundugu konumu gostermektedir. Sekillerden, hizlarin diisey deplasmanlar {izerinde biiyik
etkisi oldugu anlasilmakta ve kiitlenin herhangi bir konumu i¢in, degisik hizlarda farkli
deplasmanlar elde edildigi goriilmektedir.

Sekil 4.5 de M/mL=0,5 , u=0,25 igin , degisik hizlarda sag mesnetteki yatay
yerdegistirmelerin, kiitlenin bulundugu konumla degigimi verilmigtir. Sayisal islemlerin
sonunda, yatay yer degistirmelerin diigey yer degistirmelere bagli oldugu ve en kiiglik diigey
deplasmanda en biiyilkk yatay yerdegistirmenin ortaya ¢iktifi goriilmiigtiir. Sekil 4.1 de en
ktigiik diisey deplasmamnin, kiitle 0,5 te iken ortaya ¢iktig1 ve bu durumda sag mesnetteki
yatay yer deistirmenin diger hizlar igin bulunan degerlerle karsilagtinldiginda en bilyik
oldugu goriilmektedir. Ayn1 sekilde, en biiyiik diigey yer degistirme kiitle 0,9 da iken oldugu,
buna karsin yatay yer degistirmenin de diger hizlar igin bulunan degerlerle kargilagtinldiginda
en kiigiik oldugu goriilmektedir. Bunun sonucu olarak, yatay kuvvetin (stirtiinme kuvveti)
diisey deplasmanlar tizerinde etkisi oldugu s6ylenebilir (Genin, Xu ve Xu, 1997).

Sekil 4.6 ve 4.7 de v=300km/h ve p=0,25 i¢in, kiitle oramimin diisey ve yatay
deplasmanlar tizerindeki etkisi gériilmektedir. Sekilden hareketli kiitlenin biiyiimesi ile diisey
ve yatay deplasmanlarinda biiyiidiigii g6riilmektedir.
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0.0E+00 . ———
) 0.2 04 05 06 0.8
-2.0E-05 -
" _4.0E-05 -
0.7
-6.0E-05 -
0.1
-8.0E-05 J
0.3
0.9
-1.0E-04 -
-1.2E-04

s

Sekil 4.1 V=300 km/h, £2=0.25 ve M/mL = 0.5 i¢in kiris diisey yer degistirmeleri.
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0.0E+00 T—
0.9

-2.0E-05 - 0.7

-4.0E-05 1
0.1

-6.0E-05 -

-8.0E-05 -
0.5

-1.0E-04 -
0.3

-1.2E-04

s

Sekil 4.2 V=200 km/h, £=0.25 ve M/mL = 0.5 i¢in kirig diigey yer degistirmeleri.
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0.0E+00 .
( 0.5
0.1
-2.0E-05 -
-4.0E-05 -
0.3
:6.0E-05 A
0.5
-8.0E-05 -
0.9
-1.0E-04
0.7
-1.2E-04
5

Sekil 4.3 V=100 km/h, 12=0.25 ve M/mL = 0.5 igin kiri§ diigey yer degistirmeleri.
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0.0E+00
(

-1.0E-05 -

-2.0E-05 -

-3.0E-05 -
S

-4.0E-05

-5.0E-05 1

-6.0E-05
0.9

-7.0E-05
* s

Sekil 4.4 V=50 km/h, £=0.25 ve M/mL = 0.5 icin kiris diisey yer degistirmeleri.
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7.00E-09

6.00E-09

5.00E-09

4.00E-09 4 v=200km/h

U

3.00E-09 -

2.00E-09 -

1.00E-09 A

0.00E+00 : 1 T
0.1 03 0.5 0.7 0.9

Sekil4.5 M/mL =0.5, 2= 0.25 i¢in sag mesnetteki yatay yer degistirmelerin uzla degisimi.
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0.0E+OO ' 0 [} k)

( 0.2 0.4 0.6 0.8
-5.0E-07 -
-1.0E-06 -
-1.5E-06 -
-2.0E-06 -
-2.5E-06 -

-3.0E-06 - M/m=0.5

-3.5E-06 - 0

1.5

-4 0E-06

lea

Sekil 4.6 V=300 km/h, z=0.25 ve kiitle kirisin ortasmda olmast hali i¢in diisey yer
degistirmelerin kiitle oramina gore degisimi
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1.2E-08

M/m=1.5

1.0E-08 -

8.0E-09 -

"D 6.0E-09

4.0E-09 -

2.0E-09 -

0.0E+00 . : .
0.1 03 0.5 07 09

5
Sekil 4.7 V=300 km/h, £2=0.25 igin sa3 mesnetteki yatay yer degistirmelerin kiitle oranna

gore degisimi
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