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OZET

Sonlu elemanlar metodunda sistem sonlu sayida elemanlara ayrilmaktadir. Eleman boyutlar:
kuguldikce problemin hata orami azalmakta, fakat ¢6ziim siresi uzamaktadir. Cozim
agamasinda toplam potansiyel enerjinin 1.varyasyonu ve virtiiel ig prensibi kullanilmustir.

Sik nervirli plaklarda ; nerviirler plagin kalinhigina katilarak elastisite sabitleri vasitasiyla
ortalama kalinlik alinmig gibi hesap yapilir. Sik nerviirlii plaklar igin oldukga dogru olan bu
kabul, nerviirlerin arasi agildikca gergek ¢oziimden uzaklagilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu elemanlar, plaklar, nerviirlii plaklar, potansiyel enerji, virtiel is.



ABSTRACT

In finite elements method, structural system is divided into elements. As the element’s
dimensions decrease, mistake ratio decreases, but solution time increases. First variation of
total potential energy and virtual work principle are used to solve the problem.

In the plates with dense nervures, nervures are added to plate’s thickness. An average
thickness is obtained. This acceptance is rather proper for plates with dense nervures. As the
distance between nervures increases, solution may give some mistakes.

Keywords: Finite elements, plates, plates with nervures, potential energy, virtual work.



1. INCE PLAKLAR

1.1 Tanim

Kalinhg1, tasiyict boyutlarinin yaminda ¢ok kiigiik ve orta diizlemine dik olarak yiiklenmis
dizlemsel tagiyici sistemlere plak denir. Plaklarin orta noktalarini birlestiren yiizeye orta

yuizey denir. Plaklar igin orta yiizey bir dizlemdir.

Dis yiikler orta diizleme dik ise plak galigmasi s6z konusudur. Yani orta diizlemin egilmesi ile
birlikte elastik yiizey olugmaktadir. Bu tiir tagtyicilara ince plak denir. Betonarme dosemler

plak cinsinden tagiyicilardir.

Dig yiikler orta diizlemin iginde etkiyorsa bir levha galigmast so6z konusudur. Levhalarda

stabilite problemleri 6nem kazanur.

1.2 Varsayimlar

1.2.1 Plak Geometrisi Yoniinden

a- Plak kalinhig: diger boyutlarin yaninda ¢ok kuguktiir.

h<L,I

b- Plak kaiinliginin orta noktalarinin geometrik yeri bir diizlemdir.
c- Yikler orta diizleme diktir.

d- Sehimler (¢okmeler) plak kalinliginin yaninda ¢ok kiigtiktiir.

w << h



1.2.2 Malzeme Yoniinden

a- Malzeme homojendir. Yani her noktada aym fiziksel 6zelliklere sahiptir.
b- Malzeme izotropdur. Yani her dogrultuda aymi elastik 6zellige ve davramiga sahiptir.
Malzemede mekanik dzellikler; tesirlerin dogrultusuna bagli olmayip aynidir.

Gx- _0 —— pr—
€ =E—, sy_l_*ly— E,=E =E

>
X y

c- Malzeme belirli sinirla iginde Hooke Kanunu’na uyan Lineer-elastik bir malzemedir.

1.2.3 Hesaplan Basitlestirme Yoniinden

a- Deformasyondan 6nce orta diizlemin herhangi bir noktasimin normali, deformasyondan
gelen elastik yilizeyin o noktadaki normali olarak kalir. Yani deformasyondan &nce orta
diizlemin herhangi bir noktadaki normali {izerinde bulunan herhangi bir nokta,
deformasyondan sonrada elastik yiizeyin o noktadaki yiizeyin normali tizerinde bulunur. Bu
¢ubuk sistemlerdeki Bernouilli—Navier hipotezine karsilik gelen Kirchhoff—Love
hipotezidir.

b- Plak orta diizlemine dik dogrultudaki o, normal gerilmeleri yok sayilabilecek kadar

kiigiiktiir. Gergekte plakta {i¢ dogrultuda (uzay) gerilme durumu s6z konusudur. Fakat
désemenin herhangi bir (X,,Y,) noktasinda ¢, ’in h yiiksekligince degisimi incelenirse ;

0, =0(X,,Y(,2) Z= ~h2icino, =-p

z=hR2icino, =0
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p birim alana gelen yiiktiir. P=1,0 t/m?* olsa o, =-0,10 kg/cm’ olur. Uygulamadan bilinir ki

o,,0, degerleri 50100 kg/cm? arasinda degisir. Bu durumda o,degeri o,,0, yamnda gok

kiigiiktilr ve o, =0 alinabilir.

¢- Yukanidaki varsayima bagh olarak &, ~ 0 alinabilir. Ciinkii elastisite teorisinden bilinir ki ;

z

gz.—_i];[ol—p.(cl+oy] 6, =0 n=0,10-0,15

Bu durumda z dogrultusundaki boy degigimleri yok sayilabilecek kadar kiigiik olur. Demek ki
deformasyon sirasinda plak kalinhiginin degismedigi kabul ediliyor. w=w(x,y) olur.

d- Kesitin orta diizleminde deformasyon yoktur. Birim boy ve ag1 degerleri

(ex)z-O ~0 (ey)z-O ~0 (ny )z-O ~0

(u)zzon (v)z=0z0 (w)z=0¢0

Plak probleminde ilk adim, plaga etkiyen yiikler ile bunu sonucu olan deformasyonlar
arasindaki diferansiyel bagintinin gikartilmasidir.



1.3 Diferansiyel Geometri

v

e

zl

Sekil 1.1 Deformasyondan 6nce ve sonra plak elemam

Bu bdliimde, diferansiyel geometri yardimiyla, deformasyon (sekil degistirme ) bilesenleri ile,
deplasman (yer degistirme) bilesenleri arasindaki bagintilar ¢ikartilacaktir.

Plagmn x dogrultusundaki egimi
ow
tgp~P~— 1.1
o e (1.1
olacaktir.
Sekilden
u /
1gh =~ (12)
z

Uy = ué.cosﬁ B ok kiigiik oldugundan

cosfp=1;u, =ui
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uz, u’nun (+) yoniine ters oldugu i¢in u, = —%}.z

s

z g
Benzer sekilde :
Vg =——"

Z derinliginde birim boy degigimi :

ox ox?
o’w

(ex z=-ax2 z

( ) ’w

€, ‘=—6y2 z

z derinliginde ve orta diizleme paralele bir elemandaki a¢1 degisimi (distorsiyon) :

g B _o*w Z_a:’-wz
Yxy’2='%y "oy'z oxdy  oyax
2
0w
(ny)z = -2'6x.6y e

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)
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1.4 Geriime ile Deformasyon Bilesenleri Arasindaki Bagntilar

g 0 e 0 alindigna gore ;

e+ ki

=—1
Txy =G 'xy

E
2.(1+p)

Burada G =

Bu bagintilardan gerilmeler segilirse :
b, ) _‘L(s s )
% u2 X y z
(cy ) = E (8 & p..e )
, S p2 y X)s

(tXY)z - lray ),

Matris formda ifade edilirse ;

o, 1 p 0 g,
E
o, =1—-p.2 TS 10 g,
Toy 0 0 g___"l) Yoy
2
Kapali gekilde yazilirsa ;

{o}=[De}

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)
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1.5 Gerilme ile Deplasman Bilesenleri Arasmdaki Bagntilar

(Gx)z -— 2 [-Z 2. #Z-&'J

2 2
Ez | 0“w o“w
(cx)z == 5 > + U. - (1.17)
1-p“\ ax oy
Benzer sekilde :
2 2
Ez | 0°w o“w
(cy) =— 5 3 + 4. > (1.18)
e T ox

)
(, ) __Ez 3w (1.19)
Xy Z 1+}1 ax.ay

Goriildiigii gibi gerilmeler z’e lineer olarak baghdir. Demek ki kesit yiiksekligince gerilmeler
lineer olarak degigmektedir.

o, =az (1.20)
oy=bz (1.21)
Txy =C.Z

(1.22)



1.6 Moment bagintilar

Sekil 1.2 Plak tizerindeki gerilme bilesenleri

Sonsuz kiigiik bir plak elemanda gerilmelerden meydana gelen momentler ;
Mx.dy = on.dF.z (1.23)
Bu ifade denklem (1.20) deki o degeri yerine koyulup entegre edilirse ;

3
Mx:% (1.24)

3

elde edilir. Burada % birim geniglik i¢in plak atalet momentidir. Mx kisaca ;

Mx=a.l (1.25)
My=b.1 (1.26)
Mxy=c.I (1.27)

Moment ifadeleri deplasmanlar cinsinden agik bi¢imde yazilirsa ;

El (8w azw)
Mx =~ & 1.28
—ptlox oy 2~
El (&*w a’w)
L e + 1.29
y ) e (1.29)
E.I (6’w]
MRl 12w (1.30)
I+p axy
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2. NERVURLU PLAKLAR iCiN ELASTISITE SABITLERI

Sik nerviirlii plaklarda ; nerviirler plagin kalinhigna katilarak elastisite sabitleri vasitasiyla
ortalama kalinlik alinmig gibi hesap yapilir.

nerviir

rd
7

X

RY
x

Ly <«—

YYVYVYVYVYYVY

I v

sl 1h [

Sekil 2.1 Nerviirlii plakta sistemin gsterilisi

Nerviirlerin x ve y dogrultularindaki araliklari sirasiyla dx ve dy, enkesit atalet momentleri Ix
ve Iy olsun.

I

Dx = (EI), - @1
I
Dy =(EI), = Ea';j Q2

Nerviirler birer gubuk olarak kabul edilirse ; p, =p, =0 olur. Dx denklem (128) deln

moment ifadesinde yerine koyulursa ;

D

’w 'w
M"“’D*(Tax—z*”? )

elde edilir, Kisaltmak amaciyla ;
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2
Kx =~ zx‘f olsun. (2.4)
Mx=Dx.Kx (2.5)
My=Dy.Ky (2.6)

Nerviirlerin ortalama burulma rijitligine C denirse ;

P B
C==G| 2+ ¢
2 (dx dy) 3
Burada;

Jx , Jy : nerviirlerin burulma atalet momentleridir.
Mxy=C.Kxy (2.8)

Plak ve nerviirler i¢in yazilan moment degerleri superpoze edilirse ;

M, =(D+D,)K,+uDK, (2.9)
M, =(D+D,)K +uDK, (2.10)
M, =D(-p)K,, +CK, (2.11)
Kapali matrsi formda ;

[M]=[D][K] (2.12)

yazilabilir. [D] matrisi agik olarak yazilirsa ;

-

Eh’ E uER?
TR ai i 7
1201-p") - & 12(1-p?)

3 3 I
uEh ; Eh sk

12(1-p*) 12(1-p%)  dy

3 ]
0 0 _Eh_2_+lg Y
12(1-p%) 2 (dx dy)

0 (2.13)

[D]=
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Burada ;

B : Elastisite Modiilii

G : Kayma Modiilii

n : Poisson oram

h : Plak kalinhig:

Ix, Iy : Nerviirlerin plak orta diizlemine gore atalet momentleri

Jx, Jy : Burulma atalet momentleri
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3.ENERJi PRENSIPLERI

3.1 Toplam Potansiyel Enerji Prensibi

Geometrik agidan lineer ve lineer olmayan sistemlere uygulanabilen toplam potansiyel enerji,

fiziksel agidan yalnizca lineer sistemlere uygulanabilmektedir.

3.1.1 Toplam Potansiyel Enerjinin Birinci Varyasyonu (Denge Denklemi)

Tolam potnasiyel enerji, sistemin hakiki denge konumunda bir ekstremden geger. Boylece
belirli bir integral ifadeyi ekstrem yapan konumun bulunmasmna problemi indirgemis oluruz.
Problemlerin gogunda bu ekstrem deger bir minumumdur. Matematikte ise bu gesit
problemlere Varyasyon Hesab: denir. (Sekil 3.1) deki basit kiris q yayili yiikiiyle yiiklii

olsun. Cubugun dx elemanna ait diferansiyel denge denklemini yazalim. (z ekseni asagi

>

Sekil 3.1 q yayih yiikii ile yiiklii basit kirig
dogrudur.)

w = ¢okme (sehim)

w' = egim(kesit donmesi)
-EIw"= M egilme momenti
-EIw™=V kesme kuvveti

EIw" = q yayil yiikiin giddeti
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Cubugun diferansiyel denklemi gbyle olur.

Elw" =q @.1)

Boylece ¢dkme ile dig ylik arasindaki esas diferansiyel denklem kurulmus olur. Denklemin
entegrasyonundaki sabitlerin belirtilmesinde kullanilacak sinir sartlar: ise gunlardir.

x<0da w=0 ;x=Lde w=0 (Geometrik Sartlar)
x=0da Ww”=0 ;x=Lde w”’=0 (Dinamik Sartlar)

Aranan w(x) egrisi geometrik sinir sartlarim gergekleyen bir cok egriler arasinda bir tanesidir.
Hakiki denge konumunda toplam potansiyel enerji minumum olmakta ve enerji en kilgiik
degerini bu konumda almaktadir. Toplam potansiyel enerji, i¢ kuvvetlerin potansiyel enerjisi
ile dis kuvvetlerin potansiyel enerjilerinin toplamina esittir.

V=U+W G2

Burada U i¢ kuvvetlerin isi; W da dis kuvvetlerin igidir. Ornekte i kuvvetler egilme momenti
ve kesme kuvvetidir. Kesme kuvvetini ihmal edip i¢ kuvvetlerin potansiyel enerjisini yazalm.

L M2
U= [—dx G3)
J2EI

Bu ifadeyi deplasmanlar cinsinden yazalim. M = -Elw"

User

N |

L
I(w" )’dx 39
o

Sistem konservatif ise dig kuvvetlerin i3l daima regatiftie, Burada ¢ kuvvett i w deplaswan:
aym yonde oldufu igin garpwnlan pozRitie. Dolaysiyla dig Kuvvetlesia posassiyel ononisi
$0yle olur,

W=-Iqwdx 33



14
Toplam potansiyel enerji:

T EI
V=U+W= J[—z—(w")2 —qw]dx
0

(3.6)

Sekil 3.1 de goriildiigli gibi (I) hakiki denge konumuna yakin (II) inci bir konum daha

alalim.Burada w, denge konumuna kars1 gelen deplasmandir, w, ise ikinci konumu elde

etmek i¢in verilen sonsuz kii¢iik artimlardir.Boyle bir artuma w © nin varyasyonu denir. w * de

(11) inci konuma karg1 gelen deplesmandir.

W W, + W,

w, (x) = €§(x) ; burada ¢ istenildigi kadar kii¢iik alinan bir degeri , §(x) ise smirlarda sifir olan

keyfi bir fonksiyonu gosterir.

EO=EL)=0 ; w,(0)=w,(L)=0 olur

Potansiyel enerjideki degisme (varyasyon) soyle yapilir.

AV =V (w, +w,)-V(W,)

L By SE LEI r
AV = [ 0j—2~(w},I +wy') dx ~ oIq(wo +W, )dX]—[ofg(W?)’dx - quodx]

Gerekli islemler yapilip, kisaltmalardan sonra aggidaki denklemler elde edilir.

L L L
El
AV = IEIw},’w}'dx-—Iqw,dx-i- I—(z wi ) dx
0 0 0

Burada iigfincil terim ilk iki terimden daha kiigiik olup daima pozitiftir.

L
ol

0

(3.7

(3.8)

3.9)

(3.10)
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IIk integrali kismi olarak arka arkaya iki defa entegre edelim.

jElwow,'dx |1~:1w:,'w;| ~|EIw; w,[ +_[Elw:,"wdx 3.11)

[k terim w”(0)=w”’(L)=0 dinamik sartlardan dolayr ; ikinci terimde smurlarda
w,(0)=w,(L) =0 oldugundan dolay: sifir eder.Sonug olarak potansiyel enerjideki degisim

sOyle olur.
AV = IEIw w,dx - Iqw dx+a (3.12)
L
= [ [EIwy’ ——q)dx]w, +a (3.13)
0

(3.13) denklemindeki bilyilkk parantez igindeki deger denge konumuna ait diferansiyel
denklemi gosterdigi i¢in (3.1) den dolay: sifirdir.Sonug olarak potansiyel enerjideki degisim
sifirda nbiiyiik bir degerdir.

AV=0>0 (o : sonsuz kii¢iik pozitif bir degerdir.)

Buda gosteriyor ki denge konumuna komsu olan biitiin konumlardaki toplam potansiyel enerji
denge konumundakinden fazladir.O halde denge konumuna ait toplam potansiyel enerji
minumumdur. AV deki birinci dereceden ve ikinci dereceden terimlerin toplamma V nin
birinci ve ikinci varyasyonu denir.

2

Bunlar 8V ve %Y- ile gosterilir.

AV =8V +— s’v
L

8V = [(Elwyw) ~qw,)dx =0
0

1 L
w2 J' (w')'dx=a>0
2 0
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V=0

2
%— >0 ise V minumumdur.

O halde elastik bir sistemde geometrik smnir gartlarii gergekleyen biitiin yer degistirme

konumlari arasinda; hakiki konum ; toplam potansiyel enerjiyi minumum yapandir.

3.1.2 Toplam Potansiyel Enerjinin ikinci Varyasyonu

ﬂlZ

P
B 5 A X
X

A
777

K
A

S

L
Sekil 3.2 Eksenel basing yiikii altinda basit kiris

Uglarindan eksenel P basing yiikiine maruz bir prizmatik ¢ubuk alalim.Toplam potansiyel

enerjiyi yazalim.
V=U_,+U,+W (3.14)

Burada U membran, U, egilme sekil degistirme enerjisi ve W tatbik edilen dig yikiin

potansiyle enerjisidir.
A L
U, =— (3.13)
g
A 1.
=__J‘ (w") dx (3.16)
2 0

Burada & merkezli eksendeki uzama sekil degistirmesidir.
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1
g=u+—(W)?
u 2( )

Eksenel P yiikiiniin potansiyel enerjisi gdyledir.

W =Plu(L)-u(0)]

L
W =P [u'dx
0
(3.15) (3.16) ve (3.19) denklemlerini (3.14) denklemi igine koyalim.

V= L‘[%éezdx + ;[%é(w")zdx + :J'Pu'dx

0

(3.20) denkleminin igine (3.17) denklemini koyalim.

J[ (+ w’z) +— (w")2+Pu‘]dx

u—>u,+u,

W W, + W,

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Burada u,, w, stabilitenin incelendigi denge konumunu gosterir. u,, w,ise ikinci konumu

elde etmek igin verilen sonsuz kiigiik artimlardir.Deforme olmamig kolon igin sdyle

yazilabilir.
B X = A —-—P— s
AT R e A
P du P

e B i A —%x kolon kisaldig igin )

2
VAV = {,:——(u +u' )+ (w' +W')) ] +£2:1(W"o+w"l)2+P(u'0+u’,)}dx

[[—(“o =Wy Vo (W"o)z"“P“'o]dx

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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AV =(V+AV)-V

Potansiyel enerjideki degisimi Taylor serisine agalim.

AV = 8V+—1—82V+—1—63V+ .....
21 3!

l 2 lL 1 ' 1
59 V=-2~6ﬂEA(u,)2+EI(w’,)2—P(w,)2]:lx (3.26)

Ikinci dereceden terimlerin toplami %azv ile gosterilir.Ugiincii ve dordiincii dereceden

terimler terk edilmistir.P nin kiigiik degerleri ig¢in ; u, , w, in biitlin sifir olmayan
varyasyonlar1 igin §V? >0 dir. Yiik sifirdan artirilirken en az bir u, , w, varyasyonlar: igin
dV? sifira esitlendiginde P denilen degere ulasilir.Biitiin diger varyasyonlar i¢in hala

pozitiftir. P=P igin 8V ; u, , w, gore stasyonerdir.

8(8*)=0 V=0

8V? nin u, , w, e gore varyasyonel tiirevi sifira eittir.

3@V)_, V) _,
ou, ow,

(3.27)
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4. VIRTUEL iS PRENSIBI

Virtiie] deplasmanlar metodu ve virtiiel kuvvetler metodu olmak {izere ikiye ayrilir.Sonlu
elemanlar metodunda virtiiel deplasmanlar metodu kullanilir. Kuvvetlerin isi hesaplamirken,
yer degistirmelerin mutlaka o kuvvetlerden dogmas: gerekmez. Yani is her zaman gercek
olmayabilir. Keyfi bir yer degistirme ile de ig hesabi1 bahis konusu olabilir. Tamamen keyfi
olan bu yer degistirmeye virtiiel yer degistirme denir. Kuvvetin bu sekilde virtiiel yer
degistirme ile yaptig1 bu isede Virtiiel Is denir. Virtiiel yer ve sekil degistirmeler sistemin dis
baglarina uygun , sistemin i¢ siirekliligini bozmayan , ¢ok kii¢iik ve keyfidir. Virtiiel i
prensibi geneldir. Geometrik agidan veya fiziksel agidan lineer ve lineer olmayan sistemlere
uygulanabilir. Cismin fizik biinyesine bagh degildir. Dengesi incelenen cisim rijit , elastik
veya plastik olabilir.

Rijit cisimler mekaniginde nonlineerite problemi iki ana kola ayrilmustir. Biri malzeme veya
fiziksel nonlineerite ; digeri bilyikk deplasman veya geometrik nonlineerite. Malzeme
bakimindan nonlineerite malzemenin gerilme — deformasyon kanununa baghdir. Geometrik
nonlineerite deplasmanlarin derecesine baghidir. Oyleki bu deplasman durumunda artik kiigiik
deplasmanlar i¢in gegerli olan deformasyon - deplasman bagntilar1 gegerli degildir. Boyle
problemlerede virtiiel i prensibi kolaylikla uygulanabilmektedir. u hakiki deplasman , du
virtliel deplasman ; {€ } hakiki deformasyon , { d¢ } virtiiel deformasyon sie ; deplasman

durumunda i¢ kuvvetlerin yaptid1 ige , i¢ kuvvetlerin virtiiel isi denir.
8U = [[[foe}" {olav 4.1
v

Buradaki gerilmeler hakiki gerilmeler, deformasyonlar ise virtlieldir.

{o}=[D]{e} (4.2)

8U = [[[foe}" [DKe}V - (4.3)
v

X kiitlesel kuvveti ; p yiizeysel kuvveti ; q gizgisel kuvveti ; P miinferit kuvveti gosterirse dig

kuvvetlerin isi soyle olur.
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SW = jvj [{ouf" {X}av + [[{u}" {p)dF + [{ou}" {g)ds+P (4.4)

Dis yiiklerin etkisi altinda dengede olan bir sisteme geometrik ve kinematik smur gartlarina
uygun keyfi kiigiik bir deplasman verildiginde dig kuvvetlerin igindeki artim , sistemin gekil
degistirme enerjisindeki artima esittir.Yani i¢ kuvvetlerin virtiiel isi sig kuvvetlerin virtiiel

isine esittir.

SU =W (4.5)
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5. SONLU ELEMANLAR YONTEMi

Sonlu elemanlar yontemi; siirekli bir sistemi problemin karakterine uygun sonlu elemanlara
aymrarak elde edilen elemanlar iizerinde i¢ ve dig kuvvetlerin enerjisisni minimizasyonu ve
sonra bu elemanlarin birlestirilmesi tarzinda bir uygulama getirir. Bunun sonucu olarak
mesnet sartlari, sisteme ait Ozellikler dig yliklerin siirekli yada ani degigimleri kolayca
g6zdniine almabilir. Dolayisiyla sonlu elemanlar yontemi analitik metodlarla ¢6ziilemeyen
karigik problemlere uygulanabilir. Yiizeysel sistemin tipik bdlgelerinde eleman boyutlar:
kiigiiltiilerek o bolgenin daha prezisyonlu incelenmesi miimkiin olur. Diger bir avantajida sinir
sartlarmmn problemin ¢6ziim sirasma gére en son adimda hesaplara dahil edilmesidir.
Boylelikle gesitli sinir gartlarin1 probleme uygularken bagtaki yogun hesaplara girilmez.

Sonlu Elemanlar Yonteminin Kullamildig: Yerler

a- Yap1 Miihendisligi : Cubuk, plak, levha ve kabuklarin ¢6ziimiinde

b- Zemin Mekaniginde : Sevlerin gerilme analizinde, barajlarda ve tiinellerde

c- Hidrolikte : Viskoz akimda, siirtiinme maddelerinin taginiminda, dalga titresiminde
d- Is1 Transferinde : Isi iletiminde, 1s1 akimi tagimminda

e- Niikleer Enerjide : Reaktoriin statik ve dinamik analizinde, 1s1 akiminda

f- Elektrik Miihendisliginde : Devre analizlerinde, manyetik potansiyel dagiliminda

kullanilabilir.

Sonlu elemanlar metodunda sistem sonlu sayida elemana ayrilmaktadir. Eleman boyutlar
kiigiildiikge problemin hata orami azalmakta, fakat ¢Oziim siiresi uzamaktadir. Sistemi
olusturan elemanlarin herbirine sonlu eleman denir ve birlestikleri k&se noktalarida diigiim
noktalar1 olarak adlandirilir. Sonlu eleman yiizeyinin gekil degistirmesi, diigiim noktalarinin
deplasman parametrelerine bagh olarak ifade edilebilir. Deplasman parmetreleri; deplasman
bilesenleri, donmeler ve burulma egriligi gibi deplasman vektdrleri igermektedir. Egilme
hesaplarinda diigiim noktalarinin deplasman parametrelerinin  belirlenmesi, sistemin
deplasman yiizeyinin ve her diigiim noktasindaki kesit tesirlerinin bulunmas: igin kafidir.
Stabilite hesabinda ise, bu deplasman parametrelerine gore kurulan denklem takimmnin (A)

katsayilar determinantim sifir yapan yiik yani kritik yiik tayin edilir.
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5.1 Deplasman Fonksiyonlarinin Secimi

Deplasman fonksiyonu iki sekilde segilebilir.

1) Diigiim noktas: deplasman parametreleri ile sonradan belirlenen belirsiz katsayili basit bir
polinom olarak belirlenebilir.

2) Dogrudan, bir elemanin biitiin diger diiglim noktalarinda sifir degeri alan, sadece dikkate
alinan diigiim noktasindaki deplasman ve donmeler i¢in birim deger alan sekil fonksiyonlar
olarak belirlenebilir.

Bir deplasman fonksiyonu su sartlar: saglamalidir :

1) Deplasman fonksiyonu bir polinom geklinde segilmigse, o polinom eleman serbestlik
derecesi kadar sayida polinom sabitine sahip olmahdir.

2) Deplasman fonksiyonu, biitiin koordinat eksenlerine gore dengelenmelidir.

3) Deplasman fonksiyonu, eleman herhangi bir i¢ gerilmeye neden olmadan aym zamanda
rijit cisim hareketlerinde bulunmasina izin vermelidir.

4) Deplasman fonksiyonu, sabit deformasyon sartum saglayacak sekilde se¢ilmelidir.

5) Eleman iginde ve kenarlarinda siireklilik gartin1 saglamalidir. Ayrica i¢ ve dig kuvvetlerin
isindeki tiirevlerde siirekli olmalidir.
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5.1.1 Plaklar i¢in Deplasman Fonksiyonu Se¢imi

d,
dg
ex
o S P
/i
d4
)% Vv
7 7

Sekil 5.1 Dikdortgen bir plaktaki deplasmanlar

Dikdortgen bir eleman segilmistir. Elemanin her kdsesinde bir deplasman bileseni, ikide
dénme olmak iizere 3 tane deplasman parametresi alinmigtir. Béylece her elemanda toplam 12
tane serbestlik derecesi tarif edilmistir. Bu nedenle deplasman fonksiyonu 12 bilinmeyenli bir
polinom olarak segilmelidir.

Segilen dikdodrtgen elemamn diigiim noktalarindaki deplasman parametreleri:

w, .
{d}, =40, = —(%';—) (5.1)
" E)
o), |

Deplasman fonksiyonu:
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w=a, +a2x+a3y+a4x2 +a5xy-|—a6y2 +a7x3 +a8x2y+a9xy2 +a]0y3 +a, 1x?’y+a]2xy3
(5.2)

Burada {a} lar polinom sabitleridir. Elemamn diigiim noktas: deplasmanlar1 {d} ile, polinom
sabitleri {a} arasindaki bag1 veren [A] matrisi ise ; elemanin diigiim noktalarinin deplasman
parametrelerinin; deplasaman fonksiyonlar1 ve onlarin tiirevleri cinsinden yazilmig

bilegenlerinde, diigiim noktas1 koordinatlarinin yerine konmasi ile bulunur.

{d}=1Al{a} (5.3)
{a} =[A]"{d} (5.4)
{(B}=[A]' diyelim. (5.5)
{a} =[BJ{d} (5.6)
[A] bag matrisini yazarsak ;

W=a;+a5X +a3y+a4x2 +a5xy+z=16y2 +a7x3 +a8x2y+a9xy2 +a10y3 +a, 1x?’y +t112xy3

ow 2 3 2

0 e = -y -a5y-2a6y-a8x2-2a9xy-3a10y —a,X -3a12xy 5.7

ow
0 =—a; =a, +2a4x+e15y+3a7x2 +2a8xy+a9y2 +3a11x2y +a12y3 (5.8)
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Deplasman fonksiyonu matris formda ;

3

‘%ny)=ﬁ RO o .y &

w(x,y) ={®(x, y)}{a}

Diigiim noktasi koordinatlart ;
i(0,0) j(a,0) k(a,b) 1(0,b)

b0 00 - BAE S
Vg SRR R e S
KBTI T W R
10 ‘v -8 0 D
Dbl RS 0 P
l=[0 1 © g b g ;) 20
@iz B ab b a a‘b
8.0 b il B ok
01 8. %-b 8 %
TIVEE T L s o e
9 0 L1 658 g -
LI R oo b R

& o
oo R N e

|
o
e e - Ng

2y 0t Y Py o)

oo i - ol R R MR G- B -

|
»

uOOOOO]

o

I
)
& &
oW

5.9

(5.10)

(5.11)
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5.2 Sekil Fonksiyonlarimin Bulunmas:

w(x, y) ={®(x,y)}{a}

(5.6) denklemini (5.10) denkleminde yerine koyalim.

w(x,y) ={D(x,y)} [ B]{d]}
[N]={D(x, )} [B]
w(x,y) =[N]{d}

5.3 Deformasyonlarin Deplasmanlar Cinsinden ifadesi

Ince plak igin lineer sekil degistirme — yer degistirme bagintilar: s6yledir.

62w

Matris formda yazarsak ; {8} = [F]{a}
[F] : Tiirev Matris

(5.6) denklemini (5.16) denkleminde yerine koyalm.

te} = [F][B}{d}

(5.12)
(5.13)
(5.14)

(5.15)

(3-16)

G.1D
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(_azw |
2
g;(w ~2a, —6a,x -2ay -—6a,xy 0
{e}=1 TP r=|-2a;, -2a,x —6a,y —6a,xy O (5.18)
g o 2a, 4a,x 4da,y Ga,x’ 6a,y’
- o

-2 0 0 -6x -2y O 0 —6xy 0
0 -2 0 0 -2x -6y 0 —6xy (5.19)

000
[F]=|0 0 0 0
000 0 2 0 0 4x 4y 0 6x° 6y

5.4 Kesit Tesirleri — Sekil Degistirmeleri Bagintilan

{o}= M} =[DXle} - fe, )+ foo) (5:20)

Burada ;

{e,} : baslangig sekil degistirmesi
{co} : baglangig gerilmesi.

Bunlar ihmal edilirse;

{o}=[DJe} 521)
5.5 Eleman Rijitlik Matrisi

Eleman rijitlik matrisi ve yiik vektdrii virtiiel i§ prensibi veya minumum potansivel enery
prensiplerinden biri kullanilarak bulunabilir.

8V =8U+8W a2

8V : Toplam potansiyel enetji
dU : Sekil degigtirmelerin yaptg is
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dW : Dis kuvvetlerin yaptig1 is

8U = [[{e}" [DRe}dxdy (5.23)
3W =- [[{p}{w}" dxdy (5.24)
Eleman rijitlik matrisinin hesabinda iki yontem kullamlir.

1) integral matrsileriyle hesap.
(5.17) denklemini (5.23) denklemi i¢inde yazalim.

8U ={d}" [[{B}'[F]'[DI[F1[BHxdy{d} (5.25)
(] = [[IFT (DI(Fldxdy (5.26)
[k.]=[B]'[H][B] (5.27)
8U = {df'[k,]{d} (5.28)

2) Sekil fonksiyonlarinin tiirevlerinden yararlanarak hesap.
[K]={d}" [JIN]"[DI[NJdxdy{d} (529)

Elemanin boyutlari, sekli yada elastisite modiilii degigirse [D] matrisi de degisir. Buna bagh

olarak yeni bir eleman rijitlik matrisi hesaplamak gerekir.
5.6 Yiik Vektorii

Tekil yiik igin :

Yiik hangi diigiim noktasina geliyorsa, yiikiin kendi degeri o noktadaki yer degistirmelerle
ayni dogrultuda yerlestirilir.

Yayih yiik i¢in :

Sekil fonksiyonlart ile birim yay1l yiikiin ¢arpimindan bulunur.

sW =- [[{pHo0x y)}"[BT {d}" dxdy (5.30)
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{a.} = [[INT" {p}dxdy

SW =-{q,} {d}"
8V ={d}" (k,1{d}-{q.})

5.7 Sisteme Gegis

Elemandan sisteme geg¢is igin iki yontem vardir.

1) Cevirme matrisleri ile

2) Biriktirme ySntemi ile

Sistemin rijitlik matrisi

[K]= 2 [CiI" Tk JIC.]
i=1

Sistemin dig yiik matrisi

[Ql=3[C.][q.]

i=l

[KI{D,}={Q}

[C,] :(i) elemanimin gevirme matrisi
[K] : Sistemin rijitlik matrisi
[Q] : Sistemin dis yiik matrisi

{D,} : Sistemin deplasman parametresi

(5.31)

(5.32)
(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

1 ) Sonlu elemana ayrilan sistemin diigiim noktalar1 numaralandirihrken elde edilecek lineer

denklem takimmnin katsayilar matrisi bant geniglifinin miimkiin mertebe kii¢iikk olmasina

dikkat edilmelidir.
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2 ) Her elemanm rijitlik matrisi, varsa elastik yataklanma matrisi ve dig etkiler matrisi

hesaplanur.

3 ) Eleman ekseni ile sistem ekseninin ¢akigmamas: halinde eleman rijitlik matrisi ve yiik
matrisi gevirme matrisleri ile sistem eksenlerine doniistiiriiliir.

4 ) Sistem rijitlik ve dis etkiler matrisi yerlerine yerlestirilir.

5 ) Elde edilen denklem takimma mesnet sartlar1 konur. Mesnetlerde sifir oldugu bilinen
deplasman parametrelerine ait satir ve siitunlar silinip denklem takim kiigiiltiiliir. Eger mesnet
¢okmeleri varsa; mesnet ¢8kmeleri diigim noktalar1 deplasman parametrelerinin alacagi
degerlerle belirlenir. Katsayilar matrisinde bu deplasman parametrelerine kars: gelen yatay
satirlar silinmeli, siitunlar ise bu degerlerle ¢arpilarak denklem takiminin sagmna gegirilip ilave
yiikleme terimleri olarak diigiiniilmelidir.

6 ) Denklem takimi ¢6ziilerek diiglim noktas: deplasman parametreleri bulunur.

7 ) Eleman ekseni ile sistem ekseni ¢gakigmamasi halinde deplasman parametreleri eleman
0zel eksenine doniistiirtiliir.

8 ) Diigiim noktalarindaki deformasyonlar ve kesit tesirleri bulunur.

9 ) Aym diigiim noktasinda birlesen elemanlarin her birinden hesaplanan kesit tesirleri
farklidir. Bu degerlerin ortalamas: alinarak o diiim noktasinin kesit tesiri niimerik olarak
bulunmus olur.
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6. NERVURLU PLAKLAR iCiN HESAPLANAN ELEMAN RiJITLIK MATRIisi

K,, =4b/a’(D+D,)+2vvD/a+4a/b*(D+D,)+5.6/ab[(1-v)D/2+C]
K,, =-vD/a-2a/b*(D+D,)~0.4/a[(1-v)D/2+C]

K,; =2b/a’(D+D,)+vD/b+0.4/b[(1-v)D/2+C]

K,, =—4b/a*(D+D,)-2vvD/a+2a/b’(D+D,)—5.6/ab[(1-v)D/2+C]
K,s =vD/a—a/b’(D+D,)+0.4/a[(1-v)D/2+C]

K, =2b/a’(D+D,)+0.4/b[(1-v)D/2+C]

K,, =-2b/a’(D+D,)+2voD/a-2a/b’(D+D,)+5.6/ab[(1-v)D/2+C]
K,s =-a/b*(D+D,)+0.4/a[(1-v)D/2+C]

K,, =ba’(D+D,)-0.4/b[(1-v)D/2+C]

K, =2b/a*(D+D,)~2vvD/a—4a/b*(D+D,)~5.6/ab[(1-v)D/2+C]
K,,, =—2a/b*(D+D,)-0.4/a[(1-v)D/2+C]

K, ,, =b/a’(D+D,)—vD/b—0.4/b[(1-v)D/2+C]

K,, =4a/3b(D +D,)+8b/15a[(1-v)D/2+C]
K,; =-vD

K,, =-a/b’(D+D,)+vD/a+0.4/a[(1-v)D/2+C]
K,s =4a/6b(D+D,)-8b/15a[(1-v)D/2+C]
K,s=0

K,, =a/b*(D+D,)~0.4/a[(1-v)D/2+C]
K, =a/3b(D+D,)+2b/15a[(1-v)D/2+C]
K,;=0

K, =2a/b’(D+D,)+0.4/a[(1-v)D/2+C]
K,,, =2a/3x(D +D,)-2b/15a[(1-v)D/2+C]
K,,=0
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K, =4b/3a(D+D,) +8a/15b[(1-v)D/2+C]

K,, =—2b/a’(D+D,)-0.4/b[(1-v)D/2+C]

K, =0

K, =2b/3a(D+D,)~2a/15b[(1-v)D/2+C]

K,, =-b/a’(D+D,)+0.4/b[(1-v)D/2+C]

Ki; =0

K,, =b/3a(D+D,)+2a/15b[(1-v)D/2+C]

K,,0 =ba’(D+D,)-vD/b-0.4/b[(1-v)D/2+C]
Ky =0

K, =2b/3a(D +D,)-8a/15b[(1-v)D/2 +C]

K= 4b/a*(D+D, )+ 2vvD/a+4a/b’ (D + D,)+5.6/ab[(1-v)D/2+C]
K,s =-2a/b?(D+D,)—vD/a~0.4/a[(1-v)D/2+C]

K s =-2b/a*(D+D,)—vD/b-0.4/b[(1-v)D/2+C]

K,, =2b/a*(D+D,)~2vvD/a—4a/b*(D+D,) - 5.6/ab[(1-v)D/2 +C]
K, =—2a/b*(D+D,)~0.4/a[(1-v)D/2+C]

K,, =-b/a’*(D+D,)+vD/b+0.4/b[(1-v)D/2+C]

K, ,, =-2b/a*(D+D,)+2vvD/a-2a/b*(D+D,)+5.6/ab[(1-v)D/2+C]
K,,, =-a/b*(D+D,)+0.4/a[(1-v)D/2+C]

K,,, =—b/a’(D+D,)+0.4/b[(1-v)D/2+C]

K, =4a/3(D +D,) +4.8b/9a[(1-v)D/2+C]
K¢ =vD

K,, =2a/b*(D+D, ) +0.4/a[(1-v)D/2+C]

K., = 2a/3b(D + D, )~ 2b/15a[(1-0)D/2+ C]

Ko =0
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K, =ab*(D+ D,)-0.4/a[(1-v)D/2+C]

Ks',, =a/3b(D+ Dy) +2b/15a[(1-v)D/2+C]
Ks,lz =0

K, = 4b/3a(D + D, ) +8a/15b[(1-v)D/2 +C]

K,, =-b/a’(D+D,)+vD/b+0.4/b[(1-v)D/2+C]
K, = 2b/3a(D + D, ) ~8a/15b[(1-v)D/2+C]

K¢ = b/a?(D+D,)—0.4/b[(1-v)D/2+C]

K¢y, =0

K, = b/3a(D +D,)+2a/15b[(1-v)D/2+C]

K,, =4b/a*(D+D,)+2voD/a + 4a/b*(D + D, ) +5.6/ab[(1-v)D/2+C]
K,, =2a/b*(D+D, ) +vD/a+0.4/a[(1-v)D/2+C]

K,, =-2b/a’>(D+D,)~vD/b-0.4/b[(1-v)D/2+C]

K, ,, =—4b/a*(D+D,)-2vvD/a+2a/b*(D+D,) - 5.6/ab[(1~v)D/2+C]
K,,, =a/b*(D+D,)-vD/a—0.4/a[(1-v)D/2+C]

K,,, =-2b/a*(D+D,)~0.4/b[(1-v)D/2+C]

K, =4a/3b(D +D, ) +8b/15a[(1-v)D/2+C]
Kgg ==0D

Kg, =a/b*(D+D,)-vD/a-0.4/a[(1-v)D/2+C]
Ky, =2a/3(D+D,)-8b/152a[(1-v)D/2+C]

Ks.n =0

K,, =4b/3a(D+D,)+ 8a/15b[(1-v)D/2+C]
Koy = 2b/a’(D+D,)+0.4/b[(1-v)D/2+C]
K9,u =0

K,,, =2b/3a(D+D, )~ 2a/15b[(1-v)D/2+C]
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K010 = 4b/a*(D+D, )+ 2v0D/a+4a/b* (D + D, ) +5.6/ab[(1-v)D/2+C]

Ko =2a/b*(D+ D,)+vD/a+0.4/a[(1-v)D/2+C]

Ko = 2b/a*(D+D, )+ vD/b+0.4/b[(1-v)D/2+C]

K,,,, = 4a/3b(D+D, ) +8b/15a[(1-v)D/2+C]

K12 =vD

K1, =4b/3a(D +D, ) +8a/15b[(1-v)D/2+C]
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8. SONUCLAR ve ONERILER

Bu tez g¢alijmasinda sonlu elemanlar yontemi, nerviirlii plaklar i¢in egilme hesab:
yapilmasinda kullanilmustir. Oncelikle sunu belirtmek gerekirki sonlu elemanlar yontemi
yaklagik bir yontemdir. Bununla birlikte karmagik problemlerin ¢oziimiinde kolaylikla
uygulanabildigi igin tercih edilen bir yontemdir.

Burada iizerinde durulmasi gereken en Onemli konu; nerviir rijitliginin plak rijitligine
katilarak hesap yapilmasidir. Sik nerviirlii plaklar igin olduk¢a dogru olan bu kabul,
nerviirlerin arasi agildikga gergek ¢oziimden uzaklagiimaktadir. Bu g¢aliymamin gergekten
yararh olabilmesi igin nervilr araliklarinin ne kadar olmas: gerektigine dair bir optimizasyon
yapilmalidir. Nerviir araliklar igin belli bir simr deger bulunup hesaplamamin ne gekilde
yapilacagina karar verilmelidir. Bu tez ¢aligmasinda elde edilen eleman rijitlik matrisi, elastik
plak teorisine gére hesaplanmig ve sik nerviirlii plaklar i¢in gegerlidir.
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