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OZET

Dénel kabuklarin saysal tekniklerden yararlanarak cesitli yiik etkisi altinda ¢oziimii
icin kullamlacak denklemlerin kabuk genel denklemlerinden elde edilmesi
miimkiindiir. Kabuk malzemesi

- homogen, izotrop ve siirekli kabul edilir

- Hook kanunu gegerlidir

- hesaplarda siiperpozisyon kanunu gecerlidir

- Betty karsithk teoremi gecerlidir

- deformasyonlar kabuk kalinhg boyunca lineerdir

- HKL gegerlidir

- mambran kabukta, kabuk kahnhgmin ¢ok kiiciik oldugu kabul edilir.

Genel donel yiizey denklemlerinin elde edilmesi icin genel yiizeylerin parametrik
denklemlerinden yararlamilabilir. Bunun i¢in yiizey iizerindeki sonsuz kiiciik dort
kenarh elemandan yola ¢ikarak oncelikle Lamé katsayilar: tayin edilir. Buradan
genel donel kabuklarin denge denklemlerini, stabilite denklemlerini, biinye
denklemlerini, geometrik uygunluk denklemlerini (kinematik bagntilarini) ve yiizey
parametrik denklemlerini elde etmek miimkiindiir. Dénel yiizeyli kabuk
denklemlerini daha basit ve anlasihir formda ifade etmek icin genel yiizey kabuk
denklemlerinde kullanilan eksen takim olan (x,y) egrisel koordinatlarini yeni eksen
takimina (@,0) déniistiirerek olusturmak gerekir.

Bunun disinda mambran denge denklemlerinde

M, =M, =M=V, =V,=0

olmasi problemlerin nispeten daha kolay ¢oziimiinii saglar. Hiperbolik sogutma
kulesi gibi bir donel kabugun simetrik yiik alatnda mambran ¢oziimiinii yaparken
kullanilan denge denklemi

N
_l.l.&—{-pz :0

r, T,

den hareketle N, ve N, kesit tesirleri elde edilir. Kesit tesirlerinin tayini icin bir
niimerik integralin ¢oziimiine ihtiya¢c duyulur. Bu ¢oziimiin saglanmas: icin sonlu
elemanlar, sonlu farklar gibi bir sayisal teknik kullamilabilir. Donel yiizeyli
kabuklarin ¢oziimiinde yararlanilan genel yiizeyli kabuk denklemleri ile kesit
tesirlerinin belirlenmesi ve ¢oziime ulasilmas) miimkiindiir.

Anahtar Kelimeler : Dénel kabuk, Mambran Hesap.



ABSTRACT

Revolution shells are under load effects are solved by using numerical methods. Shell
general equations can be used for solution. Shell material

- it is accepted that homogenous, isotropy and continuous.

- Hook law is in common use

- superposition law is used at the calculations

- Betty contrast theorem is used

- deformations are linear along the shell thickness

- HKL is in common use

- Shell thickness is accepted very small at the membrane shell.

Equations of the gemeral revolution surface is obtained by using parametrical
equations of the general surfaces. Therefore, infinite small four edge element on the
surface is thought. Firstly, Lamé coefficient is determined. From here, equilibrium,
stabilite, structure, geometric agreeableness and surface parametric equations of the
general revolution shells can be obtained. We can express revolution surface shell
equations in simple and understanding form. Therefore inclined coordinates (x,y) are
used general shell equations are transformed to new axis set. Externally, at the
membrane equilibrium equations

My =M, =My=V_=V,=0
becomes easy solving of the problems. Equilibrium equation for solving of the

membrane of revolution shell like a refrigeration tower under symmetrical load is
used

No
To

o

o

+p, =0

N, and N, is obtained from this. Solving of numeric integrate is needed for

determining of the cross sectional influences. Finite elements and finite differential
methods can be used for this solving. Shell with general surface equations can be used
for solving of shells with revolution surface cross sectional effects can be determined
and the solution can be attained from this equations.

Key Words: Revolution shell, membrane solution.

vii



1. GIRIS

Donel hiperbolik kabugun sonlu farklarla sabit yiik altinda mambran ¢oziimi yapilmistir.
Ikinci boliimde kabuk kabulleri ve yaklasimlar verilmistir. Uglincii boliimde genel yiizeyin
yani genel kabugun yiizey denklemleri geometrisi ve genel denklemleri olusturulmus olup
bunu takip eden dordiincii boliimde ise donel kabuk geometrisi, yiizey ve genel
denklemleri verilmigtir.

Besinci bolimde sonlu farklar teknigini kullanarak sayisal integrasyonla hiperbolik
sogutma kulesinin sabit dénel simetrik yiik altinda mambran ¢oziimii verilmigtir. Sayisal

hesap ve sonuglar da sunulmustur.

. YTKETLAERETEY URULY

DOKUMANTASY il IRKEZE



2. INCE KABUK TEORISINDE KABULLER ve KAVRAMLAR

Genel anlamda mekanik miihendislik problemlerinin timiinii kapsar. Problemlerde ana

unsur elemanin malzemesi olup bunun tipine gore mekanik bilimi siniflandinlir.

- Rijit Cisim Mekanigi
- Elastik Cisim Mekanigi
- Akigkanlar Mekanigi

Kabuk malzemesi elastik cisim olup, kabuk sistemler elastik cisim mekaniginin konusudur.
Kabuk sistemler i¢in yapilan yaklagimlar, kabuk probleminin birinci mertebe ya da ikinci
mertebe hesabina bagl: olarak iki ana gruba ayrilir.

2.1 Birinci Mertebe Teorisinde Yapilan Kabuller

Miihendislik problemlerinde, tipine gore hesaplar 1. mertebe ya da II. mertebe teorisiyle
yapilir. 1. mertebe teorisiyle hesap yapmak demek sekil degistirmemis sistem uzerinde
islem yapmak, ornegin denge ve uygunluk denklemlerini olusturmaktir. Bu durumda yer
degistirme ve gekil degistirmenin kiigiik oldugu varsayilir.

2.1.1 Malzeme ve malzemenin davramgi

Geometrik

Ll
neer Geometrik
Non—-Lineer.

| Flz.'r Non-Llneer—g={(€)

G-- — — —— —

e N
Fiziksel Lineer—0O=FE.&

Sekil 1.1 Omek: Celigin gerilme-gekil degistirme diyagram:



Malzeme kavrami. Malzemeyi belirleyen iki ana 6zellik vardir. Bunlarin biri malzemenin
elastik 6zelligi, digeri davramusg bigimidir. O halde kisaca ve sematik olarak

Mekanik

1- Ryjit C. M. Malzeme kavrami 1.1- Anizotrop Malzeme

2- Elastik C. M: 1- Elastik ozellik 1.2- Orthotrop Malzeme

3- Akiskanlar M. 2- Davrams Bigimi 1.3- Izotrop Malzeme

— 2.1- Fiziksel A¢idan

2.1.1-Lineer : o =Eeg (Hooke)
2.1.2- Non-lineer © = f(g)

——— 2.2- Geometrik A¢idan

2.2.1- Lineer €= ou
ox
123 o 2= 2 +1(20)
ok INON-1INEET ox 2ok
—y
Linga Non-lineer
Terim Terim

Kabuk malzemesi, homogen, izotrop ve stirekli kabul edilir.
Homogen ve izotrop olma, malzeme ozelliklerinin ( Elastik sabitlerin) sirasiyla,
noktann bulundugu yere ve noktadan gegen dogrultuya gore degismedigini gosterir.

Malzeme hem elastik 6zellifine ve hem de davrans tipine gore siniflandirilir,
2.1.1.1 Malzeme elastik ozelligi

Malzeme elastik 6zellikler agisindan ii¢ ana gruba ayrilir. Bunlar

1- Anizotrop malzeme

2- Orthotrop malzeme

3- 1zotrop malzeme
Genel Hook kanunu

G;

j=DiJ1d.81d ij,k,1=123

Matris formda



{c}=[D]. {g}

seklinde gosterilir. Burada [ D ], malzemenin elastik sabitlerinin matris formda

gosterimidir ve katsayilar matrisi olarak ifade edilir.

1- Anizotrop hal
En genel anizotrop halde (9x9) luk [ D ] katsayilar (Elastisite) matrisinin bagimsiz eleman
sayist 81 adettir.

.......................

Gerilme ve sekil degistirme tansorlerinin, homogen olmayan halde, simetrik olmast

durumunda elastik bagimsiz sabitlerin sayis1 36 ya iner. Dort indisli gésterimi iki indise

indirgeyerek bu anizotrop halde [ D ] katsayilar matrisi

......................

Green sekil degigtirme enerjisi fonksiyonu

1 > ou

ij

seklindeyse [ D ] katsayilar matrisinin bu anizotrop hal igin bagimsiz elastik sabit sayist
36 dan 21 e iner.

Elastik ozellikler tek bir diizleme gore simetrikse (monolitik simetrili) bagimsiz elastik
sabit sayis1 13 e iner. Ornegin, kabuk ve plakta orta yiizey simetri diizlemi ise sekiz elastik
sabit sifir olur ve 21 bagimsiz elastik sabit 13 e iner (Koksal, 1996).



2- Orthotrop hal

Malzemenin elastik 6zellikleri kargilikli olarak birbirine dik ii¢ diizleme gore, ikiger

ikiger simetrikse orthotrop cisim adim alir ve [ D ] katsayilar matrisinde bagimsiz elastik
sabit sayis1 9 a iner. Omegin, &, =0 i¢in, diizlem gerilme haline tekabiil eden bu durumda

sabit sayist 9 olur. Bu durumda kayma etkisi g6z 6niine alinmaktadir. Reissner Teorisi.
Orthotrop cisimde, malzemenin elastik 6zellikleri uygun olarak segilen bir eksen
takiminin iki ekseni dogrultusunda aymni, lgiincii eksen dogrultusunda farkl ise yani
orthotrop olma koguluna ek olarak iki eksenin, iiglincii eksen etrafinda donmesi halinde
elastik ozellikler degismiyorsa, bagimsiz elastik sabit sayis1 6 ya iner. Ornegin, bu
durumda kabuk ve plakta kayma etkisi terkedilmigtir ve bagimsiz elastik sabit sayis1 6 dir.
Bu hal Kirchoff Teorisi’dir.

Orthotrop cisim kalinlik boyunca homogen ise bagimsiz elastik sabit sayisi 4 e iner.
Malzemenin elastik 6zellikleri birbirine dik ii¢ eksen boyunca egitse (kiibik malzeme)
bagimsiz elastik sabit sayist 3 e iner.

Orthotrop kabuklarda, orthotropi 6zelligini saglayan elemanlarin, 6rmegin nerviirlerin etkisi
-Kabuga ¢izgisel yiik seklinde verilerek,

-Kabuk ile nerviirler birlikte miitalaa edilerek yani nerviirleri kabuk elastik

sabitlerine katarak, saglanir.
3- Izotrop hal

Cismin malzemesinin elastik sabitleri koordinat eksenlerinin dogrultusundan bagimsiz ise
yani herhangi bir noktadan gecen tiim dogrultularda elastik 6zellikler aymi ise izotrop
malzeme adim1 alir ve bagimsiz elastik sabit sayis1 2 ye iner. Bunlara Lamé katsayilan

denir: A, Q.

Lamé katsayilar1 ile E Young modiilii ve v Poisson orami arasinda agagidaki bagintilar

vardir.

2Gv A

..........

A= Ev _ ve— M
1+v)i-2v) (1-2v) 2(A+u)




E E= w(3r+2y)

Y (FRY| = n)

Izotrop hal igin [ D ] katsayilar matrisini agik formlarda verelim.

D Dz Dy 0 0 0 ] [Dy Dy D, 0 0 0]
Dy Dyppy 0 0 0 Dy D, 0 0 O
D 0 0 0 D, 0 0 O
(D= Vb 0 0| " b 0 0
1212 66
Dy, 0 Dg O
L Dl L Dy
I-v v v 0 0
A+2n A A 00 0] 1I-v v 0 0
A+2u A 00O 1 0
~ A+21 0 0 Of_ E | Y
- poo| A+vii-2v) 1-2v
0 2
o 1-2v
i B 2
L
Izotrop kabukta elastisite bagintis1 (Hook K.)
[ ]
C vC 0 0 0 0
(N, | c o o0 0o o0 |[&]
N €
y 1~-v y
C 0 o 0
Ny | 2 <7xy {
| M. D vD 0 ky
M, ky
M,y ) b 0 Ky )
I;V_.D
L 2 i
Eh Eh? o*w o*w




olur. N;, M, ler kabukta birim boya diigen kesit tesirleri ve h kabuk kalinligidir. C uzama,
D egilme rijitlikleri ve k,, k, ler egriliklerdir.

2.1.1.2 Malzeme davranisi

Malzeme davramg§i agisindan degerlendirilirken, malzeme fiziksel ve geometrik

Ozellikleriyle ele alinir,

1- Malzemenin fiziksel 6zelligi

Gerilme-gekil degistirme' halidir. Gerilme-sekil degistirme bagintisinin farkliligindan
olusur. ¢ = f(g) .

Fiziksel agidan malzemeleri iki gruba ayirmaktayz.

1.a- Lineer hal,

Hook K. gegerli, o = E.€ bagintis1 dogrusaldir, E sabit.

1.b- Non-lineer hal,

Hook K. gegersiz, o = f(g) bagintis: egriseldir.

2- Malzemenin geometrik 6zelligi

Sekil degistirme bagintilarinin durumunu gosterir. Sekil degistirme-yer degZistirme
bagintisinin farklih@indan olusur. € = f{(d), {d} = (u, v, w, Bx, By, 8z ). Geometrik olarak ta
malzemeleri iki gruba ayirmaktayiz.

2.a- Lineer hal,

Deplasmanlar kiigiik olup, € = f{d) bagintis: dogrusaldir. Ikinci dereceden terimler
alinmaz. Omegin, g = _gu; gibi.

2.b- Non-lineer hal

Deplasmanlar nispeten biiyiik olup, € = f{d) bagintis1 egriseldir ve ikinci derece terimler

ou 1w o _—
igerir. Omegin, g = v + 7\ o + e gibi. Burada ikinci terim non-lineerdir.

Malzemenin davramsinin fiziksel ve geometrik 6zelliklerinin durumunu geligin gerilme-

sekil degistirme diyagramu iizerinde Sekil 2.1° de gosterilmigtir.



Homogen malzeme

Malzeme igerisinde, elastik o6zellikler noktadan noktaya degigsmez. Elastik sabitler
koordinatlara bagli olmaz ve biitiin ortamda ayn sabit degeri alirlar.

Kabuk orta yiizeyi

Kabugun alt ve ist yiizeylerinin tam ortalarim tegkil eden noktalarin geometrik yerini
olugturan yiizey kabuk orta yiizeyi adim alir. Hesaplannmizda bu yiizeyi referans yiizeyi
olarak aldigimizdan, buna kabuk referans yiizeyi de denir.

Kompozit kabuklarda (6rnegin sandvi¢ kabuklar) kabugun biitlinii igin yeni elastik sabitler
hesaplanarak, tek bir malzemeden olugan et kalinhi§ina sahip kabuk gibi ele alinabilirler.

2.1.2 Siireklilik hipotezi

Kabugun sirekli ortama sahip olmast, bize, kuvvet ve deplasmanlar siirekli fonksiyonlarla
ifade etme olanagim verir. Kisaca kabugun malzemesinin homogen, izotrop ve siirekli
ortam 6zelligi tagidig kabullerine siireklilik hipotezi ad: verilir.

2.1.3 Malzeme lineer elastiktir

Malzeme fiziksel Ozelliginin lineer elastik olmasi, gerilme gekil degistirme
bagintilarinin lineer oldugunu kisaca Hook Kanunu’nun gegerli oldugunu gosterir. Bu bize
hesaplarda siiperpozisyon kanununu uygulama olanagini verir.

2.1.4 Siiperpozisyon kanunu gecerlidir

2.1.5 Betty karsithk teoremi gecerlidir

2.1.6 Kabuk incedir

ALY

TDC(‘)Y(.“LS I n’Ud mmﬂ



Kabuk ince olup ayrica kabuk kalinligina oranla elastik deformasyonlar, sekil ve yer
degistirme bilesenleri kiigiiktiir. Omnegin, w<<h. Bu malzemenin geometrik lineer
6zelligine kars: gelir. Bu yapilacak hesaplarda yer degistirme buytikliklerinden yalnizca
lineer terimler g6z Oniine alinacak yani kinematik bagintilarda (sekil degistirme-yer
degistirme bagintilann ya da geometrik uygunluk bagintilari da denir), yer degistirme
bilesenlerinin yalnizca birinci mertebeden terimlerinin dikkate alinacagi demektir. Sonug
olarak biinye denklemleri ve geometrik uygunluk sartlarinda ikinci mertebeden terimler
terk edilirler. Kisaca geometrik ve fiziksel olarak lineer hal s6z konusudur. Ayrica

1- Deformasyonlar kabuk kalinlif1 boyunca lineerdir.

2-(h/r)<<1

3- HKL gegerlidir.

Tum bunlar kabuk kabullerinde birinci yaklagim olarak kabul edilirler.

2.1.7 HKL, Kirchhoff-Love kabulleri

1- Kabuk orta yiizeyine dik dogrultudaki normal gerilmeler terk edilebilecek kadar

kugtktir. Yani o,= 0 alinir. Elastisite teorisinde bu gerilmelerin ikinci mertebeden rol
oynadiklan ispatlanmis olup, pratikten de o, normal gerilmesinin diger gerilmelere oranla

%0.1 mertebesinde kaldig: bilinmektedir.

2- Deformasyondan 6nce kabuk orta ylizeyine dik olan bir dogru, deformasyondan sonra
da

2.1- Dogru olarak kalir.

2.2- Kabuk orta yiizeyine dik dogru kalir.

Bu Bemnoully-Navier Hipotezi’nin genellestirilmis haline tekabiil eder. Bu Bernoully-
Navier Hipotezi basit kirig teorisinde deformasyondan sonra diizlem kesitler diizlem kalir
seklindedir ve kesme kuvvetinden dolay1 deformasyonlar ihmal edilir. Bu da kabuktaki
orta yiizeye dik dogrultudaki V, ve V, kuvvetlerinden dolay1 kabuktaki deformasyonlar
ihmal edilecek demektir. Yani bu kabul geregince, orta yiizeye paralel yiizeylerde y,, ve

Yy birim kayma sekil degistirmeleri ayni kalir, yani sifir olur. Tabiatiyla t,, ve 1,, kayma

gerilmeleri de sifir olur. Bu kabulii igermeyen kabuk teorisine, kaymah kabuk teorisi
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denir. Bu teoriye gore, dogru, orta ylizeye deformasyondan sonra dik kalmaz. Dolayis: ile

birim kayma sekil degigtirme bilegenleri sifir olmaz ve kayma gerilmeleri hesaplara girer.

2.3- Kabuk orta yiizeyine dik dogrunun deformasyondan sonra boyu degismez.

Orta yiizeye dik dogru lizerindeki biitiin noktalar egit miktarda yer degistirirler. Boylece
kabugun kalinhgimn deformasyondan sonra degismedigi varsayilir. Buna gore €, = 0 olup,
bu da kabuk ince ise gegerlidir.

Boylece kabuk teorilerini birinci ve ikinci mertebeden olmak iizere iki kategoriye

ayirmanin nedeni agia ¢ikar.

3- Yukandaki (2.1) , (2.2) , (3) kabulleri bir diizlem sekil degistirme halini karakterize
eder. Ancak (1) kabulii de g6z oniine alindi§inda bir diizlem gerilme hali ile kargilagilir. Bu
durumda goriilir ki 1, =1, =0 iken t,, ve T, # 0 dir, karmagik bir diizlem gerilme ve
diizlem sekil degistirme hali vardir. Yine de kabuk kalinlif1 (h/r) <(1/20) den az ise bu
yaklagim rahatlikla kabul edilebilir.

Gorildigi gibi tiim bu yaklagimlar kabuk ince ise gegerlidir.

2.1.8 Kabugun kalmhg h<<<r_,,

Kabugun bir noktasindaki kalinlifinin, orta yiizeyin o noktadaki en kigiik egrilik

yarigapina orani terk edilebilir.

r+h
r

=l+==1> T7Tmn

I

-

Siralanan bu kabuller, lineer egilmeli ince kabuk teorisinde yapilir. Goriildiigii gibi ince
kabuk teorisi Love yaklagimlarim igerir.

Ince kabuk teorisi gergevesinde bazi bilim adamlanimin yapti: ilave kabuller de olup bu
yaklagimlar bazi tip kabuk ve hesap yontemlerine uygun diigmektedir. Burada iki 6rmek
sunulacak ve 2. Bolim sonunda donel kabugun farkhi yaklagimlari igin bir tablo
verilecektir. Soyle ki,
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1. Donnell yaklagim:

Kabuk kalinligi yaninda orta yiizeyin (v) deplasman bileseni gok kiigiik kabul edilir ve x

ekseni etrafinda donme bilegeninin ifadelerinde ( v/ r ) terimi terk edilir.
2, Novoziloff yaklasim

Bu kabulde ( v/ r ) terimi terk edilmez. Bu sonlu elemanlarla hesapta iyi sonu¢ verdigi
kabul edilen bir yaklasimdur.
Ornegin; silindirik kabukta,

Donnel yaklasgiminda §, = —% iken
r

Novoziloff yaklagiminda f, = —V——%‘% ahnir.
r r

2.1.9 ince, basik kabuk teorisinde ilave kabuller

Kabuk yiiksekligi, taban genisligine oranla kigiiktiir. Oyle ki,

f .1
L. 5

olmalidsr.

1- Bu durumda Denge denklemlerinin ilk ikisinde V, ve V, kesme kuvvetleri terk

edilebilir.

2- Yine N, ve M, ifadelerinde M,, momentlerinin tesiri az olacagindan terk edilebilir.

3- Normal dénmelerde de (u) ve (v) deplasmanlan terk edilir.

4- Basik kabukta, orta yiizeyin toplam egriligi yaklagik sifirdir.
2.1.10 Mambran kabuk teorisinde ilave kabuller

Mambran kabuk, kabuk kalinhginin gok ince oldugu, zar gibi, hali betimler.
1- Kabugun ¢ok ince oldugu ve orta yiizeyle ifade edildigi kabul edilir.
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2- Bu durumda kabuk kalinlig1 ve diisey deplasman sifirdir.
h=w=0

3- Kabuk elemaninin kenarlarinda gerilmeler (c,, o, T,, ) Uniform olarak yayili olup,

Toy ~ Tyx
z ekseninden bagimsizdir. Bu duruma mambran gerilme hali denir.

Gerilmelerden,

olup, diger gerilmeler de tiniform yayili oldugundan,

M, =M, =M, =0

V,=V,=0

olur.
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2.2 Kinematik Bagntilarla Iigili Farkh Yaklasimlar

Cizelge 2.1 Kinematik bagntilar

Deplasman DONEL KABUK
Bilegeni .
LOVE DONNELL KLASIK
2 ou w
&s , (&x) QW o _w 1(ow —
2 as 1, 2\ 0s 2
1ov cose W |1ov cosp w1 (ow) 1ov cose w
€.() | T I To P - “‘;;*;;(gg) réd r Iy
1(16u v cosp )| 1(16u ov cosp_ ) 1 owow 1(18u dv cosq
Yol | | -5t v||= . v+ —| —t————tv
¥ [2\ro0 0s r 20rd0 05 r 2r 8s @ 20rd® o0s r
2
3w 0 (u ow ’w
19°w li(i)+ 1 8’w cose ow 18w cose ow
2 8% r Pir 2 202 Y 2 202 r o
ko (k)
cosp|ow  u
r [as L, )
10w |1 9 (v N 162w+cosq>gw_ 162w+oos<p@
ros® (2 0\ ros®d® r2 0 ros® r2 0
kgky,) [+ 1.0 [0
o r O\,
_cow(lm) 1v
r \rdd) 2

Dikkat edilmesi gereken durum; Tablodan goriildiigii gibi, klasik teorinin deformasyonlari,
Love yaklaggmmin birim boy degisimi bilegenlerinin (g, , &, , v, ) ayni, Donnell
yaklagiminin da egilme ve burulma egriliklerinin k, , k, , k,, aymdir.
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3. YOZEY GEOMETRISI ve GENEL KABUK DENKLEMLERI

3.1 Yiizey Geometrisi

3.1.1 Genel yiizey parametrik denklemleri

Uzayda bir yiizeyi belirleyebilmek i¢in, yiizeyin bir dort kenarli herhangi elemaninin,
- Kenar boylarimin (ds,,ds)

- Kosegen egri uzunlugunun (ds)
- Normal egrilik yarigaplarmin =~ (1, , 1y, 1, )

- Normal egriliklerinin (Ury, Urg, 1)

- Geodezik egrilik yarigaplarinin (p,, py, Py )

- Geodezik egriliklerinin (Upy, Upy, Upy)
- Dénmelerin (9p.., 0, ...)

- Yiizey genel parametrik denklemlerinin
- Bunlar igin gerekli Lamé Katsayilarinin
bulunmas: ifadelerinin tayin edilmesi gerekir. Gorildigi gibi yukandaki karakteristik
degerlerin bir kism1 bagimsiz degildir. Bunlardan kabuk yiizey tiplerine gegmek ve kabuk
etidiini yapmak olasidir. Daha sonra genel yiizey yani genel kabuk geometrisinden ve

sonsuz kiigiik dort kenarli elemanindan hareketle

- Denge Denklemlerini: Statik ( Non-Lineer, Lineer, mambran lineer ) denge denklemleri,
stabilite (Lineer, non-lineer) denge denklemleri.

- Kinematik Bagintilarin

- Elastisite Bagintilarini

- Kabuk Ana Diferansiyel Denklemlerini

- Enerji Ifadelerini

olusturmak olasidir. Simdi bu konularin agiklamalarini yapalim.
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Uzayda herhangi bir (M) noktasi (X,Y,Z) kartezyen koordinatlariyla belirtilebilir. Ancak
nokta bir yiizey lizerinde bulunursa o zaman bu koordinatlar arasinda bir s(X,Y,Z) = 0
bagintis1 mevcut olur. Buna yiizey denklemi adi verilir. Matematiksel agidan kolaylik
olsun diye, 6zellikle elastisite teorisiyle ilgili birgok problemlerde degisik koordinat takimi
daha dogrusu, parametre kullanarak (X,Y,Z) igeren denklemler iki yiizey egrisi (x,y)
cinsinden yazilabilir. Dolayistyla, kabuk kalinliimin orta noktalarimin geometrik yeri
olarak tammlanan, kabuk orta yiizeyi de (X,Y,Z) kartezyen koordinatlarda yazlabilir.
Boylece genel yiizey parametrik denklemleri

X=1i(x,y)
Y= f,(x,y) (3.1
Z=1£i(xy)

olur. Bu (3.1) parametrik ifadelerdeki (f) ler, (x) ve (y) parametrelerinin siirekli ve uniform

fonksiyonlandir. Kisaca yukaridaki bu bagintilar herhangi bir yiizey denkleminin
parametrik ifadesidir. Yuzeye ait herhangi bir (M) noktasi, yiizeyin egrisel koordinatlari
denen (x,y) nin bir deger ¢iftine kars: gelir.

r yer vektdriinin (X,Y,Z) kartezyen koordinatlarinin bileskeleriyle uzayda verilen
M(X,Y,Z) noktast ayn1 zamanda (x,y) egrisel koordinatlariyla (parametreleriyle) belirtilen
bir yiizey Gizerindedir. O halde M’ nin X,Y,Z bilesenleri (yer vektorii bileskesi T ) ile
(x,y,z) egrisel koordinat takim arasinda matematiksel (diferansiyel ) bir bagint1 kurulabilir.
Yizey tizerindeki herhangi bir egride, (x,y) cinsinden g(x,y) = 0 olarak ya da parametrik
formda x = g (B), y = g,(B) ile ifade edilebilir. Burada (B) bagimsiz degiskendir ve x, y

yiizeyin egrisel koordinatlaridir.

3.1.2 Lamé Katsayilar

Bir yiizeyin biitin geometrisini Lamé Katsayilar1 belirler. Ciinkii yiizeyin sekli ve
egrilikleri, iki ana kuadratik form katsayilarina baglidir.

1- Birinci kuadratik form katsayilar, yiizey seklini

2- Ikinci kuadratik form katsayilari, yiizey egriligini

karakterize ederler.
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SEKIL 3.1 (x;y) Egrisel koordinat takim genel ise 6 # 90°, ortogonal ise 0 = 90° olur.

1- Birinci kuadratik form katsayilari, Lamé Katsayilar

e (2 (2] +(2) . s

ox ox 0x

ax\ (oY) (oz)
(2 (2
poO0X0X OYOY oZoZ C=+F

Birinci kuadratik form, (s,)
s, = Edx? + 2Fdxdy + Gdy* = ds? 3.3)

2- ikinci kuadratik form katsayilar, Lamé katsayilar:

[6°X  o%Y 6%°Z]

axz ax2 ax2
L-__1 |&X & o
JEG-F* | & & &
X oY &

| Oy o Oy |
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[?’X  8°Y 9'Z
oxdy Oxdy  Oxdy
M=__ Ll |X o¥ & (3.4)
VEG-F* | & ox ox
X o a
| Oy Oy % |
(0°X Y 0°Z]
o S, A
Ne__Ll _|oX oY O
VEG-F? | & Ox O%
X o
Oy Oy Oy
Ikinci kuadratik form, (s,)
s,= L dx*+ 2M dx dy + N dy? (3.5)

Yiizeyin bir (M) noktasinda kovariant baz vektorleri yer vektoriiniin (x) ve (y) ye gore

tiiretilmesiyle elde edilir. Yer vektor,

T =X(x,y)i + Y(x,y)j+Z(x,y)k (3.6)
olup diger taraftan
T T a,a
ax — ar , é'.y - ar , az — -.X _.y (3.7)
ox oy Iax .ayl

Kovariant baz vektorlerinden tigiincii bilesen (3.7) yiizeye dik birim vektordiir.
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3.1.3 Yiizey elemamnimn kenar boylan ve ds

Genel yiizey (MNRS) elemanmin kenar boylarim ve ds hesabimi verelim. Yiizey

karakteristiklerini daha uygun bir formda asagidaki bigimde Lamé katsayilarindan

yararlanarak ifade edebiliriz.

r q1/2

() (35
s HRSEO]

Cc=+F

Tarifini yapalim. Yine

x=st, y=stden dx=0, dy=0 olur. Ayrca,

dX =§dx +a—xdy
ox oy

dY=£dx+§-dy 3.9)
Ox oy

olup, herhangi bir egrisel yiizeyin bir NS egrisinin boyu,

=2 _ 2 2 2
ds® =dX? +dY* +dZ (.10)

olur. Denklem (3.8) in belirttigi tariflerden yararlanarak dsyani kogegen egrisi boyu ile

sonsuz kiigiik elemanin kenar boylar, genel egrisel koordinatlarda,
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MS =ds = Adx
MN = ds, = B.dy

Loy OA Os
RN =ds} = A+—-dy)dx=dsx+ X.dy
( oy oy (3.11)

—~ B Os
RS =ds; =(B+—é;-dx)dy=dsy +-éxl-dx

olarak bulunur. (3.3), (3.8) ve (3.11) denklemlerinden,

ds® =ds} +ds} —2ds,ds, Cos

ds? = A’dx? + B*dy® — 2ABdxdyCos8 (3.12)

olur. Bu denklemlerdeki (—) ust gizgiler, x ve y yiizeyin egrisel koordinatlarinin genel
oldugunu yani 0 agisinin 90° den farklt oldugunu betimler. Yiizeyin (x,y) koordinat
takiminin ortogonal olmasi halinde yani 6 = 90° igin st ¢izgiler karakterlerde kaldirlarak

yazilacaktir. Denklem (3.3) ve (3.12) /N\IR egrisinin diferansiyelinin karesini gosterir. 0
agisi, x=st ve y=st koordinat egrilerinden tayin edilebilir. Soyle ki, MNS tiggeninde

Cosf = F__¢ (3.13)
JE-G AB '

Eger (x,y) egrisel koordinatlar1 ortogonalse, yani 0 = 90° ise, Cos0 = 0 olacagindan,

F=0— C=0 (3.149)

olur. Sekil 3.1 den gorildigii gibi O agis1, x ve y egrisel koordinatlar: arasindaki agidir.
Ortogonal (x,y) egrisel koordinatlarda (ds) boyu, denklem (3.12) ve (3.14) den,

ds?=ds? +ds?=A?dx* +B?dy* (3.15)

olur. $imdi genel yiizeyin, genel ve ortogonal egrisel koordinatlarda dier karakteristik

degerlerini verelim.
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3.1.4 Yiizeyin esas egrilikleri, asal egrilikleri, normal egrilikleri ve normal egrilik

yarigaplar

Genel bir yizeyin, genel egrisel koordinatlarda ve ortogonal egrisel koordinatlarda
karakteristikleri Sekil 3.2a,b’ de gésterilmigtir.

1- Genel egrisel eksenler
0%90°, T,T,,hy,C,F,M

2- Eslenik egrisel eksenler
0=90°, T1,,T,#0,,=0>M=0,C,F

3- Ortogonal fakat eslenik olmayan egrisel eksenler
0=90°— C=F=0, r1,,I,,I,, M

4- Ortogonal, eslenik egrisel eksenler (Asal eksenler)
0=90°—> C=F=0, r,or,,, .o, ,=0>M=0

max> 'y “'min 2 "xy

(@

Sekil 3.2a,b
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Genel bir yiizeyin egriliklerini, egrilik yarigaplarim yine Lamé Katsayilan ile ifade
edebiliriz. Genel bir yiizeyin esas egrilik yarigaplan ve egrilikleri agagidaki denklemin
kokleriyle bulunurlar.

(LN-M?.2 - EN+GL-2FM)r, +EG-F2=0 (3.16)

Ciinkii, Sekil 3.3 ab.

Sekil 3.3 ab

Yiizeyin uzerindeki bir (M) noktasindan, yiizeye, n normalini ve bu normali i¢ine alan (D)
dik dizlemini ¢ikalim. Yizey ile (D) dik diizleminin ara kesiti (1) olsun. (M) noktasinda
normali i¢ine alan yiizeye, normal diizlem denir. Bu diizlem, (M) noktasinda normal dogru
etrafinda déndiigiinde normal egrilik yaricaplar degisir. Oyle bir konum vardir ki normal
diizlemlerin egrilik yarigaplan eslenik olur. Yani T, =0 olur ve T,,T, ye esas egrilik

yarigaplan denir. Bu durumda dik diizlemle yiizeyin arakesitini tegkil eden egrilere de

eslenik egriler denir. Eger bu eslenik egriler birbirine dikse yani ortogonalse asal egrisel
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koordinatlar adim alir. Eslenik egrilik yarigaplan da asal egrilik yarigaplarina donigir ve
biri maksimum digeri minimum olur. Kisaca 6yle bir konum vardir ki normal diizlemin bu
durumda egrilik yarigaplarindan biri maksimum digeri minimum olur ve asal egrilik

yangaplari (r,, r,) adini alir. Arakesit egrileri de artik asal efrisel koordinatlar adim alir ve

ortogonaldir. Ortogonal yiizeyde ortogonal koordinat sisteminde (x = st, y = st) egrileri
asal egrilerdir.

(M) noktasinda yiizey normali 7 ve egriligi 1 olsun, normal egriligin degeri (3.3), (3.5)
T,

den,

1 _s, _ Ldx*+2Mdxdy + Ndy®
, s Edx?+2Fdxdy +Gdy?

olur. Eksenler eslenikse T

T,, = 0 olacagindan , esas egrilik yarigaplari (3.16) denklemiyle

bulunurlar. Ancak eslenik eksenler birbirine dik olursa asal eksenlere déniiseceklerinden,

F=0, M=0

olur. Bu durumda, asal egrilik yarigaplan

LNr?-(EN+GL)r,+EG=0 (3.17)
denkleminin kokleri ile bulunur.

Asal egrilik yarigaplan

2 I, = ()
EN-+GL (EN+GL) LNEG
L2 2 _EN+GL _ EN-GL

oy LN 2LN ~ 2LN (3.18)

r,—> ()
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1, = () ve 1, — (-) hali igin,

L _E_A
* L L
G B’
f =—=—+
Y N N
Normal asal egrilikler
. L_r
r, E A?
I N N (3.19)
;:E:-—BT

Ayrica bu egrilik yarigaplan ds, ve ds, elemanter yay uzunluklar1 boyunca degismez ise

agsagidaki bagintilar yazilabilir. Sekil 3.2a dan genel egrisel koordinatlarda

ds, =Adx =T, do,
- _z (3.20)
ds, =Bdy =T, do,

Burulma egrilik yarigaplari, genel egrisel koordinatlarda

_ ds, EM -FL
rxy = =
dy, EWEG-F?

(3.21)
_ _ds, EN-GM

T = =
* dy, GJEG-F?

ifadeleriyle verilebilir. Eglenik olmayan , ortogonal egrisel koordinatlarda , F = 0 dan, st
cizgilerde kaldirilarak,

M

= _:% (3.22)

Ty = Ty
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olur. Eger (x) ve (y) aym zamanda asal egriler ise yani hem ortogonal (6 = 90°) ve ham de

eslenik (r,, =0), F=C=0 ve M=0 dan,

r,=r,=0 (3.23)

olur. Diger taraftan egrisel koordinat sisteminin ortogonal olmasindan,

1
ol
I
o

y 8y (3.24)
ifadesinin saglandig: varsayilir. Yiizey baz vektorlerinin boylari A ve B,
A =i, d,

yazilabilir. Dolayisiyla kabuk yani ortogonal bir yiizey elemaninin iizerindeki bir egri

(2.25)

elemaninin boyunun (3.15) denklemi ile verilebilecegini biliyoruz (Sekil 3.2b). Sonug
olarak, ortogonal asal egrisel (x,y) koordinatlarinda, normal asal egrilik yarigaplari,

sirastyla normal egrilikler normal a¢1 degisimleri ve burulma ag1 degisimleri

Normal asal egrilik yaricaplan

E A2 L
L=—, I, =— ‘e A=JE, o
- L i, &,

3.26
e B=JG, r-B. 9 (3.26)
YN Y N _ , : > aﬁy
Normal egrilikler
1 L 1_L 1 _4& &,
I, E’ r A2 rx_Az %,
yoRsEHAT" t jzmmv
mb@mm@wm RALRIKEZE
D
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(3.27)

Bilindigi gibi asal egrilikler birbirine dik iki diizlem iginde bulunurlar ve burada r, ve r,
asal egrilik yarigaplanidir ve r,, = 0 dir. Buradan ve $ekil (3.2b) ile (3.11), (3.27)
denklemlerinden,

Normal a1 degisimleri do, , dp,

ds,—Adc=r,dp, , ds,~Bdy=r,dp,

do, =2ax=2Lax  do, =2l ax=Lux
I, E
B, BN BN, N
do, =Bdy = BNy dop, =SNgy-Ng4
9, =—dy=-—dy 0y =—5dy=1dy

Yy

Burulma aq degisimleri

ds, Adx

dy, = 0
Ty Ly
ds
Ty Tx

olur.

3.1.5- Yiizeyin geodezik egrilik yaricaplan ve egrilikleri

Geodezik ag1 degisimleri, ortogonal egrisel koordinatlarda, asagidaki sekilde bulunabilir.
Yiizeyin x = st, y = st koordinat egrilerine sirasiyla M ve S noktalarindan gizilen (1) ve (2)

tegetlerinin belirttii diizlemdeki p, egrilifi ve aralarindaki dw, ag¢1 degisimi ile (M)



26

Sekil 3.4 Geodezik egrilikler

noktasindan gegen RN ve RS kenarlarina paralel ’ICJS ve ﬁN yaylari géz 6ntine alinsin,

geodezik a¢1 degisimi (Sekil 3.4) ve denklem (3.11) den,

NN NR-SM ds. —ds. [ 1
do, = = =—= X = —(Adx)dy + Adx — Adx |——
TN T MN ds, [6y( My ]de
dwxzi_c?é e (3.28)
B oy
SS RS-MN ds,-ds, [o 1
A L "By |9 Bdy— Bdy |——
YR T T MS ds. [ax( dy)ds + By ay]Adx
1 6B
dwy=zady
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bulunur. Buradan geodezik egrilik yarigaplarina ve egriliklere gegebiliriz. Sekil 3.4 ve 3.2b
den ve denklem (3.28) ve (3.11) den

Geodezik egrilik yaricaplan, p, , p,

MS=A.dx = p, da,

MN = B.dy = Py 40,

dx Bdy dy
= A = Adx—2 =ABZ 3.29
Pe =% da, zoa” T u (3.29)
dy Adx ox
=B—2=Bdy-=——, = ABZ
Pr=B e =BV aes P40
Geodezik egrilikler
1 _14
p. ABdy
1_18 =0
p, ABox

ifadeleriyle elde edilirler.

Simdi genel ylizeyin karakteristiklerini genel egrisel ve ortogonal eslenik koordinatlarda
toplu olarak verelim.



Genel yiizey karakteristikleri
Egrisel koordinatlar

X=f,(x.y)
Y=1£(x.y)
Z= fi(x.y)
x , (Egrisel)
y » (Egrisel)
z, (Dogru)

-t

Iy

S

Ty

_ EM - FL
dy, EVEG-F?

ds, FN - GM

. = =
¥ dyy, GAEG-F?

oy
= ABL
Px oA
X
py_ %
d x=l%dx
B oy
1 6B
do, =——d
%= amY
dtpx-_édx
rx

200 0 Y 2 N 7

\Z
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Genel yiizey karakteristikleri

Ortogonal, eslenik egrisel koordinatlar

X=f,(x,y)
Y=,(xy)
Z=f;(x,y)
x , (Egrisel)

y , (Egrisel)
z, (Dogru)

} xly,r, =0



B
do, = —dy

l'y
dy, _A

Ly

B
dy, =—dy

Tyx
A=+E
B=+/G
C=+F
M

ds, = A.dx=r,_.do,

ds, =B.dy=T,.do,

;nl,_.

1

fy

1

f"xy
1 _10A
p, ABJdy

29

M=0
ds, = A.dx =r,. do,

ds,=B.dy =r,. do,

1_L
, A’
1_N
r, B?

1

— >
rxy

1 1 A
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1 1 oB 1 18
ey S S
1 1
Pry 2 Py

ds? = A%.dx? + B2 dy? -
ds? = A2 dx*+B2dy?

2ABdxdyCos0
A =ds, . ds, = ABdxdySin6 > A = ABdxdy
Alan Alan
0 = 90° -> 0 =90°
c* F
COSG_XE—JEG > Cos6=0, F=0

-Bir eksen takimi eglenikse , r, =0 ve M=0
-Bir eksen takimi ortogonalse, 6 =90° ve F=0
-Bir eksen takimi ortogonal ve eslenikse , eksenler asal eksen olur ve r= r,,= 0, 6=90°

F=M= 0 olur.

Simdi egriliklerden yararlanarak ¢ok genel ve yiizey tipinin belirlenmesinde kullanilan

tarifleri ve bunlara bagh olarak ifade edilen baz1 kabuk tiplerini verelim.
3.1.6 Toplam ve ortalama egrilikler ve yiizey tipleri

3.1.6.1 Toplam egrilik, Gauss egriligi

1 _LN-M’ (3.31)
r,-t, EG-F .

Yy
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3.1.6.2 Ortalama egrilik

1 1_EN-2FM+GL
A EG-F? (332)
olarak tarif edilir.

3.1.6,3 Yiizey tip ve tarifleri

Yiizey tipini belirtmek igin yukanidaki tariflerden yararlantlir. Soyle ki, (M) noktasindaki

1- Toplam egrilik pozitif ise yani egrilik yaricaplan aym isaretli ise, yiizey eliptik adin
alir,

1 >0
r,.T,

T, (3.33)

2- Toplam egrilik negatif ise yani egrilik yarigaplan farkh isaretli ise, yiizey hiperbolik
adini alir.

1 <0
r, I

(3.34)
X7y

3- Toplam egrilik pozitif yani egrilik yarigaplan aym isaretli ve esit ise, yiizey Kiiresel
adim alir.

>0 > rx=ry (335)
.

3.36
LT, I, (3.36)
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5- Toplam egrilik yaklagik sifir ise, yiizey basik (kabuk) adim alir. Bu durumda egrilik
yarigaplari ¢ok buyuktir.

1

=0, r,ver,>>0 (3.37)

I I,

6- Toplam egrilik sifir ve egrilik yarigaplarindan biri sonsuz digeri donme ekseni boyunca
sabit ise yiizey silindirik adin1 alir. Yani bir dogrultuya paralel kalarak, verilen bir uzay
egrisine degen bir dogrunun meydana getirdigi yiizeye silindirik yiizey denir.

Uzay egrisine silindirik yiizeyin dogrultmani, dogruya da silindirik yiizeyin ana dogrusu

denir.

r,=st (3.38)

7- Toplam egrilik sifir ve egrilik yanigaplarindan biri sonsuz digeri donme eksenine gore

degisken ise yiizey konik adin1 alir.

0, =0 , r#st (3.39)

8- Verilen bir diizleme paralel kalarak ve verilen bir dogru ile verilen bir uzay egrisine

degen bir dogrunun meydana getirdigi yiizeye konoid yiizey denir.

9- Verilen bir egri yaymin , sabit bir dogru etrafinda dondiiriilmesi ile meydana gelen
ylizeye donel yiizey denir.
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3.2 Kabuk Genel Denklemleri

3.2.1 Genel yiizey gerilme hali ve kesit tesirleri

[y

s

(@ (b)

Sekil 3.5 a,b

Yiizeyin (MNRS) dort kenarl elemamnin MS ve MN kenarlarinda yani (x) ve (y) egrisel
koordinatlarinin bulundugu, kenarlarda sirasiyla (Sekil 3.5 a)

o, , Ty, Txz

Oy , Tyx, Tyz

gerilmeleri olugur. Bu gerilmelerin bityiikligi orta yiizeye olan (z) uzakliklanina baghdir.
Bilindigi gibi aslinda ii¢ boyutlu yizeyde ii¢ eksenli gerilme hali mevcuttur. Kabuk
kalinliginin , egrilik yangaplarina oranla kiigiik oldugu kabuliinden, (z = st) kesitleri iginde
normal o, gerilmelerinin sifir oldugu varsayilir, (6, = 0). Yine ince elastik klasik kabuk

kabullerinden hatirlanacag: gibi (tx = tzy = 0) alimr. Eksenler ortogonal yani x = st ve
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y = st birbirlerine dik olduklarinda txy = 1tyx olacagindan bagimsiz gerilmelerin sayis1 bege
iner. Kabukta kesme etkisi terk edilirse Txz ve Tyz gerilmelerini de sifir almak gerekir. Bu

durumda bagimsiz i gerilme o, , O, , Txy = Tyx kalir. Mambran halde ise bu ii¢ bagimsiz

gerilmenin (Sekil 3.5 b) den de goriildiigu gibi kabuk kalinhig1 boyunca tniform yayili
oldugu kabul edilir.

Ug boyutlu genel gerilme halinden , ii¢ bagimsiz gerilme haline gecisi matris formda ifade
edelim.

1- Gerilme hali:

Genel Kabuk Kaymali Kabuk Ince Kabuk, Mambran Kabuk

Oy Ty Ty Ox Ty Tx Oy Ty T Oy Ty O
— N
[l=|t oy Tu|2|Te Oy T ||t O, T, |- cy\o
Tx Ty O T Ty O 0o o0 0 0
\-
Simetrik

2- Birim boya diisen kesit tesirleri

Kabukta kesit tesirlerini birim boya diigen miktarlar olarak belirleriz. Orek olarak, birim

boya digen N, normal kuvvetin degerini bulahm. Orta eksenden (z) mesafedeki yay

uzunlugu (Sekil 3.5 b) den,

- ds z
ET=ds, +zdop, =ds_ +—2-z=ds_|1+—
5, 249, S, " z Sx{ . J (3.40)

X X

olur. Burada

ds,=do, 1, , do=—

olup, tarali kesitteki normal Oy kesit tesiri denklem (3.40) den
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o, dA =c,.dzds, .(1 + i} dA = dzds, .(1 + ij
rX rx

olur. Simdi birim boya diigen ve (h) kalinhig1 boyunca yayil gerilmenin toplamini veren
kesit tesiri,

)dz (3.41)

X rx

h h
2 2

I, +Z z

N, ds, = J‘cy.dsx "r dz—>1N, = J-oy{1+——
h b
2 2

olur. Diger kesit tesirleri de benzer sekilde bulunur. Burada su hususa dikkat etmek
gerekir. Eger (z) ekseni kabuk dis yiiziine dogru pozitifken (dA) taralt alam orta yiizeyin
altinda almrsa (Sekil 3.5b)ve denklem (3.40)’da (-z) olacagindan (3.42)

z
denklemlerinde (1 -?) olur.

Normal Kuvvetler, N_ c( ——}1

h

2

= [o,|1+

=

5 g

h

2

J' 1+——Jd N

Tay:
_k
2

h h
2 2
Egilme Momentleri, M_ I c, (1+—}zdz, M, = I cy.(l+ijzdz,

Z

«

I
Sy b2 | B
Q

«

S

+

N

|

k]
1]
s L L A

Kayma Kuvvetleri, Ty .(1 +Z . (3.41)

1
N

h h
1 . p z 2 z
Burulma Momentleri, M, = J;‘txy. l+r_ dz, M, = Itw. 1+ — Rdz,
2

y

3 b
. % z Z z
Kesme Kuvvetleri, V, = _[txy {1+—r— . V, = J.‘tyx 1+—
2
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Yiizey elemanindaki (Sekil 3.5 b) gerilme yayiligint kisaca inceleyelim.
3- Non-Lineer gerilme hali

Kabuk elemaninin yan yiizeylerinin geniglikleri (z) koordinatlarina bagh olduguna gore,
orta yiizeye paralel tesir eden ve yapilan kabullere gore gerilme bilesenleri kabuk
kahinliginca lineer olarak dagilamaz. Gerilme dagihst dogrusal degil egriseldir,
(Sekil-3.5 b) deki ilk gerilme diyagrami.

4- Lineer gerilme hali

: z
Ancak kabuk kalnlifi ve (z), egrilik yanigaplarina gore ¢ok kiigiik olduklarinda .

X

ve = terimlerinin tesiri ¢ok az olur ve birin yaninda terk edilebilir.

y
Kesit kuvvet ve momentlerinden gerilmelerin hesaplanmasinda , kesit yiizlerini dik ag1l1 ve
normal gerilmelerle, orta yiizeye paralel tesir eden kayma gerilmelerinin  kabuk

kalinliginca lineer yayili oldugunu kabul etmek miimkindir. Gorildugi gibi, r, # r, ise
N,,# N, ve M, # M, dir. Ancak 1 +§ =1 kabulii yapildiginda yadar, = r, oldugunda,

N,y =N, ve M, =M, olur. Gene x=st ve y=st ortogonal ise T~ T, olur, ¢iinki

x = st ve y = st de yiizler birbirine diktir. V_ ve V_ dogru eksenli gubuklardaki kesme
x y dogru

kuvvetine benzer.

N,y > Nyp , M, , My, nin (3.41) deki degerleri yerlerine kondugunda asagidaki 3M, = 0

denge bagntisinin 6zdes olarak saglandig gorilir.

M M
5y _ ¥ _ ~
. . ny -E-Vyx =0 (3.42)

x y



37

5- Mambran gerilme hali

Bazi 6zel hallerde, yiik ve mesnetlenme durumlarina bagli olarak gerilmelerin ekstrem

degerleri yani maksimum ile minimum arasinda ¢ok az bir fark olur. Oyle ki o,, G, ve
T4y~ Tyx kabuk kalinhiinca tiniform dagilt kabul edilebilir. Yani gerilmeler (z) den bagimsiz

olurlar. Bu durumda kesit tesirlerinin yukaridaki toplamlar1 su sonuglar verir.

3 i 3
M, =-o,. lg M, = —cy.lg
Ty " (3.43)
h? h?
M, =1, — M, =-1.
S V. R Vi &
Burada momentler soyle de yazilabilir. Ornegin,
hhh
M, =-o,. » N, =o_h, M, =-N,. hh
2 125 (3.44)
e, =h h s M_=-N, e,
12r,

Kabullerinden kabuk kalinhiginin egrilik yarigapina gore gok kiigik oldugu ve yukarida N,

kuvvetinin

oraninda azaldig1 goérilmektedir. Bu oran (1/240) altinda oldugundan

eksantrisite pratik olarak sifir alinabilir.

M=-N-e , =0 |, M, =0 (3.45)

olur. Benzer sekilde,

My =My, =M, =M, =0
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olur. Denge denklemleri gosterir ki eer momentler sifir ise,

olur. Boylece kabuk kalinhg1 boyunca tiniform gerilme yayilisi elde edilebilir. Bu durumda
kabukta yalnizca N, , Ny , N,, = N; kesit tesirleri olugur. Bu da kabufun mambran halini

gosterir. Sonugta kabugun egilmeden bagimsiz olan bu gerilme haline, mambran gerilme

hali denir. Sekil 3.5 b deki son gerilme diyagramdir.

- 3.2.2 Ortogonal egrisel koordinatlarda, orta yiizeyin sekil degistirme bilesenleri

1- Birim uzama sekil degistirme bilesenleri

1 ou 1 OA W Ou VvV w
g, =——+——Vt+—=—t—+—
Aox AB oy r, Os, p, T, (3.46)
lev 1 OB w N u w
E =—4unv+—=—+—4—
* Body ABXx r, &, p, I,

2- Birim kayma sekil degistirme bilesenleri

29{1}&&(&)
Yy = A \B B oy\ A

u v _u v (3.47)

3- Koordinat egrilerine teget dogrularin egimlerinin degisimi, yani donmeleri,

u low u ow
Bx :—+-——_=_
r, Adx 1, 0s,
(3.48)
v low v ow
Y r, Bo&x r, os

y y y
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4- Normal egrilik degisimi
1 0fow u 1 A ow v
ky=—- —+—|+——| —+—
Adx\Adx r,) ABoy|(Boy r,

o = Bs By 0B, AP,
35, py Adx oy AB

1o0|ow v 1 éB{ éw u
k,=——| —+— |+ ——| —+—
Y Boy|Body r,)] ABox|Aox

y X

(3.49)

0
s, p, Body oxAB

5- Burulma egriliginin degisimi

Iy

~“aB\ooy Ay ox Box oy

_1(d*w 10Aow 10Bow)| 1(16u 1 6A +1(16v 1an)
oxdy A dy &x Béox dy

(3.50)
_1i By  Bx (oA, By )1
k"y_z{AafBay (ayﬁx+axﬁy)ABJ

6- Yiizeyin orta yiizeyden (z) mesafedeki yerinde orta yiizey sekil degistirme bilesenleri
cinsinden deformasyon ifadeleri, (Sekil 3.5).

Yukarida verilen deformasyon bilesenleri hep orta yiizeyin sekil degistirme bilegenleri idi.
Kabuk kalinliginda orta yiizeyin disinda bir (z) mesafesindeki noktada deformasyonlar

agagida orta yluzeyin deformasyonlan cinsinden verilmigtir.

g, +zk €
g =% " x ng, +z(kx +—"-J

1+-2 Tx

(3.51)
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2
Yuy 1+2— +zk, |2+2 i+l
@ rxl‘y I, I‘y 1 1
z Z r, ry )
(H_](H_]

I, I,

Genel donel kabuk non-lineer denge denklemlerinden 6zel bir durum olarak
A=r,, B=ry=r =r,.Sin0

elde edilebilir.

3.2.3 Kabuk elastisite bagmtilan

Genel bir yiizeyde elastisite bagintilan asagidaki sekilde verilebilir.

N,=C(g,tvey)
N,=C (g, +ve,)

1-v

N,, =C—
2

Xy Yxy

(3.53)
M, =D (k,+vk,)

M, =D (k, +vik,)

My, =D (1-v)k,

Burada sekil degistirme bilegenleri, ortogonal egrisel koordinatlarda kesit zorlarmm

non-lineer formda yer degistirmeler cinsinden ifadeleri agafidaki sekilde ifade edilebilir.
N, =C [(e,+ B2 + Ve, + B, ]

N,=Cl(e* B+ Ve B2
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Ny =C Yoy, +B.8, +B,8.)

M, =D Py +8ABy +v(aB ! 6BB H
| xA OyAB (oyB ABx

(3.54)

:D[i% , 13 J+ 1B, 1 2Ag )]
A &x AB oy

M _D(l—vjlaﬂ 108, 1 (oAoB By B,
¥ 2 A Bay ABayax x oy

Burada C uzama, D egilme rijitligidir. h ise yiizeyin et kalinhiidir.

3
Eh D Eh

3 = (3.55)
1-v? 12‘1—vzj

C=

3.2.4 Genel yiizey denge denklemleri

3.2.4.1 Genel egrisel (x,y) koordinatlarinda denge denklemleri

-—.N, +
AB

Se=0 I[G(N :B) oN,..4) a8 6AN} v, ¥,
ox y o Y 7

oV A N, N N
Y20, B, v.4) T s
AB| o oy P F, T, T, (3.56)
o(M,B) _aB a(M 4)
M,=0..
> AB[ = 6xM”+ay o+ -V.=0
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1 [oM,A) oA B +6(MxyB):‘_V o

>M, = o....—[

| =

M
P 4N_-N_=0

— X My
YM,=0.—2-——"+
Tyx

‘<"\
N‘-’

3.2.4.2 Ortogonal asal egrisel (x,y) koordinatlarinda denge denklemleri

Burada, (x,y) egrisel koordinatlar sistemi ortogonal ve eslenik oldugundan T,,T, ler, asal
egrilik yangaplarina donigir ve artik r,, r, seklinde gosterilir.

] N, A ]
Zx=0 AIB 6(1\;;13)"'6( axyy )—%.Ny+%.ny —Vx +p, =0
Iy
[ ON, A N. B 1 Vv
zyzo”' 1 ( 8 )+a( 4 )_a—A.Nx +‘a_BNy~( ___y_+py =0
AB| oy ox oy ox ]
o\V, A N
Y2=0.. — [‘XVXB)Jr v, )}rNu Y 4p =0 (3.57)
AB ox oy T, T,

ZMK =0.. ._I_[M_@M +géM +M:'_VX =0

AB| &x & Y oy Y &y
1 [oM,A) A, B oM, B
XM, =0 . —| —L————M, +—M,, 5B)]_ , =0
AB| o Oy ox ox
M, M
M, =0.. r"’— r”‘ +N,, -N,, =0
x y

Yukaridaki (3.57) un 6. Denkleminin bir 6zdeslik oldugu dolayisiyla bagimsiz bir ifade

olmadig: gorilir. Canka 7= 1., ve
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Tyy Zh+2 —i(l+—?—J— 1+2 +(1+£J =0
I, ) Iy I, I, I,

olur. O halde elimizde bes bagimsiz denkleme karg: bilinmeyen kesit tesiri oldugu gorulir
(N Ny , Ny, Nopu My, M, M, M, V,, V,). Dolayist ile problem hiperstatiktir. Bdylece

kabuk problemlerinde kabuk deformasyonlarinin da Kinematik bagintilarin incelenmesi

zorunlulugunun nedeni ortaya ¢ikar.

3.2.4.3 Genel egrisel koordinatlarda lineer mambran denge denklemleri

Mambran halde egilme ve burulma momentleri terk edilir.

M,=M, =M, =M, =0

Diger taraftan (3.56) denklemlerinin 4,5 ve 6. larindan

olur. Bu durumda denge denklemleri tige iner.

Oo(N_A
QCN_XB_)__QE y+.a_Any+¥_)+ABpx=0
x o By
(3.58)
O(N_A
N,A) oAy By oWy )+Apr=0
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3.2.4.4 Ortogonal egrisel koordinatlarda mambran denge denklemleri

Ortogonal egrisel koordinatlarda (3.58) denklemlerinde koordinatlar asal eksenler

oldugundan, yalnizca 1, =r, ve T, =T, olur ve yalnizca tigtincii denklem degigir.

+—L4p,=0
A
Diger iki denklem aymidir.

Mambran halde ii¢ bagimsiz denge denklemine kargin, ii¢ adet bilinmeyen kesit tesiri (N,,

N, , N,,) oldugundan, problem izostatiktir.

Ozel kabuk tiplerinde (x,y) egrisel koordinatlar yerine uygun koordinat takimlan segilerek

bu denklemler daha basit formda yazilabilirler. Bunlar ileriki paragraflarda verilmistir.
Izotrop kabuklarm biinye denklemleri

Ince cidarli, h kalinhkli, izotrop kabugun kesit tesiri-sekil degistirme bagintilan

{o}=[D]{e}, a¢ik formda,

N,] [Cy €2 O O 0 0]7fs,
N, Cp, 0 0 0 0|ls
<N"yr= Cs 0 0 0 5 (3.59)
M, Cu Ci 0 ||k,
M, Css Cs || K,
M) L Ces | Ky

olur. Buradan, izotrop hal igin,



Z 7z 2

g £

<

olur. Burada,

(==
N’l

<OO
@]

c._ Eb p-_ Eb’
1-v? 12— v?)
ya da,
C _ Eh > Eh3
" -v?) C“_lzil—vzi
Eb , Eh®
Cip=vVv b
12 (l _ V2 ) C45 VT—)IZ 1—v2
Eh Eh3
C,, = , i
2 -v? Css 12— v?)
Eh Eh3
C33:—'—— b C =—
2(1+v) %~ 24(1+v)
olur. [D] matrisi
i
1 v 0
Cv 1 0 0
[D]=
1 v 0
0 Div 1 0
0 () .I—_V
i 2

seklinde yazilabilir.

U o o o
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0 0
0 0
0 0
vD 0
D OA
1-v

2

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)



46

4. DONEL KABUK
4.1 Genel Donel Kabuklar
4.1.1 Giris ve tammmlamalar

Genel yiizeylerin parametrik denklemlerinden hareketle, genel donel yiizey denklemlerinin
elde edilmesini verecegiz. Boylece énce Lamé parametrelerinin ve diger donel yiizey
karakterlerini tayin ederek, genel ve 6zel donel kabuklarin denge denklemlerini, stabilite
denklemlerini, binye denklemlerini, geometrik uygunluk denklemlerini (kinematik
bagintilarim), yiizey parametrik denklemlerini ve diger 6zelliklerini belirleyecegiz. Ayrica
donel kabuk denklemlerini bir de donel yizeyin sonsuz kiigiik dort kenarhh elemanindan

hareketle ¢ikanligini verecegiz.

Donel kabuklar, bir eksen etrafinda herhangi bir egrinin dénmesiyle olusan yiizeylerdir.
Omegin bu egri (meridyen), parabol ise donel yiizey parabolik donel kabuk, hiperbol ise
hiperbolik dénel kabuk, daire ise kiiresel kabuk (kubbe) adim alir. Ozel hal olarak bu egri
donme eksenini kesen bir dogru ise konik kabuk, dénme eksenine paralel bir dogru ise
silindirik kabuk adim alir (Sekil 4.1).

daire

ESSL LS

©

Sekil4.1a,b,¢,d
Donel kabuklar tepelerinin agik ya da kapali olmalanina ve yine dénme ekseni etrafinda

tam olup olmadiklarnna gore tiplerine aynlirlar. Béylece donel kabuklar



47

1- Tepesi kapali formda donel kabuklar

1.1- Tam olan
1.2- Tam olmayan

2- Tepesi agik formda dénel kabuklar

2.1- Tam olan —{ parabol
AL

2.2- Tam olmayan
olarak siniflandirilabilirler.

Ayrica donel kabuklar meridyen egrisinin tipine goére adlandirilip simiflandinlirlar.
Hiperbolik donel kabuk, parabolik dénel kabuk gibi.

Doénel kabuklann olusturulabilmesi i¢in dénme ekseni etrafinda dondiirdiigiimiiz egriye;
meridyen efrisi ve donme eksenine dik diizlemlerin donel kabuk yiizeyiyle olusturdugu
arakesit egrisinde paralel egrisi ya da paralel dairesi adi verilir, Birbirine ¢ok yakin iki
donme ekseni ile iki paralel dairesinin sinirladigin MNRS dort kenarhst kabuk

denklemlerinin olugturulmasinda kullandigimiz sonsuz kiigiik donel yiizey elemandir.
4.1.2 Genel donel kabuklann yiizey denklemleri ve karakteristik degerleri

Genel donel yiizeyin parametrik denklemleri

X Zfl(x’)')
Y =f2(x7Y) (4 1)
Z:f3(an) .

Genel yiizey parametrik denklemleri bu (4.1) bagmntilariyla bilinmektedir. Simdi genel
yiizey kabuk i¢in yeni eksen takimlarim (,0,z) olarak segip, (x,y) egrisel parametreleri
yerine koyalim. Boylece donel yiizeyli kabuk denklemlerini daha basit ve anlagilir formda
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ifade etme olanagimt elde ederiz. Artik uzayda donel yiizey tzerindeki herhangi bir M
noktasimin X, Y, Z koordinatlarinin (¢,8) parametrelerine (donel yiizeyi olusturan) bagl
olarak ifade edebiliriz.

Once dénel yiizey genel parametrik denklemlerini ve sonra bu denklemlerden yararlanarak
Lamé katsayilarim (A, B) ve ardindan diger karakteristik degerleri tayin edelim.

Yukanida degindigimiz gibi, genel donel kabukta, z eksenine dik diizlemlerin dénel kabuk
ylzeyini kestigi egrilere, paralel egrileri (elips, daire gibi), z eksenini i¢ine alan
diizlemlerin donel yiizeyi kestigi arakesit egrilerine de meridyen egrileri (parabol, hiperbol,
daire gibi) denir. Burada X, Y, Z hem genel egrisel yiizeyin ve hem de genel donel yiizeyin
kartezyen koordinat sistemidir. Bu denklemler yiizeyin genel parametrik denklem takimi
olup, degerleri yiizey tipine gore tayin edilir. Bu degerler asafida genel dénel yiizey igin

verilmigtir.

OTE—= X=r,cose
AL Y=r,slhe

OME—=Z=r,cotge
(@ () (©

Sekil-4.2 a,b,c

Yine genel yiizeyin egrisel koordinatlan (x,y), donel yiizey halinde, donel yiizey formuna
en uygun olan, (¢,0) egrisel koordinatlarina déniistiiriiliir. Oyle ki donel yiizeyde, yiizeyin
(x,y) egrisel koordinatlarina karg1 gelen ve paralel egrisi (y), meridyen egrisi (x) yerine,
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paralel egrisinin konumunu belirleyen (@) ile meridyen egrisinin konumunu belirleyen (0)
degiskenleri alinir. Kisaca genel donel kabukta x — ¢ ve y — 0 alinacaktir. Sonugta donel
kabuklarin koordinat takimi (o, 0, z) dir. Komsu iki paralel egrisi ile, komgu iki meridyen

egrisinin  belirledigi sonsuz kiigiik dért kenarh kabuk elemanina (MNRS) demistik
(Sekil-4.2).

Y4
Dnme ekseni

x+§x=st

FN=dis=dsBdy=r;d0
ﬁ§=dssdqudx=ng
RR=HS

§§=(G+dq%d9

=gt

(Paralel cfirisi)

@

Sekil-4.2 d
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Simdi kisaca genel egrisel yiizey karakteristiklerine kargt gelen genel donel yizey

karakteristiklerini verelim.

Cizelge 4.1 Genel ve donel yiizey karakteristikleri

Genel Yiizey

X= fl (X, Y)
Y= fZ(X’Y)
Z= f3(x>Y)

Dénel Yiizey
X =1,.Cos0
. Parametrik
Y =1, Sinf Denklemler

Z =1y.Cosp = ry.Cotgoe
z donme ekseni

. . Asal Eksen
¢ paralel egrisi konumunu verir takimidir

0 meridyen egrisi konumunu verir

do, =d6.Coso
do, =do
do, = d0.Sing

To

I, [fp =r=re.Sing,(dr/de)=r,.Cosp,dr =ds,.Cosq]
C=0

ds, =1,dep, [ds, =Adx=ds,=r1,d0>A=1,]

dsg =1,.d0, [ds, =B.dy=ry.de, =dsg =1,.d0 > B =r,]

P
1 _ Sing
Iy r
0
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1 1
— ______+ JU—
Py Py
P —> P,

px —_— P P
Py —> Dy

4.2 Genel Donel Kabuk Denge ve Stabilite Denklemleri

Donel yiizeyin paralel ve meridyen egrileri (0,¢) ve egrilik yangaplant rg, 1, ile,

Sekil 4.3b den gorildiigu gibi , yalmizca (@) nin fonksiyonu olan r degiskenleri sekil
degistirmis kabugun orta yiizeyinin bi¢imini karakterize eder. Orta yiizeyin deplasman
bilesenleri u, w, v olup, genelde ¢ ve O min her ikisini de igeren fonksiyonlardir.

4.2.1 Genel donel kabuk denge denklemleri

Genel kabuk denklemlerinde (3.57) de, donel kabukla ilgili Cizelge 4.1°deki degerler

yerlerine konunca,donel kabuk i¢in asagidaki egilmeli lineer denge denklemleri elde edilir.
Yo=0, (qu, ),(p +1, (N% ),e —1,NgCos@ -1V, = —r1,.p,

y>6=0, (qu,e ),(p +1, (N, ),e +1, N, Cos0 ~ 1,V .Sin@ = —1.1,,.pg

Y z=0, ,Ng.Sine+1N, +r1, (Ve)_e + (rVq,)@ =11,.p,

ZMo =0, (va‘r).:p + (Meo),e'rw = Vo 11, M, 1, Cosp =0 (4.18)

Bu (ZMq, = 0) ifadesinde kaymali terimi egitligin sagina koyalim,

(M), +1,(Mg, ), —1,MoCosp =1,V
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Y M, =0, (rMeq,),‘p + rq,(Me),9 +1,Mg, Cosp =r11,.V,

1 1
ZMZ :0, qu)O —;G_M% =N¢9 —Ne‘p
L4

Bu son denklem bagimsiz degildir.

Yukanidaki (4.18) denklemlerinde, 4. ve 5. Denklemlerden V, ve V, bulunup, 3.

denklemde yerlerine konarak bes denklem, ii¢ denkleme indirgenebilir. Donel kabuk
karakteristik degerleri i¢in asafidaki lineer denge denklem takimi dogrudan su sekilde

yazilabilir.

(qu,)’q, + (rq,Nq,e )’e —1NgCos@ +1,Ng = —1.1, D,

(rq,Ne ),e + (er )’w — 1N, + N, Coso = —1.1,.py
(4.19)

1

T T

P P

[a (qu,)@} Mg + 2(1\4(,,9,‘,,e +-2 Mg oCoso+ M(pe,q,] +
P

T
[——;”—Me‘ee - (Me.Cosqa),q,jl - (qu, + rq,NeSin(p)z —I.I,.p,

Bu denklemlerin ilk ikisinde kesme kuvvetleri terk edilmistir. Bu durumda kinematik
bagintilar

4,2,2 Kinematik bagmtilar

Birim boyda uzama sekil degistirme bilegenleri

(&)
€, =—|—~—W
1, \ 00

1 1 ov
€, = ;—(u.Cotg(p -w)+ Y
3] 0
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Kayma sekil degistirme bilegenleri

1 6u+ 1 ov vCoso
Yoo , 0 r, 00 L,

Meridyen ve paralel tegetlerinin dénmeleri

Normal egrilik degisimleri

ko = ’l_ﬁqw
To (4.20)

Cotgo

1
ke =—Bgg +Bs-
Iy Iy

Burulma egrilik degisimi

1 Cot
kq,e =_Bq,,e _Be- =

1 .
+ r—' 03 6 Sin (p)’q)

0 ?
4.2.3 OZEL HAL, dénel simetrik yiik etkisi durumu
Denklem (4.18) in 6zel bir hali olarak, donel simetrik yitk hali igin, denge denklemleri

verilecektir. Bu durumda, p, = 0 ve kayma kuvvetleri ile burulma momentleri sifir olur.

Yani
Nq,e’:Neq,:Mw:Me‘p:Ve:O, pe=0
olmaktadir. Bu durumda,

(Nq, Iy ),¢ —Ng1,.Cos0— V.1, =—15.0,.py
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1,.N, + Ng 1, .Sing + (r0 .qu)(p =—1,.0,D,
(4.21)
(r0 .Mq,)’q’ —1,M,.Coso—-1,r,.V, =0

olur. Bu u¢ denklem gorildiigii gibi bes bilinmeyen igermekte olup, problem yine
hiperstatiktir. Coztime gidebilmek igin kinematik bagintilara ve elastisite denklemlerine
ihtiyag vardir.

4.2.4 Ozel halde, kinematik ve elastisite bagmtilan

Kinematik bagintilar

(4.22a)
€y = l(u.Cotg(p -w), k_ = _1_%
r @ I, 6(p
Elastisite bagintilan
N, = D(sq, + v.se), M, = —K(k¢ + X.Bq,Cosq))
r
1 (4.22b)
Ng = D(z;6 + v.sq,), M, = -K(—Bq,Cosgo-i- v.kq,)
r
Yine (4.18) den mambran denklemleri elde edilebilir.
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4.2,5 Mambran denge denklemlieri
Mg =M, =M, =V,=V,=0 olur. (4.23)
4.2,5.1 Simetrik olmayan yiik hali

Bu denklemler (4.18) den (4.23) degerleri yerlerine konarak elde edilir.
- Ngge + (ro N, )’q) —1,-Ng.Coso = —1,.1,.p,

r,-Neg + (r0 Ngo ),q, +1,.Ng,,.CosQ = —1y .1, Py

(4.24)
fo.Ng +1, Ng =—Tg.1,.p,

4.2.5.2 Simetrik yiik hali

Bu durumda py =0, N, =Ng, =0 olacagindan,

(ro .Nq,),(p ~1,.Ng.Cosp = —1y.1,.p,
(4.25)
No No__

To

P,
Ty
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dsz=A.dx
/~
de
Px
z 0
A
dr =ds,.cos @ ds, =r,dp,, r.de,=Adx, do, =r—dx
dr A
£=r¢-005¢=r,¢ ds, =r,.—dx=Adx > ds, =r,dx
xl 1/2 11 l
ds, =rd6, ds, =1,d¢ A (2}5) w 4 X,y,Z ortogona
2 1
A=r,, B=r, =1, =1 2 12 L,=®, ——=0
B= (QKJ S =r Ly
%
(b) (©)
Sekil 4.3 b,c

4.3 Dénel Kabuklarin (DMYV) Yaklagimiyla Non-Lineer Denge Denklemleri

Simdi DMV yaklagimiyla, komsu denge konumundan, Euler denklemlerini kullanarak

donel kabukta non-lineer ve lineer denge denklemlerini verelim.

4.3.1 Dbnel kabugun non-lineer egilmeli denge denklemleri, kinematik ve elastisite

bagmtilar:

Daha énceki boliimlerde de agilandig: gibi, genel kabugun denklemleri DMV yaklagimu ile
ve toplam potansiyel enerji denklemlerinden teskil edilebilirler. Bunun igin potansiyel

enerjinin stasyoner deger ilkesinin birinci kriterinin rutin olarak uygulanmas: yeterlidir.
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Sonugta varyasyon hesabinin Euler Denklemleriyle verilen genel kabugun non-lineer
diferansiyel denge denklemleri elde edilir. Buradan doénel kabuk karakterleriyle, donel
kabuk non-lineer denge denklemlerini dogrudan elde edebiliriz. Bu istenirse yukarida ve
onceki bolimlerde izah edildigi gibi, komsu denge durumundan hareketle, (DMV)
yaklasimi cergevesinde, kinematik bagintilar kullanilarak ve toplam potansiyel enerjisi
kullanilarak stasyoner deger ilkesi ile Euler denklemleri uyarnilmastyla donel kabuk non-
lineer denge denklemlerinin elde edilmesi geklinde de olabilir. O halde (DMV) yaklagimi
ile dénel kabuk non-lineer denge denklemleri (4.12-18).

(TNQ)’(P + roN‘pe,e - l’q,NeCosq) = —r.r(p.pq’

(qu,e ) o TToNog +1oNgCos0 = —1.1, g

E (M) | +2 Mg g +-2
—\M, - g0.08 T— Mg oCosp |+
| To @ ° r

(4.26)
i

%Me,ee —(M, .Cosq)), Q’J - (qu, + r¢NQSin<p)—

[rG(N¢Bq> +N(p0ﬂﬂ)],<p +rq)(BON0 +B¢N<p0),e :_r'rq;'pz

olur. Koyu terimler non-lingerdir. Bu durumda kinematik bagintilarin ve elastisite

bagintilanimn ifadelerinde donel kabuk degerlerini yerlerine koyarak,

Kinematik Bagintilar
- 1os
g, =¢, +EB“’ R k,
10,
£y =& +'§Be > ke

Yoo = €q0 +BoBo > kgo
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kq: — B‘:Pa‘l’
r‘P
4.27a)
B y Boo I,-Cosp 1 (
ko =—2 42 B, = 80 4@ B, =—(ﬁe‘e +B¢.Cosq))
T, T, I, I, T, T,
2kq,e _ Be,q) 4 Bq;,e _ I'o,q;Be - Be,¢ + Bq,,e —EQ‘COS([) =£0_[Ee_] +?¢;e_
I, T, LI, T, T, I, L\%h/, T
Elastisite bagintilan
N, = Cle, +veo) M, =Dk, +vk,)
No = Cleo +ve,) M, = Difkq +vk,) (4.27.b)
_C 1-v B "
Neo =C—— 70 Mg =D(1-v)kg
olur.
Dabha agik bir formda kesit tesirlerini verelim. Denklem (4.9)’ dan
Ng = C.[(ee +Bg)+ v(eq, +B$)]
N, = CJe, +B2)+vieo +B82)|
1-v
Ny = C—i—(eq,e +2B,B,)
Boo _ v 427
M,=D ——+"G3e,e +B¢.Cos¢) (4.27.¢)
I, T

1 \4
Me = D[;@e,e +B(P'COS(P)+-I._-B‘P:¢]
P

_pl=v| r(Bs) , Pae
Mq’e—_D 2 [r(r)’q,+ r]

4
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Burada (4.19) den ve (4.8) den

o+ )
€, = ——(u,q> +w
To

€y = %(v'e +u.Cosg + w.Sin(p)

rfv Ug
€ =—|—| +—
To\T/g T

¢
W W
B(p =__‘P, Be =
I, I,

4.3.2 OZEL HAL: Eksenel Simetrik Yitk Durumunda Denge Denklemleri, Kinematik ve
Elastisite Bagintilan

Doénel kabugun non-lineer denklem takimi, eksenel donel simetrik yiik durumunda
agagidaki yine non-lineer forma indirgenir. Bu durumda sekil degistirmeler de eksenel
simetriktir.

Non-lineer denge denklemleri

(rN,p)’(P —1,NCosp = -r1,.p,
(er)’q’ +1,N,Coso = —11,.py

{—l—(qu,),J ~ (M¢Coso) , - (4.28)
P

To

(qu, + rq,NeSin(p)— (rN oB ‘P),cp =—T.I,.P,

Burada koyu terim non-lineer terimdir. Bu durumda kinematik ve elastisite bagintilan
(4.6), (4.7.a), (4.7.b), (4.8) ve (4.11) den
Kinematik Bagintilar

12
Sq, = eq, +EB¢
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eq = %(u.Cosq) +wSing)

. _L_d_(l)
o r, do\r

1 dw
Bo=-—S2  Bo=0

r, do

d
(=13

Iy do
1

ko =—ByCoso (4.29)
Elastisite Bagintilan

N, = Cle, +Veo)
Np = Cle +ve,)
Neo = (:.-:2—1(,‘,e
M, =Dk, +Vk)

M, =Dk, +Vk,)

olur. Sayet kabuga burulma yiikii etkimiyorsa (4.28) denklemelerinde N 4= 0 olur.
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4.3.3 Donel kabugun egilmeli lineer denge denklemleri

(4.28) denklemlerindeki non-lineer terim terk edilerek, asagidaki lineer denge denklemleri
elde edilir.

(qu,),(p —1,NgCosp = —r.r,.p,

(qu,e )’q, +1,N0C0s0 = —1.1,,.pg (4.30.a)

P

{—rl—(qu,),‘p} — (M, Coso) , - (qu, + rq,NeSin(p): ~I.I,.p,
P

Bu durumda elastisite ve biinye denklemleri (4.29) aymdir. Yalmzca g, = ¢, + %Bi yerine

yerine

£q =€, (4.30.b)

olacaktir.

4.3.4 Donel kabugun mambran lineer denge denklemleri
(qu,),‘P —1,NoCosp = -1.1,.p,

(4.31)
(qu,e ),q) +1,Ng6C080 = —1.15,.pg

N, +1,NoSing = -11,p,

(4.31) Denklemleri statikge belirlidir. Donel simetrik yiik halinde uygunluk denklemlerine
gerek kalmadan ¢oziime gidilebilir.
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5. SAYISAL COZUM

5.1 Hiperbolik Sogutma Kulesinin Simetrik Yiikleme Altinda Sonlu Farklar

Teknigiyle Teorik Mambran Coziimii

Onceki etiitlerimizde genel kabuk denklemleri, dénel kabuk genel denklemleri ve diger
bagint1 ve problem 6zellikleri verilmisti.

Simdi dénel kabugun paralel egrisine teget dig yiik bileseninin (p, = 0) sifir oldugu, yani
donel kabugun simetrik yiike maruz mambran ¢oziimiini, sonlu farklar teknigi ile denge
denklemlerini olusturup, sayisal integrasyon yontemiyle yapalim.

Dis yiikiin, py bileseni sifir oldugundan, kayma kuvvetleri N, = Ny, = 0 olur. Bu durumda
donel kabugun (4.31) denge denklemleri asagidaki gekle indirgenir.

d{N,r,
~L—"’—())—-Nercp cos@+P rr, =0
do (5.1)
2+—L4p,=0
, I,
Burada Ny* y1 yok edersek,
° :
N, =- I, I, \p, sin  + p, cos G2
] r, Sin(pj 0 'D(pip ¢+p, (ph(p

Po

N,, degerini elde ederiz. Burada (¢,) agtst kabugun ust smirini olusturan meridyen egrisinin
sabit baslangi¢ simir agisimi gosterir. Kabuk tepesi kapali ise yani kesik degilse (¢, = 0)
olacag agiktir. Diger taraftan N, meridyen asagidaki sekilde ifade edebiliriz (Sekil 5.1
a,b).

N, =-—"¢

27, sin @ (5.3)

simdi (5.1) denkleminin ikinci ifadesinden Ny‘y1 yazalim.

= Iy
Ng = ~Plp — th I'_ (5.9
¢
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Diger taraftan N, ifadesini su sekilde de ifade edebiliriz. Meridyene dik  kuvvetlerinin

yatay bileseni T = N,, . Cos olur ki, ds, =1, .d¢ oldugu dikkate alinirsa, elemanmn yatay

denge denkleminden
N,.ds,.d0 = N,.cos@.r,.d0 +p,.cos@.ds,,.,.d0 — p, .sin @.ds,, 1,.d0

N,.ds, = d(N,.cos@x, )+ (py.cose — p, sin @)r, ds,,
olur. Burada N, ‘nin (5.1) degeri yerine konursa, sonugta Ny

1 d(Pq,. cot (p)

2mr, do

Ny =- +(pycosq>—pzsin(p)r0

elde edilir (Sekil 5.1a,b).

Z
)
N ‘p°
KA 1y 5 ¢P+pzS|n
,'I pz _—_,_aNO oo d NO
; R\P®
K Fg'ﬁ )
‘l ‘~‘ \\ N“"' e &
L Q&i N A ®
' ] W\
"\#atp ld¢ Y
N+ ® o

Sekil 5.1a,b

(5.5)

Bu (5.5) denklemleri, bize gosteriyor ki mambran teorisinde, donme eksenine dik yatay dis
yukler (Ng) kuvveti olusturmazlar. Bu nedenle dig yiikleri yatay ve disey bilesenlere

ayirmak avantaj saglar.
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Simdi, i¢ kuvvetlerin genel ifadelerini belirttigimiz gibi, bu kuvvetlerin baslangig, sir,
degerlerini de bulmak gerekir. Bu baslangi¢ simir degerlerini sifir (o) indisi ile gosterelim.

Bu durumda,

1- Kesik donel kabuklarda, tepesi agik,

Po=0... N,, =0 (3.6)
(5.1)den ........ Ngo = —P.o0Te0

2- Kapal1 donel kabuklarda, tepesi kapali kubbe formu,

(5.3)den ........ Poo =0........ Too-Sin @y =0

Kabuk tepesinde asal egrilik yarigaplan r,, =r,, olacagindan ve (5.1) den

1
Nyo =Ngo = _E-on Too 5.7
olur. Bu deger, (5.6) dekinin yansidir.

Soniu Farklar Teknigi Kullanarak Sayisal integrasyonla Kabuk i¢ Kuvvetleri

Bagimsiz degisken olarak (¢) agisini alalim.

f(o) = ro.rq,.(py.sin<p+pz.cos¢) (5.8)
dersek, (5.2) denklemini
N L Tro)d

° Iy.Sin (Pq;[ (9)de (5.9)

seklinde yazabiliriz. Bu durumda integral ifade

I, = Tf((p).d(p (5.10)
P

olup, sonugta N, kesit tesirinin tayini bir niimerik integralin (5.10) ¢6ziimiine indirgenmis
olur.
Bu ¢oziim igin, 6nce donel kabuBu donme eksenine dik paralel diizlemlerle dilimlere

aywralim. Her dilimi sinirlayan paralel (¢,) agistyla belirlenebilir. Bu birlegim yerlerini
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belirleyen paralellerini (0,1,2,....) diye numaralandiracagiz. Artik f{o) fonksiyonlarimn,
her birlegim paralelinde, degerlerini (f, f,, f,,....) bulabiliriz. Minimum hata, paralelleri
belirleyen agilar arasindaki aralifin (A@) esit olmas: halinde olur. Bu nedenle paralellerin

pozisyonu dyle segilir ki, diizenlenir ki, egrilik merkezi agilan esit olsun. Yani

Ap=09; — ¢y =..... =Qn — Ol

Simdi (m)’ ci birlesim yeri (paralel) i¢in nisbi integral degerini, Simpson tarafindan
verilen integralin, sonlu farklarla ifadesi bigiminde belirleyelim. Simpson Metodu’ nda,
sistem (b-a) arahiinda, ¢ift sayida ve birbirine esit pargalara boliindiigiinde, herhangi bir
f(x) egrisinin boliinmiig efri pargalarinin her biri bir parabol egrisidir. Bu durumda f{x)
egrisinin niimerik integralini Simpson

b—a
n

Ax =

Ax
I= _3_()'0 +0y, +2y, +4y; + .+ 4y, 3 +2Y0 5 T4V +Va)

seklinde verir (Sekil 5.2).

A I=f{-‘(x).olx
a 7 Q b
R = f r<x>-dx~4>@®@ ------ @@A}
/3" ) T ey
// » X
0 b
Sekil 5.2 Simpson kural
O halde,

1- (m) dilim sayisinin ¢ift olmasi halinde, yani integrali hesaplanacak aralik sayisinin ¢ift
olmasi halinde (16 dilim gibi,....)
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| %(f0 +Af, + 26, + Ay + .+ AF  + 26, +4F,  +F,) (5.11)

P,

2- (m) tek i¢in

Lom = %(fo +4f] +2f, +4f5 +. ... +4f, 5 + %fm_z +4f, , + %fm) (5.12)
olur. Dikkat edilmesi gereken diger bir durum da, numaralamanin kabugun ist sinirindan
baslamasidir.

Bazi hallerde son aralik onceki araliklara egit olmayabilir. Bu durumda (5.11-12) sayisal
integral ifadeleri asagidaki sekilde olacaktir,

1- Egit aralik sayisi ¢ift ve farkh bir son aralik, A, =aAq hali

A a

Ipn = ?(P{fo +4f, +2f, +4f,... +4Af _, +f | + 20 +a) [— azfn-z +
5.13

+ (o + o + 3)f,_, +(2a-y3)fn]} (5.13)
2- Egit aralik sayis1 tek ve farkl bir son aralik, Ag, = aA@ hali

Ao I+a
Ion = 3 fo +4f, +2f, +4f,... . +4f, 3 +f,_, + —Z—[a(Z —o)f, , +

(5.14)

+(1+a)’f,, +Qa-1), ]}
Sonugta aranan i¢ kuvvetler, m paralelinde (birlesim yerinde) agagidaki sekilde verilebilir.

I
N  =—__®m Nop = —PomTom — Ny o2 (5.15)

o,m . 2 o,m ?,m
Tom-SI0 QO Tom

Bazen (¢) yerine bagka bir bagimsiz degisken koymak daha uygun olur. Ornegin gogu kere
bu z koordinat: olup donel kabukta tabandan itibaren z kotlariyla tariflenir. Bu durumda da
yine (5.8 ile 5.15) bagintilan gegerlidir. Kisaca bu ifadelerde (@) yerine (z) konabilir,
ancak boyutlar uygun olarak déniistiiriilmelidir.
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Bagka bir 6zel, fakat 6nemli durum da kabugun, zati agirlik halidir. Zati agirhik etkisindeki
kabuk hesabinda oncelikle ¢oziimii kolaylastirict su 6zellikleri bilmek yararhdir.

Kabugun birim alana diigen (yani paralel ve meridyen yaylarinin birim uzunlukta olup
siirladify alan) agirlit g = y.h olsun. Burada y kabuk malzemesinin ozgil agirhif, h
kabuk kalinligidir.

Bu durumda dis yiik bilesenleri

py =8sino, p, = 8.€OSQ,

olur. f fonksiyonu (5.8) den
flo)=r, .rq,.(g. sin? @ + g. cos? (p) =vhry1, (5.16)
olur. Burada f{o) ifadesinde (¢) yerine (z) bagimsiz degiskenini koymak daha uygun

olabilir.

dz
sin @

I, = Iy.Sin O, I,d, =

Bagintilarin1 goz 6niine alarak

f(p)do=vhr, .1, dp="yhr,sin (p-:—z
¢

f(@)do = y.hrydz

olur. y sabit ise, f fonksiyonu
fz) =hr, (5.17)
seklinde ¢ok basit hale doniigiir.

Simdi sonlu farklar teknigiyle sayisal integrasyon yoluyla dénel bir kabugun, mambran

teorisi gergevesinde, niimerik ¢oziimiinii sistematik bigimde ve tablolagtirarak verelim.
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5.2 Hiperbolik Sogutma Kulesinin, Zati Simetrik Yiik Altinda, Sonlu Farklar

TekniBinden Yararlanarak Sayisal integrasyonla Mambran Céziimii.

Yeriler:
z=0da ... paralel dairesinin yarigap1 r, = 12,750 m.
z=+44 m. de .... paralel dairesinin, hiperbolik kulenin en alt gemberinin yarigap:
Io; = 22,320 m.
Hiperbolik kulenin yiiksekligi H= 50 m. Bunun 6 m. si, z = 0 ¢emberinin istiinde, 44 m.
si altindadir.
Hiperbolik kulenin kalinligi, kabuk et kalinlif1, kabugun en iist kenardan asagi dogru
30 m. si h= 12 cm. olacak sekilde lineer, dogrusal, artmaktadir.
Hiperbolik kabugun malzemesi betonarme ve y = 2,4 t/m? tiir.
Yiik, kabuk zati agirligidir.
Istenen:
Hiperbolik kabugun, sonlu farklarla saysal integrasyondan N, , N, kesit tesirlerinin
bulunup, diyagramlarimin ¢izimidir.

Y4 AY a Axr
R6A99N. _ ®
____________ z
wel9.676n. R
32 ‘-g

"'"\' “K~"K~ La)
) Ay 7N AR} n
) A N L Y

PR S (‘)

©
Hiperbelik Soffutma Kulesl

Sekil 5.3a,b,c
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Coziim:
1-Hiperbol denklemleri

Kartezyen koordinatlarda hiperbol meridyeninin denklemi

To=Tp; igin..... z=12,
diyerek
.

2
W)
a

(z) kotunun fonksiyonu olarak paralel dairesinin yangapi,

)
I =T = a41+| —
b (5.18)

olarak hesaplanir. Hiperbol denkleminden

dz L
a

tgp=—2 =2 0
d V2 —a?

=2 tg’A
Ty z
elde edilebilir. Burada tgA = b dir. Bu da hiperbol meridyeninin asimptotlarinin (0 r,)
ekseniyle yaptiklan agidir. :
Isaret anlasmamiz ise, kabugun alt yarist igin (yani z art1 iken) pozitif, ist kismi igin (yani
z eksi iken) negatiftir. Burada
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5.19
1 Cosp = 1 (5.19)

DY 2 tg*A
P T 0
(l’oz .tg4A T z2

oldugu agiktir. Bu formiillerden yararlanarak cotge ve tgo degerleri trigonometrik

Sing =

tablolardan kolayca bulunabilir.

Asal egrilik yarigaplar
C a.sin? A.cosA z’
? (cos2 A —cos? (p)y2 b’tg?A.cos’ @
(5.20)
I, = .r°
sin @

Simdi problemimizin verilerinden yukaridaki karakterlerin sayisal degerlerini bulalim.

b= i =30,622m.
22320’ i
12,750
A =30022 2,40176............ tg?A = 5,76843
12,750

2

SinA=0,923 , cosA=10,3843
2- Sonlu farklar ve sayisal integrasyon

Hiperbolik kuleyi donme eksenine dik paralel diizlemlerle esit araliklarla (Az = 3 m.)
olacak sekilde ¢ift sayida onalt1 pargaya (m = 16) bélelim. En sondaki en alt dilim bu

durumda

50-16x3=2m.=cAz ............ a=—§-
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olur. Kabuk kalinli1 ve degisim bigimi
h,=h=12cm. ... (-6m)<z< (+24m.)

h=h+az= 012+ (+24m)<z< (+44 m)

olur. §imdi 6nce h,, £, , .50 > Iom» P P, Ny, Ny degerlerinin hesabim ve sonra evvelce
belirtilmis diger degerleri her bir birlesim paralelinde gizelge halinde verelim (Cizelge 5.1
ve 5.2).

Sayisal integrasyon metodunu uygulayabilmek igin iki aralifin toplamini yapmak gerekir.
Soyle ki, iki egit aralik i¢in, Simpson yontemiyle sonltu farklardan,

fm—2,m = fm—2 + 4fm—l + fm (521)

Omegin m = 2 igin fo, arabfinin integral fonksiyonu degeri

fo’z = fo + 4f] + f2

(5.22)
olur. Son aralik i¢in, denklem (5.13) den
fi6a7 = o [" a’fys + (o + D + 3)fy6 + (200 + 3)f17]
2(1+a)
4 11 13
=——f +—fj, +—f
45’P 916 sl (5.23)

Bu yukaridaki terimleri m paraleline (ekine) kadar toplayarak, I, integral degerini sayisal
olarak elde ederiz.

Az
I, = = (Fop +Fa4 oo + fam) (5.24)

Son birlesim yeri i¢inde

Az
Loi7 = 'Y-_(fo,z e +fia16 + fi17) (5.25)
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oa==
3

olur (5.13). Zati yik altinda, dis yiikiin p, normal bilesent,

p, =g.cos¢ =v.h,.cos (5.26)
olur. p, degeri de (Cizelge 5.2) de verilmistir. Goriildiigu gibi kabuk st yans: i¢in (z < 0);
p, ler pozitiftir.

No° min hesabinda, kisaltma igin yararlandigimiz, p = T asal egrilik yangaplarimn
oramdr. 1, ve 1y degerlerini (5.20) den bulabiliriz. Son orl‘;ra.k N, ve Ny lan da (5.15) den

elde ederiz.

3- Simdi 6rek olarak, m = 2 eki (birlegim paraleli) igin sayisal hesabi adim adim verelim.
3.1- Ek (birlesim) yeri numarasi; m = 2

3.2~ Ek yerinin z koordinati, kotu; z=0

3.3- Bu z = 0 yerinde kabuk kalinligs; h, = 12 cm.

3.4-z=0 da paralel dairesinin eérilik yarigapy, r,= 12,75 m. (5.18) denkleminden
bulunur.

3.5- Coso, sing degerleri (5.19) formiiliinden bulunur.

3.6- 1,.sing yukarida 5. ve 4. sikta bulunan degerler ¢arpimidir.

3.7- 1y, (5.20) denkleminden bulunur.

3.8- f_, yani m = 2 birlesimindeki fonksiyon degerinin tayini i¢in (5.17) den,

£ _, =f(z)=f(0)=h,r, =0,]12x12,750 = 1,53m?

Burada ry degeri m = 2 igin bulunan deger ve h, =0,12 m. dir.
3.9-f, ,m deferi m=2 i¢in bulunacak, 0 ila 2 aralifindaki sayisal integrasyon
fonksiyonudur. (5.21) ve (5.17) den,

f200, =05, +4f, +f; | fr2m

=f+4f _, +f,

fo, = fo +4f, +f, = 1,5641 + 4 x 1,5386 + 1,530 = 9,2485
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10- > f, ;. degeri yani m birlesimine kadarki tim araliklanin integrali, sayisal

toplamidir.
m= 2 igin ......... Z fm_Z,m = Z fo’z = 0 + 9,2485 = 9,2485
Yine 6regin, m =4 igin ........... 2124 = 9,2485 +9,2485 = 18,4969

3.11- I, degerleri (5.24) ve (5.25) den, X f o ile 7_;‘5 iin garpimudir.
m=2igin ... Tom = Loz = 9,2484x2,6 = 24,046

3.12- N, degeri (5.15) den,

| 24,046

m=2ig¢in ......... Ng, = =-1886t/m
¢ *2 = 12,750
3.13- Ny, degerleri (5.15) den,
m=2igin .......... Ng, = - 0x12,750+1,886(-0,17336) = -0,3269 t/m.

bulunur. Tim bu islemler her bir birlesim i¢in yapilip ¢izelgeler halinde diizenlenebilir.
5.2.1 Sayisal Hesaplar
a=12,75m.,b=30,62238 m.

m = 0 ig¢in ;

z=-6,hz=0,12m,,

2
1, =12,75%,[1+ _6 =12,992m.
30,62238

1

Sing = = 0,9968

2
1+ 3 6
12,992 x33,27479
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Coso = ! =-0,0798

\/ 12,9922 x33,27479
=41+

62

1,.Sin@ = 12,992x0,9968 = 12,951m.

, 12,992

p=——= =13,03m.
Sing 0,9968

f, =h,r, =0,12x13,03 = 1,564m>

N z’ -6

r =-— =—
®  b’tg’ACos’ep  30,622387x5,76843x —0,0798"

p=lo - 1303 _ 41658
r, —7857

p, = 1h,.Cosp =2,4x0,12x — 0,0798 = —0,023t / m>

f—Z.O:O—_)Zf —2,m:O__)N'~P=O

Ng =-p, .1 —N,.p =0,023x13,03 - 0 = 0,300t / m.

= N _ 03 =2,500t/m?
h, 012

m = 1 igin;
z=-3,hz=0,12m,,

2
r, =12,75x f14] —— =12,811m.
30,62238

=-78,57m.
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Sing = ! =0,9992

2
1+ 5 3
12,811°x33,27479

1

Cosop = = —-0,0406

12,811%x33,27479

- 1/1 +
-32
1,.Sing = 12,811x0,9992 = 12,801m.
p=—to 12811 o eom
Singp 0,9992
f_ =h,.r, =0,12x12,82 =1,539m?
z3 -33

=773, 7Y 2 _ 3
b“.tg"A.Cos ¢ 30,62238°x5,76843x — 0,0406

Iy 12,82
-74,79

=-01714

p, = v.h,.Coso = 2,4x0,12x —0,0406 = —0,012t/ m>

m =2 ig¢in ;
z=0,hz=0,12m,

2
r, =12,75x |1+ _ 9 )} —12750m.
30,62238

Sing = ! =1,000

02
1+
J 12,750%x33,27479

Cosop = 1 =0

\/ 12,750%x33,27479
1+ o

=—74,79m.
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1,.Sing = 12,750x1,000 = 12,750m.

1, 12,750
Sing 1,000

=12,75m.

Ty

f, =h,r, =0,12x12,75 = 1,530m>

3 N3
== ;0 _=-73,55m.
b2tg’ACos’e  30,622382x5,76843x0

p, =7vh,.Cosp =2,4x0,12x0=0
fo, =f, +4f, +f, =1,564 + 4x1,539 + 1,530 = 9,248m>
Y fmam =9,248m?
I, =2,4x9,248 = 22,196t
I 22,196 1,741

N,=——F+—=- =-1741t/m > 6, = -=>—=-14,51t/m’
r,Sinp  12,75x1,000 0,12

Ng=-p, T —N,p=0- (-1,741x-0,1734) = —0,302t/m. > 6, = —% =-2,51t/m?

2

m =3 igin;

z=43m., hz=0,12m,,

2
I, = 12,75xJ1 +[;) =12,811m.

30,62238

1

Sing = =0,9992

1+ 3
12,811%x33,27479
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1
‘/ 12,8112x33,27479
1+

32

Coso =

=0,0406

r, Sing = 12,811x0,9992 = 12,801m.

1, 12811
Sing  0,9992

=12,82m.

Ty

f_ =h,r, =0,12x12,82 = 1,539m?

B z 33

r, =-— =-
®*  b’tg’ACos’e  30,62238%x5,76843x0,0406°

m =4 igin ;

z=+6m.,hz=0,12m,

-
r, =12,75x |1+ 5 | —1209m,
30,62238

I = 0,9968
62
1+
\/ 12,9922x33,27479
1
= 0,0798
\/1 .\ 12,9922x33,27479

62

Sing =

Coso =

1,.Sing =12,992x0,9968 = 12,951m.

o, 12992
Sing  0,9968

Iy =13,03m.

f, =h,.1, =0,12x13,03 =1,564m"

B z’ 6°

I, =-— =-
®*  b’tg’ACos’e  30,62238%x5,76843%0,0798°

—=74,79m.

=-78,57m.
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o=t 1303 _ 41650
r, —7857

p, = vh,.Coso = 2,4x0,12x0,798 = 0,023t /m?
£, , =f, +4f, +f, = 1,530+ 4x1,539 +1,564 = 9.248m>
D am =9,248+9,248 = 18,496m>
I, =2,4x18,496 = 44,393t

I, 44939

N,=————= =-3,428t/m >0, =
T, SinQ 12,951

_3428 —28.56t/m?

2

Ng = —p, 1, — N,.p = —0,023x13,03 - (- 2,856x — 0,1659) = —0,868t/ m.

Gy =— 0868 _ -7,23t/m’
0,12
m =5 igin;

z=+9m, hz=0,12 m,

2
r, =12,75x, |1+ _°2 =13,289m.
30,62238

1

Sing = =0,9932
92
1+ .
12,289%x33,27479
1
Cosp = =0,1166
‘/ 12,2892x33,27479
1+ o7

I,.Sin¢ = 13,289x0,9932 = 13,198m.

L 13,289
® Sing 09932

=13,38m.
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f, =h,r, =0,12x13,38 = 1,606m>

z? 9
Lb=""3.23 3 2 3
b*.tg"A.Cos’¢ 30,62238°x5,76843x0,1166

m =6 i¢in ;
z=+12m., hz=0,12 m.,

12 Y
r, = 12,75xJ 1 +(————) =13,694m.

30,62238
. 1
Sing = =0,9887
122
1+ 5
13,694°x33,27479
Cosp = ! =0,1502
13,6947 x33,27479
1+ 177

1,.Sine =13,694x0,9887 =13,539m.

1, 13,694
Sing 0,9887

Ty =13,85m.

f, =h,r, =0,12x13,85=1,662m”

B z’ N 12°
Lo =="13.2 3 2 3
b*.tg"A.Cos’¢ 30,62238°x5,76843x0,1502

p=To - 138 _ 41460
r, —-9430

L4
p, = 1h,.Coso = 2,4x0,12x0,1502 = 0,043t/ m*
f, ¢ =f, +4f; +f5 =1,564+ 4x1,606 +1,662 = 9,6489m>

S f. . = 18,496 +9,6489 = 28 146m>

=-8501m.

=-94,30m.
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I, = 2,4x28,146 = 67,550t

I
N, =——0> _ 87,550 =-498%t/m > o, _ 4989
1, Sin@ 13,539 0,12

=—41,58t/m’

Ng = —p,.T, — Ny.p = —0,043x13,85 - (- 4,989x — 0,1469) = —1,332t /m.

Oy =— 1332 _ 4 1,10t/ m’
2

>

m =7 i¢in;
z=+15m., hz=0,12m,,

2
r, =12,75x |1+ _ ) _14197m,
30,62238

Sing = ! =0,9836

152
1+
14,1977x33,27479

1

14,197%x33,27479
1+ 153

=0,1802

Cosp =

1,.Sin@ = 14,197x0,9836 = 13,965m.

Lo L 14197
® Sing 09836

=14,43m.

f =h,r, =0,12x14,43 = 1,732m>

3 53
L =712 2z 5. 2 1 5 = —106,70m.
b .tg"A.Cos ¢ 30,62238°x5,76843x0,1802

m = 8 i¢in ;
z=+18m., hz=0,12 m.,,
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18 Y
I, = 12,75x\/1 +(———) =14,790m.

30,62238
) 1
Sing = =0,9785
182
1+ ,
14,790%x33,27479
Cosp = ! =0,2064
14,790%x33,27479
1+ 7Y

1, Sing = 14,790x0,9785 = 14,471m.

r, 14,790

I =——-= =15,12m.
Singp 0,9785

f =h,.r, =0,12x15,]2 =1814m>

3 3
=712 zz 3 2 e > =—122,54m.
b .tg“A.Cos’o 30,62238°x5,76843x0,2064

S 12 41033
. —122,54

?

p, = v.h,.Coso = 2,4x0,12x0,2064 = 0,059t/ m*
foo =fs +4f, +f, = 1,662 +4x1,732 +1,814 =10,404m"
>, = 28,146 +10,404 = 38,550m>

I, =2,4x38,550 = 92,520t

1
N,=-—2— =222 __6393t/m >0, =

_ 6,393
®  r,Singp 14,471

=-53.28t/m”
0,12

N, = —p,1, - N,.p =—0,059x15,12 ~ (- 6,393x - 0,1233) = —1,687t /m.

Gy = —1’6—:321 = ~14,06t/m”

2
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m =9 i¢in,
z=+21m.,hz=0,12 m,,

21 Y
r, =12,75x, [1+| ———| =15,460m.
30,62238

1

Sine = =0,9734
212
1+
15,460%x33,27479
1
Coso = =0,2292
15,460%x33,27479
1+ e

1,.Sing =15,460x0,9734 = 15,048m.

L T 15460
® " Sing 09734

=15,88m.

£ =h,r, =0]12x1588 = 1,906m”

3 2 3
f, == & —=-142,18m.
b’tg’ACos’e  30,62238%x5,76843x0,2292

m = 10 i¢in ;

z=+4+24m.,hz=0,12 m,,

24 Y
r, =12,75% /1 +| ——— | =16,199m.
30,62238

1

Sing = =0,9686

24?
1+ .
16,199%x33,27479

1
\/ 16,1992 x33,27479
1+

Cosp = =0,2488

242
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1, Sing = 16,199x0,9686 = 15,690m.

L % _16199
° Sing 0,9686

=16,73m.

f_ =h,r, =0,]12x16,73 = 2,007m?

z} 243
ILb=—— s =— 5 5 =—166,0lm.
b’tg’ACos’@  30,62238x5,76843x0,2488
=f o 168 41007
r, —-166,01

?
p, = vh,.Coso = 2,4x0,12x0,2488 = 0,072t/ m*
£y, = £, +4F, +£,, = 1,814+ 4x1,906 + 2,007 = 11,445m>
Y £, = 38,550+11,445 = 49,995m?
I, =2,4x49,995 = 119,987t
I, 119987 7,647

N, =——2—= =-7,647t/m >0, = ————=—6373t/m’
1, SinQ 15,690 0,12

Ng = ~p, T — N,.p = —0,072x16,73 ~ (~ 7,647x — 0,1007) = —1,969t/ m.

Gy = —119—16?9 =-16,41t/m?*

2

m =11 igin,
z=+27m,, hz=0,15m,

27 Y
r, =12,75x,/1+| ———— | =16,998m.
30,62238

Sing = ! =0,9641

27?
1+ -
16,998%x33,27479
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Cosop = ! =0,2655

\/ 16,9982 x33,27479
1+ >
27

r, Sing = 16,998x0,9641 = 16,388m.

, _ 16,998

fg =—; =17,63m.
Sing 0,9641

f, =h,.r, =0,15x17,63 = 2,645m>

B z* 27°

r,=— =-
*  b’tg’ACos’e  30,622387x5,76843x0,2655°

m =12 i¢in ;

z=+30m., hz=0,18 m,,

30 Y
r, =12,75x [1+| ——— | =17,849m.
30,62238

Sing = ! — 0,9601

30°
1+
17,849%x33,27479
Coso = ! =0,2797
\/l , 17,8497x33,27479

30°
r, Sing = 17,849x0,9601 = 17,136m.

LT _17849
® Sing 0,9601

=18,59m.

f,=h,r, =0,18x18,59 = 3.346m"*

3 z? 30°

r =-— = -
* " b2tg’ACos’e  30,62238%x5,76843x0,2797°

=-197,47m.

=-228,0Im.
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p, = vh, Cosp = 2,4x0,18x0,2797 = 0,121t /m*

fiom0 = f1o +4fy; +£1, = 2,007 +4x2,645 + 3,346 = 15,932m>
S f, 5 = 49,995 +15,932 = 65,926m>

1, = 2,465,926 = 158,223t

I, _ 158223 9,233

N,=—2—= =-9,233t/m >0, =——="—=-5130t/m’
1, Sing 17,136 0,18

N = —p, T, — N,.p = —0,121x18,59 — (— 9,233x — 0,0815) = —3,000t / m.

~209 _ _16,66t/m?

Gy =

b

m = 13 igin;
z=+33m.,hz=0,21 m,

33 Y
I, = 12,75x\/1 +(——] =18,744m.

30,62238
) 1
Sing = =0,9564
33?
1+ -
18,7442x33,27479
1
Cosop = =0,2919
18,7447 x33,27479
1+ 337

1,.Sin@ =18,744x0,9564 = 17,928m.

LT _ 18744
° Sing 09564

=19,60m.
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f_=h,r, =0,21x19,60 = 4,116m*

3 3
e _ 33 - =-267,09m.
b’ tg’ACos’e  30,622387x5,76843x0,2919

m=361i¢in;
z=+36m., hz=0,24 m.,

36 Y
r, =12,75%, |1 +] ———| =19,678m.
30,62238

1

Sing = =0,9532
367
1+ 5
19,678%x33,27479
1
Cosop = =0,3023
19,678 x33,27479
1+ 36

r, Sing = 19,678x0,9532 = 18,758m.

T _ 19678
® " Sing 09532

= 20,64m.

f_ =h,r, =0,24x20,64 = 4,955m”

3 3
[, === 3 —=-312,20m.
b’1g’ACos’p  30,622387x5,76843x0,3023
p=to - 2084 _ 40661
r, —312,20

p, = vh, Cosp = 2,4x0,24x0,3023 = 0,174t /m>
£, = £ip + 46y, + 5,4 =3346+ 4x4116 + 4,955 = 24,763m”
D fam =65926+24,763 = 90,690m>

o = 2,4%90,690 = 217,655t
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N o Lo 217655
*  1,Sing 18,758

=-11,604t/m - o, =

_1L604 _ 4 35¢t/m?

>

N = —p, T, - N,.p = ~0,174x20,64 — (- 11,604x — 0,0661) = ~4,362t/m.

O, =—ﬁ%=—18,24t/m2
,24
m = 15 igin;

z=+39m., hz=0,27m,

2
r, = 12,75x\/1 +(i—] = 20,646m.

30,62238
. 1
Sing = =0,9503
39?
1+ >
20,646°x33,27479
1
Coso = =0,3112
20,646%x33,27479 -
1+ 397

1,.Sing = 20,646x0,9503 =19,620m.

LT _ 20,646
® Sing 09503

=21,72m.

f_=h,r, =0,27%21,72 = 5866m’

z3 39°

r, =-— =—
®  b%tg’ACos’e  30,62238%x5,76843x0,31123

m = 16 i¢in ;
z=+4+42m., hz= 0,30 m.,

2 Y
I, =12,75x, |1+ ——— | =21,642m.
30,62238

=-363,81m.
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1

Sing = =0,9478
42?
1+ 5
21,642%x33,27479
1
Cosp = =0,31889
\/ 21,6422 x33,27479
1+ 5
42

1,.Sing = 21,642x0,9478 = 20,512m.

LT 21642
° Singp 09478

=22,83m.

f_ =h,r, =030x22,83=6,2850m"

3 3
L="13 2Z 3 ) £ > =—422,44m.
b tg’ACos’p  30,622387x5,76843x0,31889
p=to o 228 _ 40541
L 42244

®

p, = v.h,.Coso = 2,4x0,30x0,3189 = 0,230t/ m*®
fraz6 = s +4f15 +5, = 4,955+ 4x5,866 + 6,850 = 35,26 7m*
> sm = 90,690 +35,267 =125,957m”

I, = 2,4x125,957 = 302,296t

I
N oo te 302296 L oeiim o, - 14,738

o == = —49,13t/m’
I, SinQ 20,512 0,30

No =—p, T, — N, .p =—0,230x22,83 —(~ 14,738x — 0,0541) = ~6,039t/m.

6,039
0,30

Ge—

=-20,13t/m?
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m =17 i¢in ;

z=+44m., hz=0,32m,,

2
I, = 12,75x\/1+(——44;—J =22320m.

30,62238
. 1
Sing = =0,9463
442
1+ _
22,320%x33,27479
1
Cosop = =0,32338
\/ 22,320 x33,27479
1+
44

1,.Sine = 22,32x0,9463 = 21,121m.

1, 22320
Sing  0,9463

=23,59m.

Iy

£ =h,.r, =0,32x23,59 = 7,548m>

3 ° 3
L="13 = ; “ - =—422,44m.
b>tg’ACos’e  30,62238”x5,76843x0,32338

T 2359 _ 40507
. —465,67

?®

p, = vh,.Coso = 2,4x0,32x0,3234 = 0,248t /m"’

iy =~ fig g + o) = — e x5,866 + - x6,850 + 1 x7,548 = 14,3924m’
45 T 9 s 45 9 15

> = 125,957 +14,392 = 140,350m>
I, =2,4x140,350 = 336,838t

N - o _ 336838

e

-2 - =-15,948t/m - ¢, =28 _sopat/m?
I, SinQ 21121 0,32

Ng = —p,fo — N,.p = —0,248x23,59 — (- 15,948x — 0,0507) = —6,666t / m.

6,666

-20,83t/m?
0,32

ce_
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Hazirlanmig olan Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2 de tim diger eklerdeki degerleri gormek
miimkiindiir. Cizelge 5.1 de p, degerinin, p, = v.h,.Cos¢ olarak ve y degerininp = %o olarak

r,
¢
tarif ve tayin edildigine dikkat edilmelidir.

Cizelge 5.2 Zati agirlik altinda kesit tesirleri gizelgesi

N(P Ne O ® 60
vm t/m kg/cm? | kg/cm?
0 +0,300 0 +0,250

-1,741 | 0302 | -1451 | -0,251
3428 | 0868 | -2856 | -0,723
4980 | -1332 | 4,158 | -1,110
©,393 | -1687 | -5328 | -1,406
7,647 | -1969 | 6373 | -1,641
9233 | -3,000 | -5,130 | -1,666
11,604 | 4362 | 4835 | -1818

-14,738 -6,039 ~4,913 -2,013
-15,948 -6,666 -4,984 -2,083

4~ Biitiin bu deBerler bulunduktan sonra N, , Ny kesit tesiri diyagramlan ¢izilir $ekil 5.4.

N' t/m N, (t/m
- 0 +0,300
1<)
1,741 -0,302
Fe= [ o
-£,393 ~1,697
~7647 -1,969
-9.233 -3,000
~11,604 —4.362
=-15,948

Sekil 5.4
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6. SONUCLAR

Genel kabuklarin genel denklemleri verildikten sonra Cizelge 4.1 yardimiyla genel donel
kabugun denklemleri yani denge denklemleri, elastisite ve kinematik bagintilar1 dogrudan
elde edilmigtir. Buradan donel kabugun mambran denklemlerine gelinmigtir. Daha sonra
¢Oziimde yararlandifimiz sonlu farklar teknigi ile ilgili 6zellikler agiklanmig ve bunun
hiperboloid kabugun donel simetrik yiik altinda elde edilen mambran denklemlerinin
¢oziimiinde daha agik bir ifadeyle sayisal integrasyonunda kullamligi verilmistir. Ornek
olarak sayisal bir ¢6ziim yapilmig ara iglemler tablolagtinlmis ve kesit tesirleri
diyagramlan agik bir sekilde verilmigtir. C6ziim yaparken formiiller diger degisik sayisal
yani verilere uygun olacak sekilde diizenlenmigtir. Yine tablolarda degisik uygulamalara
olanak saglayacak ve kolaylik getirecek sekilde diizenlenmistir. Sonug olarak degisik yiik
ve boyutta donel kabuk verileri i¢in ¢oziimlemeye uygun ve bilgisayar programlamasina
kolayca olanak saglayacak sekilde tablo ve formiilasyon gelistirilmigtir.

Elde edilen sayisal ¢oziimlerin literatiirdekilerle karsilastirilmasinda benzer sonuglar elde
edilmigtir. Omek olarak ; Soares’ in hiperboloit kabuklarin donel yiik altinda kesit

tesirlerini veren denklemler.
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