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OZET:

Y.T.U. Yiiksek Lisans Tezi olarak hazrlanan bu ¢aliymada diizlemsel cubuk

sistemlerin lineer olmayan sekil degistirmeleri matris metodlan yardimiyla incelenmistir.

Konuyu iyi kavrayabilmek amaciyla birinci bélimde yap1 elemanlanmin
stabilitesi ve stabilite probleminin genel kavramlan hakkinda genel bilgiler verilmistir.
Dzha sonra 2. bolimde elastik stabilite konusu ele alinmig ve elastik stabilitede
probleme matrisyel yekilde yaklagabilmek amaciyla yapilan kabuller sunulmugtur. Aym
sekilde bu kabullerin hangi gerekgelerle gegerliliklerini kaybettikleri anlatilmus, lineer
olmayan hesap metodlanyla ¢oziime ulagmanin gerekliligi ortaya konulmustur.

2.1 boliimiinde lineer olmayan gekil degistirme durumu agiklanmigtir. Orantililik
stminnin gekil deBistirme tizerindeki etkisi ve lineer olmayan gekil degigtirme konusunda
yapilan idealizasyon konulan iglenmisgtir.

2.2°de geometrik lineer olmayan hesap esaslant konusuna anlatilmus olup, sonlu
sekil degistirmesi bulunan yapisal sistemlerin gekil degistirmis durumda yaptigimz
idealizasyonlar ve ilk gekil degistirmig konumda yapilan ihmaller anlatilmistir. Daha
sonra da 1. Castigliano Teoremi agiklanmigtir.

Daha sonra lineer olmayan hesabin gerektirdigi olusumlardan biri olan
geometrik rijitlik matrisinin kafes sistem ¢ubuklan ve diizlemsel gubuk sistemler igin
nasil bulunabilecegi sirasiyla 2.3 ve 2.4 konularinda anlatilmustir.

2.5 konusunda bizim lineer olmayan hesapta kullanacagimiz ¢dziim yontemi
olan Newton-Raphson Yontemi agiklanmigtir. Konu dahilinde yiikle yer degistirme
arasindaki bagintinin siirlan verilmistir.

2.6’da cubuk sistemlerin hesabinda Newton metodunun nasil kullandlacag:
agiklanmug ve iterasyonun esasi bir akig diyagramu verilmek suretiyle anlatilmugtir.

2.7°de ise simdiye kadar iglenmis olan konunun genel bir degerlendirmesi
yaptlmugtir.

3. boliimde ise konuyla ilgili drnek problemimiz ¢éziilmiigtiir.



SUMMARY :

In this study which is prepared as Y.T.U Master Thesis, non-linear
deformations of 2-D frame systems in elastic region has been studied.

In order to fully understand this subject first of all general information about
structural elements’ stability and the facts of the stability problem have been given.
Then in chapter 2 the assumptions made to apply matrical approach to the problem in
elastic stability has been made. The reasons in which these made assumptions lost their
validity and the necessity of non-linear calculation has been stated.

In part 2.1 non-linear deformations and assumptions have been explained

In part 2.2 geometric non-linear calculation priniciples have been explained and
the idealizations of systems that have finite deformation in adjacent balance position
and the negligence made in the adjacent position have been studied. Then the First
Castigliano Theorem has been explained.

Then the formation of geometric rigidity matrix of truss systems and 2-D frame
systems has been explianed and compared in parts 2.3 and 2.4

In part 2.5 our solution method for non-linear deformation problems, Newton-
Raphson Method has been explained. Within our subject limits, the limits of load-
displacement relation has been studied.

Then in part 2.6 how to use this method in 2-D frame systems has been studied,
and in order to achieve our goal a flow chart has been given.

In part 2.7 a general evaluation of the subject has been made.

Finally in part 3 a numerical application concerning Newton Raphson Iteration
Method has been solved.



1. CISIMLERIN STABILITESI HAKKINDA GENEL ACIKLAMALAR :

Stabilite Probleminin Genel Kavramlar: -

Sekil degistirme cisim mekaniginde dig etkiler altinda dengede bulunan bir
sistem igin iki dnemli problem bahis konusu olabilir,

Bunlardan birincisi, sistemde zorlamalann tehlikeli sinira ne derece yaklagtigidir
ki bunun yamit1 sistemde i¢ kuvvet veya gerilme dafilig ile ilgilidir. Eger en biiyiik
gerilme o cisim igin izin verilen simn agmug ise zaten sistemde arzulanan giivenlik
kalmams demektir. Bu tip problemler gerilme problemleri siifina girerler.

Ikinci ve en az birincisi kadar onemli olan bir dier sorun ise sistemin incelenen
denge konumu ile ilgilidir. Bu tip problemlerde sistemin kararliligt incelenir. Sistemin
kararh konumu bir kez bile bozulsa, tekrar ilk konumuna geri dénemez ve kararl
konumundan hizla uzaklagarak gocebilir. Bu tip problemler ise stabilite problemleﬁ
olarak adlandirilirlar.

Esasinda her iki tip problemde de yapun emniyeti bahis konusudur, fakat
sistemin tehlikeli duruma girmesinde rol oynayan unsurlar degisiktir. Ilk halde tehlikeli
olarak gorilen sadece fazla gerilme oldugu halde, digerinde bu tehlikeye denge
konumunun kararsizligs sebep olmaktadir.

1 Q Denge konumu I / Denge konumu
J 7 - .
A m—— —N\ PN AN
Q AN
a) I Yakin konum b)II Yakin konum
Sekil 1.1

Sekil 1.1 de Q yiikii ile eilen kirigin durumunu ele alahm. Burada I ile
gosterilen denge konumunun kararliligi hakkinda bir endise sézkonusu olamaz. Cunki
kirig gegici etkilerle I konumundan saptirilarak II konumuna getirilecek olursa, etki
ortadan kalkinca sistem tekrar eski konumuna yani I haline geri doner. I konumu
kararhdir. Bu gekilde kargilagacagimz tek sorun kirigin egilmeden dolayr olugan
moment ve i kuvvetlerin etkisiyle kinlip kinlmayacagidir.

Sekil 1.1 deki b hali iginse, eksenel P basing kuvveti altinda I ile gosterilen
denge konumu daima kararli degildir. Gegici sebeplerle gubuk I konumundan

saptirnilarak II konumuna getirilecek olursa, bozucu etkiler ortadan kalktiktan sonra bile



gubuk her zaman ilk duruma geri donmeyebilir. Ornegin P yiikii ok biiyilk veya gubuk
¢ok narin olursa I durumunun kararlhiginin aragtinlmas: gerekmektedir.

Bir denge konumunun kararhligimn aragtinlmasinda belli bash su metodlar
kullanilabilir :

a) Dinamik metod

b) Enent metodu

- ¢) Statik metod

Dinamik metodla bozulmus konumun zamanla degigimi incelenirken enerji
metodunda ise sistemin sahip olduu toplam potansiyel enerjinin minimum olugu,
konumun kararliligr igin bir kriter olusturur. Statik metod da ise incelenen denge
konumunun ¢ok yakininda daha bagka denge konumlarmn bulunup bulunmadig:
aragtinihir.

2. DUZLEMSEL CUBUK SISTEMLERIN ELASTIK BOLGEDE LINEER
OLMAYAN SEKIL DEGISTIRMELERININ INCELENMESI :

Diizlemsel gubuk sistemler igin stabilite hesaplarinin ¢nemi uzun yillardan beri
bilinmektedir. Ozellikle gelik yapilarda tasiyici sistemler igin sadece gerilme hesaplan
ve elastik stabilite tahkikleri yapmann yeterliligi tartigma konusudur.

Bir dnceki konuda da bahsi gecen elastik stabilite konusunda tasiyici sistemi

matrisyel agidan ¢6zebilmek i¢in agagida sayilan kabulleri yapiyoruz :

1) Sistem kusursuzdur. Diger bir deyigle gubuk ekseni ideal dogrudur.

2) Biyiik sekil degistirmeler i¢in malzeme ideal elastik kabul edilmistir. (Kugik sekil
degistirmeler)

3) Yikin konservatif oldugu, yani yitk dogrultusunun gekil degistirmeden sonra da
aynt kaldi: kabul ediliyor.



a) konservatif b) konsrvatif olmayan
Sekil 2.1 Konservatif ve konservatif olmayan yiik

4) Sistemin kusursuz olmast gereklidir ki dolayisiyla gubuk ekseni de bu varsayimla bir
dogrudur.

5) Baslangi¢ durumu 1 konumunun ¢ civarinda tiim i¢ kuvvetler A ile dogru orantihidrr.
F=AF

6) Orantiibk faktori olan A > 0 ile yiikk dogru orantihdir. Dig yiikler igin R' = A R
bagintist gegerlidir.

7) Ince cidarh kesitlerde stabilite sinin A, 'ya ulagmadan once burugma baglayabilir.

8) Stabilite simmna ulaginca egilme deformasyonlarimun yaninda kesit diizleminde
donme meydana gelebilir. Bu stabilite problemi egilmeli burkulma, eger kesme kuvveti
de varsa yanal burkulma problemi olarak karsimiza gikar

Yukanda anlatilan ve bizim baslangi¢ igin kabul ettigimiz bu kabuller ashnda gergekle
pek bagdagmamaktadir ¢iinkii sistemimizde bizim gozoniine almadifimuz, fakat
gercekte varolan su tip etkenler bulunmaktadir :

a) Buyiik yer degistirmeler ve bununla birlikte kuvvetlerin de yer degistirmesi

b) Cubuk eksenleri tam dogrusal degildir.

Bu ylizden mithendislik problemlerinde yapilardaki i¢ kuvvetlerin dengesinde gekil
degistirmelerin etkisinin dikkate alinmast ve hesaplanin bu esasa dayandinlarak
yapimast gerekmektedir. Ancak bu tezin konusu dahilinde bulunan inceleme konusu

i¢in biz konservatif yiik halinin mevcut oldugu varsayumim dngorecegiz.



2.1 LINEER OLMAYAN SEKIL DEGISTIRME DURUMU :
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Sekil 2.2

Bu boliimde gegerli olan kabulleri anlamak igin bir gubugun yukandaki gekilde standart
yiikler altinda ¢elik yap1 olarak hesabi goriilmektedir. Ayrica bu yiklerin A kati olan bir

yiikleme hali igin ise sistemin gekil degistirme davranit gematik olarak gosterilmistir.

Seklin yamindaki diyagramda da goriildigi iizere 'nle' egrisi lineer olmayan gekil
degistirme egrisidir. Lineer elastik gekil degistirme egrisi ise (le) lineer olmayan sekil
degistirme egrisinin tegetsel bir yaklagimdir. Yapt ¢eligi igin bilinen orantihibk simn
burada kullanilirsa (A=1.71) lineer olmayan gekil degistirme §.in toplam sekil
degistirme d igindeki payt %23 civarindadir. Ayni zamanda orantiilik siur 1.71 olarak
alindiginda kalict gekil degistirmelerin de gdzdniine alinmas: gerekmektedir.

Malzemenin plastiklesmesi dikkate alindiginda daha ileri safhalardaki sekil degistirme
davramgt 'npl' erisi ile gosterilmis olup, bu egri 'ip' ile gosterilmis olan Ideal Plastik
Sekil Degistirme Egrisiyle smurlandirlmugtir. 'ip' nin maksimum degeri ideal plastik
malzeme davranginin yitk faktorii Ay'ye denk diismektedir. Narin tastyict elemanlarda
Euler yitkii Ax hesap katsayist ile (A=1.71) tagima gici katsayist A, arasinda
bulunmaktadir ki bu aym zamanda stabilite probleminin kritik yiikiidiir. Hesap katsayist
olan A=1.71 degerinde olusan kahic1 (plastik) sekil deistirmelerin etkisi emniyet

gerilmesi degerinin azaltilmas: kaydiyla tahkiklerde gézdniine alir.



Cubuk sistemlerde genelde orantililik simn hesaplarda kullandigimuiz yik faktoriniin
gok yakinlanndadir. ideal burkulma yitkii olan A ise daima hesap yikiinden biiyik
olmalidir. Ideal burkulma yiikii ¢ubugun narinlifine paralel olarak hesap yiikiine
yaklastr ve narinlifin artmast ile beraber gekil degigtirmeler orantisiz bir gekilde artmaya
baglar ve yukandaki diyagramda da gostermig oldugumuz {izere lineer olmayan gekil
degigtirme hesaplarinin en ok ideal plastik limit yiik egrisi olan 'ip' egrisine ulagincaya
kadar gegerli oldugu sonucu bir kez daha ortaya ¢tkmig olur. Bu durumda kesikli
¢izgiyle ¢izilmig olan A-B aralify sadece teorik bir anlam tasir.

Lineer olmayan gekil degistirme nedenlerini inceledigimizde, incelenen sistemlerin
hepsinde bir idealize etme durumuyla karygi kargiyayizz Bu durumda hesaplarm
basitlegirilmesi i¢in lineer olamayan tasiyict sistem davramslarim su 2 gruba aymrmak
miimkiindar :

1) Fiziksel lineer olmama, yani lineer olmayan malzeme kanununun tiim etkilerini

g6zdnine almamz gereken bir durumdur.

2) Geometrik lineer olmama, lineer olmayan kinematik sartlarin ve elastik stabilitede
oldugu gibi denge sartlanimn tiim etkilerinin gozoniine alinmasi gereken bir durumdur.
Fiziksel lineer olmama durumunda malzeme lineer elastik degil tam aksine plastik bir
davranig sergiler. Malzemenin ¢ gerilmeleri ve € birim boydaki sekil degistirmeler
arasinda belirgin bir iligki olmadifindan dolayr bu yontemle ¢oziim g¢ok zordur ve
zaman ablir. Fenomenolojik gerekgeli malzeme kanunlan ile fiziksel lineer olmayan bir
problemin ¢ozilebilmesi ve bu halin hangi siura kadar gegerli oldugunun
anlagilabilmesi igin plastisite teorisinin gok iyi bilinmesi gerekmektedir.
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a) Lineer olmayan malzeme b) Plastik malzeme
Sekil 2.3 Plastik lineer olmayan malzeme durumu

Yalniz bu teori gok karmagik bir yapiya sahip olup, malzemenin plastik bolgesi
igin uygulanan hesap metodlant hayli zordur ve bizim aragtiracagimz konunun
kapsaminin diginda kalmaktadir. Bundan boyle ilerki boliimlerde Hooke yasasimn
kisitlamasiz olarak gegerli oldugunu varsayacagiz.

Ancak geometrik olarak lineer olmayan bolgedeki gubuk sistemlerin hesabs igin
baz1 ilave kisitlamalann yapimasi gerekmektedir ve aragtirma konumuzun esasi

geometrik olarak lineer olmama teorisi baz alinarak yapilacaktir.
2.2 GEOMETRIK LINEER OLMAYAN HESAP ESASLARI :

Elastik stabilite konusu incelenirken lineer olmayan rijitlik matrisi hesabinda
sekil  degistirmelerin  sonsuz  kiigitk oldugu hesabina tam  uyulmadig
gozlemlenmektedir. S$oyleki, komsu konumun denge sartlan formiile edilirken sekil
degistirmelerin sonsuz kiigiik oldugu kabuliine dayanarak tiiretilmig olan Diferansiyel
Denge Denklemleri ile sonlu sekil degistirmeler beraber olarak kullanilmaktadir. Bu tip
sonlu sekil degistirmesi olan g¢ubuk sistemleri komsu denge konumunda sadece

lineerize ederek hesaplayabildigimiz igin ilk komsu konumda yaptigimiz ihmalleri de



arastirmak zorundayiz. Komsu konumda olusan sekil degistirmeler konusunu biraz
agarsak :

LN

Q
dL

WV

Xr X=X

Sekil 2.4 En genel durumda sekil degistirme durumu

Bir gubugun birim boy uzamasi yani rolatif boy uzamasi (x,,x;) diizlemine paralel bir
diizlemde P(x) noktasinin x, ekseni dogrultusundaki birim boy uzamas:

€x = €11 = dL-dl 2.1
dL

Birim boy gekil degistirmeler ise yer degistirmelerin tiirevi olaraktan §oyle ifade
edilebilir:

g1 = le_ =W (2.2)
8)(1

Yukarida gosterilen bu denklemlerde belirtilen birim boy uzamalan ashnda elamantr
kirlg teorisinin kavramlaridir. ve sadece kiigiik sekil degistirmeler igin gegerlidir.
Komsu konumdaki gekil degistirme ise lineer olmayan gekil deistirme tensoriiyle

tanimlanacaktir. Bu tensore biz Lagrange Tensérii diyoruz.

gy = (WLj + w,-,i)/2 + (Wt,i ij)z (23)

lineer kare kisim



w1 (zw_) (zw_)+(§_w_) 2.4)
&“_8"’5)(1 2 |\ * oxt ox1 (@

Sekil degistirmeler wi=u, , w=wy, ve ws=w, x , y , Z eksenleri
dogrultusundaki sekik degistirmelerdir. Bu tarumlama baglangigta sectigimiz (x)’e gore
verilmigtir. 2.3 denkleminin lineer kismu lineer elastisite teorisinden bilinmekle beraber
birim boy uzamas: kismu g5 , i=j igindir. Aksi hal s6z konusu ise yer degistirmenin
tarevidir.

Simdi de bir qubugun yer degistirme bagintilarina gore komsu konumdaki gekil

degistirme durumun yaklagik olarak tanimlarsak :

€4
U= { | cijd&j}dV 2.5)
viQ

Bu denklemde o gerilme tensoriiniin bilegenleridir (i, j = 1, 2, 3) ve V ise cismin
hacmi olmaktadir. U ise dis yikler sonucu cismin yaptigi isi gostermektedir.
Gerilmeleri birim boy sekil degistirmeleri cinsinden ifade edebilinz. Buna gore elastik
cisimler igin gekil degistirme enerjisi de birim boy degistirmesi cinsinden yazilabilir.
Eger yer degistirme fonksiyonu ve bu fonksiyonun siur degerleri belli ise sekil
degistirme enerjisi de bu degerlerin bir fonksiyonu olarak tiiretilebilinir.

Bu ag¢gikladiklanmuz1 kiigiik bir 6¢mekle destekleyecek olursak, yer degistirme
fonksiyonu : w; = ax’ + bx +c olan ve (w,=w;=0) olan bire ¢ubugu ele alahm. Bu
denklemden anlagilacag: iizere bu bize tek eksenli birim boy uzamasim tanumlar ve
lineer birim boy uzamasi da :

g1 = 2ax + b seklindedir. Hooke Kanununa gore lineer elastik bir cisim igin

cu=E ey

Bu durumda sekil degistirme enerjisi:

g1t
U= j.{ jESndSu}dV
vih
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U:—j'suzdv
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En kesiti A degerinde olup, sabit olan ve boyu da 1 olan bir gubukta:

EA [4&213
2\ 3

EA ,
U :TJ(Zax+b)2¢x: +2abl? +b21J
0

Gorildiaga dzere U sekil degistirme enerjisi a, b, ¢ siur degerlerinin bir fonksiyonu
olarak ifade edilebilmektedir. Bu siur degerler yeer degistirme fonksiyonunun mesnet
noktalarindaki degerleridir.

1.Castigliano Teoremi : Bir elastik cismin sekil degistirme enerjisi genellegtirilmis yer

degistirme, u; cinsinden ifade edilebilirse, gsekil degistirme enerjisinin u;’ye gore 1.
kismun tlirevi, o yer degistirmeyi olusturacak olan §; kuvvetini verir,

U

s (2.6)

2. Castigliano Teoremi sadece elastik cisimler igin gegerli oldugundan dolayr biz

sadece 1. Teoremi kullanacagiz.
2.3 KAFES SISTEMLERDE GEOMETRIK RIJITLIK MATRISI :

Bir kafes sistem elemaninda yer degistirme bilegenleri gubugun sol ve sag
uglarinda ikiser tane olmak iizere toplam dort adettir.

Yer degistirme bilesenleri: uy,............ , Uy

Bildigimiz idealize etmenin diginda bir sabit enkesitli kafes sistem eleman igin yapilan
kabuller su sekildedir:

1) Yer degistirme u,’in X’e gore tiirevi u, birden kiigiik bir sayidir.

R

W, in {i¢inct ve daha yiiksek iistleri ihmal edilebilir.
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1) Cubuk basing kuvveti Euler yikiinden kiigitktiir. Fakat bu kabulun hesap sonunda

kontrola gerekmektedir.

Bu kabullerden sonra 2.4 denklemini su sekilde irdeleyebiliriz.

s = d—m+1(dw‘)2 2.8)

Birim boy sekil degistirmesi e , Uy, Uz, us, uy cinsinden ifade edilecek olursa

u3—u

1

Uz = U1 + X

U4 — U2

1

Hooke Kanununa gore gekil degistirme enerjisini yazacak olursak :

W=+ X 29 -

E 2
U=> ieg dv (2.10)

Daha once yazmig oldugumuz denklemler 2.10 ifadesinde yerine konulacak olursa bu
denklem géyle bir hal alir;

5T
;| W—w l(m—uz) .
£xx ——{ 7 +2 7 :\ (-11)
E } (ua—m)z (uz—ul)(w-uz)2 1(U4—uz)4
B 2{[ ¢ )\ e ) Tal e d

Yukanda stralamig oldugumuz kabuller gozoniine alindiginda bu ifade su gekli alir :

EA : AN 1 2
U= EYe) (ua - 2wwm+w ) + Z(us - ux)(u4 —2usuz +w )
0
EA EA

= —(ul2 2wz + u32) + (us—- UI)(LIZZ —2uus + u42) (2.12)

2¢ 202



Il

2.12 ifadesini daba da sadelegtirmek miimkiindiir ¢iinkii normal gerilmeler gubuk
boyunca sabittir. Normal kuvvet F; (F1>0: ¢ekme) 2.8 denklemeindeki 2. terimin thmal
edilmesi durumunda asagidaki hali alir:

F - . .
-A—l =ox=E 2 7 = ya da bagka bir gosterim tarziyla
EA
Fi= T(us —-w) (2.13)

F, degeri 2.12 denkleminde yerine konduguz zaman

EA

) (ul2 —2uus+ usz) + —F-l"(uzz —2uzus + u42) (2.14)

2¢

U=

Bu agamadan sonra da 1. Castigliano Teoremini devreye sokarak agagidaki matrisyel

bagintiy1 elde ederiz:

(Not: Simdiye kadar denklemlerde kullamlan S ve u degerleri yerel koordinatlardaki
degerlerdir. Bundan béyle yerel ve genel koordinatlardaki gosterimlerin karnigmamast
amactyla yerel koordinatlar igin aymi gosterimin {istii gizgilisi kullandlacaktir. Ornegin S,

genel koordinatlan belirtirken S1 yerel koordinatlan ifade edecektir.)

St 1 0 -1 0 0 0 0 0M{w
S:| |EA|O 0 0 O RO 1 0 -1l|w )15
ST ¢l-t0o 1 o"Zlo 0o 0o ol|lm @15
S4 0 0 0 0 0 -1 0 1 [||lus

lineer geometrik

Yerel Koordinatlarda Rijitlik Matrisi
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Eleman rijitlik matrisi aslinda iki ana kisimdan olugmaktadir. Birinci kisim gekil
degistirmi durumdan bagimsizdir ve bildigimiz lineer elastik durumu temsil etmektedir.
Ikinci matris ise komsu konumdaki sekil degigtirmeye bagh olan F; normal kuvvetinden
dolayi, komsu koﬁumdaki sekil degistirmeyi tarumlamaktadir. Tim bu nedenlerden
dolay1 birinci kisum Elastik Rijitlik Matrisi, ikinci kisim da Geometrik Ryjitlik Matrisi
adinu almaktadir.

S ¢ ¢ -¢& —cs s —¢cs —s cs |{|wm

S: EA|l cs s -—c¢s —§| Fil—-cs ¢* ¢ —cljju .
={== ; w0 ; 2.16)

Ss £ i-¢® —¢cs ¢ cs {l-s* ¢ 8 —cs|llus

S4 -cs -8 ¢ & cs —c¢® —-cs ¢ ||lus

Genel Koordinatlarda Rijitlik Matrisi

C=Cos = (X,-Xl)/li

s = sinat = (z-z)/ki



13

2.4 DUZLEMSEL CUBUK SISTEMLERDE GEOMETRIK RIJITLIK MATRISI :

Yukandaki sekilde gornildiigii tizere bir dizlemsel ¢ubuk elemanin sekil
degistirmemis durumu ve ona ¢ok yakim olan gekil degistirmis komsu konumu

irdeleyelim:

Diizlemsel qubuk sistemlerde yapacagimz kabulleri su gekilde siralayabiliriz:

1) Kesme sekil degistirmeleri egilmme sekil degistirmelei yaminda ihmal edilecek kadar
ktgtiktir,

2) Komgu konumdaki (sekil degistirmis durum) gubufun egriligi igin su iafade
gegerlidir.

= =— (2.17)
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3) ug x “in X’e gore tiirevi 1’in yamnda ¢ok kiigiiktiir.

dl.lx)z
( ix) =0

Birim boy uzamas igin agagidaki formiil gegerli olur:

S 1 (%)2 +(%]2+(%)2 ma sekil degistirmesi
" dx T2|\dx) TUdx/ TUdx) | UeemeseRidesiiimes
CREC)

dx dx
Bu kabullerden sonra formiiliin sadelegmis hali ise sdyledir:

Cdus 1 (sz)z Z{dzwzj

uzama egilme

1t
i

0 kesme gekil degistirmesi

Elemanter ¢ubuk teorisini hatirlarsak, yukaridaki denklemin eZilmeyle ilgili kismunn
bize yabanci gelmemesi gerekir. Pozitif bir egrilik pozitif bir birim boy uzamasina isaret
eder. Yani z < 0 i¢in g > 0 ve z > 0 igin ise €< 0 durumuyla kargilaginiz. Berneoulli
teoremine gore kesit lzerinde birim boy uzamalan lineerdir.ve bu degerleri 2.18

formilinin ilgili kismindan bulabiliriz.

Bu anlattiklanimizi agagidaki 6rnek Gizerinde anlatalim:

Ux = a0+ a1x

(2.19)

— —2 —3
wz=bo+bix+bxx +bsx
ai, bi = sabit
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Bayle bir durumda daha 6nceden yaptigimiz kabullerle yiiklenmemis bir ¢ubugun sekil
degistirmesi kugik sekil degistirme durumunda tam olarak belirlenebilir. Yiiklenmemis
ubukta ubuk ekseni dogniltusundaki sekil degistirmeler daima lineerdir. Cubuk

eksenine dik dogrultudakiler ise daima tigiincii dereceden bir egridir.

Yukanda verilen seklimiz baz alinarak hesaplanan sinir sartlan ise asagidaki gibidir:
ur = ux(0) = a0
wi=w(f) = ar+arf
uz2 = w2(0) = bo

us = wa(€) = bo+ bif + b2£? + bs#? (2.20)
— dwi(0)
TTTax TP
— dwd?) .

=—b1—2b2? - 3/’

us =

dx

Denklemlerden de anlagdacagt {izere alt1 bilinmeyenli alti denklemi siur deZer

problemine gore ¢ozebiliriz.

b1 = —Uus (221)
(:15 - uz) (2u3 +us)
3 7 + 7

5 (Ezg—3 us) N (usz; Us)

o n
~
It

bi=

1.18 ifadesinde belirttidimiz birim boy sekil degistirmeler de u;” ye bagl olarak ifade
edilebilir.

U= ‘ls“‘[szdV

dV = dAdx
dA =dydz
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yE f I(d_“ui)‘ (dzwz)’_z 1 dwz)4 2(@,_)(@)_ (dzwl)(g&)_ (du)(ﬁi_w_v_) =
=2 ) Ia) ") P T ) T e N & NS P X
(2.22)

Eger x ekseninin kesitin agirlik merkezinden gegtigini kabul edersek o zaman:

fzda=0 (2.23)

Bu durumda kesitin A aZirlik merkezini tanumlayan esitligi bulmus oluyoruz. Boylece

W, « in Ui¢ ve daha fazla Gstlerini ihmal edersek su sonuca ulaginz:

EAe(dux)z - Ek (d wzj » EAl(dux)(dwsz -

0

Bu integral denklemler u; cinsinden ifade ediilip, ara hesaplar yapildiginda su sonuca

ulasinz:

U"EA—[(ul — 2utuz + us’? )+ 2(— m)(zl—lz += 82_ >+ 31—15 +ﬁu6
2¢ 14 150 s 15
0—— 6-—- €(—— £—-—— £P——- €——
- l—ouzus 5 —u2us — To 21 + Toww- asusua + ~-—usue)]
2Ely 2 22 2 2.2 — — - - 2. -
5 (3uz + 07w + 3us” + 7 us” — 34uzus — 6uzus — 30uzus + 3lusus + £ u3u6+3€usus)

(2.25)

F1 :7(64—51) olduguna gore Castigliano Teoreminin kullamlmasiyla

dtizlemsel cubuk sistemlerin rijitlik bagintisim bulmus oluruz.
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s [afiy 0 0 -Af/L 0 0 Tw] [0 o0 0 0 0 0 Tu]
S; 0 12 -6¢ 0 -12 -68u 0 6/5¢ -—1/10 0 —-6/5¢ —-1/101u;
S| EL 0 -6t 422 0 60 2021w . 0 —1/10 2¢/15 0 1/10 —£/30}w
S ¢l-aei 0 0 Af7L 0 o w0 0 o 0 0 0 |uw
S5 0 -12 6¢ 0 12 62 jus 0 -6/5¢ /10 0 6/5¢ 1/10 {us
1S | 0 —6¢ 28 0 66 46 fus| (0 -1/10 —¢/30 0 1/10  2€/15 {us|
(2.26)
lineer geometrik

Yukanda diizlemsel ¢ubuklann yerel koordinatlardaki rijitik matrisi
gosterilmistir. Genel koordinatlardaki rijitlik matrisi ise asagidaki gibidir.

368 —36cs 3s¢  —368 36cs  3sf |
—36cs  36¢® -3¢/ 36cs -36¢ —3cf
R I A o
304|365 36cs —3sf 365 -36¢s —3sl '
36cs —36¢° 3¢ —36cs 36 3c/

| 3¢ -3¢k -8 -3¢ 3L 4P

c=cosat =(x—x)/ li
s=sina=(z—2z0)/ b

Lineer ¢oziime baktifimiz zaman k' = k' seklinde yazilmis oldugunu
goriiriiz.Lineer olmayan yani komsu sekil degistirme durumunda olugan rijitlik matrisi
ile elastik stabilitede elde edilen rijitlik matrisi kargilagtirmak istersek :

Elastik stabilitede aym geometrik rijitlik matrisi gubugun lineer olmayan gekil
degistirme baZintilanni lineerlestirerek ve aym zamanda komsu konumdaki denge

sartlan gdzoniine ahnarak yazilmig ve kirigin diferansiyel denklemi olarak da

dZWz My .
ix = EL dikkate alinmugtir.

Biz burada geometrik rijitlik matrisini bulmak igin bilyitk gekil degistirmelerden hareket
ederek, Lagrange sekil degistirme tensorinden tiretme yolunu kullandik. Aym
zamanda kiris diferansiyel denklemine uygun sekil degistirmeler segilmistir. Iki
durumda da elde edilen sonuglar aynudir. Yani kabuller ve ihmaller her iki durumda da

esittir. Gorildagi tzere geometrik rijitlik matrisinin Castigliano Teoremi kullanilarak
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sekil degistirme enerjisinden elde edilmesi nispeten kolay ve genelde tercih edilen bir

yoldur.
2.5 YAKLASIK COZ{M METODLARINDAN NEWTON-RAPHSON YONTEMI:

Stabilite probleminin ¢oziimiinde digim noktast kuvvetlerinin orantililik
faktori olan A’ya lineer olarak bagh oldugu varsayimnda bulunmugtuk. Stabilite
esitligimiz:

K(AF)r=2R (2.28)
seklinde Gzetlenebilir.
Fakat bu anlattiklanimiz lineer olmayan sekil degistirmeler igin gecerli degildir.

Boyle bir durumda denge denklemlerinin n tane lineer olmayan esitlikten meydana
gelmis oldugunu kabul edelim ve bu denklemler ET = [g§] seklinde olsun.
gn=R st (2.29)

r’nin ¢ok acik bir ¢ézimiineulasamadigimiz igin mithendislikte sik¢a kullamlan bir
teknikle, yani iterasyonlar yaparak sonuca yaklagmak yoluyla problemi ¢oézmek
mimkiindir. Bizim burada kullanacagimiz metod Newton-Raphson Metodu’dur.

gD =R i=1,.....n (2.30)

Newton iterasyon yoOntemine baglayabilmek igin oncelikle Jakobi matrisi

baslangig durumu olan 1’ matrisinin hesaplanmasi gerekir. Jakobi matrisi g ’nin kismi

tiirevidir.
_ Oa(r
1" =) = %(—‘)
L ,j=1,....,n (2.31)
5.8
' o

' ’niin civarinda su bagint1 gegerlidir.

g(t' +dr) =g(r)+1'0r=R (Taylor Serisi) (2.32)
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or yerine Ar yazlirsa:

dr=Ar=r"" -1’ -seklinde yazlir ve sonug olarak Newton-Raphson iterasyon

metoduna gére sonug §0yle olur:

(2.33)

Yapisal sistemlerin iterasyon metoduyla hesaplarinda baglangig degeri 1’ ’niin
verilmis olan bir R®dig yik vektori igin g(?): R* denge sartim saglamasi

gerekmektedir. Bu iterasyon gergeklestirilirken her yeni adimda J_ yeniden hesaplamr

ve 2.33 denklemi her keresinde yeniden ¢oziiliir.

Asagidaki sekilde bir serbestligi olan bir sistemde bu iterasyonla elde edilen
degerler gosterilmigtir. Birinci gekilde her iterasyon i¢in yeni bir tegetsel yaklagim J
hesaplanmus, diger sekilde ise 1 ’niin artigt onceden verilmis olan e den kigiik
oluncaya kadar aymn J tegetsel yaklagim gecerli kabul edilmistir.

Cok boyutlu durumlarda g, r ile kargilagtinlir,

~v+1 ~v
ro-r

<& (2.34)

Bu eyitsizlik saglandifi zaman yeni bir Jakobi matrisi hesaplanacaktir. Bu
yonteme modifiye edilmis Newton-Raphson Metodu denir. Birinci durumda J’nin her
noktada hesaplanmasi gerekir ve bulunan deger 2.33 denkleminde yerine konularak
denklem her keresinde yeniden ¢oziiliir. Oysa diger durumda yalmizca 2.33 esitligini

cozmek yeterlidir ve bu durum bize daha ¢ok nokta ile ¢alisma olanag: saZlar.
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Ra
R:
AR
R,
AR®
R°=0
v | 4
-0 -1 -2 -
r=0 r r T
le '
" Tt "
AT Ar'
Sekil a) Newton-Raphson Yontemi
R
F- 3
R, £
| p
R, 3
4
3
AR’ || 2
|
0= —>
-0 _0 -1 -2 -
0= I N T
i T a
AT At

Sekil b) Modifiye Edilmig Newton-Raphson Yontemi
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—v+1

-y - . . . . . .
r —r " <& oldugu zaman J ‘nin inversinin hesaplanmasi gerekmektedir. J ‘nin

inversinin hesaplanmasi uzun ve zaman ahci bir i olduSundan dolayt tagtyici
sistemlerde genelde ikinci yontem olan Modifiye Edilmis Newton-Raphson Yéntemi
kullamlmaktadir. €, ‘nin biyiik bir deger almas:i halinde ilk ve ikinci durumlar ig ige
girer. Eger det (J) ¢ok kiigiik ise bu sefer de niimerik zorluklarla kargilaginz. Boyle bir
durum gergekte bir boyutlu sistemdeki yatay tegete karsilik gelmektedir.

2.33 denkleminin bdyle bir durumda kesin ¢dziimii yoktur. Sekil degistirme r
yik sabit kaldigi halde artar. Fakat bu durum en bagta yaptigimiz malzeme ile ilgili
kabullerle bagdasmadifindan dolayr kapsam dist birakilmistir. Incelememizde yapt
malzemesi lineer elastik bolgede kalmaktadir. Vurgu problemlerinde de o6zel bir
durumla kargilagmaktayiz. Bu flp problemlerde yatay tegete kadar ulagithir fakat yap
sistemi geometrisini degistirerek tekrar kararli bagka bir konuma ulagir ki bu konu da
ilgi alanimiz digindadir.

Tim bu sebeplerden dolayi biz yiikle yer degistirme arasinda belirli bir bagints
bulunan bolgede arastirma yapacagiz. Bu anlattiklanmizs kigiik bir 6rnekle pekistirmek

istersek:

A noktasinda dengeyi yazmak istersek : -S - Fysina + AR =0

F

s

EA ¢

Q_NW\_KA’KV

Yay rijitligi = Ex

Sz(Ek) T



{—1
gl
— = COSCt
¢

1

O

vtan®a +1
. tanc
sing = =

tan"a +1
¢ r
ang = —

*=7

Bu degerleri denge formiliinde yerine yazarsak:

p:

e

EA(Yp" +1- 1)p

Jpr+1

R=Eufp+

AsaBidaki gekilde R(p)’nun yiik-sekil degistirme diyagramu verilmistir.
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Yaklagilf ¢6ziim
. v e S
Kesin ¢6ziim | \—"T
0.60 \ | —- R
p=t/l ]
A 0.40
0.20
0 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Yik ” R

Jakobi matrislerini hesaplayabilmemiz igin gu denklemlerden faydalanmamz
gerekmektedir.

g1 : Exlp+ Fi=R

2

p”+1

g: EA(Yp'+1-1)-Fi=0

Simdi Jakobi matrislerini hesaplayalim:
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ot 32
Ju= % = Ek€+(p2 + 1)

a8 P
2= =
1 p* +1
0g: EA
Ja=——=—7=
op p-+1
og
Jzz-—-g;—z::—l

p=0 ve AR=0.2 degerleri alinarak iteratif yontemle 2.33 formuli yardimyla
hesaplanabilir,

2.6 CUBUK SISTEMLERIN HESABINDA NEWTON-RAPHSON METODU:

R"™ dig yiikityle yiiklii bir qubuk sistemde Drs yiik vektoriine bagh olarak diigiim
noktalan yer degigtirmeleri ™ ve de gubuk ug¢ kuvvetleri de 8™ olsun. Bu vektorlerin
bilinmesi durumunda sekil degistirmeler ve sekil degistirme egrisi hesaplanabilir.

Bilindigi tizere sliperpozisyon prensibi sadece lineer bélgede gegerlidir.
Yiikleme fonksiyonunu parametrik bir fonksiyon olarak alalim:
Ri=Ri(A)

R(A)’y1 yiik hikayesi olarak tamumlayacadiz ve problemimizde A ‘y1 statik yiikiin zaman
faktorii olarak gésterecegiz. Yik hikayesi asagidaki gekilde verilmis olsun:

+AR! (2.35)
1

Yiikiin artig miktar igin de soyle oldugunu varsayalim:

|AR]=JARTAR (2.36)
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Yiik artigtnin gok kiigiik oldugunu ve R* ve R*! yiikleri arasinda bir R yiikii ve bu yiike
kargilik gelen bir r yer degistirme vektori oldugunu varsayalim.

$imdi iteratif yolla hesaba gelirsek:

Ss=Fi
S=ku+k(S)u

b Lo N3

2.33 “e gore yer degistirme ve kesit tesirleri iterasyonlart:

S_ _ EeiVH +&(S—v)£vii (237)

Diigiim noktalar igin iterasyon geometrik rijitlik matrisinin tirevinden bulunur. Her 1’
sekil degistirmeli baslangig durumu igin k. elastik rijitik matrisi de bu sekil
degistirmeye bagh olarak degisecektir.

Sistemin geometrisi § ‘nin degigmesiyle degistir3i igin iterasyonun r tizerinden

yapilmasi daha uygundur. Asagida v ifadesiyle bu iterasyon verilmistir:
Swl _ ke(iv)ivﬂ + ‘1—("5(§v)§v+1 (238)

Cubuk ug sekil degigtirmeleri komsu gekil degistirme konumu ?“ ile kinematik
sartla birbirine baghdir.

(2.39)
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K(r)=Cklr)c” (2.40)
K

Cubuk u¢ kuvvetlerini bulmak igin ise soyle buluruz :
57 =[ielr) + Bls")]cTT (2.41)

Hata sinin eger € degerinden kiigiik olursa o zaman iterasyonu keseriz:

=

Bu agamada iteratif hesap yoluyla bulunan sekil degistirmeler R® yiikiinin gergek

dugim noktast yer degistirmelerine oldukga yakindir.

Ek - £V+1 (243)

2.40 matris denklmi denge konumlarinda pozitif tammbidur:
dek°(r’) + K¥(5°)) >0
Aynt zamanda:

det(K* +K*) <0 (2.44)

Bu duruma gore R* son iterasyon basamagindan baglamak iizere (R, I, SH) daha
kiigiik yik adimlanyla hesaba devam edilir. Eger son yik basamag olan R" ‘e
erisilemezse son iterasyondan bulunan deger izin verilen yiik olarak kabul edilir. Lineer
hesap yontemiyle kiyaslarsak her adimdaki hesap miktan1 ¢ok daha fazladir. Genelde
kabul edilen sonuca 10 ila 20 adim arasinda ulagilir. Bu ylizden yaptigimiz hesaplarin
bu tip problemlerin ¢oziimiinde kullanilan hazir birtakim bilgisayar programlariyla
kontroliniin yapilmas: iyi olur. Yapacagimiz bir akig diyagrami ile hesap yolunu

gosterelim. Yalniz oncelikle bu akig diyagrami igin yapilacak kabuller soyle

siralanabilir:
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a) Hesabin baslangicinda ilk toplam rijitlik matrisinin pozitif tammh oldugunun
kontroli
b) Her adim arasinda hesabin kabullerinin gegerli olup olmadigimn bakilmasi

¢) Her yiik adimunda olugan gerilmelerin kontrolii



F=R*+AR

hayir

hayir
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Giris

‘ir

Elastik ¢6ziim (K )‘I RE=r—3§
r= z“,S; S'K'=K® «
(ERC

l [%T1 <0
o= () o) R
5 [K () )

hayir

Jae <fac 5] <57

|
Il
11|
. <
(L]
-
i
(Ie]
<

Kabullerin kontroli

JAR| <eaxr  evet

Cikss
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2.7. KONUNUN GENEL DEGERLENDIRMES] :

Giiniimiizde tagtyict sistemlerin dengesi gekil degistirmiy sistem Uzerinde
hesaplanmaktadir. Yapi statifinde lineer olmayan sekil degistirmeye gore yapilan bu tip
hesaplar “Tkinci Mertebe Teorisi” adiyla adlandinlir. Bu teoride gerek hesap yontemi
ve gerekse gartnamelerde nasil bir yol izlenecegi agikga belirtilmigtir. Chwalla bu teoriyi
ilk kez kafes sistemlerde uygulayarak ‘Denge Denklemlerinde Elastik Sekil

Degistirmelerin G6zoniine Alinmasi” olarak tanimlamugtir.

Gergekte hesaplart yaparken yaptigimiz ihmaller ki buna 6rnek olarak bir
egilme gubugunda egrilifin yaklasik olarak ele alinmasi gosterilebilnir; ikinci mertebe
teorisiyle tam olarak bagdasmamaktadir. Denge denklemlerinde sekil degistirmelerin
gozoniine alinmasi gereklidir. Egrilik konusunun kesin hesaplara girmesi konusu da
incelenmigtir ve FEuler’den beri bu tip hesaplara “Elastica problemleri” adi
verilmektedir. Elastik egrinin ikinci tiirevinin yaklagtk olarak egrilige esit kabul
edilmesi, plastik hesap igin yeterli olmaktadir. Yaptigimz bu kabul agikladigimiz
hesabin ana kabuludur ve bu nedenle gubuk sistemlerin stabilite hesabinun iteratif
yontemle ve geometrik rijitlik matrisiyle ¢oziimii ikinci mertebe teorisinin yaklagik bir
¢Oziimiidiir. Zaten bu teoride kesin bir ¢dziim yoktur. Daima lineer olmayan denklem
takimlarimin ¢oziimii gerekmektedir ve bu denklemler sadece iterasyonla ¢oziilebilinir.
Geometrik rijitlik matrisi yardimiyla yaptigumz iterasyon olduk¢a dogruya yakin bir
yaklagimi bize verir. Daha fazla ve daha kiigiik elemanlarla galiymak suretiyle Elastica
problemleri ¢oziilebilmektedir. Fakat bu denli dogru ve kesin bir ¢éziime higbir zaman
ihtiya¢ duyulmaz.

Eger sistemin gubuklarinin elastik egrisinin egriligi ¢ubuk boyunca degisiyorsa,
bir baslangig sekil degistirme durumundan baglamann higbir anlamu kalmamaktadir.
Boyle durumlarda gubuklar kiigiik elemanlara boliiniir ve hesaplan yapilir. Aksi halde
buldugumuz sonug matematiksel olarak dogru bile goziikse tagtyict sistemin gergek

durumunu bize yansitmaz.
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3. SAYISAL UYGULAMALAR:

qa
NS EERERRERRRERY
e ¥ , Vi
IPE 300
HEB 200 HEB 200
4.00 m.
qa
0.05 gla
IPE 300
HEB 200 HEB200 | y
4.00 m.
qa
0.05 gla
_ JUE X
IPE 300
HEB 200 HEB 200 4.00 m.
A1
7777 /7777
q =8 N/m.
| |
| 1
L=5.00 m.
E =2x10" t/m*

Yukandaki gekilde geometrisi ve yiikleme sekli verilen, gelik profillerden
olusmug diizlemsel gubuk sistemde “a” parametresine bagli olarak artan dig yiikler
sonucunda sistemin geometrik lineer olmayan hesabi Newton-Raphson Yaklagim
Yontemi kullamlarak incelenecektir. Hesap lineer olmayan akig diyagrami igin

verdigimiz gekil baz alinarak stirdiirillecektir.

Yiikleme yliksiiz durumdan hareket edilerek parametrik olarak verilmigtir.
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IPE 300, bildigimiz genis baslikh I gubugudur, HEB 200 de yiksekligi ve baglik
genigligi birbirine egit olan bir I ¢ubugudur ve ilkemizde fazlaca bilinmedigi ve
kullamilmadig: igin Bu profille ilgili bilgiler bir g6zden gegtrelim.

HEB 200 : b =200 mm

h =200 mm
=15 mm

s=9 mm

W =613 kg/m

F=781cm’

I,=2x10° m*

IPE300:  [,=6.04x10° m* )
Diiglim Noktalan Tablosu
No x (cm) y (cm)
1 0 0
2 0 400
3 0 800
4 0 1200
5 500 0
6 500 400
7 500 800
8 500 1200
Eleman Tablosu
No l r L(em) | cosa sin ¢

1 1 2 400 0 1
2 2 6 500 1 0
3 5 6 400 0 1
4 2 3 400 0 1
5 3 7 500 1 0
6 6 7 400 0 1
7 3 4 400 0 1
8 4 8 500 1 0
9 7 8 400 0 1




Elastik Rijitlik Matrisi K° ve Geometrik Rijitlik Matrisi K® direkt yontemle

bulunmasi:

Serbestlik | 1 9 |10|11}12]|13|14]15]16]17 18
Eleman |
1 |4
2 1 4156
3 41516
4 1
5 415]|6
6 1{2]3]|4]|5/6
7 6
8 3 4| 5] 6
9 121314} 5 6
4 8
7 9
3 7
4 6
2 6
1 3
/7777 /7777
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(652 /0%  —6sc/0* +cpsc

35/ —65°/8°—cc?
6c> /6% +¢cst -3¢/l 6sc/l-csc
. 2EL 2 ~3s/¢
= sim 6s°/ £* +c.c”
(365" ~36cs  3s¢ —365 36cs  3sf |
36¢> -3¢/ 36cs 368" -3¢/
W= F 4¢¢  -3s¢ 3t -0
=t 30/ sim 36s> —36cs —3st
36c> 3¢t
I 40>

6sc/ 4 —csc 3s/¢
—6¢*/ 0 ~cs" -3/
3c/? 1

~6sc/ € +csc —3s/4
6c* /2 +cs° 3c/d
2

Oncelikle ¢oziime her elemanin elastik rijitlik matrislerini bularak baglayalim.

1 Numaral: Eleman Elastik Rijitlik Matrisi (Genel Koordinatlarda):

2El, _2><2><10"x2><10“5

7 4 = 200tm
c1=A/2L,=0.0195
c=coso=0
s=sina=1
75 0 150 =75 0
0 390 0 0 -390
o 150 0 400 -150 0
~7l-75 0 -150 75 0
0 -39 0 0 390
| 150 0 200 -150 0

150
0
200
~150
0
400

Bu eleman rijitlik matrisi 3, 4, 6, 7 ve 9 nolu elemanlar igin yukaridakinin ayrusidir.

—
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2 nolu Eleman Igin Elastik Rijitlik Matrisi (Genel Koordinatlarda) :

2EL,  2x2x10" x604 x10°

; 5 =4832tm
¢ =A/2I,=0.0445
c=cosc=1
s=sino =0
[ 215 0 0 -215 0 0

0 1.60  -28992 0  -1160 -28992
0 —-28992 9664 0 28992 4832
= =215 0 0 215 0 0

0 —-11.60 28992 0 1160 28992
| 0 -28992 4832 0 28992 96.64

Bu eleman rijitlik matrisi 5 ve 8 nolu elemanlar igin de gegerlidir.

Toplam Sistem Elastik Rijitlik Matrisinin Direkt Yontemle Olugturulmast
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1 nolu elemanin geometrik rijitlik matrisi :

030 0 010 -030 O 010
0 0 0 =030 0
0533 ~010 0 —0133

1 —
& =h 030 0 -010
0 0
0533 | -

Bu geometrik eleman rijitlik matrisi 3, 4, 6, 7 ve 9 nolu elemanlar igin yukandakinin

aynsidir,

2 nolu elemanin geometrik rijitlik matrisi :

o 0 0 0 0 0 ]
024 —010 0 0 —010
g 0667 0 010 -0167
Je 0 0 0
024 010
i 0.667 |

Yukarida yazilmig olan geometrik eleman rijitlik matrisi 5 ve 8 nolu elemanlar igin de

gecerlidir.
Problemin Elastik Coziimii:

Oncelikle a = 10 olarak aliyoruz.
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Buldugumuz elastik rijitlik matrisinin inversini alarak, a=10 i¢in bulunan R dig yuk
vektoril ile carparsak r  yer degistirme vektoriinii buluruz. a=10 igin bulunan dis yik

vektorii ve yer degistirme vektorleri agagida gosterilmigtir.

0.002 | [ 0.000648

-0.02 -001476
~0.01667 0.0000262
0.002 0.00199

-0.02 —002438
-0.01667 0000357
0.002 0.00346

~0.02 —0.02967
-0.01667 0.000345

I{l = I'l =

= 0 = 7] 0000418
-0.02 -0.016
-0.01667 0.000231

0 0.002348

-0.02 - 00269

- 001667 0.000759

0 0.004845

~0.02 ~03186
|—0.01667 | | 0.000509 |




1-0.03334

| 0004 ]
-0.04.

0.004
-0.04
-0.03334
0.004
-0.04
-0.03334
0
-0.04
-0.03334
0
~-0.04
—-0.03334
0
-0.04

|- 003334)

=

[ 0.008
- 008
~0.06668
0.008
-008
-0.06668
0.008
-0.08
-0.06668
0
-008
- 0.06668
0
-008
- 0.06668
0
-008

~0.06668 |

(I}

1=

35

0.001296 ]
~ 002953
0.000525
0.003979
— 004876
0.000714
0.006921
—0.05935
0.00069

0.000837
- 003201
0.000462
0.004697
- 00538

0.001518
0.00969

— 006373
0001018 |

0002592 ]
~0.05906
0.001049

0.007959

-0.09753
0001428
0013842
-0.1187

0.001381
0001674
—0.06402
0.000924
0.009394
- 01076

0.003036
001938

-0.12746
| 0.002036 |




[ 0012 ]

- 012
~ 010002
0.012
-012
- 010002
0.012
- 012
~0.10002
0
~012
- 010002
0
- 012
~ 010002
0
- 012
010002

0016 |
-016
-0.13336
0016
~-016
~0.13336
0.016
-016
~0.13336
0
-016
- 013336
0
~-0.16
- 013336
0
-016

|~ 013336

L]

=
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[10.003888 |
—~0.08859
0.001574
0011938
- 014629
0002142
0.020762
—-0.17804
0.002071
0.00251
—0.09603
0.001385
0.01409
~01614
0.004555
0.029071
- 019119
| 0.003055 |

0005184 ]
-011812
0002098
0015918
~0.19505
0002855
0027683
~023739
0002762
0003347
~0.12803
0001847
0018787
~02152
0.006073
0038761
~ 025492
| 0004073




RlZ —

002 ]
-02
-01667
0.02
-02
-01667
0.02
-02
-0.1667

-02
-01667

-02
-01667

~02
- 01667 |

[ 0024 |
~024
- 02004
0.024
- 024
— 02004
0.024
~-024
-02004

-024
-02004

-024
- 02004

-024

- 02004

10

1™
}
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[ 0.00648 ]
- 014765
0.002623
0.019897
~ 024382
0.003569
0.034604
- 029674
0.003452
0.004184
~0.16004
0.002309
0.023484
—0.26901
0.007591
0.048451
—~0.31864

| 0.005091 |

[0.007776 |
-0.17718
0.003147
0.023877
-029258
0.004283
0.041525
-0.35609
0.004143

=1 0.005021

~ 019205
0.002771
0.028181
-032281
0.009109
0.058141
- 038237
| 0.006109 |




R =

R16 -

0028
-028
-023338
0.028
-028
-023338
0.028
-028
-023338
0
-028
—-023338
0
-028
-023338
0
-028

- 023338

=

0.032
-032
-026672
0.032
-032
-0.26672
0.032
-032
-026672
0
-032
-026672
0
032
-026672
0
0.32

|- 026672 |

16

14
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0009072 ]
-020671
0.003672
0.027856
—-034134
0.004997
0.048445
-041544
0.004833
0.005857
- 022406
0.003232
0.032877
-0.37661
0.010627
0.067831
~-0.4461

| 0.007127 |

0.010367 |
-023624
0.004197
0031836
-0.3901
0.005711
0.055366
—-0.47478
0005523
0.006694
~ 025607
0.003694
0.037574
~ 043041
0012146
0.077522
- 050983
| 0.008146
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Newton-Raphson iterasyonu ile ¢oziim :

1. iterasyon:

Elastik ¢6ziimden a=10 i¢in elde ettigimiz degerler soyledir :

|
2
]

Bu sonuglara gore S i¢ kuvvetler vektoriinii elastik yontemle hesaplarsak §oyle bir

sonugla karsilasinz.

0.002
-0.02
-0.01667
0.002
- 0.02
-0.01667
0.002
~0.02
-0.01667
0
-0.02
-0.01667
0
-0.02
-0.01667
0
-0.02

|- 0.01667 |

=

[ 0.000648 ]
-0.01476
0.0000262
0.00199
-0.02438
0.000357
0.00346
- 0.02967
0.000345
0.000418
-0.016
0.000231
0.002348
—-0.0269
0.000759
0.004845
- 03186

| 0.000509 |



0.057583

0.009255
-0.04474
-0.05758
-0.00925
0.007719
0.000494
7.85E-05
0.000572
-0.00049
-7.8E-05
-0.00094
0.062417
-0.00325
-0.01658
-0.06242
0.003255

0.029599
0.037505
0.007748
-0.02496
-0.0375
-0.00775
-0.00603
-0.00077
-0.00314
-0.00186
0.000771
0.003136
0.017576
0.042495
-0.00375
-0.04532
-0.0425
0.003748
0.060317
0.020641
0.004977
-0.00878
-0.02064
-0.00498
0
-0.00298
0.000641
-0.00554
0.002977
-0.00064
0.002375
0.019359
-0.00298
0.030954
-0.01936
0.002977
-0.01905

44
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K.+ K, (H]xn =R’

Bu agamada oncelikle elemanlann geometrik rijitlik matrislerini bulup, sonradan
sistemin geometrik rijitlik matrisini aynen elastik rijitlik matrisinde oldugu gibi
bulmaliy1z.

S i¢ kuvvetler vektoriinii buldugumuza gore buna gore F; normal kuvvet vektori de

s0yle olugur :

005758 |
0.05758
0.00049
0.00049
006242
006242
003751
0.03751
- 0.00077
-0.00077
0.0425
0.0425
0.02064
0.02064
-0.00298
- 000298
0.01936
| 001936 |

0017 0 0005758 -0017 0 0.005758 |
0 0 0 -0017 0
00307 -0.005758 0 —-0.00766
-8 0.017 0 —-0.005758
0 0
0.0307




0 0 0 0 0
000012 —000005 0 0  —0.00005
. 000033 0 000005 -—0.00008
k, = 0o 0 0
000012 000005
i 000033 |
00187 0 0006242 —0.0187 0 0.006242 1
0 0 0 ~00187 0
. 00333 —0006242 0 —0.0083
%5 0.0187 0 —0006242
0 0
] 00333 |
00113 0 0003751  —0013 0 0.00375
0o 0 0 ~0013 0
\ 002 —0003751 0 — 0005
k, = 00113 0  —0.003751
0 0
i 002 |
0 0 0 0 0 0 ]
~00002 000008 O 0 0.00008
) ~00005 0 —000008 000013
k= 0 0 0
~00002 - 0.00008
] ~0.0005 |

46
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0013 0 000425 -0013 0 0.00425 |
0 0 0 -0013 0
o 00226 -000425 0 —0.0057
~e 0.013 0  -0.00425
0 0
i 00226 |
100062 0 0.00206 -—0.0062 0 0.00206 |
0 0 0 ~0.0062 0
, 0011 —0.00206 0 -0.0027
k= 00062 0  ~000206
0 0
i 0011
0 0 0 0 0 0 |
—-0.0007 00003 0 0 0.0003
- —-0002 0 -00003 00005
= 0 0 0
-0.0007 -0.0003
| -0.002 |
0.0058 0 0.0019 -00058 0 0.0019 |
0 0 0 —0.0058 0
o 00103 —0.0019 0 - 0.0026
=t 0.0058 0 -0.0019
0 0
L 00103 |

Bu sonuclara gore sistemin geometrik rijitlik matrisi de soyle olusur:
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=

70000649 ]
~ 0015
0.000263
0.001993
— 002476
0.000353
0.003467
- 00301
0.000346
0.000419
~0.01624
0000231
0.002353
- 002728
0000761
0004854
~0.03229

| 0.00051 |
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2. iterasyon :

a= 20 i¢in ¢oziim: 1. iterasyon sonunda bulunan S ve r vektorleri baz alinacak

olduguna gore oncelikle yeni bir Fy vektorii bulmamiz gerekmektedir.
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| 0.00051 |
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[K.() +K,(8)]x5,=R!
Yeni durum yiik vektériimiiz ise :

0.004 ]
- 0.04
—~0.03334
0.004
—0.04
- 003334
0.004
—~0.04
~0.03334
0
- 0,04
~0.03334
0
—~0.04
- 003334
0
- 0.04
003334

Bilindigi tizere sistem elastik rijitlik matrisimiz her zaman igin aym kalmaktadir. Bu
durumda r; yer degistirme vektorinii bulabilmemiz igin Oncelikle elemanlarin daha

sonra da sistemin yeni duruma gore geometrik rijitlik matrislerini hesaplamamiz
gerekmektedir.
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0.0007
0.004
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0.0007
0.0047
-0.053
0.0015
0.0008
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0.0047
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0.0015
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0.0007
0.0069
-0.059
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0.00596
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S2

-0.019

0.113
-0.089
0.0185

0.114-

0.015
0.001
7E-05
0.0014
-1E-03
-7E-05
-0.002
0.0064
0.1225
-0.033
-0.006
-0.123
0.0586
-0.016
0.0734
-0.05
0.0155
-0.074
-0.012
-0.002
-0.006
-0.004
0.0015
0.0063
0.035
0.0074
0.0832
-0.09
-0.007
-0.084
0.1197
-0.01
0.0406
-0.017
0.0099
-0.041
-0.022
-0.006
0.0012
-0.011
0.0059
-0.001
0.0047
0.0059
0.038
0.0615
-0.006
-0.039
-0.038



0.1130043
0.0185401
-0.08932
-0.113514
-0.018513
0.0150473
0.0009904
7.43E-05
0.0013932
-0.00099
-6.7E-05
-0.001708
0.1225015
-0.006403
-0.03306
-0.123101
0.0064033
0.0586204
0.073408
0.0155305
-0.049849
-0.074257
-0.01553
-0.01237
-0.001509
-0.006295
-0.003527
0.0015089
0.0062766
0.0350388
0.0831683
-0.0073%4
-0.090253
-0.084268
0.0073937
0.119661
0.0405529
0.0099347
-0.017443
-0.041225
-0.009935
0
-0.005885
0.0012246
-0.010983
0.0058848
-0.001312
0.0047174
0.0379921
-0.005885
0.0614965
-0.038688
0.0058848
-0.038057
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“Ar2ﬂ < ||Af1\|

0.0013 ]
—-0.029
0.0005
0.004
—-0.048
0.0007
0.0069
-0.059
0.0007
0.0008
-0.032
0.0005
0.0047
- 0.053
0.0015
0.0096
—-0063

| 0001 |

las,| <|as|

[ 0.000649 |
- 0015
0.000263
0.001993
-0.02476
0.000358
0.003467
-0.0301
0.000346
0.000419
-0.01624
0.000231
0.002353
-0.02728
0.000761
0.004854
-0.03229

| 000051 |

[ 0.000643 |

L -
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—-0.014106
0.00026
0.001972
—-0.023304
0.00352
0.003422
—-0.028457
0.00034
0.000413
0.015324
0.000227
0.002314
—-0.025787
0.000747
0.004772
—-0.030615
0.0005




[0.000649 |
- 0015
0.000263
0.001993
—-0.02476
0.000358
0.003467
-0.0301
0.000346
0.000419
-0.01624
0.000231
0.002353
—-0.02728
0.000761
0.004854
—-0.03229

| 0.00051 |

" 0.000648
-0.01476
0.0000262
0.00199
—-0.02438
0.000357
0.00346
-0.02967
0.000345
0.000418
-0.016
0.000231
0.002348
—-0.0269
0.000759
0.004845
-0.03186
| 0.000509

—

78

[ 1E-06 ]
~0.00024
0.000237
3E - 06
~0.00038
1E - 06
7E - 06
~0.00043
IE - 06
IE-06
~0.00024
0
SE - 06
~ 000038
2E - 06
9E - 06
~0.00043
| IE-06 |




S2=

0.1130043
0.0185401
-0.08932
-0.113514
-0.018513
0.0150473
0.0009904
7.43E-05
0.0013932
-0.00099
-6.7E-05
-0.001708
0.1225015
-0.006403
-0.03306
-0.123101
0.0064033

. 0.0586204

~0.073408
0.0155305
-0.049849
-0.074257
-0.01553
-0.01237
-0.001509
-0.006295
-0.003527
0.0015089
0.0062766
0.0350388
0.0831683
-0.0073%4
-0.080253
-0.084268
0.0073937
0.119661
0.0405529
0.0099347
-0.017443
-0.041225
-0.009935
0
-0.005885
0.0012246
-0.010983
0.0058848
-0.001312
0.0047174
0.0379921
-0.005885
0.0614965
-0.038688
0.0058848
-0.038057
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i

0.058231
0.009247
-0.04478
-0.05849

-0.00925
0.007675
0.000494
9.38E-05
0.000539
-0.00049
-9E-05
-0.00097
0.06303
-0.00327
-0.0166
-0.06333
0.003274
0.0269667
0.037752
0.007728
-0.02497
-0.03827
-0.00773
-0.006
-0.00077
-0.00314

-0.00188
0.000773
0.003127
0.017584
0.042718
-0.0038
-0.04535
-0.04328
0.003797
0.060459
0.020633
0.004967
-0.00879
-0.02097
-0.00497
0
-0.00298
0.000665
-0.00556
0.002983
-0.00067
0.002373
0.019349
-0.00301
0.031018
-0.01969
0.003007
-0.01904

30



ASzz

0.0548
0.0093
-0.045
-0.055
-0.009
0.0074
0.0005
-2E-05
0.0009
-5E-04
2E-05
-TE-04
0.0595
-0.003
-0.016
-0.06
0.0031
0.029
0.0357
0.0078
-0.025
-0.036
-0.008
-0.006
-TE-04
-0.003
-0.002
0.0007
0.0031
0.0175
0.0405
-0.004
-0.045
-0.041
0.0036
0.0592
0.0199
0.005
-0.009
-0.02
-0.005

-0.003
0.0006
-0.005
0.0029
-6E-04
0.0023
0.0186
-0.003
0.0305
-0.019
0.0029
-0.019
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3. iterasyon :
a=40 i¢in problemin ¢oziimii :
Oncelikle son iterasyondan elde edilen § ve r vektorleri 1giginda, yeni K, sistem

geometrik rijitlik matrisinin bulunmas: igin F; vektoriinii bulmaliyiz:

[ 00013 ]
-0.029
0.0005
0.0039
- 0048
0.0007
0.0069
-0.0586
0.0007
=t 1 0.0008
-0.0316
0.00046
0.0047
—-0.053
0.0015
- 0.0096
- 0.063
| 0.001

[~ 0113517
- 0.00099
- 01231
-0.07426
F, =| 0001509
—0.08427
- 004123
0.005885
| —0.03869
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[K.() +K,]xn, =R
Yiik vektori ise :

0008
~008
—~ 006668
0.008
~ 008
~ 006668
0.008
~ 008
— 006668
R=l
~008
— 006668
0
~008
~ 006663
0
- 008
|-~ 0.06668 |

r; yer degistirme vektoriinii bulmak igin sistemin geometrik rijitlik matrisinin

hesaplanmast gerekmektedir.
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-0

-0

-0
0.118
-0.01
-0.03
-0.12
0.007
0.06
0.07
0.016
-0.05
-0.07
-0.02
-0.01

-0.01
-0
0.002
0.006
0.036
0.08
-0.01
-0.09
-0.08
0.008
0.123
0.042
0.01
-0.02
-0.04
-0.01

-0.01
0.001
-0.01
0.006
-0
0.005
0.037
-0.01
0.062
-0.04
0.006
-0.04

dSi=

97

0.0548
0.0093
-0.045
-0.055
-0.009
0.0074
0.0005
-2E-05
0.0009
-5E-04
2E-05
-7E-04
0.0585
-0.003
-0.016
-0.06
0.0031
0.029
0.0357
0.0078
-0.025
-0.036
-0.008
-0.006
-7TE-04
-0.003
-0.002
0.0007
0.0031
0.0175
0.0405
-0.004
-0.045
-0.C41
0.0036
0.0592
0.0199
0.005
-0.009
-0.02
-0.005

-0.003
0.0006
-0.005
0.0029
-6E-04
0.0023
0.0186
-0.003
0.0305
-0.019
0.0029
-0.019
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Iterasyonun bundan sonraki kisimlan tek tek gosterilmeyip, aradigimuz rs, igin degerler

asagida verilen tabloda toplu halde gosterilmistir.

Yiik degiskeni (a) Elastik hesap igin rg, yer Lineer olmayan hesap hesap igin rg,
degistirmesi (cm) yer degistirmesi (cm)

10 0.485 0.49

20 0.96 0.97

40 1.94 1.95

80 3.88 3.92

120 581 5.88

160 7.75 7.90

200 9.69 9.90

240 11.63 11.95

300 14.54 15.08

500 24.23 25.32

1000 48.45 51.45

1500 72.68 77.62

Bu problemde goriildiigii izere hesaplanan gelik profillerin I, atalet momentleri

beton kirislere gore kiigitk oldugundan yiklerin meydana getirdikleri yer ve gekil

degistirmeler gok daha fazla boyutta olmaktadir. Yiiklerimiz ¢ok ylksek mertebelere

ulagmadig halde elde ettigimiz (elastik ve plastik hesap yoluyla) karsilik gelen biyiik

yer degistirmeler bize sistemin bu profillerle ve bu geometrisiyle fazla dayamkh

olmadifiy, segilen profillerin  bu

agikliklart  gegmekte yetersiz  kalacagim

gostermektedir. Problemden de anlagilacagt iizere degisken yukler arttikga iki tip

¢6ziim arasindaki sonug farkliliklart daha belirgin bir sekilde ortaya ¢ikmaktadir.
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Biz genelde bir ¢ergevenin statik hesabimi yaparken birinci mertebe teorisi
kullaninz, yani hesaplar gekil degistirmemis sistem lizerinden yapilmaktadir. Yukandaki
tablodan da anlagilacag tizere yiikler fazla biyiik degilse iki tip ¢6ziim arasinda kayda
deger bir fark ortaya gikmamaktadir. Bu yiizden birinci mertebe teorisiyle daha pratik
ve hizli bir gekilde hesap yapmak daha yerinde olacaktir. Yalniz sistemde narin profiller
(atalet momenti gok kiigiik) bulunuyorsa ve de yiikler biiytik ise o zaman ikinci
mertebe teorisine gore hesap yapmamiz, yani sistemin geometrisini de gozoniinde
bulundurmamiz gerekmektedir. Bu yol olduk¢a uzun ve karmagik bir yoldur ve daima
birbiri ardina iterasyonlarla sonuca yaklagilir. Kesin bir ¢oziim higbir zaman yoktur.

Fakat her zaman igin ger¢ek duruma en yakin sonucu verir .
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