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Bu galigmada kiigiik sehimli ince plaklarim tek kade-
meli ve iki kademeli somlu farklar metodu ile ¢ozimii im-
celemmigtir, Diizgin yayali yik altindaki plak tagayica
elemaninin diferansiyel demklemi ¢ikarilmigtir, klde edi-
len plak diferamsiyel denklemindeki diferansiyel terimler
sonlu farklar geklinde ifade edilmigtir. I¢ kuvvetleri de
sonlu farklarla ifadelendirdikten sonra ¢oziim gekli belir-
lenmigtir, Uggen prizma ylikld bir plak tagiyici clamanin
ise, iki kademeli sonlu farklarla ¢oziimi anlatilmigtair,
Son bolimde metodum uygulanigimni, degigik simir gartlarin-

da inceleyip gergek degerlerle yaklagikligi hesaplanmigtar,



SUMMARY

In this study, solutiom of thim plates haviag small
deflections by simgle-~stage fimite difference and multi-sta-
e finite difference and metheéds is discussed, Differemtial
equation of plate subjected to uniformly distributed had is
obtained, Differemtial terms im this equatiom are expressed
as finite differences, After expressing internal forces also
as finite differences, type of solutiom is defimed, In the
case of triangular prismatic type of loading, two-stage fimi-
te difference method of solutiom is explained, Finmally, app-
lication of this method for differemt boundary conditions is

discussed and its claseness to real values is calculated,
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Yiizeysel Tagaiyicai Sistemler :

Kalimlaiklarai, tagaiyici yomdeki boyutlari yaninda ¢ok ki=-
¢iik olam sistemlerdir, Bu tiir tagiyicailarimn orta moktalarima
birlegtiremn yiizeye " orta ylizey " denir,

a- Orta ylizey bir diizlem iso, bir diizlemsel tagayicai soz
komusu olur, Diizlemsel tagiyicilarda, dig yilklerim etki bigim
ne gore kendi iginde bdliimlere ayrilair,

a - 1 ) Dig ylikler orta diizleme dik ise "Plak galigmasi™
s0z konusudur, Yamni, orta diizlemim egilmesi ile bir elastik
ylizey olugmaktadir. Du tiir tagayacailara " plak " denir, Beton-
arme dogemeler plak cinsinden tagaiyicailardair,

a - 2 ) I)Z1g yilkler orta diixlem iginde etkiyor ise bir "lev-
ha" cgaligmasi s6z konusudur, Levhalarda stabilite problemleri
Omem kazanir, :

a - 3 ) Yukaek'kiriglor de kemdi diizlemleri igimdeki yiikle-
rim ctkimesi alf1ndad1n. Bunlarda hem stabjilite, hem de egilme
momenli etkisi vardir, FFakat kirig teorisimde yapilanm bazi va~
sayimlar burada gegerli deygildir,

a - 4 ) Ongerilmeli dogemelerde, plak galigmasi esas olmak-
la beraber, Ongerilmeli kuvvetin etkisi ile stabilite problem

ve 2, mertebe momentleri Onem kazanir,







b - Orta yilizey diizlem degilse, herhangi bir egri ylizey ise
ylizeysel tagiyica kabuk adimi alar, Kabuklarda geometrik Ozel k-
lerine gore kemndi aralarinda simniflandarilabilir,

b - 1 ) Diénel kabuklar : Bir egri parcasimnim bir eksem et-
rafinda donmesi ile elde edilem kabuklardair,

b - 2 ) Silimdirik kabuklar 3 Diémel kabuklarim G6zel bir ha-
lidir, Donen egri parcasi, eksemne paralel bir dogru ise, silim-
dirik bir donel yilizey elde edilir, Silindirik su depolari, si-
lolar silindirik kabuklara ornek olabilir,

b - 3 ) Otele.e kabuklari : Bir egrinin diger bir egri iime-
rinde kaydirilmasi ile elde edilem kabuklardair,






PLAK UIFRANSIYEL DENKLEMININ QIKARTILMASI

;’y x /

Yukarida gorulem plak tagiyicai elemaninda P duzglin

yYayila yik altinda diferansiyel inmcelewe yapilacaktir,

Plak diferansivel elemaninda olusan gerilumeler,

» 2%

b



20U  Mantaigy 3
620 Mantag

Belirtilem diferamsiyel elemandan Az kalinliginda bir

plak tagaiyici elemani alalim,

S B% o d

&6x, Ay, Ax boyutlarinuaki pir diferausiyel elemanin
z yonindeki 6;10 kabul edilir. W(sehim) deplasman uegeri & =
kalinligiuna bagli olmayip X, Y yomlerimdeki boyutlarimna bag-
ladar., Mukaveuettende bilindigi iizere sckil degistirme ile
gerilmeler arasiuda goyle bir bagainti wevcuttur,

G- e 6)

e wiryrer o
E
Dig yuk ustte
c /’ c
\\\* Ustte 4’6:

Dig yuk altta

L2=d/2 ig¢inmn 0;:-p

4% d/2 digin €;= 0
Altta

burada gorildugi lizere 6; =P olup nimerik deger

max
clarak P =0,3 kg/cn2 civarindadir, Yapilam ceneyler ve uy-

gulanalardanda pilinirki C&, c& gerilmeleri 50w~ 100 kg/c-2



arasinda degigmektedir, bu durumda Cx, gy gerilmeleri yamnin-
da G's gerilmesiniimerik bir anlam ifade etuez, 2‘ gekil de-
gigtirmeside Lu meyaunda O a yakim olacaktir, Dolayisiyla ta-
giylica plak diferansiyel elewmaninda yapirlacak iacelemeue Ga

rerilmesini O khabhul codebilirixz,

Gerilmelerden dolayi olumacak i¢ kuvetley
L]

", Gy dem dolayl olugam ig kuvvetler,

YYTITITIY T YT T YT I

l , 2 dem M olusur,

3 den N olugur,

iad lat d 2 alts Aiddl

p
POVEDIVIVIDIIVIIIIIS

Plak teorisinde de gbruu§uuuz gibi tajiryicai clewanin
N(normal kuvvet) tagi. .asi halinde elemanain ¢aligmasi leviia
Galigmasi olujturmaktadir, Dolayisiyla plak ¢aligwa geklini

inceledigimizdien N norwmal kuvveti ihmal edilecektir, Gy ,C}

gerilmelerinven dolaya My, My moment i¢g kuvetleri olugwur,

< ’ Cy' den dolayi olugam ig¢ kuvvetjer

- : | :

o ¥4
|
|
o
]
2

" ey Qy olugur,



4 s X uen dolayi olugam i¢ kuvvetller ,
Xy

yXx

Cxy™ Mxy r Cyx

Diferansivel geometride

A —r Myx

/.

xy

inceleme .

M?
. 4
haN
\
)
|
I-M.
IM.
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-t
\l
e
I
’l
l' E
R s A
;' ,x)[,
Z ¥

N
Xy

Burulma moumeuntleri olugur.



M

L3

Q
M!
M = x

M
& *x /
d : &
-
LDiferansiyel elewanda ig¢ kuvvetlew.

Burada gorildigi gibi 6 adet bilinmeyen i¢ kuvvet bu-
lunmaktadair, Gozim i¢gten hiperstatigim ¢OxlUmine dayanmakta—
dir, Bilinmeyen i¢ kuvvetleri W deplasmanlari cinsinden ifa-
de ettigimiz taktirde ¢Omime ulaymiy olacapis,

Baglangi¢ olarak diferansiyel geometri yardimiyla se-—
Kil degigtirmeler ile weplasmaunlar arasindali bagiutll ¢ilka=-
rilacaktair,

bir plak tagiyaica elemanlny}yuklemcden once ve sonra
olugan gekil degigtirmesini inceleyelim, bBurada morwalin yik-
lemeden Once ve sonra dixlem kesitine dik olmasi temel alina-

caktair,

(w)
]

A
:

r

>x(u)

Yliklemeden Once tagiyici plak clemani,
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Yiklemeden sonra

Yiiklemeden sonra Luagiyaci plak lemana,

A-A kesitini incolegelim,;

A-A hesiti

bBurada belirtilen B detayini daha yakiudan inceleyerek

degigimi detayli olarak goreli:u,
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N?

B detaya.

Plagim x dogrultusundaki egimi:

ul
tg vxz- ‘1ﬁ=- (B‘l)
Buradaki (=) deger, deplasmaunin x'in pozitif youmiinde olmayi-
gsindan ileri gelmektedir, Diger taraftan tg-yx'in B detayim
dada gorulecegi gibi W deplasiaan degeri ciusinuen itade et-

memix .uumkin olacaktir,

oW
e (B-Z)
g yx 2X
' e 2 N P
u = u'()o-ﬁx degerine egdegerdir, " ¢ok kiiglik ol=-

] ¢
mas1 Cos degerini 1'e yaklagtiracaktir, bundan dolaya u'=lt
diyebiliris=z,

1l ve 2 denklemlerinin denkliginden :

- u 3w

= B
tguﬁx "R "




- < S

»

“ow (B-3) x yoOnindeki deplasman .

BB N e ——
“ X
Ayna mantik y yomnlindekl kesimlede y yonunde olugan

deplasman belirlemir,

w

V = = % . onilindeki deplasman,
> s (B-4) v vy i

X ve Y yonlerindeki defermasyonlarim w deplas.iani cinsinden

ifadesi,

gekil degigtirmelerin, deplasmanlarin biriamci tirevi-
ne egit oldugumu mukavemet bilgilerimizden biluaekteyis.
L Y
o2V (B-5)
=
Sy " 9V

-

3 ve 4 denklemleriyle u,v deplasmanlarinl w cinsinden
ifade etmigtik., Bu degerleri 5 denklemlerindeki yerlerine
yerlegtirdigimiz taktlirde gekil degigtirmeleri w deplasman-

lari cinsinden ifade etmig olurus,

- l.azw
€x= ox
(B-6)
- .c?zw
Ey:' 5 5 denklemleri elde edilir,
.

Tagiyaci elemanimixzx dig yik ile yﬂklendiii zZasan dep—
laswan yapuwaktadir, bunun yaminda tagiyici elemanda agl de-
€igimi olugmaktadir, Agl degigiminide w deplaswan degeri

cinsinden ifade etmemiz gerekmektedir,

Distorsiyonmun (Ag1 degigimi ) w deplaswanl cinsinden ifadesil

Bunun ig¢gim plak tagiyici elemaminim yik altinda defer-

wasyonu incelemecektire.
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- e . — —— — —— — —

—
- — e ——

&y
Jy ) -
v
l ~L | DS A —>
' 4
D%
- P R
ov_
-
> dx
g Toplam agi degigimi o, + NZ
Qu
0(2 ~
dy
2u 2Y
Xx = - + s (B-—7)
Tt Dy e
du G
- - K.
CRY% sz
& =R bBu degerleri 7 demklemimde
? x ?7. gx

Yerlerine koyalaim, Boylece distorsiyomu w ciansinden ifade
etmig olurusx,

2
X o 8 gy .__f'_’i_'_ (B=-8)lde edilir.

Xy yx
3 Xeo ‘ay
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Sekil degistirmeler jile gerilmeler arasindaki bajantilar,

Hook kanuna gire gerilmeler ile sekil dogistirmeler
arasinda bir oram mevcutturki bu oranda o malzemenin elasti-
kiyet modiili ile ilgilidir., Elastisite teorisinden bilindi-
Pi ilizere iki eksenli gerilme hali igin gekil degistirme ile

gerilmeler arasinda goyle bagantilar mevcuttur,

Cx -/(Cy *0y ) C'x ﬁﬂ(&

€ x = =
E E
(B-9)
Ox = M(Gx *Ca) Oy -/t0x
o .
E . B
¥ gty € xy
¥ = S (B—lO)
G
G = 5 ( Kaywma wmodiili )
2(1+ M)
‘zny=CyX clinkii plak dizleminde z~z eksenine gore

moment aldipiaiz zamam & xy‘znx oldugu goruliir,

A

iy

¥x

2 /

G 4 x e 3
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Z Mz-= = 0

Gerilmelerin sehimler cimsinden ifadelemdiriluesis

9 ;e 10 formiillerinden gerilmeleri gekip sekil degig-
tirmeler cinsinden ifade edecegiz, Sekil degigstirmeleri da-
ha émce 6 ve 8 formiillerinde w cinsinden ifade etmigtik bu-

radalki degerlerini yerlerine koydugumuz taktirde gerilmeler
w cinsinden ifade edilmig olur,.

9 molu denklemden
E g E =0, = MO0 )
Ey.g =0y -1 G'x )

Bu iki denklemi taraf tarafa toplayalam,.

€ E 6‘1-/‘.6",

Uy, )

4

+ (e v B

"

&5 of'e B . (L oy, - [y - [0,
E(E, +fE, )= ¢y - p 0,
E (E_+pe )z 6,0 -7 )

E

(1 - p°)

G-

x

( & = +/“.£ y) (B-11)
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Yine ayni sekilde hareket ederek (° gerilmesinide

sekil degistirmeler cinsinden ifadelendire biliriz.

>y 3
o

~
™M
=
1!

o 6~x -I‘ffy )

+ EyE =0y £

\l

E, (e + Ey) G”Y---/“Z,O")r

B (e ) = c (- #)
E
TR Ty s e o

10 nmolu denklemden faydalanarak kayma gerilmesinide

gekil deyigtirme modiili cinsinden ifade edebiliriz.

Z xy Tyx

UXY’XY" gt o
Z = G ¥
Xy Xy

E
e

2.1+ M)
E

Eia £ | (B-13)
X At ¥

6 ve 8 denklemlerinden |

2w
. ¥
x
= "
- dARE T <
2W
= - 2.5
§ e 9x.2y

Difemansiyel terimlerde gosterim kolayligil saglamasa
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igin terim motasyomnu yapalim,

9w % dw

-T = W : g,o
9 x Oy “¥y
dw = 2w S

e =

9 s -
Buna gore ,

33,

12 ve 13 denklemlerinde bu egitlikleri yerlerinme
koyalaim,

E
Cx s { w B!’ = /‘zgw.‘ )
(1-/‘2) g v
Evs y oo
FX o ( ¥xx 2 /ﬂwyy ) fL-14)

IS
"

oe Y
b4 ( ok ‘5“W-/In“wn
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z - - ..L.Q_-E——ow‘l. (B-l())
sl {2+ ) -

14 , 15 , 16 molu demklemler ile gerilmeleri deplas-
man cinsinden ifade ettik. Bu demklemlerdede goriilecegi gi-

bi gerilmeler w lerim biréer fonksiyonlaraidar,

G, ety (W)  ——y G =oas
6\Y < f2 (W) ——p 6‘y = b=
z”‘fB (w) e Sly™ © 8

Seklimde gosterilebilir,

ig kuvvetlerin sehimler cimsimnden ifadelendiriluesis

d
X »
g &
Cx
» d
4% x=
! E—x
Xy

Bir plak diferansiyel elemanda olugsan gerilmeler.
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Gerilmelerden dalayi olusan

i¢ kuvvetler.

+d/2
sFaery G4 )

Ay.Mx =
-d/2
+d/2
}lx.Ay: ( G'X,Ayndlal )
-d/2
Gx < a,xz ve degerini yerime koyalim,

' +d/2
= Ay.)’lx = j a.x .Ay.".‘

-a/2
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+d/2 +d/2
R a zz,dz = & z)
-d/2 3 -e/2
a.2.d 2.a.a° a.a’
- . 7 24 12
dj
Buradal'.i kesitim atalet momemntini wverir,

birim atalet

12

momentini J geklinde tarifleye biliriz,

3

o~
) S
12
o
M =
& 12

ta =

a.J

a nin deperini yerine koyalime

lglewm kolayligi agisindam

-—
S =

E.J

¢ -
(1- p* )

i +/‘wo. )

XX Yy
E.J

(1 -p7)

D= Plak egilme rijitligi.

M
x

M
4

M

1]

- 1
- b Yxx

s

-d/2

Y ) (b=-17)

Momenti iginde aymi gekilde hareket ecdersek ,

+d/2

(6~y-df ). ®

bBu

= D diyelim.



+d/2
My.Ax = (b.l.df ). =
-d/2
+d/2
My.Ax = / b.x. Ax dx
-d/2
+d/2
2
M = b.=. dx
Y
-d/2
+d/2
57
M =z b
¥ 3 1-d/2
a’
M. 2ib s
b 4
12

b degerini yerine koyalaim .

E.a> ¥ /,
My = - - ( 'yy +/4wxx )
(1- P ) 12
W e s et 26 o L ) (B-18)

Simdide Mxy burulma momentimni bulalaim,

+d/2

M .Ax = ( z )"

" |
Y. P



+d/2
M 3 12 dz

Xy Cc ¢

-d/2

3

M - .
x'y - o

12

c degerini yerime koyalim,

E.J

-
- -

M W.
Xy ( 1 +/‘) Xy

Mxy=- £ 3 -'/‘l ).D.w):y' (B=-19)

Su asamada Mx, My ’ Mxy momentlerini sehiuler cimnsinden
ifade etmis oluyoruz. Gx » ay kesme kuvvetlerimi ile, plak
diferansiyel elemaminin i¢ kuvvetlerin artisindaki dengeden

faydalanarak bulacagiz,

Plak diferansiyel elemanimin bir noktasindan kalkip iki-
nci bir moktasima ulagildiginda burada i¢ kuvvetlerde degig-
me oldufu gorecegiz, birinci dereceden degigimi statik oldu-~
fundan bunu g6z Oniine alarak i¢ kuvvetlerdeki artiglari ince-
leyelim,

1’P' (x4ax,y+2y)

P(XQY) oy
) »
¥ g Hx #
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oM
M + 'AY
s
"' A
|
|
|
| BMx
L N S 1'* M+ A%
Yy P -m-lren=a Y
” l 2 9 x
|
|
M
7" v
2
Frivwsinp Sk Sveninitiiaaill
M
J X
¢
|
l
|
ay TR WA oM
M
xly g X o il
Xy
| Ox
|
|
M
e yx "
v
2Q
Q +___L_.by
Yy ’ay
A A
|
|
: oQ,
Ay Qx————r_.__._, Qx'.' = A x
| cx
|
|
3 K




M 2 L\x
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Denge sarta

1« ZM 80
%

2= EM s 0
= ¥

3-.P —0

Bu denge sartlaraini uygulayarak @ 3 0
ifadeleri bulunur, ?

Y,P(dlgy'i.ik)

I-E’P-’-O
aax 20

X Ay +
2 x 9y

P Ax 4% %

,AY,AX:O

Esitligin her iki tarafini 4x , 4 y'ye bilelim.

P + b + 301 &0 (B-20)
ox Qy
2- Z M_=0
x
R oM 20 ;.2x
= -Ax.Ay-r-———E—an,Ay-(@x-.- - )
?x ‘ay ?x
20 ax a x
AY.AX-——-L«AY.AX-’—T—‘-P,Ax,dy, 20
dy 2 2
R QM
=+ X -0 _ (1=-21)
D 3y

= =0
3 iny

0 _ ifadesinin hesaplanmasimda uygulanan iglemler
dy ifadesi icinde aymi gekildc uygulamaiw.

\
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oM oM
Ie » L -0 (B=22)
2y 0 x y
G}x y O y kesme kuvvetlerini egilme moumenti ve burul-

ma momenti cinsimden bulmug olduk, w deplasmani cinsinden i-
fadelendirmek icin egilme momentlerimin ve burulma momentle-
rimim formiil 17 , 18 , 19 daki degerlerini 20 , 21 , 22 for-

miillerinde yerlerine koymamiz gerekir,

17 oo/ : VAL
i = - - i 1
® = > 3 | v e wm ) £ / ) wxyy

ks o0, A B & = .D. ot/
@y = D,( wyyy-t wxx'y ) o /") wyxx

bu iki denklemi diizenlersek

V= lov ”
(6} e D W * w ) (1=23)
Oy = - e % B B=24
Y i‘ w&y, + wyxx ) ( )

29 ve 24 molu formiillerdeki degerleri 20 malu formiil-
de egitliklerini yerlerime koydugumuz taktirde dig yuki w
deplasman deferi cinsinden ifadelendirmisg olurus,

0 = - 78 8¢9 11 00 -D ceeo + LRI
P D.(w , B SoaAd ) A L NRRIE R i )

:

tee 9 oo e
21 - W (h-26)
Yexxx T 'xxyy yYyYy

D

26 nol: formiilii' plak diferansiyel denklemi diye nite-
lendiriyoruz, Gosterim kolayligi agisindan matamatiksel mo-

tasyonu 26 nolu formiile uygulayalim,

A Laplace operatori
V Hamilton operatori



26

LA ¥ 2% 5 Al
xX vy

1
+ w'’

\
xx Yy

| o
z
n

&wW S ( A.w»);; + (4A.w );;

2
Aw w'/?/ o MmttEl G ATV e E e
XXXX Yyxx XXYY YYYY

"

Bu degerleri 26 nolu denklemde yerine koyalim.

" 2
> aw
D
Az y
=Vw (B=25)
D

M ,M EgZgilme momentlerimin P (dlg yﬁk) cinsinden ifadelenmnesi.

‘k g My egilme momentlerini daha Once 17 ve 18 nolu
formiillerde w cinsinden ifadelendirmigtik, P dig yikii 26

nolu formiilde w cinsinden ifadelendirmigtik. Dunm gore iki
farkli terim aynai terimle kargilik bulabiliyorlarsa farkla
terimleri birbiri cinsinden ifadelendirebiliriz.

Ill+wlll

/
(Aw)x" Yxxx yyx

x %
= DAw
® w 5 I
= 2
QY 2w D#( Pay w )y
8 DOw
=z = D
2 ?



M

- X o .
M +My £ » bt 1+/")-( "xx""yy)
Mx + M
( 2 +/‘)
+ M
= - ‘/(! olsunm,
(3 +{))
- - D.
‘/‘t (w + “YY )
- o - i
aw T | W wyy) oldugundan
‘/l Z - DD w
'/“ = AW egitliyin her iki tarafaimi A garpalam
D
AJZ 2
= AW
D
P
ah
— e —
D D

27

- /11 P
= = D.J v +/".w YY)

R ' Y
= D .( wyy-l-/fwu)

’ My yi taraf tarafa toplayalam,.

PN & °® o 'R
+ MY - D.( Vox ST ™ +/",W-: = )
Lo e ..)
+M = D (2 +/M).w +(1+[“).wyy
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Sanmairlardaki kesme kuvvetinin w cinsinden ifadesis

M
Xy y
'*
M \o
Y iy
x‘//' A~Y Moy AY
| &y
4y Y ?)y
iy

QM
V.oy = .Ay+0 2 AY

2y

M
g =8 4-,——51__
X X

Oy
W o R R R e,
x = x+ 97 s ¢ XXX Yyx 1 /" xyy
A D.( witi's £ 3 -/I)";f).';) (B=27)

Benser sekilde Vy de bulumur,
v B - D'c W'... * ( 2 2 /()‘w"lnl .’J (B__‘S)

s 5 kuvveti
cC =2.M ( xoge )
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SONLU FARKLAR METODU

Analitik goziumleri miimkim olwayan yada yorucu iglemler
gerektiren ve pratik faydasi olmayam problemlerim gdziimiinde
( plaklarda oldugu gibi ) baglamgigta uygum bir koordimat he-
sap tarzi segmek suretiyler yaklagiklaigr istenen diizeyde olan
nimerik hesaplarda ¢oOzim yapmak mimkiindir, Nimerik hesapta bl-
tim metotlarim asli sonsuz kiigik yerinme sonlu kiigik wmiktarla-
rin kullamnilmasina dayamir, Bunum uygulamasi problemi ele alisg
gekline gore depgisir. Amalitik ¢oziim, bilinmeyemlerim siirekli
bir fomksiyomunu verir, Bu, bagimsiz defigkenlerin fonksiyom-
larinda bilinmeyenim ifadesini yerime koyarak, dogrudam orta
yizeyin istemem her moktasinda bilimmeyenin degerimni tayinm e-
debiliriz, demektir, Bumun aksime, nimerik hesapta, ancak Om-
ceden tespit edﬂhi; olan bir diigiim noktalari gsebekesinia bu
diigiim noktalarima isabet eden bilimmeyemlerim degerlerimi bul-
mak i¢gim interpolasyom yapmak gerekir, Bilindigi gibi ¢Ozim—
ler.  analitik olarak diferamsiyel denklemlerim integrasyomuy-
la sayisal olarak ise bir limeer cebrik sisteuler takiminmim
¢goziimii ile elde edilir,.

Sayisal hesap metodumu iki adimda incelemek konuya ay-
dimnlik getirir.

1. Sayigal hesap peklinim se¢imi, yani cebrik demklem
takimimi kurmak ig¢im uygulanam yol,

22, Cebrik demnklem takimimi ¢Oxme yolu.

Simdi bu metotlara daha etraflica bakalim,

Sayisal hesap Gicede igaret edildigi gibi, sonsus kii-
guk yerinq’yani difileramsiyeller yerime somlu kiigilk miktarla-
rx,yani sonlu farklarai koymayil gerektirir, Genel anlamda som—
lu farklarla yapilam iglem, sonlu farklar metodunu teskil e-

der, Temel ozellikler .
Matematik agidanm

Diferansiyel denklemleri somlu farklar demnklemlerime
diomiigtiirmeyi kapsar. bu anlamda birgok metot sayilabilir.
a ) Sonlu farklar wmetodu

b ) Funikuley poligom wmetodu
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¢ ) Plurilokal metodu gibi

Kurulmug olam lineer denklem yani somlu farklar denk
lem takimi, birgok bilinmeyemi ihtiva ettigindem ¢Ozlum uzun
olabilir. Ancak elektromik hesap makimeleri sayesinde artik
bu bir sorum olmaktamn gikmigtair, Yime de birgok ¢Omiim yolu

arasinda en Onemli birka¢ tamesimi siralayalim,

a ) Direkt ¢osiim, determimamtlar, elimimasyom, gaus.

b ) Sayisal integral metotlari ile. Kolnims- Runge-
Kutta vs,

¢ ) Yaklagik metodlardam yararlanarak,

d ) Rolaksasyon metodu ile ¢omiim.

Sonlu farklar metodunum esasi:

Sinir deger problemlerinim ¢ok defa kesin ve kapali
¢goziimleri bulummaktadir., Bu medenle yaklagik bir ¢oziinle ye-
timmek =zorumda kalimir, Hemen her halde uypulanmabilen bir
metod olam sonlu farklarda simir gartlarainin gergekle mesi
kesin oledupgu halde diferansiyel denklewin saylamnmasinda yak-
lagiklak vardar,

Bu metodun dayandigil esas tirevlier yerime somnlu fark-—
lar bagantilarini kullamarak problemin diferuusiyel denkle-
mini bilinmmeyem fomksiyonumum ayrik moktalardaki degerleriy-
le yaklagik olarak ifade etmektir.

Metodunm cikariligi

Hesap moktasi ve bu moktanim kowmgu moktalara gore o=-

lam potasyonu agsagidaki gekildedir,

3

1n
lm
¥

" " 4 . 4;
k-3 k=2 k-1 k+1 k+2 k+3

23
i
¢h
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k-2 k+1l ki3

o K B

k=2 kX k k+1

Yke2 |Yk-2 |™k Vi+1
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Olugan deplasman egrisimi somlu dogrular haline geti-
riyoruz, &6x , Oy degerleri nekadar Lkiigiikk olursa kirik eg-
ri gergek egriye o derece yakin olacaktir. Duda hesaplarin
gercege daha yakim olmasini saglayacaktir. A ve B noktsalarin-

dan gecen kirik dogru parcasinin demklemini olusturalim,.

A(O’Wk_l) ’ B(be’wk-bl)
- 5.3 7 X = X5
> Dogrunun analitik ifadesi,
3.7 2y b T
e o x - 0
- O - 2
Yuak 2 Vel o %

'24"‘(““’1;,1): x.( Wy = Ve )
- 2.ax W + Z‘Ax,uk_l x“k—l - x.wk+l
- 2,8X,w = X W 1 " W, " 2,1.\x_wk_l

o 2.01 o 2.43(

x.( 51" i )

w = + W k=1

2,6 x

Elde edilenm bu demklemin x‘'e gbdre birinci tiirevi §

9w Yot T YRed

’a = 2.4x

gsekline donmiigiir,
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Boylece birinci dereceden tiirevi bulmus oluyoruz, Bi-
zim plak diferansiyel denklemimiz 4 ncii dereceden kismi tii-
revlere haiz olup, bunlarai somlu deplasman geklinde ifade et-
memiz gerekir, Tiirev somuglarindaki katsayilari hesap ve an-

lama kolayligi bakimindan gematik olarak ifade edilecektir.

ow
5) ifadesi
9x
0w e
ax X 2.0x
-l +1
- + + 2:.A x
k-1 x k+1
- L
23 ifadesi
2
31 O W oW
( ) - ( )
5 D X K+1 B X k-1
w &> Owk
= D( ) —
axg x D x o x L x
- g TRy e Thl
CAA > x W A X
2
Pa
D x k x
2 2 - W
9 w - Wala o k-1
2
& X
et .
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-1 -2 +1

2
— ' ' AXx
k=1 k k+1
3W
o B - ifadesi
313
'a‘}w an Pay Af'w
b — ° »
2
‘axﬂ‘/{ 1513 5% A %
1
G, = p (wipq = B +w )
2 B
2 :
D w
5 o y(x) k
8-
3
o, c Presios g
9 . 20 %X O x3
1
Pra @ ( Wiao = 2 W * vy )
2
DE
1
Y1 = (we=2w _,+wv_, )
2
SR

fonksiyon degerlerini yerlerine koyalim,

3 1
3 '( W -2 w + w ) - '( W,
0w sz k+2 k+1 k 2 o k
3 x3 24 x
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Q w 1
L 3 ( Wz = 2wy + 20w, -
-l +2 -2 +1
k-2 B3 k k+1 k+2
o "w
) ifadesi
2 x"
! Ly
2 ‘w a w
Y% : /
% D x k
ok v - o Mg S Y
A TR
2 . 2
A x DX
2
e ﬁk = a.w
Ax‘z P xl‘
P 7 2./’ +f
A (i k+1 k k-1
- 2 2
A x2 & x
Vhez = SNy * W,
lk+1 e
P x2

A
=
|
-
W
N

AN
-

"
N

iz )
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Bu degerlerini yorlerime koyalaim,

n
o w ] Wi 42 R WL 2.wk+l + h,wk - 2'wk-1
alxu A.xu

- 2
W _o Wy W,
Q“w w - U,w + 6.w, - L4.w + w
¥ L Y *Ved k k-1 k-2
gxl& Axu
+1 -4 +6 -4 +1
L
$ - + -+ -+ aAx
k=2 k-1 k k+1 k+2

y eksemni dogrultusumdaki tiirevlerde benzer gsekilde ig-

lemler yapilarak aggaida belirtilem tiirevler bulunur,

dw
% ) ifadesi
oy
9w v, =¥
2y - 2:0y
s1 12
R
sk + j
24y
d7w
6 ) ifadesi




37

2
0w 4 \url-2,w]|‘-i»wI
2 2
dy Ay
o e g 3
-2 4 k
+1 7
2
oY
D
T3 ifadesi
9y
BSW W = R.W. 2%, =W
= m bl 1 'J i
By3 Z.Ay3
+1 } m
P o Tl
- k
+2 4 ]
-1 ri/ 2Ay3
D *u
8 ) ifadesi
2y
in
d w 3 W —’-hwl_-} 6wk - bew, + w
) b Ayu
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Simdide karigik tiurevleri somlu farklarla ifade edelim,

32
9 ) L ifadesi
3x.3y
ow e o T ik
a X 2!Ax k
a ﬁk % Vl = ?J
ay 2.8 vy
P e *1+1— “183
b !
Z;Ox
w., - W,
ﬂ : __J+l 4—1
J
240 x
a 2W w - - + W
= 1+1 1-1 gjl -1
2 x 0y h.ax.oy
1-1 1 1+1
-l +1
k4% +1
+1 -1
- +1
J ’ ’ ba A X DY
27w
30} ifadesi
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dy 2Dy
Viex SRR
g, =
O X
ypy-Stilgaitiay
o 2
D X

2L T e e g BN S TS g
5 2
/Bx /gy SlAxE . DY

1-1 1 1+1
¥ -2 1

k+1 K k+}

J+1 J J+

2 sz D
- £ J
1 2 -1 X



r o
11 ) ifadesi
2 2
2x", 92
9w LYy TR y,
2 = > oL )
o x o e
82.;? & - 2 +
k ) 1 . 1
2 2
a'y DY
b €S M G
R =
1 2
L 3
' Wesd = iV, SNl
- 2
O8%
W, - 2. W, + W,
yJ - j+1 1 j=1
2
a x

Degerleri yerlerime koyalam,

A
d w £ w1+1 - 2.w1 + Wi 1 2,( Yl
2 2
3:2,3y o x‘ay?
W ) + W -2 W. + W




L1

1-1 1 1+1
1 -2 1
ki1 k k+1
= L -2
Jrl J J+ o) .
p i *1 exXR; LY
3i3
w
12 ) ifadesi
dy°dx
2
2 i 2 S
P) 55 P
D kk ﬂk-&l & ”k-l
ax Q-Ax
A e s TN P Vi,
k+1 2
s N
Viel Tt el Ml

ol
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Simdi bu degerleri yerlerine koyalam,

3
a w L w1+1 - 2‘wk+l + w.+1 - wl—l + 2.wk_1 - W.
2
9y Ox 2.Ay.24x
1-1 X 1+ 1
-l )
k1 k k'”l
2 -2
‘ 2 2
R 1

Pig yiikiin ve i¢ kuvvetlerin somnlu farklarla ifade ediluesi,

Mx = - D.( o +-/ﬁwyy )

Z -2
e ‘azw W w + w

% . = k+1 S k-1
%X
axz sz
2
Wk R W
gt . -2 R e
Yy 2 2
‘ay ay
w -2.W, + W W a2 wiew
l k k- A
M 5 ¥ k+ 1 +/u X k



- D
. s 5 Cowgpr=iRowm ¢v, 4 10wy =2
A
+
e = (B=29)
1-1 1 1+1
k-1 k k+1
* :
1 -2(14/) 1
. 2
J-1 3 J+1 A
/, o
Simdide My ifadesimni ¢ikaralam,
= =D it 700 W”
My = ol wolw fing )
& wl-ﬁwk-bwj S e
| Am S8 ( +/” )
- 2
oYy a4 x
&xsdysA
i (Rl TN TR :
My:" ( 1 K J L+ L K wk_l)
Ty ‘

(B-3



Ly

1-1 1 1+1
1
k-1 k k+1
=4

p ; i)

Q idfadesini gakaraliu,
X

QY == b (wlle ok sh
x XXX Yyx

i o Bl YR S Ve " Y2
XXX 3
24x
= + “ 2
S e b gt ke O YR T
w -
Yyx 2
24y 4&x

Bu degerleri Qx ifadesinde yerlerime koyalaim,

Ax': Ay:A
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D
Q = - (w - h,w + b,ow - w, . T
% 24*3 k+2 k+1 - r—i K22 1+1
Tl T VEY Rra ) (8-31)
ﬂ
1-fL 1 1+ 4
-1 ¥T 1
k=2 k-=[1 k{LF k+1 k+2)
J-g J 34
1 : -
2 A0
Q ilfadesini g¢ikaralam,
R u‘ w--. % wl' .
QY : ( YT XXY)
o AR , SR 2,wl + 2‘“3 e
Yys 3
2.4y
e Wy g ™ z,wl + O wj+1 + Z,WJ - wj-l
2ax ., 0y

Bu ifadeleri Qy de yerlerine koyalam,

Axz by =A
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Q == - (w =4 + 4 - + + -
& o 3 " i 'wJ Y Y1+l by P 3
2A
Vel = Vi1 ) (B-32)
m
1
141 L L+1 *
. ¥ -4 1
k
.
J=1 J j+1
-1 - L -1
L e :
o 2 A

M ifadesini gikaralaim,
xy

Nt - EsNEa

xy
w - W - W, + W,
S 1+1 1-1 j+1 J=1
XW
hoax.oy
Eu degeri yerine koyalim,
w et e B + w

e 1+1 1-1 g+l j=1

My ® -n.(21=2).
lhdxsoy

OXx =AY :,x

‘-u.(l—/)( A
oy TR IS I - R

heA®
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1-1 3 1+1
v =
-1 3 3
k- K k41
3
J+1 J J+1
b {2 - )—»———~~——1t —4 :
/d & -1 —-ﬂ
i ﬂ i+l
&
ht-1 h+
L hl Af 4A2

Vx ifadesini ¢ikaralim,

w

\ A D,(w"'+ (i2 =/ )iu

XXX

- 24w

../)

yyx

+ 2,w - W

i k+2 K+1 3 e,

Yxxx =
2¢\x3
w 2.w + W - W + 2,w - W,

ey = 1+1 k+1 J+1 1-1 k-1 j=1

Yyyx
2
24y . OX

gimdide bu degerleri Vx ifadesinde yerlerine koyalam,

Bt 8Y 3N



L8

g
v = =
x K"k+2 oMt = w0+ (2 -4 ),
2, A3
3
( ol 7Y, |

1-p 141 1 l:# 142

: k+1 k+2
iy ROMEE. &

-1 2(3H) -2(4-) *

j-2 - J JHl J+2
-(p+") (2-/))
i 4L av

Vy iradesini gikaxalim,

¥ m =D st S {5 - g "')
y ’(wyyy ( f Yxxy

W =2,W, + 2, W. - w
m

w..' = l J i
Yyy
P 3
SOy i
)
- 2 + - Qg =
ST bt e Rd TR w1‘+l s i 1%
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Bu de;rerleri \Iy ifadesinde yerlerime koyalim,

W = 2%, + 2. w, - w.

vy:-n.( - - R DR E Lz2-/),
2:4 y3
- - 2 -
Vie1 = 2.y B W n N R )
2.0x , 8y

- D
= -2 7. - . 2 - ’ -
vy : .(wn W, o+ ?.v."j s M ( /d) ( ¥isa
2eA
- . 2 - “ann
~Wy * Wy o WJ+1 ¥ WJ wJ-l ) (b=135)
m v 3
1
142 1-1 3 1+1 1+

(2-/)) -2(34/) (2-/")

k-2 k-1 K k+1 k42
=
j+42 J=L J J+13 j42
~(2-/) 234/ -(2-f"




P ( Dis yik ) ifadesini gikaralaim,

P
- NN _*;, Wl,..‘.'w....
XX XX XXYyy Y¥y¥YYy
1)
S o Voyn ™ L, Wie1 t b.wk - Lhwk-l * W, .
XXXX
L
D X
- 2 + -2, L - 2.
Mavs e Al e e T ek S o S
XXYY o P
aX + &Y
o 2. &
YJ+1 iﬂ;+ wj-l
-'L‘y 5 6 - . «
® Soe = wm wl » .wk u WJ o wi
YYYy 4
Qay
Bu degerleri yerlerine koyalam,
D XY s A
— Oo . ? 2, -
. ST e e e 2 i S B TS 1
D Al
2.« + 2 . - 8 " 2 XZ
8.wl + ol R 'WJ+1 "J + 'wal + wo o+ Wy

Katsayilari diizenleyelim,

P.Au :
= 20,wk - b.( wk+1 + wk-l + wl + w\i ) + 2,( wl+l +
D
: + e
b 98,1 » wJ+1 wJ-l )‘WK+2 » V2 T PNy B-36
3 a x
a x Fay sxolduiu taktirde dikdértrem ele-

Ay

man ig¢in sonlu farklar denklemi gu gekilde olugur:

[



1)

51

2 l
- o, (87 )% vy 6.oc =) 48 ~bs(1~
OC
T— (] wk_l+wk+l)+(l+°< )‘( wJ+wl)+2.
“l-
( Vi1 * Y13 dale fE e o v o) e
g
2
(w, +w )X (B-37)
m
1
Ied 1 1+1
2 -8 2
k-2 k-1 k L+ ] k+3 pAY
3 8 8 1 D
F i-1 3 J+1
2 -;T 2
- 1




XX e
------ ~ ! olmasi durumunda sonlu farklar denklemi,
Sy
m
2
o
1+1 2 ¥ 1+]
2 o2 it 20d
k-2 kt+1 k| k+1 k+4 L
PA
2 e B " = -=
wljal) 64805 +6 2 TR T N4 1 =
e | J j+]
. 3 - <
20f hy ool oF 2
i
o S5
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Sinir sartlarinin incelcnmnesi,

Plak ¢Oziimli igim diferamsiyel denklemin ¢oziimii yetme-—
mekledir, Simnir gsartlarininda dikkate alimmasi gerekuektedir,
Elimizdeki sonlu farklar demklemimi plak im her diigim nokta-
sinda uygulayarak ¢ozim denklem takimini elde ediyoruz, Sinim
larda denklemin uygulanigi degigik olmaktadir, Simdi degigik

sinir gartlarinda uygulamayi gorelim,

I - I' Basit mesmetlenuig kemar ise,

5
A S
EEE e
TR ST A
nd . s
| : 1
[} |
b — - 4=~
B
k -F ks
: by
—r"%ﬁ
1
I { 1 Fiksif plak
e
G s % S
I

Reel plak

IFiktif noktalari reel moktalar cinsindcn ifade edecegiz

I - 1I' de deplasman (w)=0 dar.

z2 - w!

el T ¥ k

v "
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I - 1' Ankastre mesmetlenmig kenar ise,

\1// =0
I-1"

wls)/“Fka—

e

I - I' Bosta kenar ise,

S =0 2L) ¥ =0
e 7 8 e 0% 4,

v =
Mx ké - 2.( 3 +v/‘),wk + Vil + wk-l'*/q( v, + wJ )-0
Vx kg 2-( 5 -/M ) . ( et W ) » (2 -',w)‘( b e

s, R s Fewm =W 30

Fiktif noktalarin sehimlerini elimine etmek igim iki ek
ifade gerekli.

w -
hx .= -2'(1*/')°wj+wJ-l+w.j+l +/",( wi"wk)' 0
J

w -
Mx 1::. -2,(1 */4 )uwl i O Goball S PN +/~'( Yo T T )= ©
Wy ,2 * Wil ? wj+1 » Vi1 Bu ifadelerden elimine edi-
lirse katsayilar gemasi aggagidaki gibi olugur,
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m ( 1~ /'2 )

1 (—8+hﬂ+l& /42 )
u-z,“

k (16-8/" -6 [‘2 ). BA
-2#4/‘ 3
u_?_rA J (-6+’-&/‘4+’+/‘42 )

4 1-‘/’42 )

I'
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Lasit mesmetlemmig, iicgen prizma yiiklii tasivici plak elema-

nin iki kademeli sonlu farklar metodu ile cOzumiiy

1ki kademeli sonlu farklar demklemi ile géziimde ilk
6nce toplam momentler iizerindem somnlu farklur denklemi olug-
turulur, Ikinci kademede sonlu farklar demkleminim ikimci
tarafina toplam momemtler cimnsinden ifade ederek ¢ozmum sag-—

lanir,

Lbir plak dilzleminde her iki dogrultuda etkiyem moment-—
lerin toplamaini daha O6nceki boliimlerde deplasaan cinsinden

ifade etmigtik.

-D.( w;;-#w")

( 2.40)

M_ 4+ M
. diyelim,

(1+M)




Aw:(w”-r a3

w
xx b ¢

2
zaw Esgitligin her iki tarafiii 4 ile garpalim,.

Y

" 2 G s
=08" w olurki 4~ w=P/D oldujunu biliyorus,

D
2K . *
D D

-L\u‘t‘ P bu ifadeyi ac¢ik olarak yazalaim,

22 M . 2 A

e P Sk,

axL’ ayz

Diger taraftan ,

= 2
2w ¥ 2w = = e————— oldugumu biliyorus,
axz ayz D
S
A./(/k.-.- - (P )k Bu ifadeyi acalam. 2= 4

b= L P )
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Simdi esitligin sol tarafimdaki ifadeleri sonlu fark-

larla ifade edelim.

1 1
. '('/lxul s 2"’& *"{L-l I A > (uyl . E.Kk *

g 3 AY

.A/J )z - B (B=-38)

W Deplasmamn ifadesinide somnlu farklarla ifade edelim,.

(A Lk
K g g k
- 2 :) 2
x Y
2° | D 2w ¥
2x° 2 y?
1 53 1 : s
- ( ooy RN b ) + : ( Ha ™ 2ou, @ vy )
Dx oY
& * (1
e =¥ (L=39)
- Y. 4
Pyt )

Boylece iki kademeli sonlu farklarla ¢dziinde kullama-

cajzamiz iki denklemi elde etmis oluyoruz,
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Bu boliumde gegitli simar sartlari altiunda sonlu farklar

metodu ile plak ¢osmiimi yapilacaktair,

Urnek
b 4
-
6 U 6 ¥ &
s 3 2 3 p
h 2 1 2 I
Biimy
o 5 3 2 3 S5
0,75 m
= 6 5 4 5 6 o 4-
F 3 m, i

P =10 lm/-n2 e t/m2
Ax =0y =zA=0,75 m

a = b =9 m

=10 cm = 0,1 m

1000 KN/em® = 100000 Kg/cm>

Dért kenarda basit mesnctli.

d
E
Sainmair garta '

i.tononlor.'

'
-

['s 0 dgin WM = ® Yy
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"

/I-- 0,2 dgim M : 2 w ?
max max

Geziim
3 ) /“: 0 i¢gin c¢oziim.

WS Wg s W 2 0 dair, Guaki basit mesnct saimir gartim
dan dolayi, Aramilan deplaswmanlar sunlardar, wl v V5 s w3.
Verilem plak ¢ncelikle egit araliklarda somlu farklar agina
donlig tirilir, Efer aralik degerini nekadar Kkiigik alirsak so-
nu¢ degerler gergege daha yakin olur, Sounlu farklar agima
tegkil ettikten sonra agim her diiglim noktasina simetri gart-
lari dikkate alainarak numara verilir., Daha sonra her noktaya
sonlu farklar demklemi uygulamir. Sinmnirlarda somlu farklar
denklemimizi uyguldd1é1m1zda fiktif moktalarin deplasmamlari
hesaplara girer; Fiktif moktalaran deplasmanlari sainir gart-
larindan elimine odilir, BOylece bilinmeyen deplasman sayisi
kadar denklem elde edilir, Denklem takiwinin ¢ozimu ile dep-
lasmanlar bulummug olur. Eger i¢ kuvvetler araniyorsa diger
boliumde belirtifimiz i¢ kuvvetlerim deplasmanlar cimsinden

ifadelerinde deplasman degerleri yerlerinme konularak ¢oOziim

bulunure.

Simdi Ornek problewmimizin her noktasina sonlu farklar

denklemimizi uygulayalim.

1 noktasi ig¢in sonlu farklar denklemi;

y
20.“1 - 80“' w2 + 2."‘ w3 - p.;
M
20 w, - 32.\42 + 8.w3=p‘A S n

> D

2 moktasi igim sonlu farklar denklemi?

20, w, - 8.( Wi bWy 2,w, ) + 2,(‘2,\«2 + 2wy ) + wi +

2.w5 +w2 = a
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a"’-lhw2 - 8,'wl - 16,\43 = i

3 moktasa igim sonlu farklar demklemi.

20.w  and 8.2 w

3 2 1 3 3
wa =—w3
20,w3 - 16,w2 +2,w =a

Boylece elimizde Wi W vj bilinwmeyenlerine ait ili¢ a-

det denklem olugmusg oluyor,

20, w, = 32,w.. % Bavw., = &

1 2 5
- 8,w1 + 214.\42 - 16.\43 s a
2,w, - 16,w2 + 2O,w3 =z a

Bu denklem takimini gdzersek bilinmeyen deplasmanlari-—

miz aggagidaki gibi olugur.

33.a 6.a 35.a

-
e

= ’ w2 = 'y H3

32 8 64

a y1 bilmemiz igim D ( plak egilme rijitligimi ) yi
hesaplamamiz gerekir, D degisik katsayalari icin farkla

degerler almaktadair,

/:0
g 3
J 1000.,10
e = 833533,33 XN om.
s

D =
1 - p° Mii-p

Simdide a'y: hesaplayalim,
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Ny 1.( 75 )*
8 commb——— S = 0,379687 cm.

10000«83333,33

Buna gore somnlu farklar agimin digum noktalarinda olugan

deplasman degerleri aggagidaki gibi olusgacaktair,

> %
w, = 0,379687 = 0,3915 cm,.
32
6
Yo = 0,379687 = 0,28476 cm,
8
a5 L
Wa = = 0,379687 = 0,20764 cm.

'nax‘ 0,3915 cwm olarak bulumur,

Simdide Mmax degerini hesaplayalim. Problemde verilem
tasiyici plak elemani siwmetri OzelliZime haiz oldugundam her

iki yondeki momemnt degerxleri esit olacaktar,

W, = 2.W, + Wy

o5 o Dl e A +0)
» 2
o X
- 240,39 & 2,0,285
s 83333,33.( )= 3,11 KNceme
75%
M = M =
x max 3,11 XN cm, olarak bulunur,

2 ),ﬂ: 0,2 igin cozim,

1000, 107
D = _— - 86805,55 KN cm,

)
12,( 2 = 0,2° )

(75 )t
&z z0,37645 cm.

1000 HO6OS5,55
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Bu dogerlere gore sehim degerleri aggsagidaki gibi olugur,

", = 0,376 cm,
w, = 0,273 cm,

—~

]

w 0,199 cm.

3

M degeri ise :
max

2,0,273 = 2,0,3758 2.0,2733 -
N s - 86805,55 .( #' 0,2,

752 75>

2.0,3758
= 3,814 KN cm.

M ¢ M = 3,814 KN cwme. olarak bulunur,
x max
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Ornck
A
y v ' ¥ 5
B
| | I :
| | | |
‘ | | | E |
H E D £
*'///1//1)//_41_11 2ok ko B Ll L _T.
A ?— I
E / |
y 4 |
y K > 2 3 10 =
2 R |
|
y 4
A / '
41D 2 1 2 ) 20
. S ed
5 v 3 me
A 5 |
A
y E
lpe — — -w
v |
y P
7 A 0,75 |m
7 % TR .
A e . « E
A\SRNSNERNE AN S RSN EN LN AL AL B NS BN A AN RN LN N B > X~
I 3 me
k
¥
P =10 KN/m
AXsAY .07 u
a =z b C 3 me
d =z 10 cm,
E = 1000 xN/c-2
Istenenler
1) M0 igim . Boee B i IR B
2 ) flo02igim v __ 7 R

Coziim,
1) /=0 igim

1, 2, 3 moktalara igin sonlu farklar denklemi uysula-

nacaktar.

1 noktasi ig¢in sonlu farklar denklemi®



209“ - 8‘“ W,-) + 2.14 w -8

3

a

1

20w, - 32,w2 + 3, w

1 5 "

2 ) noktasi igin somlu farklar denkleii.

20 w

= 2

20,w,, - 8,w, - 16w, + b.w, + 2.w, = a
—~ ~

1 3 2

26.w2 - 8.wl - 16.w3 = a

Burada ankastre sinir gartindan dolayi w! = w,
_~

alinmigtar,

3 ) noktasa igin sonlu farklar denkleiwi,

wé = W

3

20,w, - 16, w, + 2 . w, + b4 w a
-~

3 1 : B

2lnw3 - 16.w2 + 2.w1 - a

Béylece iig bilinmeyen deplasman cegeri ig¢in iig
denklem elde etmig oluyoruz,

20.w1 - 32.w2 + 8.w a

. 26,w2

- 8 w
Rew, - 16,w2 + 24w

63 :
- 1 qwj =

3

- 8.( wy, + 2.w3 } +233% 2_w2 ) + Wl + W, &

olarak

adet

Simdi bu denklem takaimimia deteruinantlar ile cdzelim,

20 -32 8
2 -16 24

10 -16 b

birS . I Ay .8

1 -8 12
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A3 B -16
Ris .10» N S W o ¥
-8 xa - 8
D= ( 920 - 640 + 76 ).2 = 712
@ -32 8
1_)1: a 26 -16
@ -16 24
26 -16 -2 8
Dlz a, - a,.
-16 24 -16 24
“1: J63 a4 OHO R ¢+ 30k a = 1312
20 a 3
D2: -8 a -16
2 a 24
-8 -16 20 8
Ko 2 o R + @,
2 2l 2 24
D,= 160,a + Wi, o + 256,a =880 a
20 « 2 a
D .z | -8 26 a
3

-16

13

-16

-16



-8 26 20 . -39 20 - 18

W
"
4
N
|
=
(o2}
+
1 4
N
1
[
(=2}
N
|
o
N
o

D,= 76,a + 25,a + 264 a = 596 a

3
1312, a 880, .a 596, a
Wl‘-' ’ w2 = ’ w3:’
3272 3272 3LTR

wl: O’ll()()S.a
o= 0,3087 .8

w, z 0,2092.a

3

Olarak deplasman degerleri ifade edilir, ;imdide a'ya

w

hesaplayaliu,

E,dB 1000+ 107
D= = < 83333,33 KN cm,
oo 2
32408 —/f) .13 ™ )
1>.A“ 10‘(75)“
R < 2 QL 379687 ¢,
Iy] 10000, 83333,
v, s 0,4605.0,379657 = 0,174 cu,
w, = 0,3087,0,379687 = 0,117 cm.
w3 =0,2092.0,379687 < 0,079 cm.

Wt 0,174 cm,
Olarak deplaswan degerleri bulunur. Plak tasiyici ela-
maninda Nmax moment degeri 1 noktasinda olusur, Tasaiyica ela

manin simetri oOzelliginden dolayi M = My oluy,
x
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W, = 2, W, + W
M & M = M = «.b.( - 3 - )
X Y max 5
O X
2:0:,137 = 2.0, X7T% :
Mmaxz - 83333,33, 5 = 1,68 KN cm,
75
Mmux: Ml = 1,68 KN cm,
2 ) 0,2 igin ¢ozim,

86805,55 KN cm,

D =

az 00,3645 cn,

Diger ormekte D plak egilme rijitligi ile a katsayasi-
)

11 hesaplamigtaik, Bu degerleri kullanarak /', 0,2 igim deplas-

man degerlerini hesaplayalim,
0,167 cm,

n

0,4605.,0,3645

5
[
n

= 0511250cme

0,3087,0,3645

W, 2
W, z 0,2092,0,3645 < 0,076 cm,
o W 0,167 cm,
Simdide M degerini bulalam,
max
W, = 2,W. + w W ol oW W
£ 1 2 pa Sh e
MX - - U‘( 5] +f 5 )
o x ey
2.0,112 «" 20,167 2,0,112 - 20,1¢
M_ = - 86805,55.( » £ 0,2 -
75 75
Mx: My s Ml =Mxnax 2,037 KN cm,
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Ornek
3' L|_l
AR P
| | |
| | |
A ' ' H .

| ; -
R L, Viliis00 0t Lof Ldlbid fl il s s e [
: 1

|

|

|

. 3 b 5
g% l_____,L _____

B / ' 3 2 ____6_ k=
== e
| / |
| : |
' |

bk | 7 ) i 5
ol comeEme B e i a7 3
| y '
| / I
| / :
L__._-_.._.// _____J - N

AN LR LR ARRN LIV LSRR RN §

|

|

|

|
| o R e B e ey o
' e e i

P =10 hN/mn
AX 34y = 100 cm,

d 10 ém,

E 1000 hN/cm2

Sainair gartlara : li-l Bosta kemar
A—-A Dasit mesnet

A-ll Basit mesmet
istenenler :

/=0 igim w degerini bulunuz.
max



Qb’zﬁm,

5 ve 6 moktalarimin sehimlexri tales ba;;intaisz ile 4 ve

3 noktalari cinsinden ifade edilire.

3 L 5
—y-
k-1 Y Y+l
i ‘\g I I '

]
I egrisimi I gibi bir dogru olarak kabul edelim, Buma

rore w i w. ve w cinsinden ifade edebiliriz,.

k+1 k k=1

Wier = W + (v

K T Va1 ) = 2uwy =W,
Buna gore gimdi sonlu farklar denklemini uygulayarak

plak tasaiyici elemanimizir ¢gézelim,

{

1 noktasa igim sonlu farklar denklemi.

Wiw. + 8 2iw

- e T
s + W, ¥ a2l 2.w), )_f wo + W) = a

2

- - ; g
20 .wl 16‘w3 8~w2 + u wu * w6 4 wl a
S
wl = vy
w6 = 2,w2 o bu degerleri yerine koyalimn,
20,w1 - 16.w3 - 8.w2 + h.wu + 2‘w2 W, =W, .= a

18.w1 - 16,w3 - 6.w2 + h.wu = a

gimdide 2 maktasi ig¢in sonlu farklar denklemini olugturk
1im, 2 noktasa igim saimar gsartlaranda anlatilan ve formuli

¢ikartailan bogta kenar bagintisi uygulanacaktair,
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2 mnoktasi ic¢inm somnlu farklar denklemi,

2 2
{36 - 8,02 60,2° Ju, o o8 ¢ 85,0,8 4 u,o,22 ). 2wy,

2

+(=-12 +4,0,2 Jow, = a

+ (4 ~-2,0,2),2,w 1

3

1“,16.“2 - ll",08'Wu + 7,2.w - ll'z‘wl Z a

>

3 moktasa igim sonlu farklar denklewmi,

20.w, = 8.( W), * W, 1 e ot W, P Y, + V. bul s w, s

3 5 3 3 3

- w!

. as 3

2'“& - W

W
]

3
20.w3 - 8'“& - 8. w. + 2. w

180W3 - 6le‘ - 8\“ + 2.“,'

4 noktasi ig¢in sonlu farklar denklewmi,

( 16 - 8.0,2 - 6.0,22 ).wu &0 o8 + P82 + 6.0,2 )‘w? "
( 1 - 0’22 ) ( wa + wu ) + ( 4 - 2aly2 )'wl

4.0,2 ). w @

38

1u,16.wu - 7,ou.w2 + o,96°wu - 0,96qu + 3,6 . 11,2.w3+

1h,l6~wu - 7,0h-w2 - 3,6_w1 - ll,2-.w3 = &

Boylece 4 bilinmeyenli 4 denklemimiz oluguyor.

18.wl - 6.w2 - 16sw3 + h.wu = a
-11,2.w, + 14,16‘w2 + 7,2,w3 - 114,08;1414 s &
-8~w1.+ 2,w2 + 18.w3 - 6,w“ = a

3,6,y = ThO0how, = 11,2, v, + 14,164, - =&

3



Te

bu denklem takimimi gozer isek deplasman degerleri ag-

sagidaki gibi olusgur.

1,007. a

<
]

1,752.a

£
"

O; 729, a

£
]

w, = 1,262.a

Olarak bulunur, D Degerini diger Ormek problemde hesaplaa-

migtik,

E . d° 1000 . 10°

D= = = 86805,55 KN cm,
12,( 1 - p° ) s o2t )
Py 10.( 100 )"

a - = =1,152 cme.

D 10000 .86805,55

wy = 1,007,1,152 1,160 cm,

w, = 1,752.1,152 = 2,018 ca.

wo = 0,Y29.1,192 = 0,840 cn,

w, = 1,262,1,152 = 1,454 cm,

w =Y. 3 2,018 cm.
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Ornek:

3'

Yt

»

— e — — -

]

|

' M 4 4
=---

' \
|

e 3 1

|

|

| 4 2 y
*_.._——

|

|

| x

Je

VAN
d 10 cm,

E = ;UOO KN/cm?
P = 10 hN/c:n“'.’
*-a D E - 3m,

Sanair garti : Dirt kenarda basit

esmnetli,

Lo

5

0’75 e



Th

lst.ueuler;

Iki kademeli sonlu farklar demklemini uyﬁulayurak./qo

igin .2 deferini hesaplayiniszs,.

Ebzijm'z
Simdi somlu farklar aZindaki her moktaya 38 bagimtisi-

ni1 uygulayalaim,

1 moktasa iginm

1
( Vq; —'ZL94; +“dg ) + (Vé; - zguéi +OA£ )z -

2

Ax” oYy
AX:Oy-‘S’\

B hqu + 2#42

AZ

2.~/[3 - u_/l + 2_/?2: - P, A®

2 moktasa iginm

¢ e

i
D x SY

( d?; = &Vé; ) Y PO

D x cay=A

(2./-14./{24-%1): o

2‘114 - u,-/l[

2

+|/Y - P tAO
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3 noktasa igin

1 E 3 | )
(0&2 - Lbdqf ) + (uAyu —-Zguég & uéi e K,

o 3 <
— A =

VAR Ay 2

LD X=2DY :A

i § po
(‘11-“.‘13*2.% )= -

y .

/—4.‘13-02.(1_;-1)0.)

.
2

1

e
~

4 noktasa iqil

: .(/{2 - z/h 22 : (‘/{ = 2% g Yo

2 2
Dx Oy 2

A X4y = A

P
: (1/‘{2—14-//,44»‘/{3 )= - -

A? 2

04; - h%&i +¢q;: - -_fg_ii_

| |
“~

Boylece 4 bilinmeyenli 4 denmklem elde etmig oluyorus,

g = 2
+ 2«/(3 - lu/{l_- Po"\
+ ZUqu - uwﬁg s - Pd,AQ

= a¢QL - hvgg: - Pd)‘z
e M, - A

3 b

1

R X

[

>

=

- 2 ) 3




,\2; a
16

a Plak kemar uzunlugu olup bu demklem takimini ¢ozer isk

14 9
ﬂl - ’Po’ ol
256
‘/{2 - ll « P . a2
o
256
9 2
ﬂ"i = -Po-a
256
& T g =
J/l; 2 P°, a
256

olarak bulumur, S$imdide 39 molu bagintiyal uygulayarak

w deplasmanlarimi hesaplayalaim,

1 nektasi igin

e
1 Pg* ® o 14 U41

_— 2,w2 2N -

) = =z
9 1
A2 256, D D

2 moktasi igin

1 [5)
( by 20wy~ B, | = -

XB 256 , b D

“~

3 noktasi igim

P .a2 « 9 vél
O

—l;—— Wy o+ 2w, - Q.VB )= - s - 2
A 256 ¢ D D

4 noktasi icim
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: 7. Po 'a.’.' ‘/yu

e e - M ) =
A « 3 , 256 . D D

1

Bu demnkle takiminim ¢ozumi ile

P .ais
w, = 0,00293. -
D
L
Pofa‘
w, = 0,00214 s ——n
D
!
Po.u'
w, = 0,00202,
D
P aill‘
v), = 0,00th:_o Olarak bulunur. jimdi a‘yi ve
D

Po ile D degerlerini yerime koyarak s dejerini hesaplayalim,

\ 3
D s ol 5wt = 83333,33 KN cm.

1 -/u?' (1 - 02)~12

P =10 Kk/v-? = a2 KN/c-%
5 10000

: 4
¥ 00293, 30 = ( 200 )

w1 = “max

20,285 cme
10000 83333,13

Bu gekilde cdiger deplasimian degerleri bulunabilir., Do-

layaisiyle istemem i¢ kuvvetleri hesaplayaviliriz,.
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Cozim 2,

Ayni problemi mormal sonlu farklar denklemimi uygula-
Yarak cozelim, Burada denklemin ikimci tarafindaki yik ifade~
sinin yerime uygulama noktasinda buluman ylik degeri getirile-

‘cektir,

1 noktasi igim sonlu farklar denklemi:

PowAu
2 - b . , =
RU,wl 8. 2,w3 + 2w, ) # Bk N W), )
D
l‘o.Au
‘.f().wl - 16,w3 - lb.w2 + 8,wl‘ =
D
2 noktasi igim sonlu farklar denklemi?
S
IO'A
; e . -
20 \w, 8.( 2ow) + Wy 3 & St 2 W, ) + e
D
PowAu
s - 8 . E
20 \w, l6.wu B.w, + L Wa * W, + oWy
D
wé: -W,
N
20.w2 - 16.wh - 8.w1 + “"3:
D
3 moktasi igin somlu farklar demklemil
Pog)?
P - Pv 2¢ . ' -
20.wj S5 ( 2.wu + ?l ) + ( 2 Wo ) + wj + w3
21
4
EooA
- - ¢ § =
20,w3 lé.wu 8,w1 + h.wz + W, + w3
I,QD
il
Po.A
2 . ¢ - . = -
~0.w3 lG.wu 8 w, + h.wy
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Ih

P LA

(o}

D

Lo ,w, - 32-“& - 16, w, + 8 W

x 2

3

4 moktasi igim somlu farklar deunklewmi.

20,wu - 8 .( W, * w3 ) » 2w 2.wu + 2.w&

i, -
Z o4
: g
zo.wu - b‘wz - 8_w3 “+ 2.w1 + 2 Wy, + 2,w&.=o——————-
- P8 b
wl" < =-wi
. F
20‘ - - -
v, 8.w2 8.w§ - 2.w1
e
Lt
Po"A

hO.wu - 16.w2 - 16.w3 + h,wlg

D

Boylece 4 bilinmeyenli 4 demklem elde ediliai:; oldu,.

Denklem takiminain ¢oziimii ile

= 0,749998,a
s 0,546873.a
= 0,515623. a
= 0,374999.a

-

e

w
w,
w

= W

w

0 .(75)"
=W = 0,749998 . 0,284 cm,

wl max
10000 . 83333,33

Burada gorildiugu lizere ¢oziim 1 ile ¢éziim 2 ain sonug-

lara ayulr ¢akmigtar,
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MUKAYESE

Simdiye kadar imce sehimli plak tasiyici elewmamninim son-—
lu farklar metodu ile gegitli saimir gartlari altinda ¢oOxii-
muni #ordilk, Burada metedum yaklagiklaigimi inceleyebilmek
igin kesimn ¢Oziimle mukayesesini yapacagiz.

Uygulama bOliimiinde inceledigimiz dirt tarafindanm basit
mesnetlenmis plak tasaiyica eleman;n1n sonlu farklar ile
bulunmug L degerini serilerle bulunmug kesin gozimle

mukayesini yapalim,

AX =AY =1/4 sonlu farklar agil genigligi olmasi durumun-
da

Sonlu farklarla bulunmug deger .  » 00,3915 cm.

AX =AY =1/8 senlu farklar agil genisligi olmasi durumun-
da ‘

Sonlu farklarla bulunmusg deger , P 00,3946 cm.

Kesin ¢oziim (serilerle bulummug deger )

l
wma ‘0,00141' P - 1
» D
D = A
242 -,«',",2 )
3
p = 2200.10 = 83333,33 KN cm
2 (3=~ 0? )
10 . 300"
Woay = ©0s0041, 223 = 0,3985 cm.

100600 .833 33,33
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1/4 ag femigliyinde hata 0,007 cm,
1/8 ag genigliginde hata 0,0039 cm.

Burada goriilecegi lizere ag genigligini ‘kiigilttiglmiz miide .-
detge hata miktarai azalmaktadir, Ag genigligini kiigiltmemizin
mahzurlu yani ise iglemleri artirmasi ve dolayisiyle iglemsel
hatalarin artmasina neden olmaktadair,

Sonug olarak sumu sdyleyebiliriz, sonlu farklar wmetodunun
uygulanmasini zorlagstiran medenleri glniimlizde bilgisayarlar
bertaraf etmis durumda, Ayrica bu metodum proglamlama igin
gayet uygun bir metod eldugu rahatlikla sdylemebilir, istedi-
gimiz Olglde ag genigligini az tutarak gergck sonuca daha ¢gok

yvyaklasaraiz,
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