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OZ BT

Bu calismada birinci bdliimde 1levhalarin elastisite
teorisi kisaca gdzden gecirilmigtir: buradan hareketle
AIRY gerilme fonksiyonlari ile ¢&ziimiin nasil yapildizi in-
celenmistir. Daha sonra ise cesitli ¢&8ziim metodlari kisaca
gbzden gecirilerek bunlar hakkinda ¢ok kisa bilgi verilmis,
iclinci boliimde de verev levhalarin teorisi incelenmis,
genel denklemleri ve doniisim formiilleri verilmistir. D&rdiin-

cii b6liimde ise sonlu elemanlar metodu 1incelenmistir.

Ornek olarak bir verev levhanin gerilme durumu cesit-
1i yiik durumlari ve cesitli verevlik agilari altinda iicgen
sonlu eleman kullanilarak ¢d8ziilmiigtiir. Cdziim i¢cin hazirla-
nan programla bilgisayarda yapilan hesap sonucu alinan

cikislara gdre diyagramlar cizilmistir.



SUMMARY

In the first part of this study the theory of elasticity of plates
has been reviewed shortly, moving from that point onto how this
solution is mode with AIRY stress functions has been examined after
that various solution methods have been reviewed shortly and very
little piece of information about these has been given, in the third
part the theory of oblique plates has been examined, general equations
and transformation formulas have been given. In the fourth part the

finite element method has been given.

As an example stress state of an oblique plate has been solved.
In different load positions and in obliqueness angles, using
the triangle finite element. Diagrams have been drown as a result
of the calculations which were made by the help of a computer

programme prepared for this solution.
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Giris

Pratikte oldukca fazla uygulama alani olan Ongerilmeli verev
plak kopriilerde diisey yiiklerden dolayr plak c¢alismasinin yaninda, On-

gerilme kuvvetlerinden dolayir levha c¢alismasi da mevcuttur.

Bu konuda yapilan caligsmalar olduk¢a sinirli olup, bulunan denk-
lemlerle 1ise ancak ¢ok basit yilklemeler 1ig¢in ¢&ziim bulunabilmistir. Son
yillarda bilgisayarlarin gelismesiyle oldukca genis bir uygulama alani
bulunan sonlu elemanlar metodu kullanilarak bu problemi ¢&zmek miimkiin

olmaktadir.

Sonlu eleman metodunda levha sonlu sayida elemana bdliinmiis farz-
edilip eleman kenarlari iizerinde yayili i¢ kuvvetleri elemanlarin
birlestigi diigiim noktas1i denen noktalara etkiyen bir fiktif kuvvetler
sistemi ile temsil edilir. Bu denklem takiminin ¢8ziimi ile deplasmanlar

ve gerilmeler hesaplanabilir.

Bu caligsmada ii¢cgen sonlu eleman kullanilarak verev levha geril-
meler bilgisayar programi yardimi ile elde edilmis ve diyagramlar ¢izil-

mistir.



NOTASYONLAR

: Levha kalinlig:

: Gerilme bilesenleri
: Asal normal gerilmeler
: Asal kayma gerilmeleri

: Deplasman bilegenleri
: Kesit normalinin yatayla yaptifi aci

: Elastisite modiilii

: Kayma modiili
: Poisson orani

: Airy gerilme fonksiyonu

: Sinirdaki gerilme bilesenleri

: Eleman diigiim noktasi kuvvetleri

: Eleman diigiim noktasi deplasmanlari
: Eleman rijitlik matrisi

: Sekil fonksiyonlari



BOLUM 1

LEVHALARIN ELASTISITE TEORIS!

Kendi diizlemindeki kuvvetlerin etkisi altinda bulunan ve orta yii-
zeyi deformasyondan sonra yine diizlem kalan bir tasiyici sisteme

levha denir.

1.1. KABULLER

a) Malzeme: Cismi homogen izotrop ve siirekli bir ortam ve hooke

cismi olarak kabul ediyoruz.

b) Kuvvetler: Levhanin kenarina tesir eden dis kuvvetlerin ortala-
ma diizleme paralel dogrultuda olduklari, bileskelerin bu diizlemde bulun-
dugu, hacme tesir eden kuvvetlerin de ayni karakterde oldugu kabul edil-

mektedir.

Levhanin "h" kalinliZi sabittir. Yer ve sekil degistirmeler cismin
boyutlari yaninda g¢ok kiiciiktiir. Birinci mertebe teorisi, siiperpozisyon

prensibi gegerli.




Levha noktalari, (x,y) diizlemi levhanin orta diizlemiyle ¢akisan,

bir dik (x, y, z) koordinat eksen takimina goére verilmektedir.(Sekil 1).

1.2. DUZLEM GERILME HALI1

Levha kendi arasinda dengede olan bir takim kenar kuvvetleriyle
ial
yikliidir. Eger z= - E-h sinir yiizlerinde dis kuvvet yoksa bu durumda

oz,  : = ve Tz gerilme bilesenleri sifir etmek zorundadir.(Sekil-2).
z : §

Sekil- 2

Levha kalinligi (h) c¢ok kiiciik ise levha ylizeyinde sifir olan bu
gerilme bilegsenlerinin levha icinde de ihmal edilebilecek kadar kiigik

kaldigi kabul edilebilir. Bdylece,

(s S = T =0

olur ve bu suretle diizlem gerilme hali elde edilir.

Geriye kalan(Jx,(Jy, Txy gerilme bilesenleri levha orta diizlemi-
ne paralel ve kalinlik boyunca yayilidir. Levha kalinlig: diger iki
boyut yaninda ihmal edilebilecek mertebede oldugu i¢in, bu gerilmele-
rin biitiin "h" kalinli1g1 boyunca diizgiin yay1ldigi kabul edilebilir.
Bu durumda hesaplar gerilmelerin ortalama deZerine gdre yapilmis

olur,



Gx, g oeT gerilme bilesenleri bir (x,y) noktasinda biliniyor-
y Xy

sa bu noktadan gecen biitiin kesitlerde gerilmeler hesaplanabilir.

Bu nedenle ¢ , 0 ve T diizlem gerilme halinin belirtim sayi-
G Xy
laridair.

1.2.1. ISARET KABULU

0 normal gerilmeleri dis normal y&niinde (cekme) ise (+) pozitif,

ters yonde ise (basing) negatif kabul edilecektir.

T kayma gerilmeleri ise, bulundugu kesitin dis normali ydnii ve
kendi ikisi birden koordinat eksenlerinin ayni veya zit ydniinde ise

(+) pozitif, farkli olmasi halinde ise (-) negatif kabul edilecektir.

§imdi belirtim sayilari (Ox, Oyﬁ Txy) belli olan bir noktadan

gecen herhangi bir kesitteki gerilmeleri hesaplayalim (Sekil-3).

e
Sekil- 3
T =0 cosVy +°7T sin Y O =T cosP+ 0 sinP
S Xy Xy y
0 =0 cosV¥+0 sinV T =0 siny-0 cosV
n X y n X y
Buradan ;

g =0 0082W+ o) sin2w+ 2 & sinVy cos ¥
Wi y o4 (1.1)



ti. % 1 (sinzw- coszlb) + (0 -0 ) sinVcos VY
n Xy % N

1.2.2. ASAL GERiLMELER

V acisi degistikce 0 ve T gerilmeleri degisir. Simdi 0 ve T
gerilmelerinin ekstrem degerlerini ve bu degerleri veren kesit doz-

rultularini bulalim. Bunun ic¢in (1.1) formiillerine

cos2w= ;—(1+c052w) P sin2w= ;—(1-::0324))

sinYcos Y = ;—sinZ Y

Trigonometrik déniisiimlerini uygularsak

g = 14 P +0 )+ l(U"O')COSZ‘P*'T sin2 ¥
n 2 x y S y Xy
& (1.2)
1 . :
T = — (0 - 0) sin2yY-T sin2V
n 2 x y Xy
(o] ve O , igcin :
max min

do
n

dy

=0
-(0 =0 ) sin2y+ 271 cos2 Y = 0
G, Xy

21
tg2 Y = ———EL-

bulunur,



(1.3) ifadesi ayni zamanda T = 0 sgartindan da bulunabilir. Bu

ifadeyi saglayan farkli ve (U)o) ve (wo + T/2) 1ile tarif edilen
iki kesit vardir. Bu kesitlere asal normal kesitler ve bunlar {izerindeki

degerlere de asal normal gerilmeler denir.

(1.3) ifadesini (1.2) ifadelerinde yerine koyacak olursak 01 ve

o} ile gosterilen asal normal gerilmeleri buluruz. (Sekil- 4)

Sekil- 4
g.-2%0 g -0 2 &
0 =_x—_z .: (_x-_x) + Tz L (1.4)
L 2 2 Xy

T' nun ekstrem oldufu kesitler ve degerleri ise ;

dt
n

dy

= 0 sgartindan

1 SRR |
2T ° sin21p+2(—x—2—1) cos 2Y=0
X

0 220
tg2y = - -El;-—y— bulunur.
Xy

Asal kayma gerilmeleri ise ;

\
2

Tmax = Staed, f(o -0 )2+4T seras TN
i 2 X y Xy

min



(1,2) denklemlerinden (2y) acisi yok edilerek,

0x+o 2 2 2
[0-(———2—L):] +T=(x_—¥‘)+‘t

Mohr dairesi denklemi elde edilir.

Bu denklem (o0, T ) eksen takiminda

c’x B 2 24\
(——L ) =+ Txy yaricapli bir daire g&sterir. (Sekil-5)

A My

tI o

2 2Vo | M. ¥ g
Bk _,\

G ol Txy

\ My ¥

e— \\\\\
g Cx i, T e >
N I M,

le Q-ZQ-UY .

Sekil- 5

Eleman iizerindeki kesitler y agisiyla arti yodnde ddnerken, mohr

dairesi {izerinde ters ydnde ddnerler.

1.2.1. DUZLEM GERiLME HALININ DIFERANSIEL DENGE DENKLEMLERL

Levhanin hacmina etkiyen hacimsal dis kuvvetlerin birim hacme
isabet eden giddetleri x, y eksen takiminda X ve Y koordinatlari ile

verilmis olsun. (Sekil- 6)



<

v
X ‘
<

&yx
i > X
K——J’*———H
Sekil- 6
90 Box aTyx
LX = o 4 - g}
X=0 ( o dx ). dy (Ox oy X ) dy + (Tyx+ dy) dx
9T %
o S ay ) dx + X dx dy = 0
¥ 2
aoy 90 arxy
Y =0 (0 d dx- (0 - d dx -
% ( y+ 5y y) dx ( wiah y )dx (Txy+ e dx) dy

aT
-(t - = dx) dy + Ydx dy = 0
Xy
aox Bryx
b - oy Sl= 8
LR Y (1.6)
9T 90
Xy Y

+Y=0
dx oy



Levhada gerilme durumunu belirleyen <5x,<3 ve ‘rxy gibi ii¢
y
fonksiyon (1.6) denklemleriyle belirtilemez. Gerilme hali hiperstatik

bir problemdir.

Bu hiperstatik problemi belirli hale sokmak ig¢in bir denklem
daha kurmak gerekir. Bu ise Sekil degistirmenin hesaba katilmasiyla

olabilir.

1.3. DUZLEM SEKIiL DEGISTIRME HAL1

///// i, 'Y_jg
—"‘ q
N ol 5 v Vv J
w——Jg‘; y v‘ % i s
b

v

Sekil- 7

Sekil degistirme Onceden secilmis bir uzunluktaki deZisme veya
secilen bir agidaki a¢i degisimidir,
Sekil-7'de alinan ve boyutlari dx, dy olan bir abed dikddrtgeni

deformasyonundan sonra a'b'c'd' paralel kenarina dOniigecektir. Yer

degistirmenin x,y eksenleri dogrultularindaki bilesenleri wu,v olsun.
u = u(x,y), v=vi(x,y)
Simdi x ve y ydnlerindeki birim uzamalari ve ag¢i defisimini hesap

edelim,



x dogrultusundaki birim uzama :

. .
E:_a'b'-ab“ axx_gg
X ab dx 9x
y dogrultusundaki birim uzama ;
v
== a'c'-ac 3y o du
y ac dy dy
béc acisindaki degigim ;
v du
Y =0+ B = —m¢b —
Xy x y
e ks - ¥ 1y
X ox ’ y Oy Y xy dx dy

(1.7) denklemleri birbirine baglanirsa ;

2 2
9 €x 9 E:y 83u 33v

2 T 2 * 2
dy dx dx dy dy 3x

a ny ~ 83!_1 + 33\,
Ny Lh e Sy

x|

(1.8) ve (1.9) denklemlerinin sag tarafi aymidir. Sol taraflarima

egitlersek
az'y 32(»‘. 325
—ﬂ - ‘x + y
Ix dy 5ya : 3!2

uygunluk garty elde edilir,

SRAANN ((’1-.?!‘1)7\



1.4. GERILME-SEKILDEGISTIRME BAGINTILARI

10

\G

Sekil- 8

Diizlem gerilme durumunda ;

Sliperpozisyon prensibine gdre ;

(1.11)

PR ¥ |

(= ey
1
Sekil- 9

'den

1
st (L i Y e |
E ( x y)

T bulunur.

tga =E = g
& £
: 3
R
Y
E
G=
2L1+% )
Cy

o ——— - e - ——

| i R

r
3
¥

1-Vey

olur.

PR & % ¢ )

(1.12)
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Gerilmeleri sekil degistirmelere gdre hesaplarsak ;

0O = —— (e + ve )
X ¥

Q
I
~
m
&
L
m
~

consel(1.13)

. SR T

1.5. LEVHANIN GENEL DENKLEMLERI

Levhada gerilme probleminin hiperstatik bir problem ocldugu daha
once sdylenmigti. Once bilinmeyenleri ele alalim. Gerilme bilesenleri
olarak (Jx, (Jy, T.xy gibi iic fonksiyon sekil degistirme bilesenleri
olarak da €x, €y” ny gibi diger iic fonksiyon olmak iizere toplam
alti1 fonksiyon problemin bilinmeyenleridir.

Bunlar arasinda mevcut olan denklemler ise denge esasindan iki

tane (1.6) denklemleri :

90 9T
X Xy =
e + 3y + X 0
9T 30
Xy ¥ 2
 x + ay + Y 0

Sekil degigtirme bilesenlerinin aralarindaki uygunlufu gdsteren

bir tane (1.10) denklemi :

2 2 2

3 €y J ey 3 Yxx

8;2 axdy

Gerilme ve gekil degigtirmeler arasindaki bagintiyr ifade eden
ic adet hooke kanunlary (1,13)
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1
€ = — (0 -vo)
X E X y

1
e = = (o _~-vo)
y E y X

o, e R Y

Xy E Xy

Béylece alti bilinmeyene karsilik alti denklem elde edilmis olup,

hiperstatik olan problem belirli hale gelmistir.
Problemin bilinmeyenleri arasina yukarida sayilan alti fonksi-

yondan bagka bir de u(x,y) ve v(x,y) gibi iki tane de yer degistirme

bileseni sokulursa bilinmeyen sayisi sekize c¢ikar.

Bu durumda problemi belirli sekle sokmak ig¢in yukaridaki denklem-
lerden bagka yerdegistirme ile sekil degistirme bilesenleri arasin-

daki bagintilari gdsteren (1.7) denklemlerini hesaba katmak gerekir.

Qo
(=

Q

v

e T
xy 9y

Q

X

Bu denklemlerin hesaba katllmasiyla denklem sayisi dokuza g¢ikmis-
tir. Fakat (1.7) denklemleri dikkate alindiginda (1.10) denklemini
hesaba katmamak gerekir. Ciinkii bu (1.7) denklemlerinden tiiretilmis bir

uygunluk sartidir., Boylece sekiz denklem kalmis olur.

Su halde levha problemi en genis haliyle sekiz bilinmeyenli bir

problemdir. Fakat sekiz bilinmeyenli bir problemi ¢&zmek cok zaman alici
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bir istir. Bu nedenle hesaplarda sadeligi saglamak amaciyla denklemler
arasinda bazi bilinmeyenleri yok etmek ve problemi daha az bilinmeyenli

bir problem haline getirmek miimkiindiir.

Bunlar arasinda en dnemlileri sunlardir.

- Gerilme problemi: 0 , 0 ve T gerilme bilesenleri esas
X y Xy
alan {i¢ bilinmeyenli problemdir.

- Yer degistirme problemi: u ve v yer degistirme bilesenlerini

esas alan iki bilinmeyenli problemdir.

1.6. AIRY GERILME FONKSIYONLARI

Uygulamada sinir gsartlari genellikle gerilme tipinden verilir.
Sinir gsartlarinin gerilme tipinden verilmesi durumunda problemi gerilme

problemi olarak ele almak daha uygun olur.

Gerilme problemi AIRY gerilme fonksiyonu adi verilen F(x,y) gibi
cift degiskenli bir fonksiyonu hesaba katmakla c¢ok sadelegir. Biitiin

problem bu F(x,y) fonksiyonunun belirtilmesine indirgenebilir.

F(x,y) fonksiyonlarinin siirekli ve tiirevlerinin mevcut oldugunu
kabul ediyoruz. Bu fonksiyonun hesabina gecmeden &nce gerilme prob-

leminin genel denklemlerini bulalim.

Bunun ic¢in (1.10) ile (1.12) denklemleri arasindaki sekil degig-

tirme bilesenlerini yok edersek

2 2

3 32 9 T-x
—— (@ -v0)+ = (9 -VO ) =201+v) —L  ....(1.14)
ayz * ¥ dx " P 3xd y

seklinde sadece gerilmelere bagli bir uygunluk denklemi elde ederiz.

Denklemin sag tarafindaki ‘rxy kayma gerilmesini (1.6) denklemle-

rinden faydalaharak yok edebiliriz. Bu amagla (1.6) denklemlerinin
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sirayla x ve y 'ye gore tiirevlerini alalim.

2
9 0 d T 3
. Xy X _ 0
& Yely T
321 320
i g 3 e 9
2
dyod x dy ay

Bu denklemleri toplarsak :

R 2% 3%
S X, 1, o.§ 1 Sk o (3)
&ty 3x  dy e P

y - T K- 3T
g + 5 3 5 + 2 (PR ) & + ) (1.16)

Ix dy 9 X 3y g 9y

denklemini buluruz.

(1.16) denklemini laplace operatdrii ile gdsterirsek ;

Xecid ¥
o) =-(1+y) (£ 4+ aipes Ui ¢
A (Gx Uy) ( \Y 9% ay )
gerilme probleminin denklemleri (1.17) ve (1.6) denklemleridir.

Bu denklemleri belirledikten sonra F(x,y) fonksiyonunun hesabina

gecelim.

Once 6zel bir hal olan kitle kuvvetlerinin sifir olmasi durumunu

ele alalim.
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1) X=0 Y=0  hali :

Bu durumda gerilme probleminin denklemleri

90 9T

= > S 0
oX 9y
9T 90

xy+ y =0 e e e s e v (1.18)
9 X y

A (O EgwD dzr,

X ]

Hesaplamak istedigimiz Ox (x,9), Oy .y, = o (x,y) fonksiyon-

larinin, F(x,y) fonksiyonunun ikinci mertebeden kismi tiirevlieri oldu-

gunu kabul edelim.

(0] = 2 ZF
X ay
Z
i e ZF ...... (1.19)
b dx
3% p
‘r = e
o 3xdy

i1k iki denklemi (1.18) denklemlerinin iliglinciisiinde yerine koyacak olursak;

321-' BZF
o + 0 = + 2 = AF
o ayz 9x
4 4 4
d F 3 F 3 F
A@© +0 ) = AAF = ——a+2 R T aPeny GT.20)
i 4 9x dx d y dy

bulunur,
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Gerilme probleminin ¢oziimi verilen sinir sartlarini saglamak sar-

tiyla (1.20) denklemini saglayan F(x,y) fonksiyonunun bulunmasina in-

dirgenmis olur.

2 2l 20X (Sabit) hali :
o o

Bu halin gerilme denklemleri ise ;

aox oT
+ - AR X =0
9X oy o
0T o0
B0 3 ol - R o T A e LR e (1.21)
9 X 9y o
A (g #+0 ) =0 olur.
X ¥

Denge denklemlerinin saglammasi i¢in (1.19) denklemlerinde su

kiiclik degisikligi yapalim.

32F
e B
dy
2
)
8. = S S 4 e £1.22)
y 2 o
P4
2
R
A ey
= 3X3y

Buna gére uygunluk denklemi :

2
o F o F
= -X. + Y.
o o + (ox oy)

2
3y ax

A(o_+a) =AAF =0 olur,
.y
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Goriildiigi gibi sabit hacim kuvvetleri halinde son diferansiyel
denklem hacim kuvvetlerinin sifir olmasi durumundaki denklemin ayni-
sidir. Yalniz gerilmeler hesaplanirken ilave terimler gelmektedir.

3) Degisken Hacim Kuvvetleri Hali :

Bu hacim kuvvetlerinin v(x,y) ile gdsterilen bir potansiyeli bulun-

sun.

Denge denklemlerinin saglanmasi i¢in (1.19) denklemlerine benzer

sekilde ;
2
g el in
SR
X 3y
2
‘i z B R e (1.23)
b 3
82F
"[ = -
¥ axdy

olarak secelim.

% 92y

v

A +0 ) = (1+V) ( ) + > )
g dx dy

AAF = -(1-Vv ) Av bulunur.

1.6 1, Sinir Sartiarl

Airy fonksiyonlariyla ¢ozimde tek bilinmeyen olan F(x,y) fonk-
siyonunu bulmak gerekmektedir. (1.20) denklemini saglayan birgok

F(x,y) fonksiyonu bulmak miimkiindiir. Burada esas zorluk verilen sinir
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sinir gsartlarini saglayan fonksiyonun bulummasidir. Giinkii belirli bir

problemi i¢in F(x,y) fonksiyonu bir tanedir.

§imdi sinir sartlarini da hesaba katmak i¢in birim kenar boyuna

gelen kenar kuvvetlerinin bilesenlerini q ve q ile gdsterecek

X b 4
olursak ,
- X
Sekil- 10.
q ds =0 dy =T dx
x X Xy
q ds =T dy = 0 .dx
4 Xy Y
her tarafi ds ile bdlersek
2
oo Leods - ¥ a8 O
clx ds ax9y: ds ds dy
dy
2
e il & 0y &, e 0
y 9x ds 9x 3y ds ds 9 X

bulunur.

s kenar uzunlugu boyunca integrasyon yapilirsa,

.EEL '; ds #

3y qx s c2
» ; R L 2
8

ar
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Bl denklemlerdeki sabitlerin sonuca bir etkisi yoktur, bu nedenle

dikkate alinmayabilir. Integraller ise ;

S
/ a ds = Qx (s)

o Ly e

S

J q ds =Q (s)
- v ¥

(1.25) ve (1.26) dan aranan sinir sartlari

v %

vt xkl:27)
3F
9X _-Qy

olarak bulunur.

Simdi F(x,y) fonksiyonunun sinirdaki degerini arayalim :

tam diferansielinden ve (1.27) sgartlarindan

F= J (Q dy - Q dx) elde edilir.
X y
0

Kismi integrasyonla

..

F = [(Qx y)' - (Qy.x)' - of (dex- Xde)]

O kesme kuvvetinin bilegenleri ve tlirevlierini (1,25) yardimiyla
% e ylilk bilegenleri cinsinden ifade edersek
y



20

Sekil- 11,

lls"

Kdoseli parantez igindeki 1ifade sekilde kenar wuzunlugu

boyunca tesir eden kenar yiiklerinin s kenar noktasina gére momentidir.

F(s) = M(s)
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BOLUM 2

¢0ZUM METODLARI

Airy gerilme fonksiyonuyla ifade edilen levha problemlerinin kesin
¢oziminii bulmak ¢ok zaman miimkiin olmaz. Bir ¢cok halde yaklagik ¢dziimle
yetinilir., Bu b&liimde ¢&zim metodlarindan bazilari kisaca incelenecek-

o
2.1. POLINOMLARLA COZUM

Bu ¢6ziim metodunda AAF= 0 denklemini ve problemin sinir sartla-
rini saglayan F(x,y) fonksiyonu aranir. AA F= O denklemini saglayan bir
¢ok polinom vardir. Hem denklemi hem de sinir sartlarini saglayan polinom
ise tektir. Bu durumda en biiyiik giicliik sinir sartlarini saglayan polino-

mu bulmaktir.

Bazi problemlerde sinir sartlarini saglayan polinomu bulmak miimkiin
oldugu halde, ¢ofu zaman sinir sartlari saglanamaz. Bu durumda yaklasik

cbziimlerle yetinilir. Simdi yaklasik coziimlerden bazilarini inceleyelim.

a-- Sinir Sartlarinda Degigiklik Yapmak

Bircok problemde basit ¢dziim elde etmek icin, sinirda kiigiik bir
bslgeye -etkiyen kuvvetleri, statik egdeferleriyle degistirmek icap
eder. Bdyle hallerde gerilme alaninda Snemli degigmeler, yalniz bu kii-
ciik sinir b8lgesinin civarinda olur. Buradan uzaklagtikca farklar Snem-

1i olmaz.

b= Levha Denklemini Sajlayan, Sinir Sartlarini Saglamiyan Fonksi=

yonlar :

Levha denkleminin uygun olarak segilen ¥ (x,y) 8zel integrallerin-

den
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F= i anlbn (x,y), (n=1,2,3,....,r ) (2,1) seklinde bir ifade tesis
edilir. Buradaki 1 (x,y) fonksiyonlari, problemin sinir sartlarini miimkiin
mertebe saflayacak sekilde segilir. an sayilari ise o gsekilde tayin edilir
ki; geri kalan, yani ifadenin saglayamadifi sinir sartlari yine miimkiin

oldugu kadar gercgeklensin. Bu ise karesel hata toplaminin en kiiciik degeri

almasiyla olur.

Ornek olarak biitiin sinir gsartlarinin saglanmasi esnasinda sadece bir
"s" kenar uzunlugu boyunca mevcut olan normal gerilmelerin &nceden veril-
mis belli bir O degerine yaklasmasi isteniyorsa bu takdirde (2.1)
¢oziim ifadesinden bu kenar gerilmesinin yaklasik G degeri tayin edi-
lecek olan a sayilarinin bir fonksiyonu olarak elde edilir. Bunun
icin 1ise ;
s

. g 2 3
/ (0-G) " dg = Min olmas:i istenir.
o

Bu takdirde 1ise sartlar :

5 : 3 £on
s [ (0-0)" d. = 0 olarak bulunur.
Ean Z o

Bu sekilde a bilinmeyenlerinin sayisi kadar denklem elde edilir.
n
~ Elde edilen denklem takimi homojen olmayip tek degerli ¢dzim verir.

Bulunan a katsayilari (2.1) denkleminde yerine konarak aranan
n

F(x,y) fonksiyonu bulunmus olur.

c- Sinir Sartlarinmi Sajlayan, Levha Denklemini Saglamayan Fonksiyon-

J 5 B

Bu durumda F= £ a V¥ (x,y) (n= 1,2,....,r) cbzim ifadesinden hare-
n n
ket edilir,

AAF # 0 ise, AAF dogrudan dogruya bir hata karakterize eder. Bu-

na gdre karesel hata toplaminin minimum olmasini ifade eden
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2
J (AAF) df = Min
f
sartindan an degerleri tayin edilir. Burada integral biitiin j levha b&l-
gesi boyunca alinmaktadir. a degerlerinin tayin edilebilmesi igin
n

lizumlu denklemler :

J ( AAF) 25440 df = 0
Ja

f

sartlarindan bulunurlar.

2.2. KOORDINAT DEGISTIRMEK

Sinir sartlarini daha kolay ve basit gekilde ifade edebilmek ic¢in
verilen bdlgenin gevresine uygun diisecek koordinat sistemi se¢ilmesi

gerekebilir.

Mesela dikddrtgen bdlge icin kartezyen sistem elverisli oldugu
halde, dairesel cevreler icin polar koordinatlardan faydalanmak gerekir.
Diger cevre sekillerinde ise egik, eliptik, hiperbolik vs. gibi koor-

dinatlarla problemi formiile etmek ¢Gzimde Onemli kolayliklar saglar.

2.3. FOURIER SERILERI fLE c¢OziM

Sinir sartlarina uymakta goriilen zorlugu yenmek icin sdyle hareket

. edilebilir.

Once verilen ve keyfi sekilde dagili bulunan levha sinirindaki kuv-
vetler, Fourier agcilimina tabi tutularak dairesel periodik fonksiyon-
larin toplamiyla ifade edilir. Sonra elde edilen serinin her terimine
tekabiil eden kismi yiklemeye ait ¢dziimler bulunur. Sonu¢ olarak bu kis-

mi ¢bzimler toplanarak asil probleme ait cevap bulunur.

Kismi yiiklemeler dairesel fonksiyonlar oldugu i¢in bunlara ait

gerilme alaninin belirtilmesi oldukca basit bir problemdir.



24

2.4, SONLU FARKLAR METODU iLE COzZiM

Levha problemlerinin ¢ok defa kesin ve kapali ¢dziimleri yoktur.
Sonlu farklar metodu, yaklasik-c¢Gziimlerden sinir gsartlarini kesin olarak
¢cozen ve diferansiel denklemin saglanmasinda yaklasikligi kabul

eden gruba girer.

Metodun dayandi3i esas, diferansieller yerine sonlu farklari ala-
rak, problemin diferansiel denklemini, fonksiyonun ayrik noktalardaki

degerleriyle yaklagik olarak ifade etmektir.

2.5. SONLU ELEMANLAR METODU

Sonlu elemanlar metodunda levha sonlu sayida elemana b&liiniir.
Eleman i¢inde yayili bulunan i¢ kuvvetlerin elemanlarin birlestigi diigiim
noktalarina etkidigi diislinliliir. Yapilan ¢6ziim sonunda bu diigiim nokta-
larindaki deplasmanlar ve i¢ kuvvetler bulunur. Eleman sayisi arttiril-

dikca gercege daha yakin sonuglar elde edilir.

Sonlu elemanlar metodu bundan sonraki b&limde daha ayrintili ola-

rak incelenecektir.
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BOLUM 3

VEREV LEVHALAR

3.1. GENEL BiLGt

Levha teorisi lizerinde yapilan galigmalarda verev levhalar iizerinde
pek az arastirma yapilmistir. Verev kdprii sayisi oldukga fazladir. Onge-
rilmeli olarak yapilan verev plak kdpriilerde plak c¢alismasinin yanin-
da Ongerilme kuvvetlerinden dolayi 1levha c¢alismasi da mevcuttur.

Bu b&liimde verev levhalarin teorisi incelenecektir.

3.2. VEREV LEVHALARIN DiFERANSIEL DENKLEMININ ELDE EDILMESi

Levhalarin dikddrtgen, daire veya elips olmalari bircok teorik
calismanin konusu olmustur. Verev levha problemi simdiye kadar cok az
arastirmaci tarafindan incelemmistir. Burada Favre tarafindan yapilan
calismada verev plak 1ig¢in bulunan denklemlerden faydalanarak verev
levha denklemi elde edilecektir. Zira plaklarda AAF= P/D olan diferan-

siel denklem, levhada AAF= 0 seklindedir.
3.2.1. Egik Kartezyen Koordinatli Levha Teorisinin Ana Denklemleri

Bu denklemleri elde etmek icin koordinatlarda bir degisim yapilir.

X,y sistemi &nceden belirlenmis sistem olsun. Burada wu,v ikinci
sistemi alinir. Oyle ki u ekseni x ekseni ile ayni dogrultuda olsun.

v ekseni u ekseni ile Y acisinmi yapsin. Sekil- 12.
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(12)

—>x

(13)

Doniisiim formiilleri asagidaki gibidir. Sekil- 13.

X =u+ vcos Y

us=x- = v=
tgy

du 1 du 1

— = = i R i

9x oY tgy

F, x ve y "nin fonksiyonudur.

F=F [u(x,y), V(X,Yi]

y= v.sin Y

¥
sin VY
Sw L,
d X Ay

e~
e

Bundan dolayi degisim formiilleri asagidaki gibidir.

o 3F
ox du
F R SeE 1 3F+ 1 4F
dy tgV¥ du siny dv
82F - 32F

2 2

g
>U
(14)
—
siny
...... « {3.8)
St E D)

sovsves (3,3)
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Egik koordinatli levhanin diferansiel denklemi.

Simdi (3.7) formiillerine dénelim. Bu formiiller (1.19) formiillerinin
u,v degiskenleri ile yazilmis seklidir. Buna ragmen (3.7) formiille-
rindeki gerilmeler x,y indisleri ile ifade edilmistir. Gerilmeleri
u,v cinsinden belirlemek i¢in egik koordinatlardaki gerilme bile-

senlerini saptayalim.

Bu amagla Sekil 15'de goriildiigi gibi u ve v eksenlerine paralel
iki ylizey elemani alinir. Kenarlardan birindeki toplam gerilme u ve
v dogrultusundaki T ve 0 Dbilesenlerine ayrilir. Ikinci ke-

v

uv
nardaki toplam gerilmede O« ve T bilegenlerine ayrilir. ¢
u

uv
ve g genellikle ylizey normali dogrultusunda degildir. Ayrica her
v
Y degeri ig¢in T % oldugu goriilir. y = m/2 &6zel durumunda
uv v
ise gerilmenin yeni bilesenleri eskilerle aynidir. Bu durumda u,v

indisleri x,y indisleri ile yer degistirir.

__E!E;; Cy G
P I
Tuv
Txy Eds
Cvir
(15) (16) (7

Eski ve yeni gerilmeler arasindaki iligkileri arayalim. Sekil 16'da

gésterildigi gibi gerilmeler arasindaki baginti su sekilde gdsterilir.

0 =0 sin STl e NS
y v ] o Xy uv v

Sekil 17'de gdsterilen eleman iizerindeki kuvvetlerin u eksenine go-

re denge denklemi yazilirsa
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e T cosY+ T cosyP = 0 sinyPp =0
u uv Xy %

Bu bagintilardan yararlanarak o0 , 0 , T gerilmeleri asagi-
A

daki gibi elde edilir.

2
0 =sinyo MU =2co8l 1T
= *  sin ] ol
1
g = g
) sin VY y
1
x o =% - 0'y
uv X
’ tgy
Son olarak (3.7) formiillerindeki ¢ , 0 , T degerlerinin defor-

X b Xy

masyon cinsinden ifadeleri yukaridaki Ou, Ov, T = bagintilarinda
u

yerine konursa bu gerilmelerin bilesenleri asagidaki sekilde bulunur.

2 2
82F(sin2w_gs_w)+ 1 d F
3
» 3u2 cos ¥ siny siny 3dv
e
(o] =
¥ siny Odu
e
% = -
uv

siny) duadv
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2 2 2 2
F 1 F 2 3
3;= . - =y 12 3—% ;3.8
3y tg Y du sinytgy dudv sin | OV
2 2 2
d F 1 F 1
- - L 2t (3.5)
9X3y tgyP du siny QJudv
2 2 2 2 2
- 3Rk A % o 3°F 3°F
AF el 2 — ( 7 2 cosy + > ) ety AEE)
9 X 9y sin | ou quav Jv

(3.3), (3.4), (3.5) nolu bagintilardan yararlanarak (1.19) gerilme

bagintilari agsagidaki gibi yazilir.

2
ficaa s 2 3F 1 32F
g = - -
X 2 - 2 2 2
tgyp Ou sinytgy QJuav sin Y dv
2
S 3;‘ s
y o
2
1 82F 1 o F
T = .
-~ tgy du siny Ju v
(3.6) bagintisina
Z 2 2 2
F
AAF=(82+32)(3Z+ 32)=0 e L9.8)
RS 9y R oy

bagintisi uygulanirsa su sekli alir

4 4 =i 4
F 3 F 2 o F
9 F4 - 3 Z -4 cos Y ( 9 + ——3 ) +2 (1+ 2cos lp) —i——_z =0

9 u v 8u33v dudv du v
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BOLUM 4

SONLU ELEMANLAR METODU

4.1. GENEL BiLGI

Sonlu Elemanlar metodunda sistem sonlu sayida elemana bdliniip,
elemanlar iginde yayili bulunan kuvvetlerin diigiim noktalarina etkidigi
kabul edilir. Belli kriterleri saglayan deplasman fonksiyonu segile-
rek, bu fonksiyon yardimi ile diiim noktasi deplasmanlari ve i¢ kuv-

vetleri hesaplanir.

Bir boyutlu sonlu elemanlara ait birim deplasman ve yiikkleme matris-—
lerinin degerlerinin kesin olarak tayin edilebilmesine karsilik iki ve
ic boyutlu sonlu elemanlarda bunlarin degerleri bazi basitlestirici

kabullerle yaklasik olarak tayin edilebilmektedir.

Bu matrislerin tayini i¢cin birbirinden farkli iki yoldan biri

uygulanabilir.

1- incelenen Sistem Ortamina Esdeger Bir Ortamda Sonlu Elemanlar
Alma :

Bu yontemde siirekli sistem yerine, ayrik olan fiktif bir esdeger
cubuk sistem yaklasik olarak alinmis olmaktadir. Bu ayrik fiktif siste-
min verilmis dis etkiler altinda yapilan hesabinda elde edilen deplas-

man ve deformasyon alanlari yaklasik deSerler alacaktir.

2- incelenen Sistem Ortaminda Sonlu Elemanlar Alma:

tncelenen sistem ortaminda, sonlu eleman alinarak hesap yapilirken

birbirinden farkly iki yol izlemebilir.
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a- Sistem Boyutunu Bir Mertebe Diisiirerek Sonlu Elemanlar Kullanma:

Birgok halde yiikkler ve deplasmanlar sinir sartlarini saglayacak se-—
kilde ayni koordinat fonksiyonlarina gére seriye agilarak sistemin
boyutu bir mertebe diisiiriiliir, sonlu elemanlar bu sistem iizerinde yeni-

den alinir.

b- incelenen Sistem Ortaminda Sonlu Elemanlar Kullanma :

incelenecek sistem sonlu biiyiiklilkte yeter derecede kii¢iik elemanla-
ra ayrilir. Elemanlarin birlestigi noktalara diigiim noktalari, diigiim
noktalarindaki deplasman ve i¢ kuvvet bilesenlerine de sirasiyla ug

deplasmanlari ve ug¢ kuvvetleri denir.

Sonlu elemanlarin birim kuvvet, birim deplasman ve yikkleme matris-
leri, kolaylik saglamak amaci ile, kesin olarak degil, eleman icinde
deplesman alani ig¢in yapilan bazi kabuller ile yaklasik olarak tayin
edilir. Ancak bu deplasman alaninin seciminde elemanlarin i¢ bSlgele-
rinden bagka, cevreleri boyunca ayritlar {izerinde de denge ve geomet-
rik uygunluk sgartlarini saglamak gerekir. Bundan baska, eleman boyut-
lari sonsuz kiiglige giderken deplasman alani ig¢in yapilan kabullere
gére bulunan ¢dziimin klasik elastisite teorisi ¢&zimiine gitmesi de

istenir. Bunun icin iki kriterin saglanmasi gerekir.

Bunlardan birincisine gdre; rijit cisim hareketi yapan elemanda

ic kuvvetler sifir olmalidir.

tkincisine gore ise; elemanlarda diizgiin yayili i¢ kuvvet alan-

lari bulunmalidir.
Egrisel sinirlar, verevlik vb. haller sdz konusu ise iicgen ele-

manlarin kullanilmasi dikddrtgen elemanlara gdre kolaylik saglar.

Ucgen sonlu eleman kullanildiginda tatbikatta karsilasilan levha-

larin tiimiine uygulanabilir.
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Bir diigiim noktasindaki parametre sayisina o diigiim noktasinin
serbestlik derecesi denir. Bir elemandaki diiglim noktalarinin serbest-

lik derecesi toplamina elemanin serbestlik derecesi denir.

4.2. GENEL BAGINTILAR

Siirekli ortam belirli sayida sonlu elemanlara ayrilir. Yapilan
hesaplarin, her elemanin kendi eksen takiminda yapilmasi daha kolay
olur. Bu nedenle ©nce her elemanin &zel eksen takiminda hesap yapi-

lip, sisteme ait tek bir eksen takimina diinlisiim yapilir.

Her sonlu elemanin biinyesinde, kendi diigiim noktalari deplasmanla-

r1 cinsinden, deplasman durumunu tarif etmek lizere bir fonksiyon segi-

58 ot
-F1- -611
F2 52
(7% = | (8} -
7 i
o e ol

Deplasman fonksiyonlari, bir eleman i¢inde diigiim noktalari cinsin-

den, deformasyon durumunu tarif ederler.

Diigiim noktalarinda sinir gerilmeleri ve bazi yayili yiikleri denge-

leyen ve

e

{F}e # [K]e ) i R 3 p+ {F}Z T 4.1)

o

formunda bir rijitlik bagintisina bagli olan bir kuvvet sistemi

tayin edilir.

{F} . ; elemana tesir eden herhangi yayili yiikii dengelemek
P &t e Py
icin gerekli diigiim noktasi kuvvetlerini ve {F} = 1s1 degisimin-
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den ileri gelen deformasyon gibi cesitli ilkel deformasyonlari dengele-
mek i¢cin gerekli diigiim noktasi kuvvetlerini temsil edenler. Elemanin
herhangi bir noktasindaki gerilmeleri {0}® ile tarif edersek

e
e e e e
{o}-"% 187" "IN 20y L e e SR (4.2)
P €o
seklinde bir baginti elde edilir. Burada son iki terim sirasiyla, elema-
nin dig ylizeyine yayili yiiklerden ileri gelen gerilmelerden ve ilkel

gerilmelerden ibarettir,

e % o s il
K] ; eleman rijitlik matrisi

[S]e ; matrisi de gerilme matrisi olarak adlandirilir.

Her eleman icin rijitlik matrisi hesaplandiktan sonra diigiim nokta-

larinin dengesi

=
1l
-

[ e e e
{Ri} z Z[K.] {ém} +2{Fi}p+z {Fi}E g W

im
o

B
i

yazilarak yap1l sistemi birlestirilir. Bu denklem sistemi basit olarak

(K} + [8 Wil R) {1-‘}p - {F}Eo vars~Ch &)

seklinde yazilabilir.

4.2.1. DEFORMASYONLAR
Eleman icinde biitlin noktalarin deplasmanlari biliniyorsa herhangi

bir noktadaki deformasyonlar tayin edilebilir.

e

{e} = (B] .{68} Gt e Uh i)



34

4,2.2. GERILMELER

Elemanda dis kuvvetlerden meydana gelen gerilmelerden bagka, 1s1
degisgimi, rdtre vb. sebeplerden olusan { eo} ile gbsterilen ilkel

deformasyonlardan olusan gerilmeler de olabilir. Bu durumda;

(ol = 101 .l e R e~ ... (4.6)

dir,

(D] ; malzemenin &zelliklerini iceren elastisite matrisidir.

4.2.3. DEPLASMAN FONKSIYONU

Eleman i¢cindeki deplasman bilegenlerinin u¢ deplasmanlarina
bagli ifadelerini elde edebilmek amaci ile, Gnce deplasman bilesenle-
ri icin koordinatlara bagli fonksiyonlar secilir. Bunun icin polinom—
lardan faydalanilir. Bu amagla secilecek polinomun terim sayisi elema-
nin serbestlik derecesine esit olmalidir. Eleman icindeki herhangi

bir noktadaki deplasmanlarr bir f(x,y) kolon vektdrii ile gdsterelim.

o

{f}= [N] % {6} = [N, N. N] 6. ecss e (4.7)

4.3. LEVHA PROBLEMININ DEFORMASYON DURUMU

Levha probleminde x yoniindeki deplasmani g&steren u(x,y) ve y
yoniindemi deplasman1 gdsteren v(x,y) olmak ilizere iki deplasman bilese-

ni vardir. Eger (u,v) deplasmanlafl biliniyorsa deformasyonlar bunla-

ra bagli olarak ;
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seklinde bulunur.

o9
9x
€
X
£ « 38 }={&-} (4.8)
ay ...... -
Yxy o 2
dy dx

Bu deformasyonlar sonucu olusan gerilmeler x,y ydnlerinde normal
gerilmeler ve kayma gerilmeleridir.

g
X

tols oy} PR A (4.9)
Y
xy

Yer degistirmeleri olusturan diiglim noktasi kuvvetleri ise, x ve y

yénlerinde tesir eden iki kuvvettir.

re {5 e 4. 107

4.4. LEVHALARDA UCGEN SONLU ELEMAN

icgen sonlu elemanlar kullanildiZinda her tiir levha problemini
c5zebilmek mimkiin olmaktadir. DikdSrtgen levhalarin hesabi yapilabil-
digi gibi ayni zamanda levhanin icinde delik olmasi, levha kenarla-
rinin egrisel olmasi, levhada verevlik olmasi gibi durumlarda iicgen

elemanlarla ¢oziim mimkiindir.
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Sekil- 18 Levhalarda licgen sonlu eleman.

4.4.1, DEPLASMAN FONKSIYONU

Deplasman fonksiyonu olarak yaklasiklik kriterlerini saglayan li-

neer bir fonksiyon segelim.

(=
]

& O R Fenl
oy ’

v =0 +(15 % ARy

s
x
u,
8w f0n 2"~ %
& = 1 3
i 8
m

Secilen deplasman fonksiyonunda her diigiim noktasinda koordinat-

larini yerine koyup elde edilen sistemi ¢dzersek "a'" katsayilari

su sekilde bulunur.

a,u, +aufau
S 4 33 Hem

1 2 A




A

b ou. B
5 A doh i
2
2A
e.u,
o i
G.3=
2A
: licgenin alani
8, %Xy v
1 j m m
b = -
i yj ym
c, =x =%
 § m j
4.4.2,

(B] MATRiSININ HESABI

37

Diigiim noktasi deplasmanlari belli olduguna gére (3.5) formiiliinden;

—_—

[Bfw=

&

s sl )
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%4.4.3. ELASTISITE MATRiS1

Diizlem Gerilme Durumu

{o} «(p] CTe7 = {eo})

€ = & (o0 - vo)
X E X y
E s " =—"(0 = "V0)
¥ X y
2 (1+v)
¥ . N
Xy E Xy
1 Vv 0
[D] = E2 v 1 0
1=V 1-v
0 i
5 2

4.4.4, RIJITLIK MATRISI

(K] eleman rijitlik matrisi her eleman igin :

(K] J‘[BlT D) Il t4d xdy

EB]T (D] [B] ¢t.

[K]

formiili ile bulunur.

(4.15)
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BOLUM 5

VEREV LEVHALARIN SONLU ELEMANLARLA COZUMU

Bu b&liimde iiggen sonlu elemanlar kullanilarak verev levhalarin ge-

sitli verevlik agilari ve yiik durumlari etkisinde bilgisayarla ¢dzimii

yapilmis ve bulunan sonuglara gdre diyagramlar c¢izilmisgtir.
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BOLUM 6

SONUCLARIN  KARSILASTIRILMASI

Bu calismada verev levha ig¢in bilgisayar yardimiyla gerilmeler
elde edilmistir. # = 45° veb : 1 =1 durumunda parabolik ve diizgiin
yayili yiikle yikli levhanin elde edilen sonug¢lara gdre gerilme diyag-
ramlari c¢izilmigtir. Ayrica @ = 60° veb:1 = 0,4 1icin levha kenar-
larinda tekil yikler olmasi durumu i¢cin elde edilen sonuglara gore

gerilme diyagramlari ¢izilmistir.

Elde edilen sonuclara gére ¢izilen diyagramlar STATHOPULDS
tarafindan yine sonlu elemanlar kullanilarak elde edilen sonuglarla
kargsilastirilmistir. Karsilastirma sonucu goriilen fark kullanilan
bilgisayarin kapasitesinin sinirlili3i sebebiyle eleman sayisinin
fazla arttirilamamasindan 1ileri gelmektedir. Eleman sayisi arttikca

hassasiyetin daha da artacagi agiktair.
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