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KULLANILAN SEMBOLLER

Karteziyen koordinatlar

Bir plakin orta yiizeyinin sira ile xz ve yz diizlemlerin-
deki eprilik yarigaplari

Bir plak veya kabupun kalinlifi

Siirekli yayilmig bir yiikiin giddeti

Basing

Gerilmenin x, y ve z eksenlerine paralel normal bilegenleri
Gerilmenin n.eksenine paralel normal bilesgeni

Kayma gerilmesi

Karteziyen koordinatlarda kayma gerilmesi bilegenleri
Yerdegigtirmelerin bilegenleri

Birim uzama

X, ¥, ve z dogrultularindaki birim uzamalar

Karteziyen koordinatlarda kayma agisi bilegenleri

: Cekme ve basingta eldstisite modiilii
: Kayma modiili
. Poisson orani

: Sekil defigtirme enerjisi

Bir plakin efilme rijitligi

Bir plakin sira ile x ve y eksenlerinin birim uzunluguna
isabet eden egilme momentleri

: Bir plakin, x eksenine dik kesitinin birim uzunlufuna isa-

bet eden burulma momenti



ONSOZ

Dikddrtgen plaklarin gegitli yiik ve mesnet gart-
lari1 altinda burkulma etiidii (Plaklarin stabilitesi)
adl1 Yiiksek Lisans (Mastir) tez galigmam sirasinda
bana her konuda yardimci olan degerli bilim adam:
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OZET

Cegitli yiik ve mesnet gartlari altinda dikddrtgen plaklarin
burkulma problemi (Plaklarin Stabilitesi) adli Yiiksek Lisant te-
zimi beg ayri bdliimde inceledim.

1. BOLUM

Bu b&liimde genel HOOKE kanunlari ile gubuk sistemlerde elastik
egri ve elastik efrinin diferansiyel denkleminden bahsedildi.

2. BOLUM

Bu boliimde elastik gubuklarda dengenin kararsizlifi ve EULER
teorisini kisaca inceledim. Basit Euler hallerine ait olmak iizere
gegitli mesnet gartlari altindaki gubuklarin P kritik degerlerini
tablo halinde verildi.

3. BOLUM

Bu boliimde plaklarin genel incelemesi yapildi. Plaklardaki
ig¢ kuvvetler, birim gekil depigtirme bilegenleri, gerilme-sehim
bagintilari moment-sehim, kesme kuvveti sehim bafintilari ve
plak probleminin genel denklemi elde edildi.

4. BOLUM

Bu boliimde plaklarin basit egilmesi, basit efilme altindaki
plaklarin i¢ kuvvetleri, plaklarin yayili yanal yiiklerle eZilmesi
ve dikddrtgen plaklarin sehimleri ile efilme sekil degfigtirme
enerjisi metodunu anlatmaya galigildi.

5. BOLUM

Plaklarin stabilitesi hakkinda genel agiklamalar yapilarak
burkulma yiizeyinin diferansiyel denklemini buldum. Basing dofrul-
tusuna dik kargilikli iki kenari boyunca basit mesnetli ve diger
iki kenarinda gegitli kenar gartlarina haiz iiniform basinca maruz
plaklar ve egilme ile basincin ortak tesirine maruz dikdértgen
plagin burkulmasi ile kayma gerilmesinin tesiri altindaki dikddrt-
gen plaklarin burkulmasi konulari incelendi.



SUMMARY

Buckling of rectangular plates (stability of plates) subjected
to various loading and edge-support conditions are examined under
separate five sections in my Master of $cience thesis.

SECTION - q‘

I this section, general Hooke's law, elastic curve and differen-
tial equation of elastic curve for beams are explained.

SECTION - 2

Euler's theary and corditions of stability in elastic beams
are examined. Related with simple Euler's cases, P eritical loads of
the columns under different support conditions are given in tabular
form.

SECTION - 3

In this section, plates are examined in general, In idéﬁ&ﬁﬂne,
stresses, and strain companents in plates,stress-defarmation relationms,
moment-deformation, shear force-deformation relations and general
equation of plates are derived.

SECTION - 4

It is tried to explain in this section, pure bending of plates,
stresses developed in @ plate subjected to.pure bending, deformation
of plates subjected to uniformly distributed fateral loads, deforma-
tion of rectanguler plates, strain energy method in bending of plates.

SECTION - 5

The differentional equation ofa buckled plate are obtained with
general explanations for the stabilitiy of plates. Also, a¥buckling
of uniformly compressed rectanglllar plates simply supportted along
two opposite sides perpendicular to the direction of compression and
having various edge conditions along the other two sides, b) Buckling
of a simply supported rectangular plate under combifed bending and
compression c¢) Buckling of rectangular plates under the action of
shearing stresses are examined.



PLAKLARDA BURKULMA OLAYININ BASIT BIR MISALLE
ACTKLANMAST :

Sekil&ﬂ de goriilen orta diizlemi, plaga orta yiizey diizleminde
tesirli yiiklerin belli bir limit kritik defere ulagmasi neticesi
(ki bu degeri tayin eden faktdrlerin en Snemlisi plagin mesnetlen-
dirilme durumu olur). (I) kararsiz (= 1ab{1) denge durumundan

(II) kararli denge (= stabil denge) durumuna geger.

EEEERET R

Not: Sekildeki epri
gsekil diizlemi
lizerine yatiril-
m1g olup, orta

i diizleme ait bir
egriyi temsil et-
_ mektedir.
I Il

fri1tt19td
Sekil (1.1)

Iste bu olayin tamaminin etiidii plaklarda burkulma olayinin
etiidii olup, biitiin varyantlari ile birlikte galigma konusunu tegkil

etmektedir.

=~ + PLAKLARDA EGILME FORMULLERININ HATIRLATILMASI:

Plaklarin burkulmasina geg¢meden dnce, bazi formiillere intibaki
kolaylagtirmak bakimindan, plaklarda efilme formiillerinin kisaca ha-

tirlatilmasi faydali olur:

Plaklarda egilme tevlit eden dig ve ig kuvvetler:
Mx , My egilme momentleri
Mxy = Mxy burkulma momentleri
(= torsiyon)
o iy kesme kuvvetleri

dig kuvveti, n den ibarettir.



1.1- GENEL HOOKE KANUNLARI

1.1.1- Normal kuvvet halinde Hooke Kanunu: Efer cisim sadece normal kuvvete
maruzsa, yani yalniz normal kuvvet etkisi altinda ise; normal geril-

me ile birim uzamanin orantili oldugu goriiliir.

= 2

“E .
(sekil.l..) de géruraugu givi, X
o dogrultuda bir uzama meydana getirir. Ancak ayni O x gerilmesi
tusunda uzama meydana getirirken y ve % eksenleri dofrultusunda bir kisalma

meydana getirir. O zaman problemin iginde O x var ise, cisimde kisalma mey-
dana getiren Oy ve Oz de vardir. O halde birim uzamalar:

dogrultusunda etkiyen bir 0x gerilmesi
X dogrul-

APY
o
6x 6, P e
. ¥ s Ex= c
E‘Z" €y= %; -w)
Sekil-1

Ex -lE-[& (o4 s.)] .2)
By =-Lfov - (G 53] ()

€a =%[5! - (Ox+ G'Y)] (1-4)

denklemleri bulunur.



1.1.2- Kayma agis1i ile kayma gerilmesi arasindaki iligki:

(Sekil.%?..) de de goriildiipii gibi

A.:l_[o"_v(-o-)]-_*ff_ 0 G.%)
E E

buna bafli olarak agi defigimi de:

R0 3 b 5
ts’(‘4}5_2) 1+4 Ge
yazilabilir. tg (45°_%<_) iFersi ocilirsa LS%’%’ .g_ 4945":4
) X &
alinrse L3(45°_ %)= tpars 4‘1: 8 1-3 elde odiic
tetgastigy W3
Ve VR
= 2 i esi-His'mAen .0_(-=A bulunur
14 % 1+4 2
2
A nin degcri ye.r'ma konursa:
% =-i'é'r— 0 burada =T o\dugunéan
X= 2_(;_,‘) i o4 G

gibi Onemli bir formiil buluruz. Bdylelikle normal gerilmelerle birim uzamalar
arasinda orantililik kabiilii sonucu; kayma agisi ile kayma gerilmesi arasinda
da bir orantililija gotiirmektedir. Miihendislikte ¢ok kullanilan orantililik
katsayisi 6 harfi ile gbsterilir.

E

= 2 09

ile gdsterilir G ye kayma modiilii ad1 verilir. Kayma modiilii tanimlandiktan
sonra; kayma agilari asapidaki gibi formiiliize edilir.

qu — EY. “\,I == “zx = — (‘ .9)

G

T=0 o

Jv 1§
: o "'/ g — oc. / \t-f
{ :4, -6 o N

‘_1 .

o

&
9




(1.2), (1.3), (1.4) ve (1.9) formiilleri SEKIL DEG1STIRMELERLE GERILMELER
arasindaki bafintiyi veren genel formiillerdir. Ileride plaklarin stabilitesi
konusu incelendifi zaman sik sik miirecaat edecefimiz formiiller olacaktuir.

1 .2- ELASTIK EGR

1 2.[- ELASTIK EGRININ DIFERANSIYEL DENKLEMI

Basit efilmede efrilik yarigapinin momente bagli ifadesi agapidaki gibi
ifade edilebilir.

! M (1.10)

FEE

¥as
_L__EL___*

£

Sekil - 3

Egilme momenti gubuk boyunca sabit oldupundan, giinkii basit efilme, f de
sabittir. Halbuki kesmeli efilme de moment gubuk boyunca depigkendir. Moment
degigken oldupundan efrilik yarigapida her yerde ayni olmaz, % nin fonksiyonu
olarak depigir. Sekilde de gdriildiigli gibi y dogrultusundaki yer defigtirmeleri
V ile gdsteririz. V: gubupun yiik konmadan ilk konuma ile; yiik konduktan son-
raki son konumu arasindaki uzakliktir.



Bu sebeple her hangi bir eksen noktasinin yer defistirmesine COKME,
gekil degigtirmis eksen eprisine ise ELASTIK EGRI denir.

Kesmeli egilmede elastik efriye kesme kuvvetinin de ayrica etkisi
vardir. Bu etki fazla degildir. Bu kisimda kesme kuvvetinin etkisini goz
Online almayacafiz. Yani ihmal edecegfiz.

Basit efilmede: efrilik yarigapi ile, ¢ubuk kesitlerinin birbirine
gore d@ donmesi arasinda su bafinti vardir.

1 de .:

s o f dz

de
dz

Yandak: sekil incelanirse ain elastik egrinin

gsim'-nddsi J.si,mcyi sssl.ukg'. 35rh|ﬁr. Biz konumuz

ibibar: ile  V=V(a) cékmeler: osrilik yarigepinin Losm{uum

incn‘cyce e §iz 2

Y
azz § 2

] -
P ST T
M

dz
V Vi

EI =T B ];5

gseklinde yazabiliriz. (2.4) bagintisi sadece efilme momentinin etkisindeki
bir gubukta (kesme kuvveti yok) elastik eprinin DIFERANSIYEL denklemi denir.

@3 bagan{'. singe

-3

Bu denklemdeki gerek V ¢dkmeleri; gerekse ¢dkmenin efimi olan V de-

gerleri son derece kiigiiktiir. O halde paydaki V# , 1'in yaninda ihmal edilir-
se

v 3 M e

dz* £l

denklemine varilir. Bu formiile bize (=) 1i olan anlamlidir.

i s
*.  _HE]




ORNEK PROBLEM: YANDAKI SEKILDEK! kirigteki elastik

maoksimum cékng] bulunuz .

i sy,

eSriyi ve

Yukaridaki sekilden de

egilme momen ki:

ggrmdﬁsﬁ 8!50 X kesitindek:

M:_clzl_' o® - %—x‘ Ail’
Daha &nce j’v a2 (2.¢) ba'émhsml bulmustuk.
g ET
Bu ipadeyi :z:,‘ = - :I‘j sekbnde yazarak iki kez integre
x
edersek: Y= K_L*s-.,. Cix +C; denklemi bulunur
24€1  12E1

Bosit kirise ait =wir sartlari sunlardire
X=0 Iigin Y=°
x= L - y:O

Bu sinir kosular Yu\:arldak'- denkleme +atbik edilirse in‘esr‘al
sobitleri olan (C;=_92 Cia0 bulumr

24EI
O holde. elos"ik agrin'm cienklemi:

Qx4 aly3 qBx
e e T Wt
Sekilde de girildigl gbi en biyik cdkme(sehim) x=£ kesitindedit

bbulunur

O halde moksimum <dkme gerekli islemler qudd.un'n aasiig

Fa o 5 959 olarak bulunur
[Y]x-‘z 384 EI
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2 . BOLUM

2.1- BURKULMA

211. Elastik cubuklarda dengenin kararsizligi:

Rijit bir cisimde dengenin kararlilifi su basit Srnekle agik-
lanabilir. (Sek.4 ) Bir kiire kapapinin bir defa igyiiziinde bir defa
dig yiiziinde duran bir bilye gbz ©niine alalim. Bilyeye ait serbest
cisim diyagrami ¢izilirse, bilyenin G agirlifi ile N normal reak-
siyonu birbirini dengeler. Fakat (a) halinde bilye denge konumun-
dan biraz ayrilirsa yeniden ilk konumuna déner, ancak (b) halinde
tekrar denge konumuna ddnmez. (a) ya kararli (b) ye kararsiz denge
konumu deriz. Bu iki halin siniri, bilyanin (c) deki gibi bir diiz#
lemde durmasidir. Bu halde cisim denge konumundan ayrilirsa yeni
konumunda yine dengede kalir. Buna da farksiz denge konumu diye
tanimliyoruz.

Cubuklarda da bilya Ornegine benzer kararsizlik durumlari
ortaya ¢ikmaktadir. Bunu agiklamak igin(Sek. 5 ) deki rijit gubuk
Ornegini diiglinelim. Efer yaylar olmasaydi cgubupun dengesi karar-
s1z olacakti. Yaylarin dengenin kararli ydne gitmesine yardim
ettigi agikardir. Ancak yaylarin k yay katsayisinin biiyiikliigiine
gdre P yiikiinlin bir sinirina kadar denge kararli olur (gubugun kendi
agirlipi ihmal ediliyor). P'nin bir Py kritik deperinden sonra
artik yaylarin kuvveti bozulan denge konumunu diizeltmek ig¢in kafi
gelmez,

Y «QL

kararh denge

B o /—\
i "\ \\:/ b
a
N o
X { 3

farksiz denge
SEKIL4

P o

l
|
|

SEKIL. 5



Elastik gubuklarda bu Grnekteki yaylarin yerine ¢ubufun
biitiinii gegmektedir. Gergekten, P yiikiiniin bir diizeye erigmesi ha-
linde, g¢ubufun biitiinii artik kendi ipgiklerinin elastik giicli ile
ilk denge konumuna ddnemeyecek duruma gelir. Bu halde gubukta
denge kararsiz olmakta ve denge bozulunca gubuk dogru formdan
ayrilip yana egilmektedir. Bu olayi burkulma adini veririz.
Burkulmada gubuga disaridan bir efilme momenti etkimedigini,
gubugun eksenel kuvvet etkisinde dengesini kaybederek egildi-
gini kabul ediyoruz.

21.2. Euler Teorisi: Basing etkisindeki bir gubukta basing yiikii-
niin kritik degerini bulmak i¢in Euler'in kullandipi denge ydnte-
mini inceleyecegiz. Bunun icin gubukta dogrudan farkli egrisel
bir denge formu miimkiin oluyorsa, bunun farksiz dengeye karsi
geldigi, o halde bu haldeki yiikiin kritik yiik oldufuna karar vere-
cegiz. Boyutlari belirli bir gubuk alalim (Sek. 6 ). Uglarindan
biri sabit, digeri kayici mafsallir olsun. Bu gubukta (b) deki
gibi egri bir denge konumunun var oldugunu kabul edelim. Bdyle
bir denge halinde gubuk kesitlerinde bir efilme momenti ortaya
gikar. Bu efilme momenti, v ¢Bkmeleri ile ilgilidir ve (c) deki
sekilden

c)

-

Sekil. 6

P-Pv=0 o

M=Pv s



olarak bulunur. Ote yandan efilmede ¢Skme ile moment arasinda: \

" 5 ISV . . 23
dz? el

bagintisinin bulundufunu ¢ikarmigtik denklemi ( 22 ) ile
arasinda M yi yok edersek:

'V L. Py 24

dz2 ELl

elde edilir. Bu, v igin bir diferansiyel denklem verir:

2
d V+£V =0
dzz EI

Kisaltmak igin:

S salipiiid 25

koyarsak:

d’v
dz2

bulunur. Bu diferansiyel denklemin genel ¢&ziimii:

+-F?\/==(3

V= C Cos pz+ C2Sin pz P

dir. C1 ve C, birer sabit olup sinir gartlarindan bulunacaktir.
Sinir gartlari gudur:

z=w0davs=20

z ldevz=0

11k sinir gartindan C, = 0 elde edilir ve geriye

vV = C2 sin pz

27.a
kalir. Ikinci garti kullanirsak:
0 = C2 sin pl 2.7.\a
elde edilir. Bunun bir ¢dziimi C, = 0 dir. Bu, dofrusal cubuk formuna

kargi gelmektedir. Fakat (27b ) in saplanmasi, C2 sifir olmadan da
miimkiindiir, bu da sin.pl=0 olmasidir ki bize’

pl = nn 28

verir., Bu, v ig¢in (27.a ) geregince



W i
V—’"Lz 23

ifadesini verir. Buradaki C,, elastik efrinin genligini gdstermek-
tedir. Bdylece herhangi C genlikleri i¢in egri denge formunun miim—
kiin oldugu ortaya g¢ikmaktadir. Farksiz dengeye karsi gelen bu durum,
p'nin ( 2¢ ) iU saglamasi ile miimkiin olmugtur. ( 2.8 ) ifadesinin
her iki tarafinin karesi alinarak:

P-l cz.= n‘L TLZ

2.0
veya ( 25 ) ten p'nin degerini yerine koyarak
2 IEI
P:____f\ ; 2.u

elde edilir. n=0 ig¢in P=0 olur ki bu hal ilgi gekici degildir. Diger
P'ler iginde en kiigiigi n=1 olmasidir. Bu aradiimiz kritik yiiktiir:

p__n*El
k=5 212

Buradaki Py, iki ucu mafsalli gubuklar igin gikarilmigtir.
Diger li¢ mesnet sarti ig¢in de hesaplanmis kritik yiik degerleri
Tablo&{) de verilmistir.

Tablo A .l Basit Euler Halleri

P

-
s ¢

/!
[k ll lk l lk [\1

=El tEl | 2eeE]| 4
05

s0 [mesnet sekli
e

5k

£"
N
—
[ e
O
~J
‘—_
~—
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213 Genel sinir sarti halinde cubukta
sytﬁ;a\bilite diferansiyel denklemi

dx
e
e >
-
X =0 -N 4 (N4dN)- @-p + (R.dQ) (p+dp) =0 @
Y =0 ~Q +(Q+dQ ) +N.p — (N+dN) (p+dp) =0 @)
™ =0 M_(M4dM) 4+ Q.dx=0 @)
N @ ve (3) nolu denklemlerdan:
Nl *Q'PI*PQ' =0
-N"-PN’ ST
Q=M
N=o P="‘V’ N’=O
Q'-N” =0 } ]
Q=M M= _ET W” (fFTw*) - NwW”=0
Nl:O

EIw™ _ NW” =0 — NP we

EIW”_ PW”=0  Her terim EI ya bélinirse:

wi
- LW’-.-o
EL

2
k = P_ denirse:
€1

W _kw? =0 SABIT KATSAYIL) DIiF. DENKLEM



1

ORNEK:

Gueuk IXi  UCUNDAN BASIT MESNETLI isE:

W s Ay, Sink x +C2 Coskx-.- Cax Cy4

SINIR SAQTLARI:

::: igin wW=w"’=0 Buradan C3=C3=C4=0 bulunuvr.
Ci-sink L =0
Ci#£0
0 halde:
SinkLzo
kL= nxn
K« "Tﬂ her ki torepin karesini alalm:
2 ,(an

Doha Snceden:

kz = J;Ye “‘criF(."ﬁQ-hk

e X80

= — b U‘Uﬂ\lf .

EL =

nint ET

g

L

Pu‘.ﬁsin en kiguk chu'o bize lamim olan Jcscrehr. O halde bunun

igin N=1 alnmeolide

bulunur.
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Mesnet gartlarinin kritik yiike etkisini daha basit bir bigimde
ifade etmek igin kritik yiik formiilii hepsi ig¢in tek bir gekilde
yazilir:

Bu formiile Euler formiilii denir. Formiilde paydadaki e 'ya burkul-
ma boyu denir. Basit Euler haileri ig¢in burkulma boylari da Tablo

de verilmigtir. Burkulma boyunun, burkulma efrisinin biikiim nok-
talar1 arasindaki uzaklipi ifade ettipi gdsterilebilir.

Kritik yiik hesabinda basit bir 8rnek olmak {izere, bir T cetve-
linin iki ucundan bastirilmasi halindeki kritik yiikiinii hesaplayalim.
1ki ucun mafsalli oldugunu kabul edelim. Boyutlar Sekil(asagide ve-
rildigi gibi olsun. Burkulma boyu =830 cm olacaktir. Kesit yanda
gdsterilmigtir. Cetvel sadece iki ucundan bagli olunca ¥ ekseni
etrafinda efrilecek gekilde burkulacagi ig¢in hesapta Ix alinmalidir
(minimum atalet momenti):

B0cm
'Q!cm
e
X
acm T
) 2
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bulunur. Burkulma tehlikesi olmasa = 500 kg/cm2 de, dolayisiyle
P= oF = 500.0,%.8=2000 kg yiikte kirilacak gubuk, P= 4,09 kg yiikte
burkulmaktadir.

Cubuklardan kesitin gubuk boyuna degigken olmasi, yiiklerin
yalniz baglara etkimeyip arada da bulunmasi veya arada mesnetler
olmas1 gibi hallerde kritik yiikiin bulunmasina burada definilme-
yecektir. Gerekli hallerde literatiire bag vurmalidir.

Kritik yiik bulunduktan sonra gubuklarin bu yiike kadar yiik-
lenememesi gerekecefi, bir n emniyet katsayisi ile bdliinerek

kritik yiikten agsagida kalinmasi gerektigi agiktir. Boylece tagi-
nacak yiik

s 213

gseklinde hesaplanacak demektir.
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3. BOLUM

PLAKLAR

3.1- TARIF (tanim):Orta yiizeyinde epfilme meydana getirecek gekilde yiiklenmig
ince ve diizlem tasgiyicilara PLAK denir. (genel tanim).

3.2- PLAKTAK! 1¢ KUVVETLER

Plak; kalinligi difer iki boyut yaninda ihmal edilebilen ve orta diizleme
dik bir doBru iizerinde bulunan noktalarin, gekil defigtirme olayindan
sonrada deforme olmus orta diizleme dik dogru iizerinde oldufu, ve sehim-
lerin kalinlik yaninda ihmal edilebilecefi; ortalama yiizeyde olugan boy
ve ag1l degigimleri ihmal edilebilen bir yiizeysel tagiyicidir. Seklinde
tanimlanabilir. Madem ki yukaridaki kabuller gecerlidir, o halde su
s6ylenebilir: Orta diizleminde alinan bir elaminin gekil depigtirme yap-
mad1g1 kabul edilebilir. (Sekil..l..).

Sekil.7

Yukaridaki gekildede gdriildiigii gibi xy diizlemi deforme olmamig

dik koordinat sistemine gdre Slgiilebilir. Yukaridaki gekilde y=sabit
diizlemidir. Yani Y kagit diizlemine dik;ip. =2

O halde Plaklar icin agapidaki 6zet bilgi yazilabilir.

- Geometri Bakimindan

d< L, L

2- Malzeme bakgglndan (1zotrop-Homojen Malzeme)

1
€= ko kjf

3. Deformasyon bakimindan
w«d (Sehimler kalinlifin yaninda gok kiicliktiir) .

4. Deformasyondan dnceki normaller deformasyondan sonrada normal
kalirlar.
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Orta diizleme ait bir (X, Y, 0) noktasi Z dofrultusunda dis kevvetlerin
etkisi altinda bir W yer depfistirmesine maruz kalir. Ve bu noktadan
gegen ve orta diizleme dik olan normal bir miktar epilir. Bu efilmeyi

/W ve s acilari yardimi ile tanimlayabiliriz.
% ay

0 halde orta diizlemden Z mesafesinde bulunan bir (X, Y, %) noktasi;
plagin dig kuvvetler altinda gekil defistirmesi sonucunda, U,, V,, W,
yer defigtirmelerine uprayacaktir. Plak kalinlipi diger iki boyutu ya-
ninda kiigiik oldugu kabul edildifinden yani plak kalinlipi kiigiik oldugun—-
dan:

W = W yazilabilir (3.1).

U, yerdepisimi sekil (..7.....) den de gdriilecegi gibi X ekseninin
negatif yoniindedir. Bdylelikle agapidaki Snemli iki denklem yazilabilir.

B z OW 8. 2).
DX
y - -2 33":/’ G5,

(3.3) bagintisi plagin X= sabit kesitindeki gekil deZigtirmesi etiidiin—
den gikartilabilecepi agikardir. Kati bir cisimin gekil degistirmesi,

bu cisme ait noktalarin U, V, W yer defistirme bilegenleri yardimi ile
tarif edildigini biliyoruz. Sonsuz kiigiik gekil depigtirmeler halinde

£, = 2; 3.4
€, = z;; 3.5
yazilabilir. Yine mukavemetin temel bilgilerinden de anlasgilacapi lizere:
‘nY’=‘%%'*%;§ %7
\;1==-%§<+-%§; 38
7;‘==%§¥+;%§— 39

denklemleri yazilir. Yukaridaki (3.4), (3.5), (3.6) denklemleri ile bulu-
nan (3.7), (3.8), (3.9) bapintilarina Geometrik SARTLAR denir.
€x,Ey.€2, Yy, Yy2, Tax Dliylikliiklerine de SEKIL DEGISTIRME HALININ bilegenleri,
kisaca gekil depigtirme bilegenleri adi verilir. (3.7), (3.8) ve (3.9)
denklemleri yardimi ile



E = 3 Uz e azw - o (3 lo)
x ™ ® Py 2 Wi
o N R = 3.
EY = ay =-2 ayt =—-i-w77, ( “)
Az AVz 2 Jw fo (3.12)
- + = —_— V.V
Y ok ey

bagln Hlar bu\pﬂur...

Plaktaki genel gerilme denklemleri ise agapida ifade edildigi gibi gikar-
tilabilir:

Ox = (éx-w&,) - 1-v'- ( ay’- (3.13)
E
0-7 o I—Y"<€Y+V€‘) e l-v" (ay: ‘axx (3-u)
Ez 2o'w
ZW=27)(_ G K’ 2—7_5;77. (3.!5)

3Myx JY

My)t-(-
(Sekil (.8-&bg) deki diferansiyel elamanin herhangi bir yiizii igin, bu
gerilmelerin bilegkeleri olarak plak kesit tesirleri ise:

X
" Sz&'Z-AY‘iz"Nb“dY
-

h
j‘ 2. dwdz = My.dx

dw  Jw

M)ﬂ‘-—D(W-Q-V ayz) s.1¢
2™ )

My=.. D(—-—a::‘ﬂ/——-_aa::_ 347
3

D = £ Lol Plak egilme rij'n“is‘l (3.18)

12(1-v'#)
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w

Myy = Myx= - D (1-v) (3.19)
Ix 3y
KENAR MOMENTLER1
(Mvv+ _— AY)A,.
2
————JLQale—jznA»Ax
2
My. &y
D
By (Mxy-lv o Ax)Ay
M.’.Ay D
Mye2Mx_ A)) 4
o ( x4 = x) >4
My. Ax 1r d)
My,.A’.

KENARLARDAKI KESICI KUVVETLER

1 (Qy-o- :(:’ Ay) Ax

Gx. Ay lP‘AwA»,
oy (G)t + Aﬂ) Ay
DS
T 2 Sekil 8 (de)
Qy . Ax.

Plak elamanindaki i¢ kuvvetlerin bilegkeleri ile artiglari incelenirse
baglangic ve difer kenardaki momentler ve kesici kuvvetler yukaridaki gekil-
deki gibi gdsterilir.

Sekillerdeki plak elamanlarinin denge denklemleri yazilir ve iglemler
sadelegtirilirse moment denge denklemlerinden:

ZY=0 dan: Mx. AY“’ (M)ﬂaa_‘::_ 6’9 Ay -+ Mxy A7+(M”_’ a:ﬂ A’aAy g o AI-Ay e (3'20)
x

g ®

IX=0 don: My .Ax4(My i“:" 47)4‘+MyxAx+(Myx+3:;’ Ay)Ax - QOy.4y.ax=0  (3.21)
!




1%

(8.20) ve (321) denge denklemleri sadelegtirilirse:

DM, IMx

s L) A (3.22)
e i - = Qx

DMy aMyx_ Q (3.23)
oy ”  CE

Kesme kuvveti denge denklemleri bulunmus olum.

Ayni diiglincelerle kesici kuvvet denge denklemlerinden:

OQx
Q. Ay + (QX ¥ Ax) AY+GY Ax +<QY+

9Qy 4 . AxAy=0 (3.24
~ Px+P. axay=0 (3.24)

Denklemi kurulur. Bu denklem sadelegtirilir ve diizenlenirse:
20« 3Qy
- 3 =-pb (3.25)
ox oy

Yiik denklemi bulunmug olur...

Daha 6nce (3.16) (3.17) ve (3.18) denklemleri X ve Y ye gdre tiireti-
lirlerse ve 3.22 ila 3.23 denklemlerinde yerine konursa.

Qx =D W,.l,l; V\)(/",x =D 1=y W,,' Islemler sadelegirse
& sl | i Yy

"w oo/
Benzer Sekilde:

QY"= _D(W:;H_ W;yy) denklemi bulunur.. (3.27)

Plaklar probleminin genel denklemini bulmak i¢in (3.22), (3.23) denk-
lemlerinin tiirevleri alinarak (3.25) denkleminde yerine koymak lazimdir.
0 halde.

2Qx O*M *M

0% o + Ay dx e

26, _ °M <& My

(3.29)
Qy Ay* Axdy

Her iki denklem taraf tarafa toplanirsa:
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= P o My ? Mxy 2 MYX az MY
e T W T t=
X X 9y ' Qyox ty

(3.30)

~denklemi bulunur. Daha &nce hﬁxy hdyx oldupunu ispat etmigtik.
Yine daha Gnceden (3.16) (3.17) (3.18) ve (3.19) denklemlerini bulmusgtuk.

Buldugumuz bu denklemleri (3.30) denkleminde yerlerine korsak:

4 4 4
P a2 o'W +2 o'W "W (3.31)
D ax* 'ay‘ dy+
gseklinde ifade edilen PLAK PROBLEMININ GENEL DENKLEM! bulunmus olur.
Bu ifadeyi.

7 llee -
—D—P = \’\/x'w +2 Wxxyy-}-w;yyy seklinde de yazabiliriz.

Plak probleminin genel denklemi olarak anilan bu denklem Sofie Germani
tarafindan hazirlanan te®in tetkiki sirasinda 1811 yilinda biiyiik mate-
matik¢i, dahT Logrange tarafindan elde edilmigtir.

Yukarida (3.31) de bulunmus olon CENEL DENKLEMI ileride problemimizin
¢oziimiinde kolaylik olsun diye asafida aciklayacafimiz rotasyonlarlada
ifade edebiliriz.

5 g Laplace (Laplas) operatdrii
2 A
7 TS C (3.32)
oxt . oy

(3.32) denklemini plak sehimi ile beraber agagidaki gibi yazabiliriz.

W, =W 1 Wiy .
A {ax‘+ :l + VVyy (3.33)

A(AW)—= [ ot ]+ [W“-'_WWL (3.34)

XX

Ioe
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3.3.Plak  probleminin diferansiyel denklemlerle -cozUmu

Plew prebleminin  géetminde basit +rigonemetrilk.

F.nl‘.‘-yonlorla
seriye aqclob‘nlu\, scnlmd gabuk

elmemakla birlikte , koloy oclzim veren bir

7-‘-‘1-&.»\ vy gqulanacaokhr

Butin kenartarindan serbestce oturan bir plogm 3.&\(-,
denklemi:
w leo 5l P
Wewwx & waryy ‘e WYYY)' s =cklindedir. Plak ae.nl—l enk -
D
laminia cé=iminde Navier +or'qr_|r\clan

W(xy)= Z z Cenn Sin 2Xx Sin -'—g-y
ochim terimi e p =ZEP.“ Sin l";“. x Sin "—::—7 yik derimi ipadaler
-‘ckl?F edimistr Buradak m,n tek sayilardr.

Sehim L eriminin

X ve Y ve 9gSre dicevlerini  alalim.
I \
W, (xv) =}_§_c,.,, M Cog MEx 3in DX

v
Wex (x¥) =ZE—C.M MR 53, -"Lo'}x Sin -"f'? bulunur.

wy ("7) = Cmn -’% Co_s-’%‘—‘y Sia %EX
WY)’ ) = E - Comn -'-‘%2 =\n 23 y Sin 2':7.‘)( bulunur .

By J-aalarin ikiger A.Fo deha -l»;‘.rcvla‘mi °('Pl ?lqk ?\.‘

eenkleminde 7erine lgoymamaz ir—c.P eder. Ajrlu P(qL 3.“[ denklemindeki
W

2-Wxgyy -la}mh\'m ole 1 ve Y ye agfe ‘hlmvlar‘m'n kiger JeFA arcl arala

dicevierinn  almakla bulunacoga asikardr. Nebce olarak X veY ve

gere  istenilen +irevler alinip, flak gene| denkleminde yu—h-.rlnt korsak

WC"’) sehm denklem 9”5‘61-5 sekli alir:

\x&y) = _l_ R" Sin '_"a’.tx 3in “_’37
Pra o 3 t\2 i
= 5)

Jmklun'. bulunur .
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Pot D‘Cu.si:\n \/ayllvms bir \/Gk ise;

—ab -

Qb
P,,m = AP,, SS , gl Ay TP “JY clxely
S

iglemler sadelestirilirse:

an = -E'Eo__ yik dermi  bulunur.
s2mn

Yak -‘cr‘-m‘m‘on bu cleaer‘o &nceden bulunan My, My ve Mra mament

denklem lerinde yerine kenursa:

2 2
Mx = E-Zlé:b‘, : (mn/a)* +# (nn/b) Sin R, sin —’1;’,17
nmn [(mn/q)2+ (ﬂﬂ/b)zT

2 9
My= Z L PR o ekl .5 S e ; SinDR i DX
“emn [(mn/q)'- + (nn/b)‘] = -

% Po mn/a - nt/b S M
7 2 : 2 Cos AT
M,{YZE e nZmn [(mn/a)l+ (mr/b)’i X s D

seklinde bulunur. Bu denklemler bizim bulmalk is+ec|33‘\m“uz. momeat

denklemleridir. Daha =monra m ve N ye tek say) Aeaerler; vererek
nimerik  sayilabilecek degerler bulacaélz..Yukandcld bulunan denklemler

DORT KENARLARINDAN SERBEST MESNETLENMIS BIR PLAGIN MOMENT DENKLEMLERIDIR.

- PSR, ~ &I % e
.

Bu denlklemler W (xy) sehim teriminin
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gartlarini da sagladifindan, ayrica sinir sartlarinin gerceklegti-
rilmesi gerekmiyecektir.

Formiillerdeki . yiik teriminin bulunmasina gelince;

2 0
p =§Z Pmn S‘nr\"‘T" x Sin —“T:EY -;umt'l&ndel:'v p,,,,, nin bir

m:) A

6zel hali ig¢in, denklemin her iki taraf,

Sia My dy e

arpilip, "0" ile "b" arasindaki entegrasyon ile ve n#n' igin:
¢

b
LD i o e B SRl WOl | S Y n're b '
°S bY o b‘/ Y —" ’-;b Cos_:_b[gl-(.,nn-(osnnco

’ DY
n=n 15In.

b
' b
5 Sin 22y sin WPydy = | Cos 2Zb Gsn o[y =Ginny-Ginn

-.‘;(l-r Ces © nn)[slb =2 %

‘n

Ayni gekilde denklemin her iki tarafinin  Sian 2T ila
garpilarak "O" dan "a'" ya kadar entegre edilmesiyle

a b
s m o ab
;5 55 P Sia —_— Sin "—b‘n JaJr = -2—- P’.lnl

buradanda,

b
. / ? ’
| P osnene sty

_4‘
E'.:“;;‘j

bulunur.
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Bu integrasyon verilen bir i¢in alinir, seriye ait olan kat-
sayilar bulunur ve verilen yiikiin kisml siniisoidal yiiklerin toplami
oldugu kabul edilerek; evvelce incelenen kismi yiikleminin sehimi
ve toplam sehimde verilen terimlerin toplami kabul edilirse;

ORNEK;

Elde olunan plak denklemlerinin dort kenarindan serbest oturan
kare plaga uygulanmasi.

Kare plakda:
X.—.y

X= a/z2

\,: b/z

Problemin ilk ¢dziimiinde, difer metodlarla da mukayese edebilmek ig¢in
ve Yeni DIN 1045 (1972). 15.1.2. ye gore de basitlik saglanmak {izere
misaade edilmesiyle

V- —0 alinacaktir.
Buﬂd 33'0 q.az.:lmx
M2 n?nt
R B
MyaMy = § T1CR ("F)+ 0. 55 sin 18 3t 85

™ [ea-paT

16P (5‘5)‘ Sin M. Sin ——-y foemillen ile Mlkhh‘
e 'Z Z Kimn [:(""l/‘)""("""')t}l .

"m" ve "n" nin ¢ift degerleri igin sonug¢ bifir oldugundan:

Veya:

y m’' = Gipt say1 ise

2ma'n a v =
= ap WA ISR SRS

Sin2a , 4, éx - - . -

dogrudan dogruya tek sayilarla Ornek problem olmasi bakimindan biiyiik
bir ¢&ziim oluncaya kadar hesap yiiriitiilecektir.

ul ul R
M,- Moe. L‘(;)‘ sin -';- sia % =400 4|ocacoh, a? bulner.
XA (P,
[ .3 2,2
. ek ot s.‘n% Sin %_ =~ 0,000 54751 E at bolunur.

x® 'y =-_l4- “3(‘1*33)1

l6P¢ >

sin 32 sin 5 =-0.004920 P, a2 bulunur.
n4. 3. (3+0)? i~

"FM‘I"

2 .
;:.3 “33 "hoz's v R s A b at bhulunur.
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£2

s S,/ le2
My =M = - .l‘h—qs_ Sin ;f s‘ml‘i = +0.0012148 P, ak
n4 s.1(st?)?

5 5S

° 152
My = My ='--|‘PL_ sin 3T gin 3% 2 +0.0000657 P a?
R4S (stisz)? 2 2
W "t 2
My My = - tefo a® e e LT 2
e Y mﬁnn—z&n—i = o.°°bo°S3P°a
) 7l 6P, at 72 s
- { 3 e a
M, = Mya o e Z{! sinZ = -o.000 435992
77 &7 gL
My = MY" &L—-s‘m‘% Sinll = 4o.0000212 Poaz
n4.72.7 (7%477)2 &

“w 19
M, = MY ®. M s:n-"i-sin . 0.0000027 P a

n4. 1.9 (1%492)¢ -5
9,1 sl 6Py a2 9t
My = My =_ n.—’:z_"%)t sin? 3in % _.0. 0002198P, a2
29 9
. bfe a2.92 - .
Mx = M’y ‘-Tf’J(T*"J‘ Sm%‘.&nazﬂ- = o.oooooszPoa‘

1 (A}
16Pat 12 SR gy AR
My = My e m:’m3 Sin—=- = _o. 0000010 P a2
" "1

i T .
Mx = M‘/"_mt 5'""';""";‘. & =o. coo 123 Ra?

Mu.n £ M“l"-:- 1€ Poat 112
pr X R4 o ()

3 M"B 6P at. 12

Stn!%‘s‘m'_'__":l = +b. ODOOD® Q.BP'n‘-

o = My= - S W = 4o co00vo 4feat
G B 0P e st

« = Mym- g sinsind o o o000 78 fa2

113
(3,13 6 3t 2 N
- MY g il Poa .s-u‘fz!'sm';-‘_;_' = 4+0. 0000014 Poa?

4 4 8.8 (13t
s WS
" g |‘Paqzl e SR o z
g y = 'mis'"i Sm-_g = -0.000000 2Poa
1s,| 1S,|

M My o 8lalts® _ 5950 =00 2 R a?
& Y 74 (S ((1s%)? st ok | Ta——_ Pb

1S5 15,15

3

Mx = My =—m—— Sn'sall= + 0. coc060 B Poa?
4. 1s.15 (1s?H1s2) g

TOPLAM . 0.0 366706 Poa?

Béylelikle dért kenarindan serbest oturmusg kare plakda momentler:

Mx-M\/ =0.0 36670 Po a?

ve yq :

1
M= My 2_&0__ olmakiadir ki bu
27, 26980!

deger Beton Kalenderdeki Ctering tablolarinda M,.Myc—%fiz—
olarak verildiginden, biiyiik bir yaklagim oldupu kanaatine varilmigtir.



[AV)

A gni P“—a"\ Y =0 igin burulma momentler! ise :

r A
M’Y -Z Z & 13 h» a Gs -'12;« Cos -'-‘%t—y denklemi leullanibir.
74 (mPant)?

"

. P |6P¢ a?
1 n ()t

N|"3 P az

xy n4 (& 03') 2

3l
ng T - __"P°°l Cos0.(50

ne (3t+2)?

Gos 0. Gos O --e.omasch. a*

Cos0 - G0sO ~0.001642S Po a®

-0.00 16428 Poaz

[

3.3
Mxy: - ﬂ?.i Cas0 .Cos O
T4 (3*+37)?
[
Mxy = - ———-“'P° 2% Cusn .Ces0O
R4 (24%)?
s.( o
Mxy - o “'L Cos0 - Cos®
n4(s?)*

—0,600 =0&3 P° a2

-05,0002429 Poa?

-0.00062429 Poa?

"

sls P z
Mxy 8 - .l‘_.o— Cos0. GesD
n4(stast)?

MW = 6Psat
e 4(‘,”,)i

-0,0006066S7 foa?

Cos 0. Gos O = «0,00006S"7 Po“
T

Tl 2
Mxy: = .‘-‘P.—a_ Cos®O .Cos O & «0,000 bSS"P@Q"
n4 (7442)?
w7 2
M*Y B _ls_P.—.:_ 30.6s0 = —0,0600017! P. at
n4(7%72)*
1.9
2
- _."il Cos 0. CosD » - o.oo¢>u.8'7P. "
n‘(a’-&%’)

"
M",Y = m os 0 .Cos 0O = -o.ooomx'TP.a"
n4(9%42)
9,9
M,(Ya = 16 Po at Coso. Cos © = -o,ooooosnga‘-
nd (9%49° )

ISPod‘t (osd . los © = -o,00c00ll Pa at
w4 (14ud)?

1l
xy =

o |6Po at

=z -—->2—" (sd.lesO = —o.cocoll Poat
i n4 (ytsa)*

et
My=- __'iff_a_i_. CosO. C0s O = -o,ooooozeﬂ,a‘
4 (nésut)t
s 2
Myy= - _E?ﬂ_ (oso. G306 = - 00000656 at
RQ(‘I.H_'I)I
3,
xy® - _!iP;_ci_ (oso.GsD e ooooossf. at
ra(le)?
3,u
Mxys-_'M Cos 0 .Cos0 = _o,ooooM.‘P, a?
n4(13teqs)?
s

M'Y’ s __'6_P_°1L (ose. sd = -o,00000 32P,, a?
na (1t41st)
|:l= = _LP’_‘L Cosp. Cosbd = -o,ooooo!»ZP,a‘
¥ (1St
IS
M“n e __‘;‘_P°_q_&_ Gso.Gsbd = -o,oooooOSP.G‘
4 (82415¢)?
(¥4
M"Y= P _lfﬁ_"_l_ Co3p.losd = _o,0000019 s al
nq (1p72)t
!l l‘P-ot
= (os0- s = -o.ooooo\sﬂ,a‘
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4, BOliim: PLAKLARIN EGILMESt

4.1- PLAKLARIN BASIT EGILMESI

Daha sonraki bdliimde plaklarin stabilitesi incelenecek. Stabilite
konusuna ge¢meden Once efilme bahsinin detaylica tehkiki gerekir.

Prizmatik gubuklarin, efilme esnasinda gubuk kesitlerinin diizlem kal-
digini ve elastik egriye dik olmak lizere yalniz tarafsiz eksen etrafinda dén-
diilklerini kabul ederek gubufun basit efilmesi halinde gerilme dafiligi igin
kesin ¢dziim bulunur.

Plaklarin basit efilmesine, iki dik dogrultuda bdyle bir egilmeyi
birlegtirerek gegebiliriz.

e dx _ﬁ,_
x - h/z
/,‘:--.--n.--- n
“v Ilﬂ ’/“z_-_.‘__ _‘1‘
a) S

; b.
Sekil. 9 )

Yukaridaki gekilde de gosterildifi gibi plak kenarlari boyunca iiniform
olarak yayilmig momentlerin tesiri altindaki bir dikddrtgen plagin basit egil-
mesini inceleyelim.

Plagin ortalama diizlemi denilen iki yiiziiniin ortasindaki diizlemi Xy
diizlemi olarak ele alalim. Ortalama diizlemine dik olan Z ekseni agafiya dogru
pozitif aliniyor.

Burada:

My : y eksenine paralel kenarin birim uzunlupuna tesir eden egilme
momentini ifade eder.

My : X eksenine paralel kenarlarin birim uzunlufuna tesir eden
egilme momentini ifade eder.

Bu momentler plagin iist ylizeyinde basing, alt yilizeyinde gekme meydana
getirdikleri zaman pozitif kabul ederiz. Ve plagin kalinlifinin diger iki

yaninda ihmal ederiz.
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Plagin yiik altindaki gekil depistirmelerini incelemek igin; egim
ve egrilikler ile gerilmeler arasindaki bagintilarin bilinmesi gerekecektir.

Agapidaki gekilde de goriilecegi gibi egilmeden Onceki plagin ORTA
DUZLEMI koordinatlarin "X - Y,, diizlemi kabul edilir. Efilme esnasinda "X - Y,
diizlemi ig¢indeki noktalar bu diizleme dik W yerdegistirmeleri ile PLAGIN ORTA

YUZEYINI meydana getirirler.

$ x

2 o et e LY

mp--- .
‘v %
t a y

Sekil.10

Plogwn xZ dazlemine Poro‘cl bir nermal kesitini alirsak

ortolama  yizeyin X degrultusundaki esim{ i.x:W,: dir

Ayni sekilde Yy 403ru(+usunc|o’<" ea‘m Ly: W; seklindedir

XY dazleminde X cksenn ile A acis: yapan herhanéi bir

an dogrulfusu alrsak , an dogrultusunda iki komsu a ve a,
noktasindaki sehim Fark :

dw = %JX-{- ’%“.%ay=w;.ax+vv;dy dir

Buna karadik 3.'00\ es‘-ma

aw _ 3w dx _ow dy _ aw W
= ox dn VT oy dn ™ Bx e+ gy EInX

moksimum oldu?au X, aqis) ise:

=\%%
aw Wy
D%

Ea‘!m\l'\
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Tarafsiz yiizeye paralel liflerin uzunluk degigmeleri Z uzakligi ile

orantilidir. Elastik efrinin efriligi -2:ﬁ alinir. Ve Z uzakligindaki
liflerin birim uzamasi ise: gez_a2W dir. Hooke kanunundan faydala-
nilarak: Chs

Ex= ‘? [ Ox — v (0'14-0':)]
Ey=1 [ o -v mw.)]
€o b [ A _»(c,,,,o-,j
bu ipedeler daha Snealeri (12), (-3) ve (14) bagnhlar ile buluamuagtu.

0z=0 alnwsa.

{
Ex = ? [o-x- V‘O-Y ]
Z,,::—‘E— [ Gy -9 y‘ﬁ;] La%mhlon bulunur:..

Plakta gekil ( 3J.b ) de gdsterildigi gibi xz ve xy diizlemine
paralel ikiger diizlemle ayrilmig bir elaman gdz Oniine alalim., Plagin efil-
mesi esnasinda yanal yiizlerin diizlem kaldiklarini ve elastik yilizeye dik
kalacak gekilde (n - n) tarafsiz eksenleri etrafinda donerler. Ve bu egilme
esnasinda plagin ortalama diizleminde hig¢ bir gekil defisiminin meydana gel-
medigi ve bu yiizeyin tarafsiz yilizey oldufu sonucuna variriz. ¥

el
tx  ty
deki egrilikler diye tarifleyelim.

: tarafsiz ylizeyin xz ve yz diizlemine paralel kesitlerin-

Daha dnceden ¢ikardifimiz bafintilardan faydalanalim:

1. P

k. dx*

¢ et W

Ls,- It

EX;-—Z-I’—Z ‘azw
L, ox*
z Aw

£Y= Ty.-z-_a-YT
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abcd diliminde bunlara kargilik gelen gerilmeler.

Oy =-E2 [ Iw e Fw ]

oa A Ay
o -E2 A'w Dw ]
Y -2 [ avt e 4 3 .

Bu bagintilari daha Onceden genel plak denklemleri diye tarifle-
digimiz. (3.10) (3.11) (3.12) (3.14) (3.15) denklemleri ile ayni oldugu
goriiliir.

Daha Onceki bilinen bilgilerden:

o
S zUx. 1-4\/.&2 — MgAy
-h

4
H\S Gy.z.Jx-Az i My. dx
3

Buradan:

x ty
hAY_ID[J-+ww-——]
‘LY £x
5
Buradaki : D=_E S’zz.a-;_ = —E—h::—
-y v 12 (1-v2)

biiyiikliige PLACIN EGILME RIJITUGI dendigini daha &nceki bahislerde agiklan-
migti.

ty ve ty nin bilinen degerleri yerlerine konursa:

hAx=» = > .EFVV : v;'B‘W/ ]
| 9% dyz-

MY= _DFa’w + ¥ 'azW]
L Jy2 x?
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bdylece daha 6nceden buldugumuz 3.16 ve 3.17 denklemleri ile ayni
neticelere variriz.

Bu denklemler Mx ve My momentlerinin verilmig olmasi halinde
plagin elastik yilizeyini tayin ederler. My = 0 olmasi halinde (ki bu
6zel haldir) dikddrtgen plak bir kirig gibi efilir. Bu hal igin:

2
w2 e s Fw bulunur. Yani plak zit

o Ay?

dogrultuda iki egrilife sahip olur.

Mx=My=M oldufunda elastik yilizeyin iki dik dogrultudaki egrilikleri
birbirine egit olur ve yiizey kiiresel olur.

Ve bu kiirenin egriligi:

Sk
t D@»™)

formiilii ile hesaplanir.

4.2-  PLAKLARIN YAYILI YANAL YUKLERLE EGILMES1

Ortalama diizlemine dik bir yayili yiikiin etkisinde egilen bir plak
gdz Oniine alalim. Sekil ( 8- ) de de gdriildiigii gibi plagin yiizeyi boyun=-
ca degigen ve X ile Y'nin bir fonksiyonu olarak gz Oniine alinan yiikiin
giddetini P ile gdsterelim.

Plaktan XZ ve yz diizlemlerine paralel ikiger diizlemle bir elaman
¢ikarilarak statik denklemlerinden P yiikiiniin tesirinden dolayi bu elamanin
yiizlerinde daha 6nceki pragraflarda inceledifimiz egilme burulma moment-
lerinden bagka diigsey kesme kuvvetlerinin de meydana gelecegi gdriiliir.

Kesme kuvvetlerinin birim boy igin giddetleri:

o
Qs _SS e ¥ o

QY= S Zy'l. Al (4-2)
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KABULLER: 1) Zxz ve Zyz nin kiiciik dx ve dy uzunluklari boyunca
degigimi ihmal edilebilir.

2) Qx. dy ve Qy.dx bilegke kesme kuvvetlerinin elamanin
agirlik merkezlerinden gegtikleri kabul edilir.

Birim boya etki eden efilme ve burulma momentleri igin de daha
onceki (3.16) (3.17) ve (3.19) denklemlerinden

+h

hA“==S':ZO;.Z.Az - _[)[;a‘vu % f'E?vv ]
R 3Ay?

o5
M,=§ ' 0y z.dz _ _D[ Fw | a\u]
i A’y2 Ax™,
2

h
. Pw
M1Y=“S 'ny. zdz = -D G-+ ——8—;’37'

bulmugtuk.

Goriildiigii gibi kesme kuvvekleri, EGILME MOMENTLERI ve BURULMA
MOMENTLERININ hepsi X ve Y koordinatlarinin fonksiyonudur.

Elamanin denge gartlari:

T - DENGE SARTI: Biitiin kuvvetlerin Z ekseni i{izerindeki izdiiglimi ve
x ile y eksenlerine gire momentleri:

Sekil ( B.c ) den de gdriilecegi gibi Z ekseni lizerine izdiigiim-

leri
Sx oy denklemine varilair
en < .
aQY + aGY + b =O
dx Ay

Bu denklemi daha &nce ( ) sayili denklemle bulmugtuk.



II - DENGE SARTI:

Elamana tesir eden biitiin kuvvetlerin X eksenine gdre momentleri:

Ox Ay

denklemine varilar.

Onemli not: P yiikiiniin momenti ve Qx kuvvetinin degigiminden meydana
gelen moment, digerlerinin yaninda ihmal edilmiglerdir.

Yukaridaki denklem sadelegtirilirse

dx Qqy

denklemine varilir. Bu denklemi daha 6nce ( 323 ) sayili denklemle bul-
mugtuk.

III - DENGE SARTI: Elamana tesir eden biitiin kuvvetlerin Y eksenine gore
momentleri:

a_MY.i.Jny.g. oMy dny = Qx.aly.Ax =0
Ay Ox

bulunur. Yukaridaki denklem sadelegirse:

aMyx & aMx = Qx — O
Ay Ax

denklemine varilir. Bu denklemi daha 6nce ( 3.22 ) sayili denklemde de
bulmugtuk.

II- denge gartindan:
M M,
Qy s P Y
Ay [}

yazilir.

ITI- denge sartindan:
Qx_ OMx + 3Myx
B Dy

yazilir. Bunlar I. denge gartinda yerlerine konursa
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+

PMy,  PMyx My % Mxy . B
2 | oxdy  Oyr  oxdy

denklemine varilir. Burada dikkat edilmesi gereken “nemli bir husus
daha Onceki bahislerde de anlatildigi gibi:

Z)‘y = ZYX
Myx = - Mxy
0 halde Myx = - Mxy oldufu gdz Oniine alinirsa.

2 2.
3 Mx + 2 3 ML_'_ azMy 5 b
x> AxAy QAy?2

diye anilan PLAGIN ELASTIK YUZEYININ diferansiyel denkleminin momentler
cinsinden ifadesi bulunur. Bu 8nemli ifadeyi sehimler (W ler) cinsinden

ifade etmek daha anlamli olacaginda bildigimiz formiilleri bir defa daha
gdz Oniine alalim:

M= .D [ Pw + W az“/]
L x> 2

_n[ 3w 2w |

M :.—.-M = D(l"‘) BIW
2 f s Ixy

Bu formiilleri daha Onceleri (3.16) (3.17) (3.18) ve (3.19) denk-
lemleri ile bulmugtuk.

Bu ifadeleri PLAGIN ELASTIK YUZEYININ Mx, Mxy, My momentleri ile
ifadesi denkleminde yerine korsak:

H*w *tw *w p

4 =
x4 Vi Ady2 Ay+ D

Plagin elastik yiizeyinin diferansiyel denklemini bulmug oluruz.
Bu denklemi daha 6ncede ( 3.3! ) sayili formiille bulmugtuk.

Ozel bir hal igin bu denklemin ¢Oziimii bulunursa efilme ve burulma
momentleri:

azw azw " .-
Mx= -D [ 5 e 3y _-D[\&I,‘ 4+ WW]
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M,_ _Dp| 2w 'w|_ " o
Y [ 3y1+ » ‘axz‘—b[w"" +V-WY;

May= -Myx= D(1-%) g':\g; = D(1-¥) W;:

ifadeleri ile bulunur.

Kesme kuvvetleri ise:

QM My 3 [Pw W T LW
T Jdy ] dy? b[w""" b 77’]

3 /8 PN
Qe 2My _ My _ 3[ 3W_"l’£]=-b W 4 W,
Y ay ax D 31 ‘axl. ‘ayt [ 30!7“" 777]

ifadeleri ile hesap edilir.

Egilme ve burulma momentleri bulununca (O;)max ve (G;)max
normal gerilmeleri ise:

N i :‘_" 43
h
(O-y)m i 2 4.4

hﬂ.
denklemleri ile hesaplanir.

X ve Y eksenlerine paralel olan kayma gerilmeleri:

2w

3y

ZXY: -26 z 4'5

ormiilii ile hesap edilir.

Z eksenine paralel olan kayma gerilmeleri Qx ve Qy kesme kuvvet=-
lerinin, dikddrtgen kesitli kirig halindeki gibi plagin kalinlipi boyun-
ca parabolik yayilir. Buna gore kayma gerilmeleri:

max (Z,a) = -fh— (Ox)w 4<

"‘”‘(Zyz s—zgr‘- (OY)M“ 4.7

formiilii ile hesaplanir.
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0 halde: PLAGIN ELASTIK YUZEYININ DIFERANSIYEL DENKLEMININ
bilinmesi halinde biitiin gerilmeler hesaplanir..

Plagin elastik yiizeyinin tayin edilmesi icin genel olarak:
a~- Her 6zel halde P yiikiiniin dagilig1
b= Plagin her Gzel haldeki gevre gartlarini bilinmesi gerekir.

Biz incelememizde dikddrtgen plaklarla ilgilenecefiz. Ve bdyle
plaklarin gegitli cevre gartlarini gdz Oniine alacapiz:

1 HAL : ANKASTRE KENAR:

Bir plagin kenari ankastre ise bu kenar boyuna ¢dkmeler sifir olur.
Ankastre kenar boyunca sinir gartlari:

(W)Y=°= ¢ 48
(.M) 't a8
aY y=0

2 HAL : BASIT MESNETLI KENAR:

Plagin y=o kenari basit mesnetli ise bu kenar boyunca W sehimleri
sifir olur. Bu kenar ayni zamanda x ekseni etrafinda kolayca ddnebilir.
Bu kenar boyunca My epilme momenti sifirdir.

Sekil:

: 7

1

A

Basit mesnetli Lenar Boyunca siir gartlar::

(ﬁuz=== 0 (4.6).

o

( Fw + ”® 32W)= (0] “4-v)
CLE O¥* feo
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3 HAL : SERBEST KEMAR :

Plagin bir kenari Srnefin x=a kenari tamamen serbest ise bu kenar
boyunca, Mx, Mxy ve Qx plak i¢ kuvvetleri sifirdir.

Yani:
(M:) =0 =» a'w > 3'w | e (412)
x=a D x> a\/z |
2
(Mxy) =0 = ‘ 9w = 0O Q)
x=Q ’ax ay i
2 'w
Q) =0 d (3‘”_ )t=0 44 -
). O ol v
denklemleri yazilabilir.
-
o

Muy 4 2Mxy 4
Y 4+ B Y
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Poisson tarafinda bulunan bu gevre gartlarini ¢ok bulan Kirchhoff
i gevre gartini fazla bularak iki gartin W sehimlerini belirtmeye yete-
cegini belirtir.

(3. de Crelle, cift 40. 1850)

X = a serbest kenari boyunca: Qx kesme kuvveti ve Mxy burulma
momenti birlegtirilerek:

ey OMxy [ 0 @)
Ay

X=a
Qx ve Mxy nin bilinen deferleri yerlerine konursa:

_zﬂ__&Jaﬁw ey, “16).
33 Axdyz

X=0

Boylece ii¢ gevre garti yerine iki gevre garti serbest kenarli dikddrtgen
plaklar igin yeterli olur.

4.,HAL : ELASTIK MESNETL! ve ELASTIK ANKASTRE KENAR:

FE < ol

| b

e

y z
Sekilde de goriildiigli gibi bir dikddrtgen plafin x = a kenari bir
mesnet kirigine rijit olarak baglanirsa (tesbit edilirse):
- Bu kenar boyunca W sehimleri sifir olmaz. Bu kenar boyuncaki
sehim kirigin sehimine egit olur.

- Bu kenarin dénmesi de kirigin burulmasina egit olur.

0 halde plaktan mesnet kirigine aktarilan tepki:

{0 = ZMW) ohur Daha &Snceden bilinen Qx ve Mxy
Y

Jlger‘cr'l y:r‘.r"mc kenursa \/U'GG"JOL; denklem su  sekili alir:

denklemi  bulunur. “41?)
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Daha Onceki bilgilerimizden biliyoruz ki her hangi bir kirigin
elastik efrisinin diferansiyel denklemi; (A kirisin efilme, F burulma
rijitliklerini gdsterirse)’

Al Aw |l _ p3d | 2w + (@9 2*w 4-18)
Jy4 I | Ax? dy2
X=a x=a .

denklemine varilir. Bu denklem x=a kenari boyunca 4.hal ig¢in CEVRE SARTLA-
RINDAN biridir.

Diger ikinci garti elde etmek ig¢in kirigin burulmasini g&z Oniine
alalim. Daha Onceki bilgilerimizden bildigimiz gibi kirigin her hangi bir

kesitinin donme agisi -(_3&2_ dir. Bu aginin kirig kenari boyunca
X
degisme hisi ise:

e Fw seklindedir. O halde kirigteki
XAy 'yza .
burulma momenti:
2
-FI W | olur (4.19)
3)(3\/ xX=a

Bu burulma momenti kenar boyunca defigmektedir. Ciinkii plak kirige
rijit olarak tesbit edildifinden burulma momentlerini kirige aktarir. Her
hangi bir birim uzunluk ig¢in burulma momentlerinin giddeti Mx efilme momen-
tinin giddetine egittir. Fakat zit ydndedir.

0 halde mesnet kiriginin burulmasini gdz Oniine alirsak:

¥w

S
Xy

x=a

-F (4-20)

9
dy

xX=a

denklemine variriz. Mx yerine daha 8nceki bilinen deferi yerine yazilirsa.

3 | Pw Fw 4= Aiw b “2)
aY aan s axz a\/l [{:o

denklemini buluruz. Bu da aradigimiz ikinci GEVRE $ARTIDIR.
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4-3 EGILME ile BIRLIKTE CEKME veya BASINC ETKISINDEK! PLAKLARDA
EGILME:

Daha 6nceki b&liimlerdeki incelemelerimizde plagin yanal yiiklerle
egildigini ve sehimlerin kiigiik oldupu kabul edildi. BSylece ortalama
diizlem, plagin tarafsiz diizlemidir denmigti. Ancak yanal yiiklere ilave
olarak plafin ortalama diizlemine tesir eden kuvvetler var ise bunlar
bu diizlemde uzamalar meydana getirirler. Ve bu uzamalara kargi gelen
gerilmeleri ihmal edemeyiz.

Timoschenko bu konuda iki hal One siirmiigtiir:

1. HAL: Bahis konusu olan bu gerilmeler kiigiiktiir. Yani plakta
burkulma meydana getiren kritik gerilmelere gdre kiigiiktiir kabiilii yapi1l-
maktatid. (Bakiniz Elastik Stabilite Teorisi sayfa 327) Plagin efilme-
sinde gdz Oniine alinmazlar.

2. HAL: Plagin ortalama diizlemindeki gerilmeler kiigiik degildir.
Bu gerilmeler plagin efilmesinde gdz Oniine alinmalidir.

»x  Sekil 1

Daha dnceden incelenen (Sekil (8.a.b.c) deki kuvvet‘%re ilave alarak
simfi plagin ortalama diizlemine etkiden kuvvetler yukaridaki gekilde gos-—
terilmigtir.

Bu kuvvetleri X ve y eksenleri iizerine izdiiglirerek asagidaki bagin-
tilari yazariz.

ZX=0 Nx + AN« dx — Nx- Nyx+N7" aNyyx c‘y bl 0

Ix ?
ANx AMNyx _g (4.22)
ox : DY .

el Ny + Ny+_aé%1-cly+ Nyy— -3—3-31 dy - ny =0
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+ —
o3 e 0 (4-23)

denklemleri bulunur. Burada dikkat edilecek husus. Sekil ({l.ab ) deki
kuvvetleri Z ekseni lizerine izdiigiirlirken plagin efilmesini ihmal edemeyiz.
Yani plagin efilmesini nazari itibare almaliyiz. Plafin xz diizlemindeki
egriliginden dolayi (Sekil ({la.b ) ya bakiniz, Nx normal kuvvetlerinin

Z ekseni iizerine izdiiglimii:

Ny dy 2 Nx AW , W ,
x dy = (N+ Ax)(ax+a 2_alx)c\)l (4-24)
denklemini verir. Gerekli basitlegtirmeden sonra:
Ny W g 4., ONx W 4 4 (425
T ax* R . a4k T )

denklemine variriz. Yine ayni gekilde Ny normal kuvvetinin Z ekseni {izerine
izdiigiiriir ve gerekli kisatmalari yaparsak:

Ny W o i 8Ny oW 1 :
Y Sy2 xdy+ S: oY x-ay (4-26)

denklemini buluruz.

Ayni gekilde Nxy kesme kuvvetinin Z ekseni iizerine izdiigiimii:

Nyy dxdys INxy g\;/ dxdy (427)

x Ay Ix

denklemi bulunur. Burada Nxy = Nyx oldufu gdz Oniine alinirsa;

A e . Dy W

denklemi bulunur.

(4.25) (4.26) (4.28) ifadelerini daha &nce buldugumuz PLAK DIFE-
RANSIYEL DENKLEMINE ilave edersek:

PMe , IMuy, FMy [ N FW Na’w L 2N ﬂ] :
vy S5 e P+ - R = b~ @29)
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(4.29) denklemini buluruz. Buradaki Mx, My ve Mxy efilme ve burul-
ma momentlerinin "W, sehimleri cinsinden yerlerine korsak:

ANw o Aw 2w AW W
. Nx N 2N
¢ |y Ayd D 5P 2t T gy "Y Yy

) 439)

denklemini buluruz.

Not: Bu diferansiyel denklem Saint - Venant tarafindan ¢ikartilmig-
4 5

4-4 PLAKLARIN ECILMESINDE SEKIL DEGISTIRME ENERJ1St:

4.4.1- BASIT EGILME: (Sekil ( J.a ) de goriildiigii gibi bir plak {iniform
yayi1lmig Mx ve My efilme momentleri ile efilirse, elamanin yiizleri diizlem
kaldigindan Mx dy momenti tarafindan yapilan ig: momentle elamanin egil-

meden sonra buna karsgi gelen yiizleri arasindaki ag¢inin ¢arpiminin yarisina
egittir. Bahis konusu edilen agui: -Q%%E%)J* dir. O halde Mx tarafin-

dan yapilan ig:

4 PW 4,

dir. Ayni gekilde My. dx momentleri tarafindan yapilan ig de benzer gekilde
tariflenirse, buna gore elamanin potansiyel enerjisi guna egit olur:

aVv L Me W M W clx 4-32)
kit "y Jy2

denklemi bulunur. Buradake Mx ve My efilme momentleri yerine daha Onceki
bilinen degerleri yerlerine konursa:

N . [(M (2’_)* . 2 ?;\\71] ddy s

genel bagintisi bulunur. Plafin toplam gekil depigtirme enerjisi 4.33
denkleminin integrasyonu geklinde elde edilir.

oo [ (B o D by
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denklemine varilir. Ancak unutulmamalidir ki integrasyon plafin
biitiin ylizeyi lizerinde = yapilmalidair.

4.4.2- BIR PLAGIN YANAL YUKLERLE EGILMES!

Bir plak elamaninda Sekil ( B.e ) de goriildiigii gibi Qx ve Qy
kesme kuvvetlerinden dogan sekil depigtirme enerjilerini ihmal ederiz.
Ve elamanin gekil defigtirme enerjisinin Mx.dy ve My.dx ile Mxy.dy
ile Myx.dx burulma momentleri tarafindan elamanda yapilan ise oldugu
goriiliir.

Diigey kesme kuvvetlerinin elastik yilizeyin efriligindeki tesir-
lerini gz ardi ediyoruz. O halde Mxy.dy burulma momentinden dolayi
gsekil degigtirme enerjisi:

: A
TMgYEa_Y_clxdy_ D(i- v‘)( ) dxdy @as)

My

denklemine varilir. Ayni miktarda enerji Myx.dx momentleri tarafindan
da meydana getirilir.

0 halde toplam enerji:

cfd},,__ [ (%;¥¥>%+_ (%ggé)‘*r2;h‘g:$i.%ggéé:]cix¢43<+

+ D(1-) (—%i‘ya!;;)?. c:ley (4-36)
X

denklemi bulunur. Biitiin plagin sekil deBigtirme enerjisi integrasyonla
elde edilir.

DSS[ (24 \aywz)* S5

+2(1-4#) (-_%ix\g/-;-)’]dxdy @37)

denklemi bulunur.

4-5 KENARLARI BASIT MESNETLI DIKDORTGEN PLAKLARIN SEHIMLER?
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4-5 KENARLARI BASIT MESNETLI DIKDORTGEN PLAKLARIN COKMELER1
(SEHIMLERI)

Kenarlari basit mesnetli dikddrtgen plak igin elastik yiizeyin denk-
lemi:

WO‘Y): 9 Con Sin 20, =ia 00
" Y

gifte serisi ile tanimlanir.

43¢

Bu serinin her terimi igin x=o0, x=a ile y=o y=b igin sifir oldufu
goriiliir. Plagin tiim cevre boyunca W sehimleri sifirdir.

(4.38) denklemini x'e gdre iki defa tiiretelim:

oo
W.J__.E zcm";_" c.:.ﬂj‘_"x . S'm%y a3%9a
m [

o 2
o mmr\ g, mn L 4.39b

4.39 denkleminin de x=0 ve x=a ile y=o ve y=b gevre boyunca sifir oldugu
goriliir.

Ayni gekilde (4.38) denklemini y' ye gire iki defa tiiretelim:

o0 oo
2. Cran28_g;, M0 o
\NQ‘EZ 2: mnb S =X Cos ~gh

ma n:l
4 40
o o0
E nt o M s N
W-Z Z Cmn = Sl"l—-o—x Sin —b- Y
A

denklemini buluruz. 4.40 denkleminde x=0 ve x=a ile y=0 ve y- b gevre
boyunca gartini sagladipi goriilir.

Daha Snceden (3.16) (3.17) denklemi ile tarifledigimiz efilme moment-
lerini bir defa daha hatirlayalim:

M= = D (Whox 4 Wy )

My = -D (Wyy+* Wix)
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(4.39) ve (4.40) denklemlerini Mx ve My efilme momentleri ifadesinde yer-
lerine korsak efilme momentlerinin sifir oldupu gdriiliir. Ayni sonuca dik-
dértgen plaklarin gegitli gevre sartlarini incelerken 2, hal diye tarif-

ledigimiz gevre gartinda ve 3.hal diye inceledifimiz SERBEST Kenar gart-

larindan da x=o ve x=a ile y=o ve y =b CEVRE SARTLARIN altinda sifir

olduklarini biliyorduk.

0 halde 4.38 denklemi tiim gevre sartlarini saglar. Daha Once 4.37
denklemi ile ifade ettifimiz efilme potansiyel enerjisi:

V- ;_ DS‘SB{(W; +w§,'7)’_2(1 -») [w,: M e (w,',', )ja..l,

(4.37) denkleminde W yerine 4.38 ile tanimlanan ifade yazilir. Gerekli
sadelegtirmeler yapilirsa efilme potansiyel enerjisi agagidaki gekli

alar:

2

m*n* n*n] . m )
2!’"\{—;4-? SIﬂTn'x Sin %Y }d!dy 44‘

f

. i Sinz-—%}———-y nin integralleri

denklemi bulunur. Burada Sin’
i¢in matamatik bilgilerimizden faydalanalim.

P

oldugu gdz Oniine alinirsa; (4.41) denklemi dahada basitlegerek agagidaki
gsekile girer:

b
a
. mn +. 3 NN Qb
S S Su’\”_Q x Sm——b-y = — A.42
o ©

oo OO

aks 2 mZn? ntnz \*
Ve 29 pei (5 1) s

mi )
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Bu denkleme plaklarin burkulmasi bahsinde fazlaca miirecaat edecegiz.

4.43 denkleminin uygulamasina bir 6rnek verelim:

Yukaridaki gekilde de goriildiifi gibi koordinatlari ve %1 olan
A noktasina bir P tekil kuvvetini etki ettirelim. Amacimiz (4.38) denk-
lemi ile verdigimiz herhangi bir C__ katsayisini tesbit etmek kiigiik
bir l&Cmn artmas1 verirsek; buna kargilik gelen virtiiel sehim:

ACmn Slﬂ mn‘x S;ﬂ nn Y 4 44
Q b

denklemi yazilir. Bu yer defistirme sirasinda P yiikii tarafindan yapilan
ig:

P &G S mon YT Sin n_g_b/,( 445

olur. Bdylece virtiiel yerdegistirmeler teorisinden agsapidaki denklemi
buluruz:

..oomn IR L
& A Cwmn Sin . X{ Sin b\/.z 1
- —ab m*n2 A ‘

a?
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denklemi bulunur. Cmn katsayisini buradan gekersek:

Cmn s 4P Sm X, s'“_Y?
ab D n4 (—g’ﬁ'%

4.4%

denklemine variriz. 4.48 denklemini 4.38 formiiliinde yerine korsak basit
mesnetli dikddrtgen plaklarin her hangi bir tekil kuvvet (yani P kuvve-
ti) tarafindan olugturulan sehimleri elde edilir.

Bu ¢dkme yani sehim bilinince siiperpozisyon metodundan faydalanila-
rak her hangi bir yiikleme igin sehimler hesap edilir.

ORNEK:

Plak yiizeyi iizerine iliniform yayilmig bir yiikten meydana gelen sehi-
mi inceleyelim. Her hangi bir A noktasinda birdxgdyy alan elamanina
Pdx;-dyp giddetinde yiik tesir etsin. Bu yiikii (4.48) denkleminde yerine
koyar ve integre edersek:

Cmn= 4 5"1— ; ﬁ
abnmﬂ- "“ _g s S"bYZ

- i

“6 Dmn (m1+_r1_) 4.49

denklemini buluruz. Burada m ve n in ikiside tek sayidir. O halde:

= —'6- ' Sin.M0 S B F
¥ “‘DZ Z mo (25 + B0 i, € e -

m:135 n.35

(4.50) denklemi bulunur.

g
Ortadaki sehim: % = - FuE ST i¢in

= :
Kb mn( ml’ r )1

m:138 nNiLas
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gibi g¢abuk yakinesayan bir seri elde edilir.

Kare plak ig¢in (4.51) ifadesi. a=b ve +=0,3 icin

4
Wm A 443& ane
Eh?®

sonucunu buluruz.

Eger gekil ( 1l ) daki plak p tekil kuvvetinden bagka ayrica x
dogrultusunda iliniform bir basinca maruz kalirsa yine enerji metodunu
kullanabiliriz. Ancak virtiiel yer depigtirme metodunu tatbik ederken
diisey kuvvetler tarafindan yapilan isten bagka basin¢ kuvvetlerinin
yaptig1 igi de g6z Oniine almamiz lazim.

x=0 ve x=a kenarlarinda birim boy igin basing kuvveti Nx ise:
(Ny-ny:O oldugundan)

e Y dedy -

oo

bulunur. W nin x e gdre kismi tiirevini alip (4.53) denkleminde yerine
koyarak gerekli sadelegtirmeler yapilirsa:

o o© o
thm o N5l -

n:

bagintisi bulunur. Buradaki C mn katsayisina daha dncede oldupu gibi
bir ACwmn artmasi verirsek, buna kargilik gelen basing kuvvetinin

yaptig1 is su olur:

Un 2
a . ACmn — _n_b._hll mz Cmn ACmn 4.55
OCmn 43

Bu isi daha 8nceden buldufumuz (4.47) denkleminin sol tarafina
ilave etmemiz gerekir. Boylece X  ekseni dofrultusunda basinca maruz
bir plagin tekil bir P yiikii ile beraber etkimesi halindeki

katsayisi:

Cmn 3

AP Sing Xp Sin 4 dp
—~ 456
2

mz nl N m‘L
°'°"40[(F"T§)' "Wn]

bagintisi bulunur.
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(4.56) denkleminin (4.48) denklemi ile kargilagtirilmasi yapilire
sa, Nx basing kuvvetinden dolayi biitiin katsayilarinin blyldipga giirtiltir,
0 halde basing etkisindeki bir plapin sehimleri ortalama dlizleminde
basing olmayan egit olarak yiiklenmig difier bir plapa giire daha bliylik=
tiir. Cmn katsayisini sonsuz yapan Nx deferlerinin en kiiglipline
KRITIK deper adi verilebilir.

abnt D # O oldu‘gundanz

- 2 Z mz
ﬂ.‘. 21_) = ——.Nx =0 AnY
at. b nza*D
n?D nz a?\- PR

N iTge Aliar @AY
degeri bulunur.

Nx in en kiigiik deferini bulmak igin n=l almaliyiz. Kare plak igin
Nx i minimum yapmak igin m=1 almaliyiz. O zaman Nx in en kiiglik degeri:

d A4* D

a2 A 56

(4.59) denklemi kolonlarin burkulmasindaki EULER formiilline benzi~
yor. Ancak ¢ok dnemli bir farki belirtmekte fayda var, Kritik Nz birim
geniglikte bir gerit igin basing yiikiidlir. D ise bildigimiz plak egilme
rijitligidir. Plagin siireklilifi sebebi ile her boylamasina geridinm,
kolon Euler yiikiinden dért kat daha biiyiik bir ylik tagiyacafi goriilmek~
tedir.

Eger Nx basing kuvvetleri yerine gekme kuvvetleri alinacak olur~
sa (4.56) denklemi agapidaki gekle girer.

4P 8in 0wy Gin "y,

alb 4 'ﬂ%—o ?"-)’4’"’—"%’-0

(4.60) denkleminden de gérildipl gibl Nx qekme kuvveti plaktaki
sehimleri azaltici yénderir, Nx, Ny ve Nxy kayma kuvvetlerinin plagin
cevresine etki ederse plaktaki sehimlerin hesabi yine ayni metotls
hesaplanar.

Con—
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5. BOLUM

B61liim Plaklarin Stabilitesi.

5.1. Genel Aciklamalar

h kalinligi kenar boylari yaninda ihmal edilebilen plak, orta diizlemi
igerisinde ve kendi arasinda dengede bulunan kenar kuvvetlerinin tesiri al-
tinda bir levha olarak zorlanir. Plak, biitiin kenarlari boyunca mesnetlen-
mig olup bu tespit bigimi plak noktalarinin, plak orta diizlemi igerisindeki
yer degistirmelerine engel olmiyacak gekildedir.

Bu kenar gerilmeleri plakta bir diizlem gerilme hali meydana getirir.
Bu arada (plak orta diizlemi icerisinde keyfl dofrultuda tesir eden) ba-
sing gerilmeleri de tegekkiil eder. Kenar kuvvetleri belirli bir defere erig-
tigi anda plapin dengesi stabil olmaktan gikabilir. (Levha olarak galisan
plagin, biiylik plastik gekil defistirmelerden dolayi kullanilamaz bir hale
gelmesinden veya kirilma sinirina erigmesinden evvel hakikaten kritik du-
ruma girmesi, basing gerilmelerinin nisbeten biiyiik deferlerine baglidir.)
Bu diizlem denge formunun yani sira ona sonsuz yakin fakat kubbelegmig en
az bir denge konumunun daha mevcut olmasi halinde plafin dengesi farksiz
olur. Bu takdirde plak bu kritik yiik deferleriyle kendi stabilite sinirina
erigir. Kritik yiiklemenin agilmasi halinde ise diizlem plagin dengesi labil
olur. Bu halde en kiigiik bir sarsinti1 denge konumunu bozabilir ve plak sonlu
yakin, kubbelegmig ve stabil bir denge durumuna intikal eder; yani burkulur.
Devamli olarak mevcut olan bozucu tesirlerden dolayi her plagin, bir an
i¢in, stabilite sinirini asarak burkulabilecepi hesaba katilmalidir. Bu tak-
dirde kritik yiik, burkulma yiikii adini alir.

Asapida sadece, kendi diizlemindeki kenar kuvvetlerinin tesiri altinda
bulunan ince bir plafin, stabilite sinirinin bulunmasiyle (ilgilenecegiz).
Bu meselenin biiyiik bir pratik dnemi mevcuttur. Genellikle bir plak, kenar
kuvvetlerinin kritik deperlerin lizerine tagsimasi halinde, buna kargi kay-
maya elveriglidir. Buna benzer bir durum eksenel olarak yiiklenmig ieldstik
bir burkulma gubupunda da mevcuttur. Fakat cubukta pratik olarak kuvvetin,
stabilite sinirini ancak ¢ok az bir miktar agmasi miimkiindiir zira kiigiik kuv-
vet artmalarinda egilmeler ve ildve efilme gerilmeleri cok cabuk biiyiir.
Plaklarda ise ekseriya, tagima kabiliyetini tam olarak kaybetmeden evvel,
plak dnemli bir kuvvet artmasini kargiliyabilir. (Yiiksek yapi ve koprii in-
gaatlarinda, plaklarin tagima kabiliyetlerinin siniri olarak, stabilite
sinir1 nazari dikkate alinmalidir. Cilinkii burkulmus kalin plaklarda bu sinir
agilacak olursa gok gabuk tehlikeli cinsten gerilme halleri meydana gelir.

Bundan sonra plak malzemesinin, stabilite sinirina tekabiil eden
gerilme halinde de, HOOKE eldstisite kanununa uydufu kabul edilmektedir.
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Plaklarin stabilite sinirlari, burkulma diferensiyel denkleminin
integrasyonu yoluyla bulunabilir. Yaklagik olarak bu sinirlar denklemin,
enerji metodu yardimiyle integrasyonu yapilarak da belirtilebilir.

Agagida her iki metot da anlatilacak ve cesitli misallerle izah edi-
lecektir.

4.2. Burkulma yiizeyinin diferensiyel denklemi.

Kenar kuvvetleriyle levha olarak zorlanan diizlem bir plak nazari
dikkate alalim. Plagin mesnetlenme hali, plak noktalarinin orta diizleme
paralel olarak yer degistirme yapmalarina mani olmiyacak sekilde olmali-
dir. Levha tesirinden dolayi h hlak kalinlifina diizgiin olarak yayilan
Ox, Oy ve Txy gerilme bilegenleri elde edilir. Bunlarin, kesit uzunlu-
gunun birim boyuna isabet eden toplamlari,

n-x=h0;( 1 ny:h O-Y

nxy= thy= ﬂy,‘ =h Zyx

degerindedir. Efer gerilme halini tarif eden AIRY gerilme fonksiyonu bu-
lunacak olursa, genel olarak, bu kesit kuvvetleri hesaplanabilir.

Plagin kenar kuvveteri, plak stabilite sinirina yaklagacak derece-
de arttirilsin. Bu takdirde diizlem denge durumunun yani sira buna sonsuz
yakin kubbelegmis en az bir W/(xy) denge konumu mevcuttur. Burada son .
derece kiigiik egilmeler bahis konusu oldufundan, plagin diizlem denge hali-
nin kubbe geklindeki denge haline intikali esnasinda, plak ortalama ylizeyi-
nin gekil defigtirmeleri ve Mx, Ny, Nxy veya Ny x kesit kuvvet-
lerinde husule gelen defigmeler nazari dikkate alinmaz. Plak ortalama
ylizeyinin egriliginden dolayi burada, yer degigimlerine ve

denklemleriyle baglanan, My, My efilme momentleri, nﬂ,yzpﬁy‘ bu
rulma momentleri ve Qx,Qy kesme kuvvetleri tegekkiil eder. Bu k?31t ?ﬁ—
yiikliikleri, deforme olmamig dx dy h plak elemaninin ortalama yﬁzey1ndek1'
gerilme halinin degigmesi nazari dikkate alinarak, Sek.(l2.abcd) de gdsteril-

migtir.

Burkulma yiizeyinin diferensiyel denklgmi yalniz denge ?ﬁ}ahazas1n-
dan degil, ayni zamanda enerji metodu yardimiyle de gikarilabilir. Biitiin
stabilite arastirmalarinda oldufu gibi burada da birinci yol segilecek
ve denge sartlari deforme olmug eleman tizerinde kullanilacaktir (ikinci

mertese teorisi).
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Nx @ ey

2Mwy
dx

Sekil.12.

Eger plak, stabilite sinirina sonsuz yakin kubbe geklindeki denge
konumunu iggal eder ve plak elemani icin z dofrultusundaki denge sarta
yazilacak olursan , n , n _ ve n kesit kuvvetleri bu dofrultudaki
yiizey kuvvetleriniverir. =

Once ny ve Nxy, Nyx, Ny kuvvetherinin hissesi bulunacaktir. Elemanin
x ve x - dx deki egfimi,-yliksek mertebeden sonsuz kiigiikler ihmal edilerek-

2
DW o @¥iapi A g&)ah AWy TW. ol
Dx dx  Ox \Ox ox  Ox
deperine erigir. Bu takdirde ny ve ny - kesit kuvvetleri de z dog-

rultusunda asagidaki yiizey kuvvetlerini verir:

0 Ll n_j&_a)_aw_é‘ﬂ)-n,a_w__a&a I
et - V‘(x ax J\oX ox e ?dx

7Z=0 denge gart1 igin bu yiizey kuvvetleri, kesit uzunlupunun birim

boyu igin,

o S e 1 O I gy
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b"\)\/ on

B\/ Ay Y
elde edilir. ny, ve nyy kesme kuvvetleri de z ekseni dofrultusunda te-
sir eden yilizey Kuvvet¥eri meydana getirir. Once xz diizlemine paralel

yan yiizdeki nyxy kesme kuvvetlerini nazari dikkate alalim. Deformasyon-
dan sonra bu yan yiizeyin orta gizgisinin xz diizlemindeki izdiigiimi x ek-

ant ile: oW [ 2 (2 a W
- . T 2 % N (-BT> dy = 'axay dy aglarim olustururlar.
Bu Hokdirde n xy % B g m.,‘z = \/Szeﬁ kuvveh elds edilir. Ve Ny + ‘Q.nL‘LAy
T s Qi g ) (20, W 4) aw 4 Oy AW
\ n
Y W JY Lﬁle;mle.r‘m'. verir. Bunlardan -"op\u 0|orol<-.
X3y
0 e YW gy, 2O QW oy elde edilir.
Xy 'B\/ R

yZ diuzlemine Para(e_l yan \/ﬁze 405‘"’ eden N xy kesme
kuvvetlert icin de ayni <insten -|-°th bulunur. Qx le q’“_%x‘lx

ve qy,,__géqidy kesme kuvvetler: dikkate alinarak =z AO%rul‘{'usm
daki clenae e’enlz.’em.l yazﬂawk olursa:-

n:ﬂa*)é ( 3‘W )J (n X B x
( " | = 9y ) >y +

w4 \4, . (3% (EQLA)A

an,‘ P anyx\ oW dxd\/_‘_(anY | aan\aw dxd\/ Fa— 0
dx ' dy /Ox Ox /3y

bulunur. Kesme kuvvetleri gire w yer degigimleri yardimiyle ifade

edilecek olursa, (ﬁg;h denklemleri kullanilarak ve X= Y = 0 igin,

3 ny dw
ay+ dy2

Bu kubbe yiizeyinin aranan diferensiyel denklemini ka-

aw

tesekkiil eder.
rakterize eder. (Nek: Buradaki Nx=0xih, Nx= haly, Oy=0y41h die).
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5 .3- PLAKLARDA CESITL! MESNETLENDIRME VE YUKLEME DURUMLARINA

TOPLU BAKIS:

-
Eé L

Her iki kenarinda serbestge oturan
ve kisa kenarlarinda basing yiikle-

rine maruz plakta burkulma.

Her iki kenarindan ankastre mes-
netli ve kisa kenarlarinda basing

yiiklerine maruz plakta burkulma.

Dort tarafta serbestce oturan ve
kisa kenarlarinda basing yiiklerine

maruz plakta burkulma.

Kisa kenarlarinda ankastre mesnet-
1i uzun kenarlarinda serbestge o=
turan ve kisa kenarlarinda basing

yiiklerine maruz plakta burkulma.
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Kisa kenarlarinda serbestge oturan
uzun kenarlarinda ankastre mesnet—
ldé ve kisa kenarlarinda basing yiik-

lerine maruz plakta burkulma,

Kisa kenarlarindan biri serbest

digeri ankastre mesnetli, uzun ke-
narlari basitgi oturan ve kisa ke-
narlarinda basing yiiklemesine ma-

ruz plakta burkulma.

Dért kenarinda serbestge oturan ve
dort kenarinda basing yiiklerine

maruz plakta burkulma.

Yiiklemenin tiniiform olmamasi hali
(Linger gidigli olmasi)
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5.4. INCE PLAKLARIN BURKULMASI

okl - Elverigsiz yiiklerin (kritik yiiklerin) hesap esaslari:

5.4 .} .a) Stabilite problemlerinin arastirilmasi icin plagin ortalama
diizlemine tatbik edilen kuvvetlerin tesiri altinda azda olsa plagin
burkuldugunu ve plafin bu hafifge burkulmus big¢imini korumasi igin
etki eden kuvvetlerin biiyiikliiii ne olmalidir sorusunu cevaplamak
gerekir.

Yanal yiikiin olmadifini kabul ederek daha dnce ( 4:30 )
denklemi ile hesapladifimiz formiilde P yerine sifir korsak, yani

yanal yiikiin olmadifini kabul edersek; genel denklem su sekili alir:

a . " o 2
Wuxx + 2 wnyy e Wyyyy = —:)- [N! Wu + NY Wyy+ 2Nx7 wuy ] S

denklemini buluruz. Bu denklemin kullanilmasinda biitiin plakta Nx,
Ny ve Nxy kuvvetlerinin sabit oldugu kabul edilmelidir.

5.4.1.b) Plaklarin burkulmasinda enerji metodu da kullanilabilir. Burada
dig kuvvetleri yaptifi ig AUh ile; efilme enerjisini AV ile gos-
terirsek:

AU,,: AV

denklemini yazabiliriz. AWh ile AV nin bilinen deferleri yerine konur=-
sa:

__;__SS [N,. Wiy — Ny Wy 2Ny W Wy dlady | —

O (-2 [ W (W] oty =3

bagintisini buluruz. Buradaki Nx, Ny, Nxy kuvvetlerini:

e Ny oy iy
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Nx=B NX Ny= B Ny Nxy=pNyy olacak gekilde ortak bir P garpani
tanimlanir. B nin kritik degeri igin (5.3) denkleminden faydalani-

riz.

ot DSS{ Wi + Wy - (2- v)[W,,,, Wiy - (wxs)na..a, -

SS [NE (Wi 4 NG w 7)+2"‘r3 (W) (W )] de.dy

x
bagintisi bulunur.

stz x Daha fazla bilgi ic¢in Timegenkonun Elastik Stabilite Teorisi

adli1 esere bakiniz.

5.5.1 - BIR DOGRULTUDA UNIFORM BASING ETK1SINDEK! BASIT MESNETL!
DIKDORTGEN PLAKLARIN BURKULMASI

— A" —4}-—
- st b
. >
— —
= 3 a J_‘- =
: § s i
Sekil.13

Yukaridaki gekilde de gdriildiigii gibi bir dikddértgen plafin x=0
ve x=o0 kenarlari boyunca etki eden ortalama diizlemi iginde kuvvetler

tarafindan basinca maruz kalsin.
Daha Snceki bdliimde de anlatildifi gibi basit mesnetli kenarlar
halinde burkulmus plagin elastik yiizeyi:

Wxy) —iz Cwn Sin-M, Sin ':y s

m: Rl
denklemi 11e tanlmlanlr Bu haldeki epilme sekil defigtirme enerjisi:

A= 1ok g zz Conn (22 4 2 s
m:l n:l



60

denklemi bulunur. Plagin burkulmasi esnasinda basing kuvvetleri tara-
findan yapilan ig daha Onceki (5 %inswidme) ve ( 4.s4 ) denklemlerine
gore:

a.b

—;N,S% (vv',)id,‘ay__. zzm Gl

B m:l nn
bulunur. (5.6) denklemi (5.7) denklemine egittir.
Buna gore:

i~ EEM Conm T2 Zz' 2, (o0
b‘

m: ons N

Buradan Nx kuvvetini gekersek:

(5.10) denklemini inceleyelim. Bizim prensip olarak Nx'in en
kiigiik deferini almamiz gerekir. Nx in en kiiglik deferinin n=1 igin
meydana gelecepi goriilmektedir. Yani plaBa etki eden basing dogrultu-
sunda plakta bir gok yari dalga olusur. Ancak buna dik dogrultuda
yalniz bir yari dalga olugacak gsekilde burkulur.

s7

sg

sio
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n=1 alirsak (5.10) ifadesi agafida yazacafimiz gekile girer:

i afieD g
Ny, keribik = e (m—m+g- s

(5.11) ifadesinde ilk garpan kolon burkulma degeri igin Euler
yiikiidiir. lkinci garpan ise a/b oranina ve plagin burkulmasinda
meldana gelen yari dalga sayisini ifade eden m sayisina baglidir:

(5.11) formiiliiniin yorumlanmasi:

1 - Sayet a<b ise parantez igindeki ikinci terim daima 1 den
kiigiiktiir .
2- Birinci gart varsa (yani a< b) ise (5.11) formiiliiniin en kiigiik

degeri m=l olacak gekilde,yani plagin bir yari dalga seklinde burkul-
dugu goriiliir.

3- - m=1 n=1 aldigimiza gire elastik yiizeyin sehimi: w=c, sin &x s‘m%g
§eklinde gasterilir. mz=l nz) alrsak W, =C,. s‘-ngx S?n-gy scklinde 4animlanir.

. oD T Ba O\
leknhk- b" (G + b)

(s12)
SONUG OLARAK:
(5.10) ifadesinde m=1 koyarak kritik yiik i¢in daha kullanigla
olan agagidaki bagintiyi buluruz. (512) bagwhs:
(5.12) Formiiliiniin parantes icindeki degeri a=b ig¢in minimum
oldugu hemen anlagilir. Yani gayet plak kare plak ise Nx en kiigiik
degerine kavugur. Zaten bizimde aradifimiz Nx in en kiigiik degerini
bulmakti.
0 halde a=b alinirsa. (5.12) formiilii:
ails D (5.3)

formilii bulunur. Ayni netice daha Onceden efilme ve basincin orgak
tesirine maruz bir plak icinde elde edilmigti. Sadece paydada b~ yerine

a2 degeri vardi.
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5.12 ifadesinde parantez igindeki deperi a/b oranina bagli ola-

rak k biiylikliigii olarak tarifleyelim. k biiyiikliigii a/b oranina bagli
bir biiylikliiktiir. (Sekil ( /4. ) de de gdriildiigii gibi k garpani
m=1 igaretli efri ile gdsterilmigtir. Burada goriildiigii gibi k

a/b nin kiigiik deferleri i¢in biiyiiktiir. k garpani a/b nin biiyiik de-
gerleri ig¢in biiyiir. k carpani a/b orani arttik¢a azalir, a=b igin
minimum olur ve tekrar arttifini goriiriiz.

Eger plagin iki yari dalga geklinde burkuldugunu farz edersek
m=2, n=1 alarak elastik yiizeyin denklemini:

W(xy) = Cz2; Smin .?alx 'n _%y

denklemini aliriz. Kritik yiikii hesaplamak i¢in a yerine % alirsak
(5.12) denklemi.

Nebrbke = 2D (2b QN

denklemini buluruz. Bu denklemin a/b oranina bapli olan parantez
i¢indeki garpani Sekil ( 4. ) de m=2 eprisi ile gdsterilmigtir.

& ; .
r(fod) dops e 2oy T L menb, e

yazilirsa iglemler sabitlegtirilirse:

_ag. = Crn (m+|).)v2 Feormily bulsnur.
m=l  gin 3; =V2 = 1.4

m=2 igin %:\fc’ =2.45

m=3 ien ez = 3.4¢

m=4 \¢in %-\fio = 4.47

m=5 ign %-v;o

egr alest elde odlir. Bu egri sekil de cizlmishe

s.14

sSA\s

S.le
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asb k O asb k CL.
0.2 27.0 732 6.9 A,04 Ao
0.3 3.2 58 8 4.0 10.80
0.4 8.4 228 1.4 4.04 11.00
0.5 €.25 169 §i2 4.30 .20
0.6 5.14 139 13 4.28 .60
0.7 4.53 12.30 1.4 4.47 2.10
0.8 4.20 11-40 1.41 4.49 12.20
Tablo. 1
ﬁniFofM \/aklﬁ basit  mesnetli A;u&ri»em plaklar i¢in

kK carpaninn ve E: 3016 Lb/in? - b/h=100 1 :0.3 icin Gurifk gerilmesiniy

b/int c|¢3¢r|¢ri. - yukarideki “abloda gorilmekiedir. ..

E, wmodully Jiscr herhangi bir malzeme ve h/b oramnn

diger herhangi bir degeri iain, kbl gedlmeler 4ablodal;
<. &y
B0t P

sarpan: ile q.arpamk elde edilir...

Jcscrler; <
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5.5.2- 1kt DIK DOCZRULTUDA BASINCA MARUZ BASIT MESNETL! DI1KDORTGEN
PLAKLARIN BURKULMASI

bbbk bbb badbidibis

- b

P—

-

h—

lo—

t .
REEEREEESEREEREEERE L -
| 2 |
T T

Sekil.14

Yukaridaki gekilde de goriildiigii gibi kenarlari basit mesnetli
bir dikddrtgen plak iiniform yayilmig Nx ve Ny basing kuvvetlerinin
etkisinde bulunsun Daha evvel 4. bdliimde inceledifimiz gegitli gevre
gartlarini ve W(xy) sehimleri ig¢in kullandifimiz formiilleri hatir-
larsak; dis kuvvetlerin yaptifi isi  Uh; efilme enerjisini ise V
ile gosterirsek ve bunlarin birbirine egit oldufunuda gdz Oniine alir-
sak:

- -‘E-SS [Nx (Wx,r)z-b Ny (W,:)z-u-?Niy W Wy ] A'JY —

(T BT I =S A 0

denklemini azariz. Bu denklemi daha Onceki bahiste 5.3 formiilii ile
ifade etmigtik.

Bu formiil plaklarda basit mesnetli gevre gartlarida gdz Oniine
alinarak degerlendirilse:

2 2m2 2n2 2
N’ m;“"'N)’"n =D(mn+n )

a L* a

denklemi bulunur.
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Burada:

M: x dogrultusundaki yari dalga sayisini,
n: y dofrultusundaki yari dalga sayisini gdsterir.

(5.17) denklemini plapin kalinlipina bélelim. Plagin kalinlifinin h
oldugunu biliyoruz.

2
it s
azh
kabiiliinii yapalim. Nx basing kuvvetinden dolayi plakta meydana gelen
Ox gerilmesini de bilihehler cinsinden yerine koyalim:

Ox = Ne® 0y Ny 2 e
oz B

(5.18) ve (5.19) bagintilarini (5.17) bafintisinda yerine korsak:

Ox m?+ Oy "12'-—05’_-z - Un (m2+n2%;-)1 S.20

denklemini buluruz. M ve n sayilari i¢in herhangi bir tam sayi alinir-
sa burkulmus plagin elastik ylizeyi:

Wmn =Cmn Sin —'gﬂx Sin —%Y

denklemi ile verilir. Bu sehim denklemini daha dnceleri de elde etmig-
tik Ox ve Oy in deperleri (5.20) denklemini saplar.Oxvye 6y dik
koordinatlar olarak alinirsa (5.20) denklemi bir dopru ile gdsterilir.
M ve n nin muhtelif deferleri igin ve bir kare plak hali ig¢in (a=b)
Sekil ( s ) elde edilir.M ve n nin deferleri bu ¢izgiler iizerinde
igaret edilmigtir. Ve Ox ile Oy nin pozitif deperleri basing gerilmesi
olarak alinmigtir. Biz burkulmanin meydana geldigi en kiigiik Ox ve Oy
degerlerini aradifimiza gore dogrularin yalniz Sekil (1S ) de go-
riildiigii gibi dolu gizgilerle gisterilen ve A' B' C' D' poligonunu teg-
kil eden kisimlarini goz Oniine almaliyiz. Sekil ( ' ) de de gdriil-
diigii gibi BC gizgisinin*apsisler ekseni ile kesim noktasinin, evvelki
bdliimde incelenmig olan Ayni ¢izginin diigey eksenle kesim nok-
tasi1 Ox=0 oldupunda Oyiikk nin kritik degerini verir.

% cimle sdyle devam eder: i
Oy=0 hali icin  Ox in kritik chcr'm] v;rdia; S'Drﬁlf.u—.
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Ox=0y=0 oldugunda O baglangi¢ noktasindan yatay eksenle 45° 1ik

bir agi yapan dofru g¢izelim. Bu dogrunun BC doprusu ile kesim noktasi
nin kritik degerini tayin tayin eder.

2
0 zaman (5.20) denklemi su gekli alir: O=(e(m*4n? %;_— (T
Biz 0 gerilmesinin en kiigiik deferini bulmak istedifimize gdre

bu garti saglayan m ve n nin degerleri ig¢in m=n=1 almaliyiz. (4.21)
denkleminde m ve n nin degerleri yerine konursa:

Ot Oe (1+22)

522
formiiliinii buluruz.
(4.22) denklemi kare plak igin a=b agapidaki denkleme doniigiir:
Lo vin 23

(5.23) bagintisinin yorumu gdyledir. Iki dogrultusunda da basinca

maruz bir plak; bir kare plafin yalniz bir dogrultusunda basinca maruz
kalmas1i halindeki deferin yarisidir.

NE
N \ aa*D
" 1 oth
P gl L\ l‘
\ ‘a\‘ o e O O
L.u‘ \
\F ~
N [y -
TE \ N\ X
3 N E] i
< - N
\L N
af,
D

Sekil.15
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Ox in herhangi bir degeri igin Oy nin kritik deperi absisler
ekseninde buna kargilik gelen noktadan bir diisey dogru gizilerek
elde edilebilir. Bu dogrunun ABCD (Sekil 15 ) poligonu ile kesim
noktas1 Oy nin kritik deperini verir. Kare plak halinde Ox
4.0e den biiyiikse Oy kritik negatif olur. Bu ise bize plagin dik
dogrultuda uygun bir cekme gerilmesinin tesir etmesi garti ile basit
basing altindaki kritik deferinden daha biiyiik bir basin¢ gerilmesine
maruz kalabilecegini gdsterir.

(5.20) denklemini tatbik ederken Sekil ( 15 ) deki ABCD poligo-
nunun tepelerini gdsteren B ve C noktalarinin Koordinatlarini bilmek
yararli olur.

0y nin kritik deferinin tayin edilmesinde BC dogrusunun kulla-
nilabilecegi (burada m=n=1) bilinmelidir.

in en biiyiik degeri 11 dofrusu ile 21 dofrusunun kesim nokta-
s1 olan C noktasinin apsisi ile tesbit edilmigtir. Bu dogrularin
denklemini (5.20) ifadesini kullanirsak:

m=n=( igin Ox+0y %: - U (‘+%: o 5.24
2
m=€  Gin AG+0y 2 = 0o (4+-‘§f)" (s.25)

bagintilari bulunur. Bu denklemleri ¢dzersek 11 dofrusunun kullani-
labilecegi Oy in iist limiti:

x Ox =0e (5+2-%;) 526

denklemini buluruz. Ox gerilmesinin alt limiti ayni metotla gdyle
bulunur.

m=N=| igin o-x+0.y%:=0-e-(‘+%:)z G
m=|

=2  icn 4
4 0’-‘+40-Y--Z';2= Oe (1+ -—-—4; s28

denklemlerinden hesap edilebilir.
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Ox gerilmesini gekersek:

Ox = Ue(q_4<::) s2s

bulunur. O halde m=1 n= dofrusunun (x agapida tarifleyecegimiz egit-
sizligi sapgladipi zaman Oy kritik hesabinda kullanilmasi gerekir,

Oe (1-425) < 0x <0 (542 %j) =30

(5.30) egitsizlipi ic¢in a/b=0.5 ve Ox=Oy alalim. Ve buna kargilik
gelen Oy nin kritik deperini tayin edelim:

0.75 0e < Ox < 550p 53

denklemini buluruz. Ox in verilen degeri bu limitler icinde oldugun-
dan (5.20) denkleminde m=n=1 koyariz. O zaman:

2 > &
Ox + Oy —Ez=0?z(l+%)" 532

denklemini buluruz. Bu denklemde a/b=0.5 ve 0}:0—): alirsak:

<
Oy bethikns 2.25 Op s 2.25 1L O__ 533
azh

elde ederiz.

Ox in verilen degeri (5.26) denklemi ile verilen deferinden
biiyiikse (5.20) denkleminde n=1 alarak m=2,3,4... koyarak elde edilen
dogrulari goz Oniine almak gerekecektir.

Genel bir inceleme i¢in n=m m=i olan bir dofruyu gdz Oniine alalim,
Bu dogrunun kullanilabilmesi igin Ox in alt limiti, bu dofrunun
mei-1, n=l dogrusu ile kesim noktasi olarak tayin edilir. Bu dofrularin
denklemleri (5.20) denkleminden:

Ox 1=+cx,.%:_ =Ge(az+°;)z s34

Ox (.'..)‘-.-ory%i Sy oa[(e-o*..,f;]z s.3s
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denklemleri ile ifade edilir. 5.34 ve 5.35 denklemlerinden Ox in
alt limiti igin:

2
Ox = Oe (2i2—2: +I+2-—°b—‘-_ ) 5

denklemi bulunur. Ayni diigiince ile m=i n=1 ve m=itl, n=1 dofrularinin
kesim noktasi Ox gerilmesinin iist limitini tayin eder:

'+ ., N (2a=+2a+1+2%:_) 537

0 halde m=i n=1 dogrusu Ox gerilmesinin verilen degeri agagi-
daki limitler arasinda olursa Oy nin kritik degerini tayin etmek igin
kullanilmalidar.

Ge(2i1-25+|+23§2) < O0x<0e (21%2i4142 %;) s.38

Ayni gekilde Ox gerilmesi (5.29) denklemi ile verilen limit
degerinden kiigiikse m=1 n=2,3,4... dogrulari gz Oniine alinhalidir. On-
ceki duruma benzer olarak m=l1 n=i ile belirlenen dogrunun agagidaki
egitsizlik saflanirsa kullanilabilecegini buluruz. Ancak dikkat edil-
mesi gereken husus burada basing gerilmeleri pozitif alimmigtir.

Oe ['-iw-')*%‘] > 0%y 0o [ 1-in (is?® i:] 5.3
denklemi bulunur.
Bir 6rnek olmasi igin a/b=0.5 halini gz Oniine alalim. Ve

Ou=TR kabul edelim.
Ox (5.26) denklemi ile verilen deferinden daha biiyiik oldugundan
burada (5.38) denklemini kullanmamiz, Icap eder. Bu egitsizlik ancak

i=2 alinirsa saglanir. O zaman (5.20) denkleminde m=2, n=1 korsak
bu halde kullanilmasi icap eden dofru:

2
40-;( + O'y_‘;? =0e (4 +_E;.3)2. w40

olur. Bu denklemde Ox=T0e ve a/b = 0.5 korsak:

Oy.kribk= — 39,75 e sS4

bagintisi bulunur.
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1. HAL:
Y=0 KENARI SABIT MESNETL!, y=b KENARI SERBESTTIR.

5 v

y=0 igin W=0,My=o0 yani  Wyy +¥»Wx=0 (ss2)
ve e A

\/-b isin My= WYY 4+ W:/u =0 ve Wyyy +@2-») Wuy =0 (s53)

(5.52) sinir gartlari (5.51) denkleminde yerine konursa

C15C) ve C3=0 bulunur. Bu degerler (5.51) denkleminde yerine
konursa:

- < s54
F (y) =A Sinhax y 4 B Sin B y

denklemi bulunur. Burada A ve B sabitlerdir. (5.53) sinir gartlari
dikkate alinirsa A ve B sabitleri bulunur:

A(o("— r“A'()S‘mh b - B(p".g.v'-A?)s'mpb:o 555

Au&a"- (2-¢+) A}] cosh b — BP[(‘ +(2-w) Aﬂ Cosp b=o 5.56

denklemleri bulunur. Bu denklemler A=0, B=0 ig¢in saglanir. Bu halde
plagin her noktasinda sehimler sifir olur. (5.55) ve (5.56) denklem—
lerinde A ve B sifirdan farkli ise plapin burkulmus denge formu bulun-
mug olur.

Bunun i¢in bu denklemin determinanti sifirdan farkli olmalidar.

Yani:
p(tx‘-a‘-A’f)z tghub = (B2 4 A.")z tgpb 5.0

denklemi bulunur. x ve B katsayilari dana Snceden tanimlandifi igin
(5.57) denklemi Nx kritik degerinin hesabinda kullanilir. Bize gerekli
olan Nx in en kiigiik deperidir. Hesaplardan gdriiliiyor ki Nx in en kiigiik
degeri m=1 alinarak, yani plagin yalniz bir yari dalga seklinde burkul-
dugunu gbz Oniine alinarak bulunur. Buna kargilik gelen kritik basing

gerilmesinin giddeti:

O writik = Nax, kribike - bi5d)) ss8
h #h

Sonug¢ denklemi bulunur.
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ankastre ‘a
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x=0,a
y=0 Basit mesnet W =W =0

¥ serbest mesnet vv?')’ Wy 'WY‘;'-"’(Z"‘)WI::Y =0
- e —'Y

e it f=c e +Czeuy+ C3 Gapy +Cy-Sinpy

F= A.sinhuxy + B-Sinpy

A ve B sabitleri:
[(-c‘-v- —-—) sinh xlr.\JA [(P " ;ﬂ:>$3n’sb‘] B=0
(e[t o0 bt - {pFrcn 2 enpb mo
pl{ )™ -+ (T2 )" [ g e = b (bt (m2b) Jhanpl
“b_[( mnb>1+ mnb Vg—b'lvl
Bb= [ (mnb)+ nmb VT;;J

et L ke K;D bulsnur.
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Bu ise verilen Ox basing gerilmesinin tesiri altinda plafin
burkulmasina mani olmak ig¢in Y dogrultusunda 39,75 Oe den biiyiik bir
gekme gerilmesinin tesir etmesinin gerekecefini gdsterir.

Ayni plaga X dogrultusunda Ox=-Oe giddetinde bir cekme geril-
mesi etki ettirilirse (5.39) denklemini kullanamayiz. (5.39) egitsiz-
1igi ancak i=4 alinirsa saglanir. Buna karsilik gelen Oy nin kritik
degeri agagidaki denklemden bulunur:

= \60’y_°_7' e (14.\6&1 )7' 5.42
b 5y
Burada: a/b=05 wve Ox=_110g alinirsa:

Opribiie = 3 0;_ 5.43
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9.5.3.MANBRAN COZUM

Nxo =" P’
Nuyb: o
Ny°=-pl

R _rk R—» Sabit
(e §

P Vi N
DV W +...§_(Wn +2\‘l”) =0

Px = l<¢‘- RLP
ke — L(mba) +n2]"
(mb/a)* + Rn?

R m n ke
1 1 1 2

0 1{ 1 4
e, 2 4 8.33
0’, = P" 0-Y= -pl.

Ox

O'x,kr'rﬁk
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5.5.4. BASING DOGRULTUSUNA DIK, KAR$ILIKLI 1Kl KENARI
BOYUNCA BASIT MESNETLI VE DIGER 1K1 KENARINDA
CESITLI KENAR SARTLARINA HA1Z UNIFORM BASINCA
MARUZ PLAKLARIN BURKULMAST.

YERERTILT
SIEEERRER
o

'y
Selkil.le

Bu problemin ¢ziimi i¢in hem enerji metodu hemde elastik yiizeyin
diferansiyel denkleminin integrasyonu metodu kullanilir. lkinci me-
todu tatbik etmek igin X ekseni boyunca iiniform basing etkisindeki
Sekil ( 16 )'i gbz Oniine alalim. Daha 6nceki bahislerde izah ettigi-
miz gibi bu problemde diigey yiik sifir, Ny=N y=0 oldufundan dana nce-
dan ( s.t ) formiilii ile tarifledigimiz en genel denklem:

wn

Hew ases
Wm e QW"’YY -+ WYYYY =— Nx

4
Wiex

geklinde ifade edilir.

Plagin basing kuvvetleri altinda m siniizoidal yari dalga geklin-
de burkuldugunu kabul edersek (5.44) denkleminin ¢dziimi igin:

W — Sin MR X
fey S =

denklemini kullaniriz. Burada F(y) fonksiyonu yalniz y'nin fonksiyo-
nudur.

” .-
X=0 ve X=a igin W=0 ve Wiy +\’Wyy =0

bulunur. (Daha Onceki biliimlerde inceledigimiz gevre sartlari).

dF  __ /mmy? mx R (2 =0
dy* :7( = [( ) )]

F=¢e ise

N (P Py
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(5.45) denklemi plagin x=o ve x=a basit mesnetli kenari boyunca

istenilen sinir gartlarini saglar. 5.45 denklemini 5.44 denkleminde
yerine korsak:

A2 A o [ (R )] =0

5.4%
1 0.5
Akt mn [R
A-VA' g (Db) 5.438
denklemi bulunur.
y=0 y=b kenarlari boyunca
n a
> Al sarti vardir
Db
Bu sart g8z oniine alinirsa:
05705
Db
5.50
R B, 25105
P [—A| +(W Al ]
natosyonlari kullanilirsa (5.48) denkleminin genel ¢dziimii agagida
ifade edecepimiz gekile girer
-Xxy ocy ‘
FOV) =G € 4-C; @ 4 C3 Cospy+ L4 SinBy 55!

denklemi bulunur. Bu ¢oziimdeki integrasyon sabitleri her ©zel halde
y=o ve y=b kenarlari boyunca bagflanma sartindan elde edilir.

Asagida y=o ve yzb kenarlari boyunca gegitli cevre gartlarini
inceleyecegiz.
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TABLO: 2

y=0 kenari basit mesnetli ve y=b kenari serbest cevre

sartna maruz bir dikdortgen plak icin (5.5 i
deki k'nin sayisal decjerlerip g e

k 4.4 | 44| uBs | 0952| 0.835| 0.755| 0.638 | 0.610| 0.564| 0.516 | 0506

0;""'““ ih.e 379| 299| 2s0| 220 199 | 1.84| 160 | 1.48| 136

133
Not: Uzun Plddar igin y.}..— bie y‘kl.,.k]. k-icin
anitdck; F.rmﬂl kullandir.. .
k= (0.45¢ + ._L’:)
al.
Nukaridalkt kenar oartarna maruz  bir Plo&q Senek - olmak

izere bir korniyein basinca maruz kalmas, géstenlebilin
hesaplarinda kullanilir...

Daha detayli bilgi igin Theory of Elastic Stability.
s. TIMOSCHENKO KITABINA BAKINIZ,

DICER BIR CEVRE SARTI:

Y = 0 kenari ANKASTRE; y=b karari SERBEST PLAKLARIN BURKULMASTI:

Daha dnceki bahislerde de incelendipi gibi bu y=o kenari ankast-
re, kenari serbest olan plaklarda cevre sgartlari sunlardair:

y=0 igin wxy)=e Wy =0

.. 1 o e /g
y=b iGin My:\l/yy +PWy=0 ile Wyyy + (2-4) W,,:, =0 denklemlerinin

sgwr oldugunu biliyaruz.

Yukaridaki gevre sartlari (5.51) denklemindeki sabitlerin tayi-
nine yarar. (5.51) denklemini bir kez daha yazalim:

i oy R
Fiv)=C & £ 8 4C3 Caspy + C4 SIingy

s oy - Py xC3 +BCa
2% 2x

(5.59) gartindan:




7%

bulunur. Bdylelikle F(y) fonksiyonu ic¢in asagidaki denklem bulunur:

FY)= A(Cespy - Cos hocy )+ B (sinpy _a_f Sinhcxg) 5.6l

(5.61) denklemini (5.60) denkleminde yerine korsak A ve B cinsin-
den iki homojen lineer denklem elde edilir. Basing gerilmelerinin
kritik degerleri, bu denklemlerin determinantini sEira es'l"leycrck

tayin  edilir:
2ts +($2+t“) Cos Pb Cosh b = OT“ (“L{_?._ F"s’-) sSin Pb S]nhub 562
B

bu denklemden 1 ve s gekilirse:

min?

=
-L:Pzanﬂ-_a.; 3 S= og’—_}‘--'%t— bulunur.

Verilan bir as/b oranm ve verilen bir * Jeser‘l igin Bc\stnq
aorilmcler‘m‘m ke deger'n 562 4ransandant denkleminoclen bulunur
5.958 denklem! burada da ace,er\ialin Ancak (k) \ca‘\'sasls| \eln
ayni ey soylenemez.

ucaqp\ar oldukca kisa bir a vzunlugu igin  plagn bir

yari dalga seklinde burkuldvgunu 3334@4"\1‘. Ve. hesaplarimiz da

mz=1 almamizin gere keceé?n} belir+in
“r
K T -
por 8
& - B 0

4 8 22 ¢ a0 34 ab

TABLO:3 y=0 kenari ankastre ve=y b kenari serbest, y=z0,25

oldugunda 5,58 deki formuldeki k' nin sayisal, dederleri. .. . d¢e v
v } lecv o ,p.?,f’$*, \’-_0.
o/blto|tt [rz|ea|re |us [1e |17 |1e|te|20|22|2g P B e o de b
] 'v 1 Y
k |47 | 1s6| 147| car| 136 | 34| 133 | 33| 1.3 36| 38| 1.45|1.47 P neulddelnn K om@
at g.{éd.‘!‘\l
0% |447| 4.1 | 387|a7 [388|352 | 3.50| 350 3.52| 338|363 | 292 |3e7]
Motk

a/b eram arthkea

Yokaridaki pekilde de  g8rildigii gibi  baslangiche
1,635 igin elde odilir,

k degeri |liclliyor. k an  minimum deger (1,328) a/b eranimin

k mn degers o/b=L63S deqerinclen sonra ogidersk artmeya baslar
m=l lgin eqr belll oclunca m=2, m=3 isn eqr: aileller;

A ancalki proﬂr-florda. -r\\ah(d-§| .3:5‘. cimlie..

. *
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5.55 EGILME VE BASINCININ ORTAK TESIRINE MARUZ BASIT MESNETLI
BIR DIKDORTGEN PLACIN BURKULMASI :

x = 0 ve x = a kenarlari boyunca giddeti,
Y
N,( = No (‘ —O‘-—b-) 5.63

denklemleriyle verilmig, ortalama diizleminde tesir eden yayili kuv-
vetler tatbik edilen basit mesnetli bir dikddrtgen plagi gdz Oniine
alalim. (Sekil 17 ). Burada N basing kuvvetinin y = 0 kenarindaki
giddeti olup (&) sayisal bir garpandir. (&) y1 defigtirerek. Muhte-
1if 6zel haller elde edilebilir. Misal olarak & = 0 alirsak {ini-
form yayili basing kuvvetleri halini elde ederiz. & = 2 basit efil-
me haline tekabiil eder. & , 2 den kiigiikse Sekil.r7 da gdsterildigi
gibi egilme ve basincin bir kombinazonunu elde ederiz. «>2 ise
egilme ve gekmenin benzer bir kombinazonu olur. Biitiin kenarlari ba-
sit mesnetli, burkulmus plagin sehimleri evvelce oldupu gibi ¢ift

trigonometrik seri geklinde alinabilir:

[ ad Ll
W(xy)= Z Cmn Sin mn Sil\ ot Y S.64
a b
m: na:l
No, N,
- v — > %
r = ey
g =
e o/
) i
£33 —
__1L_ Voo a '_AA

¥

SEKIL -17
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N, basing kuvvetinin kritik deferini hesaplamak ig¢in enerji meto-
dunu kullanacagiz.

Sehimlerinden ileri gelen epilme gekil degig-
tirme enerjisi.
D ab :
- 22?"‘" ST s
m: n)

Plagin burkulmasi esnasinda dis kuvvetler tarafindan yapilan ig
su olur.

='z.,§gb('*° o e e -

w igin se4 ifadesini koyarak ve

% b

Y B snrnt 5.67
|¢J igin S Y Sin _E.y Sm ‘/JFb =

|$-J ve it)] cigt bir soy! olmasi halinde:

b :
S y Sin —%y Sin AL y Ay:O b -

\%J ve %) Yk bir sayr olmasi  halinde:

b i
S,s.n Ty Sininy_ 48 i

S.69
nz  (iz-gj2)*
oldupuna dikkat ederek dig kuvvetler tarafindan yapilan is igin
agagidaki ifadeyi elde ederiz.
(axd (%)
_Ne ab 2 mZn2
m:l n:
k™ oo %o C o
_&. “a m‘ﬂ" b Cmﬂ e _:_ Cm--m 570
2 2b §

m:l Al
NOT: Islemlerde kolaylik olsun diye A'g(o: :: ; Az= moznl
Aag% semboller: ile 963-¥erc|im.
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Burada i, n # i daima tek olacak gekilde alinan bir sayidir. Bu igi
s5¢5) (@) egilme gekil defigtirme enerjisine egitliyerek N, rin kritik de-
geri igin

i B ATy
(N"Luk‘—' o Zﬁ; -

oo 00 oo e
Z C,;nﬂ A; P, % E A’i E Ca'“n_ 321 Zic-nn Cn\'\ n;
n:1 m:1 n % e 7~ (n"'.. i‘)‘-

denklemini elde ederiz. C katsayilari (No)cr i¢cin elde edilen ifadeyi
minimum kilacak gekilde se¢ilmelidir. Bu ifadenin her & katsayisina
gore tiirevini alarak ve bu tiirevleri sifira e§it1iyerewnnetice olarak
agagidaki gekilde bir lineer sistemi elde ederiz:

0o
D Conn M4(A2) = No,u-.akic...,. A [ a5 %XCA_H e72
()

Biitiin denklemleri m 1in belli bir deferi ig¢in bir araya toplayalim.
Bu denklemler & ., £ ,, £ .... katsayilarin1 ihtiva edeceklerdir.
Biitiin diger katgayxlar1 sifir olarak aliyoruz. Yani plagin sehimleri
igin (®) genel ifadesi yerine

5.4

o0
Wixy)=Sin —"éux E Cmn Sin .“—g\/ $73
n:t

ifadesini aliyoruz. Buda burkulmus plafin x ekseni boyunca m yari
dalgaya bdliinecek gekilde burkuldufunu kabul etmeye esdeperdir.

Bir yari dalga seklinde burkulmus basit mesnetli bir plak gibi
olan iki nodal ¢izgi arasindaki bir yari dalgayi gdzdniine alalim.
(s72) denkleminde m = 1 koyarak ve

B (No ) keikile 574

h
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notasyonunu kullanarak asapidaki gekilde bir denklem sistemi elde
ederiz:

Cun [(1_‘_"1%:' )2 .4 G_kr %21% (4—%)]—8a0; th Cui ni

Burada toplam, n # i bir tek sayi1 olacak sekilde alinan i sayilari

izerinde yapilacaktuir.

Bu denklemler Cll’ C12""° cinsinden homojen lineer denklemler
olup plagin diiz denge formuna tekabiil edecek gekilde ‘il’ EiZ"" kat-

sayi1larinin plagin burkulabilecefini gisteren sifirdan farkli bir ¢o-

ziimiinii elde etmek ig¢in (575) denklemlerinin kritik deperini hesaplamak

igin bir denklem elde edilir. Hesap, ardigik yaklagimlarla yapilabilir.

Evvela (57s) denklemlerinin Kalnlz birincisini alarak ve a., harig biitiin
sifirdan oldufunu farzederek bagliyalim. Bu sekilde 11
2 2
3 n*D e

elde edilir. Buradan

Our— f20 (1, a2f. { _n2D(a by 4
2 1 oc

+ _—
azh b =% ¢h > 8-S

bulunur. Birinci yaklagim yalniz (& ) nin kiigiik degerleri yani egilme

gerilmelerinin {iniform basing gerilmelerine gdre kiiciik oldupu Bak

Denklem (s¢s) haller ig¢in tatmin edici bir netice verir. X =0 olmasi

halinde glz ifadesi, iiniform basinca maruz bir plagin kritik gerilme-
7

siyle ayni olur.

fkinci yaklagimi elde etmek icin (575) sisteminden katsayilari

&

11 Ve 612 olan iki denklem alinmasi icabeder ve

2
m*D 4D 9

e [(u%:)‘_ Opr S2h ((_%)]_ 8x 0O, 2h 2c. _0

“n* [ (= C

575

5.7¢

sS77

5.78
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-8x 01 g h 2 Cu- (|+4—) O'i‘r a*h (1-22‘..‘ Ci2=0 579
ntD 9 n?p

sistemini elde ederiz. Bu denklemlerin determinantini sifira egit-
liyerek:

(Seshy [(-g) (3} T -5) [(- 5V

+(|+4b‘ ] (H-— (l+4—) =0

s5.8>

b

Bu denklemden 0' igin 1k1nc1 yaklagim hesaplanabilir. Bu yaklagimin
dogrulupu ( X ) artlkga x= 2 basit ePilme hali ve bir kara plak

(a = b) igin hata %8 civarindadir. Daha biiyiik bir dofruluk elde etmek
igin bir yaklagim daha hesaplamak ldzimdir. (578) sisteminden iig
denklem alarak ve &X= 2 kabul ederek sunlari elde ederiz:

a?\2 a*h 2 -
(|+? ) C".-‘G 0;l’ n*D——s—Clz—o s8Il

2 2 52 ¥
e atha ¢ Ve nr. b5 ¢ s.e2
kr n4D 3 ll+('+4ﬂb:) 12 Kkr 4D 25 C|3._0

-16 Okr 020 Clz-+(|+9_°—) Ca =0 5.83
H4D 25

Bu denklemlerin determinantini sifira egitliyerek basit efilme halin-
de kafi derecede dofru olan liclincii yaklagimi hesaplamak icin bir
denklem elde edilir.

Owr igin son ipode

Okritik = k 11h 5.24

denklemiyle gdsterilebilir.

Muhtelif a/b oranlari ve muhtelif (& ) degerleri icin (k) sayi-
sal carpanin bazi deferleri Tablo 4 de verilmigtir.



Basit efilme hali igin iigilincii yaklagim kullanilmigtir. Diger hal-
lerde 0  in hesab edilmesinde ikinci yaklagimi gdsteren (580)

c
denklemi kullanilmigtir.

TABLO:4 : (584) Denklemindeki (k) garpaninin sayisal dederleri:

a/b

- 0.4 05 06 | 0667 075 | 0.8 | 0.90]| 40 | 150

2 239,10 256 24! | 233| 241 | 244 256( 256 240
% 18.10 i AT s Lo S o | uso
1 15,1 ." 87 | .. 8.4 811 7.8 84

% 13.3 a4 83 e Al T T 66 Al

g 1.8 il (4] 5 6.1 6,0 PO 5.8 6,10

Tabloda basit efilme halinde ( X =2) deferinin a/b = 2/3
oldugunda bir minimumdan gecgtifi goriiliir. (X ) nin azalmasiyle
Gcr in minimum oldugu a/b orani artar ve evvelce iiniform basin-
ca maruz bir plak ic¢in elde edilmis oldupu gibi bire yaklagir.
Basit efilme ig¢in (k) degerleri $ekil de m = 1 efrisiyle gdste-
rilmigtir.

Yukaridaki incelemede plagin bir yaridalga geklinde burkul-
dugu farzedilir. Fakat elde edilen neticeler birgok yaridalga
olmasi haline de tatbik edilebilir. Bunun ig¢in yalniz m=2, m=3.

.. eprilerini g¢izmek gerekir. Bu efrilerin Sekil. 18 de dolu g¢iz-
gilerle gosterilen kisimlarinin (rcr hesaplanmasinda ve burkulmug
plagin nodal gizgilerle bdliindiifii yaridalga sayisinin tayin edil-
mesine kullanilmasi icabeder. Uzun bir plagin, her yaridalga
uzunlugu yaklagik olarak 2/3 b ye egit olacak gekilde burkulacapi
goriiliir. Sekil '8 de gdsterilenlere benzer egriler difer ( & )
degerleri yani basing ve efilme gerilmelerinin muhtelif kombinezon-

lari igin de gizilebilir.

Egilme gerilmelerine ildve olarak plapa dik dogrultuda,



85

iniform yayilmig G-y basin¢ gerilmeleri (Sekil.1s ) tesir ederse

maksimum egilme gerilmesinin o_cr kritik degeri azalir ve evvelki

32

28 o <
\ 2 % 4
-

26

2.4 >

22

2.:1 % & s 0.8 10 12 1.4 16 18

SEKIL - 18

metodumuza gire efilme gerilmeleri tarafindan yapilan ige bak. (d) s«
ifadesi G'y basing gerilmeleri tarafindan yapilan igi ilave ederek

hesaplanabilir. Hesaplar 0’y nin G-cr gerilmesinin giddeti iizerine
tesirinin OYy: 4md /Bh ve a:b oranlarina bagli oldupunu gdsterir,

Misal olarak

oy bh |
42D 3

vV HTTTTTT

{

}r/ﬂ
[

v

e gttt

ftettteeetts
2 - |

&

gy

SEKIL - 19

alirsak G;r kritik gerilmesi yalniz egilme gerilmelerinin tesir etmesi
halinden 7% 25 kadar kiiciik olur.



5.5.6. DIKDORTGEN PLAKLARIN KAYMA GERILMELERININ TESTR1 ALTINDA
BURKULMAST :

Basit mesnetli bir dikddrtgen plagin kenarlari boyunca iiniform
yayilmig Nx kesme kuvvetlerinin tesirine maruz kalmasiyle bagliyalim.

Kayma gerilmesinin, plagin burkulmasinin kendini

b a }
—
‘—:—_‘—ﬁ‘—.—.—‘—‘

3

— —> —% > % —~ ~» —=

i
»
< ——

Sekil.2p

gdsterecegi, C x_kritik degerinin hesabinda yine enerji metodu kullani-
labilir. Mesnetil kenarlardaki sinir gsartlari burkulmus plagin elastik
ylizeyi ig¢in evvelce kullanilan ¢ift seri geklindeki ifadeyi alarak sap-
lanir.

0o 00
\ka)=z E:..., Sin 2 Sin 01y e
m:t nt

Bu halde burkulmus plagin efilme sekil depigtirme enerjisi igin

oo 00
AV=£.“4ObZZ (R s8¢
2 8 m:  n:t

ifadesini elde ederiz.

Plagin burkulmasi esnasinda dis kuvvetler tarafindan yapilan ig

Q b

AT = —NWJS (W,:.\X/Y')Axdy i



olur. W igin (ss9) ifadesini koyarak ve

a
mip sipt bir soy ise: SSin—'g-n X Cos—b‘—;! x dx=0
°

a
mip ek bir Soy! ise: S Sin MMy Cosﬂx dx=22 _m
o (o] a n m"_FZ

olduguna dikkat ederek

or= 8T Y T Y

nop

elde ederiz. Burada m, n, p, q, sayilari m¥p ve n#q tek sayi ola-
cak gekilde tam sayilardir. % =

Dis kuvvetlerden husule gelen (ss8) igini (®%) gekil degigtir-
me enerjisine egitliyerek kesme kuvvetlerinin kritik degerini
tayin eden agagidaki ifadesi elde ederiz:

o 00
e Z Ca;\m ﬂ4 Azl.
ny-__-ﬂ .- m: n:t
64
ZZ ) ) Can Cpqmmer
mi.n pq ‘ ("?-P“)(q"n:)

Simdi C n Ve qu sabitlerinin N yi minimum kilan bir
takimini segmek ldzimdir. Yukaridaki gibi hareket ederek ve (ses)
ifadesinin C__, ..... katsayilarinin herbirine gdre tiirevlerini
sifira egitliyerek, Cmn""' cinsinden lineer homojen denklem
takim1 elde ederiz. Bu takim biri m#n tek sayi olacak gekilde,
digeri m#n ¢ift sayi olacak sekilde C, sabitlerini ihtiva eden
iki guruba b&liinebilir. Hesaplar bu ikinci gurup denklemlerin
(N_ ) cr igin en kiigiik deperi verdigini gosterir. Su halde yal-
n1§ybu gurubu gdzoniine almak icabeder.

S.89



Agapidaki notasyonlari kullanarak

s, Asi s n?D s.30
: » 32 Bhl.

bu denklem gurubunu su sekilde yazabiliriz:

Cu sz C|3 C3| C33 qu
MepY 4 o o o 8 =0
p* as
4 JeA(e 4 -4 2¢ [ =0
3 p2 ] S 25 e
o LA A(1+38)" = =
5 —j_.z—' ° o % 0 S5.90.a
° Sl o AWV o 24 =0
S p2 21
o 36 o o AGeEy T2 =0
25 B 35
(o} 24 24 72 A6+ 4" =0
'25 s 21 35 Bt
Simdi &= gerilmesini hesaplamak ig¢in denklem, yukardaki
denklem takiminin determinantini sifira egitliyerek elde edile-
cektir, Hesap ardigik yaklagmalarla yapilabilir. Hesaplara iki
Cll ve 022 sabitli iki denklemle sinirliyarak ve bu denklemlerin
determinantini sifira esit kilarak
, i i A - s.9l.
Y (p)”

elde ederiz. Veya (5% notasyonlarini kullanirsak
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Zhriﬁk,*guz . = 2 2 D s.92
2 p*  EBh

bulunur. lki igaret, bu halde kayma gerilmesinin kritik degerinin
gerilmenin ydniine bapli olmadifini gdsterir.

(m) yaklagim kafi derecede dofru degildir. Zira hata kare
plakl::dza % 15 civarindadir ve a/b orani arttikga artar. Daha iyi
bir yaklagim temin edebilmek igin (5%¢ takiminda daha biiyiik sayida
denklem gizoniine alinmalidair.

Bes denklem alarak ve determinantlarini sifira egitliyerek

e _ﬁ___ 1484, (""’1L ) _Q_.(L";L 5.93
gl (1+pt)* e’ i

elde edilir. y1 hesaplayarak ve (#®) denklemine koyarak
5.90

e =04

elde ederiz. Burada k, a/b oranina bagli bir sabittir. Kare bir
plak i¢in bu yolla k=9,4 elde ederiz. (s»9 denklem takiminda daha
fazla sayida denklem alarak yapildii hesaplar k nin hakiki de-
gerinin 9.34 civarinda oldufunu gdsterir. Bu halde (533 denklemiyle
gosterilen yaklagimin hatasi 7Z 1 den kiigiiktiir. (s93) denklemi, pla-
gin sekli kareden fazla farketmezse yani a/b 1,5 olursa k igin
kafi bir bir yaklasim. a/b oraninin daha biiyiik deferleri icin (539
takiminda daha biiylik sayida denklemler g&zdniine alinmalidir. Asagi-
daki tabloda alti denklemle yapilan hesaplarin neticeleri verilmig-

tir,

TABLO.S (5%)denklemindeki k icin sayisal deperler:

a’b 1.0 L2 1.4 s (.6 .8 2.0 25 3.




Bu tabloda verilen k deperinin dogrulugu a/b orani arttikca
azalir. Dar uzun plaklar ig¢in daha dofru neticeler elde etmek
igin kenarlari basit mesnetli sonsuz uzun bir plak limit halini
gozoniine alalim. Problemin bir yaklagik ¢dziimi plagin elastik yii-
zeyi igin agagidaki ifadeyi alarak elde edilir.

9933
Woae & S’m-—ngy S’ln—rs‘(x_uy)

Bu ifade sehimler ic¢in, y = 0, y = b de ve ( *x-xy ) nin s
nin katlari oldufu nodal gizgiler boyunca sifir verir. Burada s
burkulmug plagin yaridalga boyunu ve c¢arpani nodal ¢izginin
egimini gosterir. Problemin daha dofru bir ¢dziimi nodal gizgile-
rin bir dofru olmadigini ve burkulmus plafin elastik yiizeyinin
Sekil 24 deki sekli haiz oldufunu gdsterir. (sss) ifadesi plapin
boyuna kenarlari boyunca efilme momentlerinin sifira esit olmasini
ifade eden gevre gartlarini saglamaz. Zira VML bu kenarlar bo-
yunca sifir degildir. Bununla beraber problemin yaklagik bir
¢ozlimi olarak kullanilabilir. (ss5) ifadesini burkulmus plafin
egilme gekil degigtirme enerjisi denklemine ve dig kuvvetler
tarafindan yapilan is denklemine koyarak ve her iki biiylikliigii

egitliyerek.

. Critik. = ;z_[;_h [6“2 4+2 +-§b-;+%: (J'*“")z ] 5.9¢
(4

elde edilir. S igin en kiigiik defer

S = b(|+&z)"2 th-lr_-i

alarak elde edilin. Buna gére:

Zh-nhk = 5.7 ——Q-nz .97
Hh

olur. Kenarlarindan basit mesnelli sonsuz uzun bir serit icin problemin tam gézimu:

4D s.98
Tk Zh

verir
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M. Metin GOKGEK 1954 yilinda dofmustur. Orta Sgreni-
mini Istanbul Pertevniyal Lisesinde tamamlayan adi
gecen, Istanbul Teknik Universitesi Ingaat Fakiilte =
sinden 1982 yilinda mezun olmugtur. Karayollari Genel
Miidiirliigii adina burslu okuyan Metin GOKGCEK, mezuni =
yetine takiben Karayollari 8. Bdlge Miidiirliigiinde
(ELAZICG) Etiit Miihendisi olarak bir miiddet gcaligmig
daha sonra Yildiz Universitesi Yapi Ana Bilim Dalin-
da Yiiksek Lisansa baglamigtir. Yildiz Universitesin-
de Yiiksek Lisans efitimine baglamasi sebebi ile tayi-
nini Istanbul'a aldiran adi gegen, halen Karayollar:i
1.B61lge Miidiirliigiinde Proje Miihendisi olarak galigmak-

tadrr.






