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ITI

ONSOZ

Ayrik zaman serilerinin spektrum analizi ic¢in son
virmi yilda bir c¢ok kestirim yontemleri gelistirilmistir.
Bu yontemlerin herbirinin incelenmesi yoBun ve Kkapsamla

calisma gerektirir.

Bu c¢alismada bu y&ntemlerden autoregressive (AR) ve
maximum likelihood teknikleri ele alinmis, bazi verilerin
bilgisayarda analizi yapilmistair. Calismanin benden sonra

bu konuyla ilgileneceklere yardici olmasini dilerim.
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OZET

Genel olarak glig spektrum yogunlugunun yvada
orneklenmis ayrik istatistik islemelerin kestirimleri Hizl:a
Fouraier Dénisimi (HFD) kullanilarak vapilmaktadair.

Spektrum kestirimi i¢in HFD yaklasimi c¢esitli isaret

islemeleri icin yeterli ve etkin sonucglar verir. HED
vaklasiminain istiinlikleri vanainda bazi prerformans
sinirlamalari da vardir. Bunlarin en O&nemlisi frekans

cozlnlirligit vyani 1iki yada daha fazla isaretin frekans
cevablarini ayirt edebilme yetenegindeki sinarlamalardair.
HFD vyaklasimi kullanilirken ortayva c¢ikan ikineci O©Snemli
sinirlama asi1il lobdaki enerjinin pencereleme nedeni ile
kenar loblara sizmasidir. Bu iki sinirlama &zellikle kaisa
veri uzunluklarini analiz ederken sorun cikarir. Ornegin

radarda alinan herbir darbede yalnizca birka¢ veri vardar.

AR metodu daha iyi. c¢6zlnlirliik verdigi ig¢in bilinen
kestirim ydntemlerine oranla daha fazla ilgi cekmektedir.
AR kestirim yontemi ilk olarak Jjeofizik verilerinin
islenmesi icin gelistirilmistir, bazan entropy yontemi
olarak da 'adlandlrlllr.' AR spektral kestirim yonteminin
radar, sonar, gdruntlileme, ses analizi, radyoc astronomi,
tip elektronigi, yon bulma gibi yaygin kullanim alanlara
vardir. Ayni zamanda AR kestirimi ses islemede kullaﬁilan
dogrusal tahminle kodlama teknigi ile de yakindan ilgisi

vardair.

ML metodu da gli¢ yeogunlugu spektrumunda c¢ok iyi
gsonuclar vermemesine Kkarsin radar ve sonar da oldukca

bagarili sekildes kullanailmaktadair.

Bu ¢caligsmada AR ve ML kestirim yé&ntemleri kullanilarak
¢oklu sinlisoidal veri " “Srnekleéri = i¢in “Ffarkli kestirim

algoritmalar: gelistirilmistir. Elde edilen sonuclardan
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acikca goriilmektedir ki AR ve ML kestirim teknikleri
geleneksel kestirim tekniklerine oranla daha yiksek

cSzinlirlik ve daha duyarli kestirimler vermektedir.
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ABSTRACT

There are many of the new technics developed in the
last two decades for spectrum .analysis of discrete time
series. The discussed technics include the autoregressive
(AR) and maximum likelihood (ML) methods in this thesis.

Genarally estimation of the power spectral density
(PSD) or simply the spectrum of discretly sampled
deterministic and stochastic process is based on procedures
using the Fast Fourier Transform (FFT). FFT approach for
the spectrum analysis 1is computationally efficient and
prcduces reasonable results for large class of signal
processes. In spite of the advantages there are some
performance limitation of the FFT approach. First and the
most important limitation is that of frequency resolution
i.e. the ability to distinguish the spectral responses of
two or more signals. When processing FFT second limitation
occurs as main lobe energy leakage into the sidelobes due
ro-implicit windowing. These two performance limitation of
the FFT approaéh are especially troublesome when analyzing
short data records. For example in radar only a few data

samples are available from each received pulse.

AR method provides improvement in resolution therefore
it has contributed to popularaity when compared to the
conventional estimation methods. AR spectral estimate
originally developed for geophsical data processing so
sometimes it 1is called as entropy hethod. However AR
spectral estimation has very large application areas such
as radar, sonar, imaging, radio astronmy, biomedicine,
speech processing and directicon finding. Alsc AR aproach
for spectrum analysis is closely related to Lineer

‘Predictive Coding (LPC) technics used in speech processing.
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In this setudy, diffrent estimation algorithms are
developed using AR and ML estimation technics for multiple
sinusoidal data samples. It is obviously seen from the
obtained results that AR and ML estimation technics gives
higher resolution and more accurate estimates than

conventional estimation technics.



BOLUM 1
1.1 SPEKTRUM EKESTiRiMiNE GENEL BAKIS

Kegtirim teorisi, eldeki probleme dayali &rnek grubunun
isleme ve raslanti defiskeni ile 1ilgili olup, istatistik
teorisi ve olasiligin bir konusudur. Bu tilr problemlerle,
kontrol sistemlerinde ve haberlesmede siklikla karsilagilair.
Rastgele iglemelerde &ziligki ve giic spektrum Kkestirimi
(Estimation), Sayisal igaret iIsleme (DSP) tekniklerinin
. uygulamalarinda c¢ok OSnemli bir konudur. Genel olarak
igaretlerin spektrumlara ortogonal igaretlerin lineer

bilesimleri olarak karsimiza ¢ikarlar.

Daha iyi spektrum kestirimleri elde etmek icin bircok
farkliy yontem gelistirilmistir. Bu ydntemlerin temeli Hizla
Fourier Doniigiimii (HFD) i{izerine kurulmustur. Clinkii HFD
hesaplamada biiyllk kolayliklar saglar. Ancak bu ydntemlerin
bazi dogal sinirlamalari vardir. Bu vyilzden bir c¢ok
durumlarda iyi bir spektrum kestirimi elde etmek mimkin
degildir. Bu durumda HFD ne alternatif olarak bircok
yeni ydntem geligtirilmistir. Bunlar asagldé kisaca
Szetlenmigtir.

a) Geleneksel HFD iizerine kurulu teknikler
- Periodogram

- Blackman-Tukey

b) Parametre tanima ve modelleme ilizerine kurulu modern
teknikler

- AR (Autoregressive) Glic Spektrum Yogunlugu (GSY)

kestirimi

- MA (Moving Avarage) GSY kestirimi

- ARMA (Autoregressive Moving Avarage) GSY kestirimi

- Pisarenko Spektrum kestirimi

- Prony ydntemi :

- Maximum Likelihood (ML) y8ntemi

- Maximum Enthropy (ME) ydntemi
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sekil 1.1.1. Esit iki genlikteki siniizoidalin li¢ ayri
teknikteki kestirimi a)Blackman Tukey GSY By -~ AR GOY

c)Pisarenko GSY

Glg spektrum kestirimi i¢cin basit matematiksel
formiller Dbulmak kestirim teorisinin temel konusudur.
Bununla birlikte pratikte optimum spektrum kestirimi ic¢in,
elde bulunan isaret hakkinda daha fazla bilgiyve ihtiyag¢
oldugu, bilinen Dbir gercektir. Bu nedenle gli¢ spektrum
kestirimi genellikle cok giliclii deneyimsel temellere dayanair.
Genelde bdyle bir yeol farkli tekniklerin birlesiminden

olusur. Tek bir y&ntem idizerinde bir anlasma saglanamamistir.

Sonlu bir veri bazindan ve rasgele isaretler
toplulugunun tek bir Srneginden hesaplamaya mecbur

kaldigimiz spektrum dogal olarak gergek spektrum olmayip



Lo

valnizca bir keestirimdir. Degerlendirme ve yorum acisindan
kestirimin ne derece saglikli oldugunun bilinmesi spektrum

hesaplarinda ihmal edilmeyecek bir konudur.

Kestirim olayinda esas sorun, bir istatistik paremetre
Q nun eldeki verilerden kestirilmesidir.Bu istatistik
parametre, Ornegin Dbir ortalama deger, bir varyans, bir
fiziksel blylklik veya belli bir frekanstaki glic yogunlugu

degeri olabilir. EKestirim 1isi 1ic¢in degisik kestiriciler

(estimators) kullanilabilir. Bu kestiriciler, yani
istatistik parametre Q yu hesaplama formiilleri,
T(Ky X2 .8 . .  Sn) Dleiminde verillr- Xi raslanti degiskeni
olup bu raslanti degisgkenlerinin gtzlenen degerleri
e 2 D 4wl e ¢ lere kestirici unygulanarak Q icin
8°=f(x1,x2,...,%xn) kestirimi elde edilir. Dogal olarak ayni

raslant1l degiskeni Xi lerin her deneyde gdzlenen degerleri
Xxi ler ayni olasilk dagilimina uymakla beraber degisik
olacaktair. Bu nedenle her deney diziseinden elde edilen ©°
kestirimleride degisik olacaktair. @ degeri raslanta
degigkenlerden kestirildigine gdre kendiside bir raslanta
degigkenidir ve p(8~) olasilik dagilimina uyar. Bu p(87)
olasilik dagilimi +timid ile kestiricinin &6zelliklerine
baglidir. Kestirimin saglikli olabilmesi icin dogal olarak
8" degerleri gercek deBer 8 ya yakin olmalil ve 8 etrafinda
fazla eacilim gdstermemelidir. Digeri bir deyisle p(87)
olasilik dagiliminin en vyilksek degeri gercek deger 8 ile
cakigmali ve p(6~7) kiigllk olmalidar.

Kestirim isleminin genel bir gésterimi sekil (1.1.2) de
gésterilmistir. Bilinmeyen parametrelerin alabilecegi
degerlerin timinin yer aldigir wuzay Parametre Uzayi olarak
adlandirilir. Parametrenin giiriiltii etkiéi ile bozulmus bir
geklini olugturan veriler de G&zlem Uzayini Dbelirler.
Parametre uzayindan g&zlem wuzayina geciste ortaya cikan
bozucu etkilerin tiimiine giiriltidi denir. Kestiricinin amaca
veriyi giriiltiniin etkisinden arindirmak ve gercek degerine
elden . geldigince vyaklasik bir deg8er bulmaktir. Genelde
kestirilen deger ile gercek deger arasinda az olsa bir fark



kacinilmazdir. Bu farka Keestirim Hatasi denir. Dogal olarak,

bir kestirimde bu hatanin kiigilk tutulmasi istenir.

Ferometre Géziem Kestinm
vzeyt ui oyl Jzay

- 2 is :

ci islez:

i
= I} *
: lte
| NSy
i |
Z erseni g el et Kesdirim
yGndgic

sekil 1.1.2. Kestirim islemi taslagl
1.2. BAZI TEMEL EAVRAMLAR
1.2.1. Beklenen Deger

istatistik yontemlerle ilgili en ©nemli ve temel
kavramlardan biri raslantai degiskenin vada raslanta
dééiskenli fonksiyonlaran ortalama degerlerinin
bulunmasidir. Zaman fonksiyonunun tek bir zamana karsi gelen
degeri ile tanimlanmis tek Dbir rastlanti degiskeni sdéz
konusu olugunda raslanti degiskeninin kabul edilebilir olasi
deZerleri sinir degerleri boyunca integre edilmek sureti ile
ortalama degerin bulunmasi gerekir. Bu tip bir islem bizi
beklenen deger tanimina ulastairir. x rasgele degiskeninin

bir f(x) fonksiyonu olarak su sekilde tanimlanair:
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E [£(x)] = j f(xo0) Px(x0) dxe £k.2. %)

-0

E [X] sembolu genellikle "X in beklenen degeri"” yada "X in
matematiksel beklendigi” olarak okunur. Beklenen deger

islemi lineerdir.

E [£(x)+g(x)] = E [£(x)] + E [g(x)]

Flae T(x)1==Ec{B Efixk]) £1.8.28)
1.2.2. Moment

f(x)= xn fonksiyonunu ele alalim, bu fonksiyonun

beklenen degeri;
@

Efxn s I xn Pitx) dx (lada8)

- 00

n. moment olarak tanimlanir. 1.moment x in ortalamasi olarak

adlandirailar.

re]

TRE— (ol 4 e J X Prey X (1:2.:4)

-0

Benzer bicimde merkezi momentlerde tanimlanabilir.
Bunlar sadece raslanti degiskenleri ile onlarain beklenen

degerleri arasindaki farklarin momentleridir.
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E [(X-X™)n] = I (x-X7)n P(x) (1.2.8)

-

n=2 icin merkezi moment olduk¢a Onemlidir ve varyans olarak

adlandirilap o2 ile gosterilir.

var [x] E [(x-p)2]

E [x2]) - 2 p B (] + 2

E [x2] - E2 [x] = o2 {1.2.8)

goriildigli gibi varyans karasel beklenen deger ile beklenen
degerin karesi arasindaki farka esittir. Varyansin karekdkil

o " standart sapma " olarak bilinir.
1.2.3. Raslanti Degiskeni

Birgcok gozlemsel veri periyodik ve gecgici verilere
benzer bicimde bagintilarla veya tekrarlanan deneylerle
belirlenemez. Bu verilere rasgele degisken denir. Rasgele
verilerin gec¢cmisteki veya simdiki degBerlerinden gelecekteki
degerleri kestirilemez. Gercekte bir gdzlemsel veriye O&Snem
kazandiran da bu Snceden kestirilemeyis ©6zelligidir. x
rasgele degiskeni, olasilik yogunluk fonksiyonu ile tamamen
karakterize edilebilir.

1.2.4. Rasgele isleme

Sonsuz sayida rasgele veriler topluluguna rasgele
igleme adi verilir. Baska bir deyigle olasi biitin x;j Ornek
fonksiyonlarina igleme denir. islme {x;} ile gosterilir.
Rasgele igslemelerin temel ilkelerini Wiener ve Kolmogorof
1939 larda vermislerdir. Rasgele verilerin analizlerinde

.+ iligki (correlation) fonksiyonlari &nemli yer tutar. Cinkid
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rasgele verileri analatik bagintilarla gdsterme olanaga
olmadig indan ancak istatistik 6zellikleri ile
tanimlanabilirler. Rasgele veriler sonsuz zaman araliginda
ne periyoedik olaylar éibi tanimlanmislardir ne de gecici
olaylar gibi sifira yaklasairlar. Bu yilizden frekans ortama
analizlerinde Fourier dizileri ve Fourier integralinden

dogrudan yararlanilamaz.

Bir rasgele islemeyi tamamen tanimlayabilmek ic¢in bir
veya birden fazla ornek fonksiyon yeterli olmayabilir.
Raslanti degiskenleri olasilik dagilim fonksiyonlari ile
tanaimlanirlar. Bunlar bir n zamaninda {x;j} nin alabileéeéi

degBerlerin olasiligini verir.
1.2.5. Duraganlaik

Bir iglemenin Dbiltiin basit ve bilesik yoBunluk
fonksiyonlari, zaman baslangicinin se¢imine bagli degilse bu
islemenin duragan oldugu sdylenir. Bu durumda daha Once
incelenen blitiin beklenen degerleri ve momentleri sabit olup

zamanin mutlak degerinden bagimsizdir.

EBer, herhangi olasilik yogunluk fonksiyonlari zaman
baslangicinin secimine bagli ise bu islemeye, duragan
olmayan isleme denir. Bu durumda beklenen degerlerin ve

momentlerin biri yada bir kaci zamana bagla olaqaktlr.

Herhangibir islemenin, gecmiste sonlu herhangibir
zamanda baslamasi ve gelecekte sonlu bir zamanda bitmesi
kacinilmaz oldugundan, gercekte duragan bir isleme olmadiBa
s0ylenebilir. Ancak gézlem siliresi boyunca farkedilir bir
degisim gbstermeyen islemeler pekcok durum i¢in gegerlidir.

Bu gibi durumlarda isleme duragan varsayilabilir.

X(t1) islemesinin ti1 zamanindan bagimsiz olmasi ve iki
raslanti: degiskeni arasindaki iliskinin; E [X(t1)X(t2)]
valnizca tz2-t1 zaman farkina bagli olmasi durumunda " Genis

Anlamda Duragan " adini almaktadair.



1.2.6. Ergodiklik

Rasgele bipy islemenin zamanda veya uzamsal
koordinatlardaki ortalamasi "ensemle” (tim Ornek kiimelerin
toplamina verilen addair) ortalamalarina egsitse bu
igslemelemeye ergodik isleme denir. Bagka bir ifade ile
rasgele igslemenin bir ornek fonksiyonunun aritmetik
ortalamasai ve 6ziliski fonksiyonu, sekil oy 2h de
gosterildigi gibi, ©rnegin bir ti1 2zamanindaki toplulugun
aritmetik ortalamasi ve ©6ziliski fonksiyonuna esitse bu
iglemeye ergodik isleme denir. Ergodik rasgele islemenin
blitiin fonksiyonlari ig¢in bu 8zellik gecerlidir. Ozet olarak,
ergodik iglemelerde yeterince wuzun bir zaman araliginda
ornek fonksiyondan hesaplanan istatistikler, topluluktan tek
bir anda (sekil 1.2.1 de ti1) hesaplanan istatistiklerle

aynidair.

Sadece duragan rasgele islemelerin ergodik
olabilecegini belirtmek gerekir. Duragan olmayan rasgele
islemeler ergodik olamiyacagi gibi bazi duragan rasgele

islemelerde ergodik olmayabilir.

K|(f)‘!
‘
LA PTP 4 /\ DN A /\ »t
i i ¥ 4 A "l 74 -V o V 1
x2(t) &
e Fa /J\ /\ F e 0 W e S G - 4;'
WCINT N Ca? | B3 A Sl EBSARS CoraRe e 00
x3(f)$
fe~—\ l/'\ MVAVA /\I B i et f
X 4 (1)
g P R S S -yt
’v |v " V \7 N |
to

t : ; ta ts3

5ekil 1.2.1.Rasgele Ornek veriler veya topluluk



Ergodiklik varsayimi uygulamada onemlidir.Cinkil bdylece
bir tek &rnek fonksiyondan zaman ortalamalari alinarak
rasgele islemenin istatistik 6Szellikleri saptanabilir.

1 N
i 2 REa). = 138 e - wm £ . 2.7F)
N» o (2N+1) -N

EBer ergodiklik o©zelligi olmasaydi, pzx in bulunmasa
daha Once verilen (1.2.4) 1fadesinden bulmak mimkin
olacakti.Yani islemedeki herhangibir m i¢in tim miimkin olan
cikaislarin ortalamasini bulmak gerekecekti. Oyea ergodik
durumda bir tek {x(m)} kilmesinden ortalama
bulunabilmektedir. Yani cesitli m ler icin . yapilan

ortalamalar sifir varyansta olmaktadair.
1.3. OZiLiSKi FONKSiYONU VE KESTiRIMi
1.3.1. Oziliski Fonksiyonu

Rasgele olaylarda bir spektrum tanimi yapabilmek ic¢in
bazi basitlestirmeler yapalim. iIlk olarak isaretin duragan
oldugu yani istatistik ©6zelliklerinin zamana bagimla
olmadigi varsayilir. Bu nedenle her bir Xi nin olasilik
dagilaimi Pi(Xi) de Xi nin olus zamani ti ye bagimli olmadan
ayni  elur.ve. «tim. . Xi . lerciein plx) - olarak veriiir. ikinci
agsamada her bir t zamanindaki X in topluluk Uzerinden alinan
istatistik &zelliklerinin toplulugun herhangi bir lyesi x(t)
lizerinden alinmasi ile ayni oldugu varsayilar ki bu
ergodisite olarak bilinir. Duragan bir isarette X, zamandan
bagimsiz olarak p(x) olasilik dagilimina uydugu ig¢in
ergodisite ©zelligi ile X in degisik zamanlarda olusan
degerleride p(x) olasilik dagilimina uyacaktair. Uclinci
agsamada isaretin Gauss tipi bir olasilik dagilimina uydugu
(sekil 1.3.1) varsayvilair ki, bu genellikle gdzlemlere uygun

gercekci bir basitlestirmedir.

iki farkli &zellikte ‘raslanti degiskeni Xa ve Xb nin

birbirleri ile olan bagliliBi ve benzerligi "kovaryvans"”
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ile incelenir.

o

Covar (Xa,Xv)= J (Xa-pa) (Xo-pp) p(Xa,Xpv) dXa dXo (1.3.1)
s 0]

Burada Xa ve Xvp nin ortalamalari pa ve pb birlesik

olasilik dagilimlari: p(Xa,Xpv) ile gosterilmistir.

U430 420 pto o} V=0  p-20 p-30 f

Sekil 1.3.1 Gauss olasilik dagilim fonksiyonu

Xa ve Xbv nin genel rasgele isarette ta ve tb
zamanlérlndaki degiskenler olmasi durumunda, duraganlik
6zelliginden dolayyr Xa ve Xb arasindaki bagimlilik ve
benzerlik ta ve tb zamanlari yerine yalniz zaman farka
T=ta-tb ye bagli olacak ve ergodisite 6zelliéinden dolayai
(1.3.1) denklemindeki integral zaman izerinden alinarak e({T)

bulunur.

T/2
e
c(t)= lim — X(t) X(t+71) dt £1:9.2)
T+ T -T/2



11

Diger vandan, vine ayni sekilde duraganlik ve

ergodisite Bzelliklerinden yararlanarak Xi nin varyansi

T/2
o = lim J X(t)z dt (1.3.3)
T -T/2

olarak bulunur. Bu ifade incelendiginde o nin c(@d) a esit
oldugu goriilir. c(t) nun x(t) isaretindeki x degerlerinin
birbirlerine iliskiaingd gosterdigini vurgulamak icin

"ozilski" fonksiyonu olarak adlandirilacaktir.
1.3.2. 0Oziliski Fonksiyonunun Ozellikleri

Oziliski fonksiyonunun O&nemli &zelliklerinden biri tek
yénld bir islem olmasidir. Eger c(t) verilmigse, c(T) vyi
(1.3.2) denklemine gbre olusturan orjinal igaret x(t)
bulunamaz. Buna bagli olarak farkli x(t) isaretlleri aynai
6ziliski fonksiyonunu verebilir. Go&riintimleri farkli olsa
bile istatistiksel 6zellikleri ayni olan isaretlerin

6ziliski fonksiyonu ayni olacaktair.
Oziliski fonksiyonu ¢ift simetrik fonksiyondur. Yani
gl-1} = (1) : ' (1.3.4) - olur.

Oziliski c¢(v) yalniz zaman farki T nun mutlak deBerine
bagimladar.

Oziliski fonksiyonunun en biliyilk degeri 7=0 icindir.
c(Tt=0) 2 c(T1) - (1.3.5)
6ziliski fonksiyonu aralarinda zaman farki T olan x(t)
degerlerinin bagimlilidini gdsterdifine gbre, aralarinda

zaman farki olmayan, vani 71=0 daki degerler kendilerinin

aynisi1 olup birbirlerine tam baélmlldlr; Rasgele olaylarda T
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arttikca aralarinda 71 kadar zaman farki olan degerlerin

benzerligi azalacaktir ve 6ziliski c(7) kiigillecektir.

(1.3.2) denklemi rasgele isaretler i¢in tanimlanmais
olmakla beraber periyodik ve gecici isaretlere de
nygulanabilir. Ta ana periyodlu periyodik bir isaretin
6ziliski fonksiyonn (3.9:8) deki genel tanimin

bagitlestirilmesi ile

Te/E
s |
elt)= ET)~x(t+rydt (1%2. 69
Tassy ~Tar/2

seklini alir. Bu ifade Ta ana periyodlu bir periyodik isaret
veya T uzunlugunda bir gec¢ici isaret icin - bziligkil
fonksiyonunun tam tanimidir. Ancak bu denklem sadece bir
kestirim ve bir yaklasimdir. Bu farklilik nedeni ile rasgele
isaretlerin spektrumlara hicbhir zaman tam olarak
hesaplanamamakta  ancak kestirimler vapilabilmektedir.
Gecici isaretlerin Sziliski fonksiyonuda gecicidir ve toplam

uzunlugu orjinal isaretin iki kataidair.

1.3.3.G6zlemsel Verilerle Oziliski Fonksiyonunun

Hesaplanmasi

Uygulamada veriler mutlaka sonlu uzunlukta oldugundan
gerek ©ziliski fonksiyonu gerekse gli¢ yoBunludu spektrumu
ig¢in gercek degerler bulunamaz, ancak kestirimler
vapilabilir. Bu kestirimlerin gercek degerlere yakinligi ise
olasilik hesaplari ve istatistik degiskenler ile verilebilir

ki bunlar spektrum giivenirliligini g&steren &lg¢iilerdir.

Kuramsal olarak -» £ t £ o araligindaki bir islemenin
T

araliginda gézlenebilir. xT(t) clarak gosterilen gdzlemsel

1A

ornek fonksiyonu x(t) uygulamada sadece 7 e T A

verinin uzunlugu T olup baslangicina keyfi clarak t=@ zamanai

verilebilir, ciinkil ~G2dlieics fonksiyvonu mutlak zamandan
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ziyade zaman farkina bagimlidir. T uzunluundaki xTt(t)
sinyali Nyquist kuramina uygun olarak A t araligi ile
drneklenerek N=T/A t sayida deger elde edilir. t=n. A t

anindaki sinyval de8eri xn olsun.
xR s 2in. AL O, e, 1,28, ., 81 (1.9.7)
zaman serisi elde edilir.

isaretih 6ziliski fonksiyonunu hesaplamadan 6nce eldeki
verilerden ' ortalama degerinin Dbulunmasi ve verilerden
¢cikartilmasi gereklidir, aksi halde ©6ziliski fonksiyonu
hatalil olacaktir. Ayrica isaretde bulunan isaret boyundan
uzun bilesenlerin ve diBer hatali bilesenlerin giderilmesi
gereklidir, c¢linkii bu bilesenler spektrumu agirlikli olarak

alcak frekanslarda olmak {izere tiim frekanslarda etkilerler.

Oziliski fonksiyonunu genel olarak veren (1.3.6)

denklemi sonlu veri xt(t) icin yazildiginda,

T-1
- j i
ori{r) = XT(L) Tty ) at. GSITQSTmaxST (1.3.8)
T-T1 1%} :

seklini alair.

cT(t) Orneklenmis isaret ile hesaplandigindan kendiside
orneklenmis olacaktair. Ornekleme aralidi A Tt=At secilerek
ve T=m/A t zamanindaki Sziliski degeri cm olarak
gbsterilerek (1.3.8) denklemi asagidaki bicimde yazilabilir.

1 N-1-m
= Xn Xn+m /At {1-3.9)
N-m n=0@

cm=CcT(m/ANT1)=

m=@g,+1,+2,...,+M . M = Tmax/AT
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Oziliski fonkeiyonu ¢ift simetrik oldugu icin (1:3.99
denklemini sadece m 2 @ . deferleri icin hesaplamak
yeterlidir. Yani -7 i¢in &ziliski degerleri c-m ler c-m=cm
kullanarak bulunabilir.

1.4. CAPRAZ iLiSKi FONEKSiYONU ve KESTiRiMi

igsaret analizinde degigik Szellikteki isaretlerin
karsilastirilmasinda capraz iliski fonksiyonu ®nemli bir
iglemdir. En genel halde rasgele igsaretler icin
tanimlanmistir. iIki deéisik raslanti degiskeni ¥Xi ve Yi nin
her bir ti zamaninda deger almalari ile x(ti) ve y(ti)
dizileri olusur. Bu raslanti degiskenlerinin duragan ve
ergodik olduklara ve Gauss olasilik dagilgsimina uydugu
varsayilarak capraz iliski fonksiyonu su gekilde

vazilabilir:

y

3
cxy(T)= lim — j x(t) y(t+7) dt (1:4418
T»o T -T/2

Bu en genel tanimdir. Ta ana periyodu ile periyodik olmasi

durumunda baginti su hale gelir.

Ta/2
s
Cxy(T)= (0 y(t+T)dat g e R
Ta -Ta/2

x(t) ve y(t) nin gecici isaretler olmasi durumunda caprasz

iliski fonksiyonu su sekli alair.

o]

oxyls)c J x(t) yEoé1) dt { - 4.3)

-



Capraz 1iliski fonksiyonu 6ziliski fonkeiyonun aksine
cift simetrik olmadigi gbrillecektir.

Cry(T)- = ecxyl(-7) (1.4.4)
Ancak c¢apraz 1iliskide integral altinda x(t) ve y(t) icin
iglem sirasi degistirilerek cxy(T) capraz 1liski fonksiyonu
elde edilir ve,

Cxy(-=7T) = cyx(T)  veya cyx(-=T) = ceyi{T) .45 B
bagintisinin olduu gbrititie. Onemli ©Szelliklerden biri
capraz iliski fonksiyonunun en bliylik degerini herhangibir T

degerinde alabilecegidir.

Sonlu ve Orneklenmis gdzlemsel verilerin capraz iliski

fonksiyonu,

1 N-1-m
Cxym = Cxyr(m/AT)= 22 Xn yn+m (1 4503
N-m n=@g
m=0, 1, M M=tmax/ AT

{18 . 15) denkleminde x(t) ve y(t) isaretlerinin aynai
uzunlukta olduklari ve ayni Ornekleme araligs AN t ile
O6rneklendigi varsayilmistir. Cift simterik olmadigir icin

biitiin m degerleri i¢in hesaplama zorunlulugu vardair.

1.5. GUC SPEKTRUM YO&UNLU&U

Rasgele igaretler -o=tsow araliginda tanimlandigindan
ve bu sonsuz siirede gec¢ici isaretler gibi sdnilimlendiginden
sinyal enerji tanimi rasgele igsaretler icin
vapilamamaktadir. Fakat rasgele isaretler i¢in birim zaman
‘basina dlisen enerji tanimi yapilabilir ve bu rasgele

‘igaretlerin giicii olarak bilinir:



Capraz 1iliski fonksiyonu &ziliski fonksiyonun aksine
cift simetrik olmadigi gdrillecektir.

cxy(T) = cxy(-T) (1.4.4)
Ancak capraz iliskide integral altinda x(t) ve y(t) ic¢in
islem sirasl degistirilerek cxy(T) c¢apraz iliski fonksiyonu
elde edilir ve,

cxy(-T) = cyx(T) veya cyx(-T) = cxy(T) C1.8.%5)
bagintisinin oldugu gdoriilir. Onemli ©Ozelliklerden biri
capraz iliski fonksiyvonunun en blylik degerini herhangibir 7

degerinde alabilecegidir.

Sonlu ve Brneklenmis gdzlemsel verilerin capraz iliski
fonksiyonu,

1 N-1-m
cxym = cxyRim/ZAT)= s Xn yn+m £1.4:6)
N-m n=yg
BEdi ¥liai o, N M=Tmax/ AT

(1.3.15) denkleminde x(t) ve vy(t) isaretlerinin aynai
uzunlukta olduklari ve ayni Ornekleme araligas AN t ile
6rneklendigi varsayilmistir. Cift simterik olmadigar ic¢in

blitiin m degerleri icin hesaplama zorunluluéu vardir.
1.5. GUOC SPEKTRUM YO&UNLU&U

Rasgele isaretler -o<tfo araliginda tanimlandigindan
ve bu sonsuz siirede gecg¢ici isaretler gibi sdniimlendiginden
sinyal enerji tanimi rasgele isaretler ig¢in
Yapilamamaktadir. Fakat rasgele isaretler i¢in birim zaman
basina diisen enerji tanimia yapilabilir ve bu rasgele

igaretlerin glicii olarak bilinir:



T/2
d= lim J x(t)z dt {2:0,1)
Too -T/2

Rasgele isareti tanimlayan en 6nemli 6zelliklerden biri
isaret gilicli oldugundan, rasgele bir isaret icin yapilan bir
spektrum tanimi ile isaret glicliniin frekansa gére dagilimai
gbsterilir. Rasgele isaretin spektrumu G(f) birim frekans
basina diisen glici godsterdigdi i¢in birimi (V2/Hz) dir. Bu
nedenle G(f) gl¢ yogunlugu spektrumu olarak adlandirilair.
G(f) in frekans Uzerinden integrali alindiZdinda, yani her
frekanstaki gli¢ yogunlugunun tim frekanslar lUzerinden

toplanmasi ile isaret giicii d bulunur.

o0

d= j G(f) df (298

-

Glg¢ yogunlugu spektrumu G(f) nin gercek seklini bulmak ancak
sonsuz uzunlukta bir isaretle olanaklidar. Uygulamada
zorunlu olarak -T/2<t<T/2 araliginda gdzlenmis bir sonlu
XT (L) isaretinden hesaplanacak @) glic yvogunlugu
spektrumunun hesaplanmasi o sekilde olmaladir ki, Grt(f)
gercek spektrum G(f) yi olanakli en az hata ile yansitsain.
Gozlem siresi T uzadikg¢a bu yanilgi azalsin ve sonucta T-e»o
icin Gr(f) G(f) olsun.

lim GT(£f)=G(f) (1.5.3)

Te»ow

istatistik kuramlarindan ve olasilak kavramindan
haraketle gili¢ yogunlugu spektrumu G(f) ile o6ziliski

fonksiyonu c(71) arasinda Fourier donisimi ile verilen bir
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bag oldugunu Wiener (19) gbstermigtir.

w0

G(f)= J c(T) e-iz2mfT dr (1.5.4)
c(T)= J G(f) e-iz2mfT df {1.5.95)

Gli¢c spektrum yogunlugunun en OSnemli 6zelligi w nin gercel,
pozitif ve ¢ift fonksiyon olmasidir. Bu nedenle beklenen
degeride ayni dzellikleri tasir. Gl¢ spektrum yogunlugunun

bzellikleri hakkinda (11) den daha genis bilgi edinilebilir.
1.6. SPEKTRUM KESTiRiMi ve FREKANS SECILEBiLiRLié&x

Bir kestiricinin iyiligi basitce iki degisik o8lcii ile

incelenebilir. Bunlar kestirimin vanlilaiga (bias of
estimation) ve kestirim varyansidir (variance of
estimation).

8" deBerleri alabileﬁ ve gercek degeri 8 olan raslanta

degiskeni Q ile gdsterilirse kestirim yanliliga,
b(Q)=E(Q)-8 ’ (1.85.2)
kestirim varyansi ise,
v(Q)=E{(Q-E(Q))2} ' (1.6.2)

ile verilir. Kestirim yanliligi, istatistiksel paremetrenin
kestirimde beklenen degeri ile gercek deBeri arasindaki
farktir. Diger vyandan kestirim varyvansi ise kestirimin
beklenen deger etrafinda sa¢ilmasinin bir &lcusiidiir.Bu
6zellikler Sekil (1.6.1) de gbsterilmistir.
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Sekd l..-1.6.1 Bir kestiricinin olasilik dagilim

fonksiyonu dzellikleri

o(8)
fy

Pekil 1.6.2. Degisik kestiricilerin olasilik dagilimlari
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Sekil (1.6.2) de ise deBlsik kestiricilere ait olasilaik
dagilimlary verilmistir. Burada f4 kestiricisi Dbilyik
vanliliktan ve varyansedan Stiril iyi bir kestirici degildir.
f3 kestiricisinin degisintisi az fakat oldukca yanlidir. f2
kestiricisi yansiz olup varyansi fazladair. f1 ise yansiz
olup varyansida azdir ve bu nedenle verilen kestiriciler

icinde en iyisidir.
iyi bir kestirim islemi icin b(Q) ve v(Q), kestirimde
kullanilan veri sayisi N in artmasi ile sifira gitmelidir.
Bu 8zellik sekil (1.6.3) de bir Ornekle gdsterilmistir.
Fakat - bu kosullar her zaman bir arada gerceklenmez. O
zaman bir uzlasi saglamak gerekir, buda ortalama karasel
vanilgl (mean square error) MSE(Q)

MSE(Q)= E{ (Q-8)2 } = v(Q) + b(Q) (1.6.3)

nin enkiiciik yapilmaya calisilmasi ile elde edilir.

N=

* _/,./"
o A

Sekil ‘il 8:3. tvd Bie-kegtiricinin olasilaik dagilamagin verd

gaylsl ile degisimi
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Gr(f) isaret uzunlugun T, Sziliskl uzunlugu Tmax ve
bziliski fonkeiyonuna uygulanan pencere fonksiyonuna
baglidir. Gii¢ yogunlugu spektrumanda pencere fonksiyonun
kullaniminin, vyani &ziliski fonksiyonun doBrudan degilde
once pencere fonksiyonu 1ile c¢arparak Fourier doniisiimii
almanin en onemli gerekcesi kestirim degigsintisinin
azalmasidir. Ancak bu kestirim yanlilidini arttirmaktadair,
bu nedenle uygulamada hem kestirim vyanliligi, hem de

kestirim varyansinin azalmasl catisan istekler olmaktadair.
1.6.1. Frekans Secilebilirligi
Uyvgulamadaki pencereler, glic¢ vogunlugu spektruma

hesaplarinda prencerelerin frekans ayvirilabilirligine

etkisini gosterecek kadar coktur. Bu pencerelerin zaman ve

frekans ortamindaki gdriinimleri sekil 1.6:4 de
gosterilmistir.
Glig yvogunlugu spektrumu hesaplamasinda frekans

secilebilirliginin bilinmesi oldukcgca ©nemlidir. Spektrumda
frekans ayrilabilirligi, kullanilan pencerenin bicimine ve
~uzunluguna baglidar. Pencerenin uzunlugu 6ziliski

fonksiyonunun uzunlugu Tmax a esittir.

Her- tiir pencere icin v{Gr(f)}h = sabit dir. Burada h
bant genisligidir. Zaman ortaminda kullanilan pencereler
frekans ortaminda spektrumun yuvarlatilmasina ve frekans
seciciliginin azalmasina Qeden olmaktadir. Bant genisligi h
dogrudan frekans seciciliéiﬁi vermektedir, yani spektrumda
aralarinda h ve daha biyllk uzaklik bulunan bilesenler
birbirlerinden bagimsizdir, diger bir deyisle spektrumda
bulunan iki spektral dorugun ayrilabilmesi ic¢in aralaraindaki

uzaklik h veya daha biylik olmalidair.
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BOLUOM 2
2.1. AR MODELi ve OZELLIKLERI

Bir verinin bir aninindaki degeri gecmisteki
degerlerine bagli kaliyorsa AR (autoregressive) islemelerle
taslaklanabilir. u(n) isaretinin AR taslagi ile gésterilimi

su sekilde yapilir:

ufn)=ai1 u(n-1)+az uln-2)+...,. +aM u(n-M)+v(n)
k2:2:%)
Bu taslaga gére u(n) verisinin n anindaki degeri u(n)
verigsinin n-1 den n-M ye kadar gecmis zamanlarda olusan M
tane degerinin M eayida ak katsayisi ile carpimlarinin
toplanmasl ve buna beyaz girilltil v(n) nin eklenmesi ile
olugmaktadir. Burada v(n) sifir ortalamali, o2 varyansli

beyaz giriiltil islemidir.
E [v(n)]l=0 tim n ler ic¢in te.1:2)

o2, k

]
o]

E [vin)v¥(k)] = {
7, I diger durumlarda

u(n) verisinin n anindaki degeri verinin gecmisteki
degerlerine baglidar. Verinin gec¢misteki degerlerinin n
anindaki deBeri ne ©lclide etkiledigi ax degerlerine ve ax
nin toplam sayisi M ye de baélld1r._»ﬂ_5AR olayin derecesi
(veya ax silizgecinin boyu) olarak adléndlrlllr. Genel bir
vazilim ile su sekilde ifade edilebilir:

M
u(n)= £ ax u(n-k) + v(n) (2.1.%)

k=1

Burada ax bir siizge¢ gdrevini gdrmekte ve verinin gecmis
degerlerini siizerek n anindaki degerini vermekte, vyani

verinin gecmisini kullanarak, gelecefini belirlemektedir.
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Bu vyilzden ak bir Onkestirme siizgeci (prediction filter)
olarak adlandirilmaktadir. AR taslagi Dbir Onkestirme
taslaklamasi olarak inceleﬁdiéinde verinin gecmis
degerlerinin ak ile konvolisyonu sonucu bir deger olusmakta,
ancak bu defer vyanilgili olmaktadir. v(n) nin de taslaga
eklenmesi ile n anindaki gercek u(n) degeri elde edilir. Bu
anlamda v(n) OSnkestirmenin yanilgisidir (prediction error).
Onkestirme silzgecinin, yanil diger anlamda AR taslagin
katsayilari ak larin eldeki a(n) verisinden haraketle en iyi
bicimde esaptanmasi kestirme yanilgisi: v(n) ve bunun bir

Sleiisii olan yanilgl varyansa,

Nz N M
P2 (n)2 = F (GlR)] = 2 akiuih-k))3 €. 145
n=1% g k=1
nin enkiiciiklenmesi ile olanakla olacaktair. i % nin

enkiiciklenmesine bagli olarak aj ler oOnkestirme yanilga

slizgecli (prediction error filter) olarak adlandirailair.

Sekil (2.1.1.a) a3 AR igleminin analizi ve (2.1.1.b) de

AR lireteci sayisal filtreler ile gdsterilmistir.

AR islemi

u(n) u(n-1) u(n-2) u(n-M)

ai a2z am
{ : I Beyaz
5 L s s giirilti
vin)

oekil: 2 1. 15 AR islemi analizi



u(n) AR islemi

Beyaz
giriltd
islemi
v(n)
2
]
Z2-1
4 ail u(n-1)
B=1
= aM-1 n(n-M+1)
R
aM u(n-M)

sekil 2.1.1.b AR islemi liretecisi

2.2. BEYAZ GURULTUNUN VARYANSI

E [v(n)u(n)] E [V(n)IV(n)]

=308

Burada o2 sifair ortalamala vin) beyaz

varvansidir. Su sekilde ifade edilebilir.

£2:2:1)

giiriltisinin



M
o2 = Z ak c(k) (2.2.%)
k=0
Burada ae=1.

2.3. AR MODELiN GUC SPEKTRUM YO&GUNLU&U

AR isleminin glig spektrum yogunlugu su sekilde

tanimlanair.
s(w)=c2 |H(eJW)l2 te 0. 1)

o2

|1+ 2 ak e-ikw|z
k=1

2.4. AR KATSAYILARIN HESAPLANMASI
2.4.1.Yule-Walker Algoritmas:i

AR katsayilari aj lerin bir oOnkestirme slizgeci olarak
gdriilmesi durumunda v(n) nin bir yanilgi dizisi oldugu
belirtilmisti.. AR taslaélnln. katsayilari veya ©Onkestirme
slizgeci aj, PM 1 en aza indirecek bicimde saptanmalidir.

Buna gére aj ‘ye gore kismi tirevleri sifir olmaladar.

6Pm

=@ =g e ca M (2:4.3%)
baj
6PM N M

T2 a(n)=2 a}] utn-3) 1 wa(n-k)=0 (258 -2
Sak n=1 j=1

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢ozimii bizi su matrise



gotiirir.

[ eeY% oty dppylening c(m—l)— L7 ] _c(l—)-
&atl) c(@) T ) g Rt el c(m-2) az e(2)
c(2) (1) "7 07 8 S c(m-3) as c(3)
(-1} oln-2V oln-8) . s c(2) P o)

C a=Y (£2.%.1.3)

Bu ifadeler Yule-Walker denklemleri olarak adlandirilir.ve

¢oziml,
A e B (e %1 4)

Bu denklemlerde kullanilan ©ziliski fonksiyonu c(k) &nceden

tanimlandigi gibi,

N-k
eliel="2 utn) atfi- k) ailr. (2+4.1.5)
n=1i

Oziliski matrisi C asil kosegene gbre simetriktir, yani
Toéplitz matrisi tanimlamasina uyar. Toplitz matrisine uyan
denklem dizileri Levinson tarafindan gelistirilen algoritma
ile tekrarlamalili olarak kolayca  ¢&zililebilir ve AR

katsayilari aj ler bulunur.
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2.4.2. Durbin-Levinson Algoritmasa

(2.4.1.3) denkleminde bilinmeyen siizgec katsayilara
a1,a2,.. am bilinen dziliski matrisi C ve Y den hesaplanir.

C matrisi simetrik oldugundan

Br A aaoy

biciminde yazilabilir.

aj katsayilarinain hesaba icin soldaki aziliaki
matrisinin tersi C-1 i bulmak gerekir. Slizgec boyu M biiyiik
oldugunda alisilagelmis yOntemlerle silizge¢ katsayilarinin
hesabi i¢in gerekli bilgisayvar =zamani katsayil sayisinain

kiibiiyle orantilidair.

Levinson un ©Onerdigi ve daha sonra gelistirilen
tekrarlamal: yoéntemle bu oran katsayi sayisinin karesine
kadar indirgenmistir. Tekrarlamala vontem Sziliski
matrisinin blitin k&segenleri Dboyunca elemanlarin esit
olmasindan yararlanarak uygulanir. Gercekte bir kare matris
olén CM nin M2 degil sadece 6ziliski katsayilara
cl{B);eCEyol8 )i ,ec(m-1) den olusan M seckin elemanzi

vardir.

Asagida goésterildigi gibi m=@ dan m=M e Kkadar
katsayilar hesaplandiginda m+1l inci adimdaki katsayilaran
bunlardan nasil hesaplanacaga gésterilecektir. m+1
katsayinin hesabi i¢in m=@ ilk adim, m=M son adim olacaktair.
Takilardan ilki adim sayisini gd&sterir. Ikincisi ise o
elemanin, gdsterilen numarali katsayisidir. Ornegin m=M son
adimda ise a(m,@)=a(M,?d) aranan a(@d) katsayisidir. Her
adimda slizgec boyuna bagly vanilgil hesaplanabildiginden,
istenildiginde silizge¢ boyunu sabit alma yerine vyvanilga
belirli bir dlizeye ulastiginda tekrarlama islemi
durdurulabilir. Bunun i¢in ya belirli sinir degerler alinir
veya siizgec bovu uzadikca saflanan vanilgil azalmasi dnemli

olmadiginda islemler durdurulur.
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Algoritma su sekilde Szetlenebilir:

OZiLiSKiNiIN KESTiRiMi

B v

Y
tLK KOSULLAMA

DERECEY1
1
ARTTIR

LEVINGSON TEKRARI

—

AR KESTiRiMiN HESAPLANMASI

Durbin-Levinson Algoritmasa

Burada hesaplanmak istenen filtre katsayilarai a(m,k) lardlr
(k=0 .1.2.. .. Miolnak -ligere) . —pim)

lerde tazhmin hata gici
olarak isimlendirilir.

1) Oziliski katsayilari daha dnce verilen formda hesaplanair.

1 N-k
c(k)=

s u(n) u(n-k) | 3 e . |

fdal 2. 63
N-k n=1
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2) itlk kosullama icin su sekilde baglangi¢c degerleri
belirlenir.

a(9,0)=1 , p(¥)=c(B) , g(9)=1
J)m=1,2,...5M deexrleri iecin,

a(m,k)=a(m-1,k) + g(m) a(m-1,m-k) {2.4.2.7)

burada k=0 ise a(m,k)=1

k=m ise a(m,k)=g(m) dir.
Tahmin.hata glici p(m),
p(m)= p(m-1) [1-jg(m)|2] (2.4.2.8)
ve g(m) de,
5 & m
g(m)= - g Z a(m-1,k) c(m-k) £2. 429
p(m-1) k=0

olarak tanimlanair.

4) Bulunan a(m,k) degerleri, m inci adimda bulunan filtrenin
ak deBerleridir. Bu degerler (2.3.1) denkleminde yerine

konarak, glic spektrum yodunlugu cikartilair. .

2.5. AR KESTiRiMiN FREEKANS SECIiLEBiLiRLi&iI, VERi BOYU ve FAZ
ETKiSi

2.5.1. Frekans Secilebilirligi

AR taslaklama ©6zellikle kisa zaman dilimleri icin diger
véntemlere oranla c¢ok Ustin go&zikmektedir. Bir - iki
bilesenli isaretler i¢in ayirim giiclinin 6f= @.4/T dolayvinda

olmasina karsin (T dizinin boyu, 6f frekans ayirimi) daha
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karmasik isaretler icin 6f blyimekte, vani ayiraim

azalmaktadair.

denebilecek gliriltiler spektrumun

Gy derecede
fazla guriltili gecerli bir

niteligini fazla etkilemezken,
spektrum hesaplamasini engellemektedir.

genlik

Indirganmis

! ? g o |
- 172 1 3
Zemsa(s) Frekons (Hz)
(a) (b)
Sekil s A (a) Bir  periyodluk giriltilii

sinuscidal veri (b) Fourier spektrumu (genis) ve AR

spektrumu (dar)

2.5.2. Veri Boyu ve Faz Etkisi

iyi bir spektrumdan saptanan frekansin yeri sekil

(2.5.2.1) de gorildugd gibi
vakinsak periyodik ve verinin fazina baglai olarak da

verinin boyuna bagli olarak



(]
—

periyodik bi¢imde degismektedir. Hesaplanan frekansin yeri
gercek frekansin etrafinda her bir periyotluk veri boyu igin
vaklasik iki salinim yapmakta ve veri boyu uzadikgca bu
salinim genligi azalmaktadir. Ancak bu olayin alisilmais

Fourier yéntemlerinde de oldugu bilinmektedir.

pa
~ N =15
= (TER-)
L
LY
>
[
- ///N\\ > N
,é.‘ N \ L/
2 a8t
-
L3
&
o E 1 3 (a)
0 20 180 270 350

Fc:

SiNUS DALGASININ DEVIR SAYIS

o] 1 e 3
2 n T i

18

1 ——~43c72\;c\;ﬂx=f=wra-

Spekiral doJrunun  yeri (Hz)

(b)
0S5
o ) ! 1 1 J e
0O 1 20 3 40 50 60 70
VERI BOYU
Sekil - 2.5.2.1. 1 Hz 1lik sinusoidal verinin AR

spektrumanda doruk frekans verinin (a) faza (b) veri boyvuna

gére degisimi
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BOLUOM 3
3.1. ML (Maximum Likelihood) MODELi ve OZELLiKLERi

ML kestirimi ilk olarak Fischer tarafindan ®nerilmis ve
gelistirilmistir. RKuramsal olarak oldukca acik ve uygulamaya

vatkindir.

ML kestirim ydnteminde kestirilecek parametreye iliskin
hicbir varsayim yapilmaz. Halbuki kullanilan kestirim
yontemlerinin c¢oB8u, kestirilmesine ¢alisilan parametreye
iliskin bir takim istatistiksel bilgilerin onceden
verilecegi kabul edilir. DoBal olarak kestirilecek parametre
hakkindaki bu +tir ©Onbilgilerin hesaba katilmasi yarar
saglar. Ancak hicbir ©6nbilginin  verilmedigi durumlarda
algoritmalar gereksiz bic¢imde karmasiklasir. Bu durumda ML

kestirim yontemini kullanmak uygun olur.

ML nin radar, sonar gibi kestirim problemlerinde yaygin
kullanimina karsin spektrum kestiriminde pek uygulamasina
rastlanmaz. Bunun bir sebebi veterli ayraimlilak

saglayamamasidar.

Yontem kabaca su sekilde &Szetlenebilir: Amac Sx(w) gilic
spektrumunu sadece bir tek W noktasinda kestirmeye
calismaktir. Bunun icin x(n) rasgele isareti 1lineer bir

filtreden gecirilir.

FIR filtre

x(n) y(n)
Sl A S b(k) -

yi{n)= 2°btk}) "®tn-k)
k

sekil 3.1.1. ML spektrum kestriminin temel vapisa
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Burada b(k) lar filtre katsayilaridir ve 8yle belirlenir ki
¢ikisin ortalama gicill en az yapilirken, B(w)=1 olsun. Yani
w frekansinda blr zayiflatma olmasin ve difer tim bilesenler

bastirilsain.

ML spektrum kestirimi ve BT (Blackman-Tukey) spektrum
kestirimi arasindaki fark, ML spektrum kestiriminde
darbandli filtrelerin sekli genelde herbir  frekans ic¢in
farklaidir. Halbuki BT y&nteminde filtreler sabittir.

3.1.1. Bayes Kestirim Kurala

GlUriiltd rasgele Dbir degisken oldugundan, kestirim
vanilgisi e nin dolayaisiyla c(e) nin (kestirim yanilgisainin
fonksiyonu olan bir ceza fonksiyonu) istatistiksel yapisa
bilinebilir. Bu durumda tek Bl vanilga degerinin
belirledigi bir cezayi enkiiciltmek yerine, raslanabilecek
tiim vanilgilarain ortalamasi enkiicliltiiliir. Beklenen cezalarin
ortalamasina Bayes Riski (RBavYEeEs) adi verilir. Bu riski
enklicliltecek bigcimde tasarimlanan kestiriciyve de Bayves

Kestirici denir.
ez=z-z2”~ 53 g Y BN 5
RBayeEs = E [ec(e)]= enkliclk (e 1=1:2)

Bu ceza fonksiyonuna gére kestirim degerinin gercek degere
cok yakin oldugu durumlar cezalandirilmaz. Ote yandan
kestirim yanilgisa belli bir esidi asarsa (|e]|>A /2) asma

oranl ne olursa olsun ayni 6lcide cezalandirilair:

1 |z-27 | *O6/2

Bu ceza fonksiyonun  kullanilmasindaki amag kestirim

degerinin kesinlikle gergek degerle c¢akismasini saglamaya

1
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calismaktir. Gercek degere yakin yada uzak bir kestirim
vapilmig olmasil ©Onemli degildir. Ama¢ gercek degeri tam
olarak bulmak yada hi¢ bulmamzktir. Eger hedeften bir sapma

olursa bu sapmanin boyu ne olursa olsun onemi aynidair.

Bayes Riski asagidaki sekilde ifade edilebilir:

@ z+/ /2
Rpugia= J (1- J p(z‘R) dz): ptRY dR (3.1 88:3)
- z-/ /2

ifadeden de anlasilacagi gibi, bu riskin enkliciltiilmesi
p(z]R) fonksiyonunun  enbiyilik degerinin secilmesi ile

saglanair.
3.1.2. ML Kestirimi

Yukarida anlatilan yOntemde gl¢ olan kisim p(z|R)
fonksiyonunun hesaplanmasidir. Ozellikle bunun tiretiminde
gerekli olan p(z) genelde bilinmez. Bu durumda yapilacak
olan, - yontemin daha uygulanabilir sgekle getirilmesidir. Bu

volla ortaya cikan yontem de ML yontemidir.
Maksimum yapllacak ifade asagidaki gibi acilair.
p(R|z) p(2)

Enbz p(z|R)=Enbz( ) 3.1 2+1)
: p(R)

Logaritma tekdiize artan bir fonksiyon oldugundan p(z|R)
vyerine 1n p(z!R) i maksimum yapmak ayni sonucu verir.

Enbz 1n p(z]R):Enbz(ln p(R|z)+1ln p(2) - s & oo i o B8 SN e i e )

Burada logaritma kullanilmasinin nedeni, olasilak

dagi1limlarinin issel ifade edildigi durumlarda, bunun



hesaplarl genis 6leiide kolaylastirmasidar. Bu ifadeye

Log-Likelihood fonksiyonn adi verilir.

Log-Likelihood fonksiyvonunun enbiiyilk degeri tilrevinin

g1fira esitlenmesi ile bulunur:

61ln p(z|R) 61n p(R{z) 8kn p(z) 5ln p(R)
= + S = 0
6z 8z ; &z Oz
(3:132238)
Bu ifade de p(R), den bagdimsiz cocldugu icin son terim

g1firdair:

Ote vyandan, 2z nin olasilik dagilimina iliskin Onceden
hicbir bilgi verilmemisse, 2 nin alabilecegi her degerin
olasi1li81 esit varsayilir, yani p(z)=sbt. ve tlirevi de sifair

olur. iIfade de su hale gelir:

51ln p(z[R) 61ln p(Rlz)
- - =0 (3 .152.4)

Elde edilen bu kestirim kuralina ML kestirimi adi verilir.
3.2. ML YONTEMi iLE SPEKTRUM KESTiRIMi

Onceki bdliimde de incelendigi gibi ML yontemi eldeki
veri dizisini en olasil kilacak parameterelerin
secilmesidir. Belli bir kaynak taslagi varsayimi altinda
veri ile spektrumu arasinda bir bag kurulmasi gerekir.
Ozellikle beyaz giliriltli igin spektrum ile veri arasinda
oldukca yalin bir kosullu olasilik iliskisi vardir. Yani,
frekans bilesenleri bilindiginde bellil bir veri dizisinin
olabilirligi kosullu olasilik cinsinden vyazilabilir. ML
yontemi ile spektrum kestirimi ise frekans bilesenlerinin bu

fonksiyvonu maksimum yvapacak sgekilde sec¢ilmesi anlamina

gelir.
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ML kestirimde uygulanacak yodntem secilen taslaga gore
‘degisir. Sonugta elde edilen spektrumun yetkin olup olmamasi
da taslak varsayiminin gercek¢i olmasina baglidir. Genelde

beyaz girilti varsayimindan haraket edilir.
3.3. RKESTiRiM VARYANSININ ALTSINIRI

ML ydnteminin ilgin¢ ydnlerinden bir tanesi de kestirim
hatasinin Gauss dagilimina sahip oldugunun bilinmesidir.
Ayrica bu Gauss dagiliminain kestirilecek parametreye
merkezlenmis oldugu, varyansinin da bir alt siniri oldugu
gésterilebilir. Cramer-Rao altsiniri adi ile bilinen bu
baginta ile ML yontemi ile yvapilan bir kestirimin
givenirliligi hakkinda bilgi edinilebilir. Ancak bu alt
sinirin hesaplanmasi tek siniis taslagi disondaki durumlarda

rek kolay olmamaktadair.
3.3.1. Tek Siniis Taslaginda Cramer—-Rao Altsiniri

ML yéntemin de hata varyansi icin su esitlik

gegcerlidir.
cge2=var(z-z~)2 Ji,i €318 1)

Burada Ji,i asagida tanaimlanan Bili Matrisi nin evriginin
Sgeleridir. Bilinmeyenler asagidaki bic¢cimde olacak sekilde

secilirse,

z1= Genlik (A)
z2= Acisal frekans (w)

za=-Faz (@)

tek sinlis taslagi kullanilacak olursa, Bili matrisi su

sekilde olusturulur.



_—SZL 62L 52L %
6z16z2 521622 8z18zk
52L 82L 62L
8z28z1 522622 6z28z«k
8% § (9.1.3.2)
52L 52L 52L
8zkdz1 6zkbz2 ....éZkﬁzk

Burada E beklenti fonksiyonu, zi de kestirilmeye calisilan i

ninci parametredir.

Log-1likelihood fonksiyonunun kullanilmasai ile Bili

matrisi elemanlari ic¢in su baélntl_ya2111r:

SAsin(wtn+g) SAsin(wtn+g) OAcos(wtn+g) SAcos(win+g)
biji=E{ + }
5zi 85z ; 8zi 6z;

{8.1.2.9)

Sonucta Bili matrisi bulunar.



N %) %)
N-1 N-1
@ A2 ¥ (te+tn)2 A2 T (te+tn)
Be= n=@ n=9
N-1
@ A2 T (te+tn) Az N
n=@

(3.1.2.4)
Bu matris ters cevrilir ve &rneklemenin baslangic zamani

te=@ varsayilirsa asagidaki ters Bili matrisl elde edilir.

ce?

| =
N

172 Ge2
= »
geBels A2 / t2 N(N-1)
12 oe2 N(2N-1)
i R
A2 N2(N+1)
B =

{3, 8.5
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Bu matriste Jz2,2 elemani: frekans kestirim varyansinin

alteiniraini verir.

12 oe?2
var (w-w™)=2 £3:-1.2.6)
Az (At)2 N (N2-1)

Bu ifadeden godriilecegi gibi, ML yontemi ile frekans
kestiriminde hatanin varyansinin bir altsiniri vardir, bu
altsinir fazdan bagimsiz ve veri sayisi ile karmasik bir

bicimde ters orantilidair.

3.4. BiR AR PROSESiN GERiYE DONUSLU ML EKESTiRiMi (RML) ve
ALGORITMASI

Bu bolimde AR paramtre Kkestirimi ic¢cin degisik bir
yontem kullanilacaktir. Bu yontem gercek ML kestirimine,
daha ©nceden bilinen lineer tekniklerden daha iyi sonuc
vermektedir. Bu algoritmanin avantaji temel olarak, kisa
veri yazilimlari ve siddetli zayiflayan spektrumlar icin iyi

sonu¢lar vermesidir.

3.4.1. Giris

Simdiye kadar kullanilan tim AR parametre kestirimleri
ML kestirimine yapilan yaklasimlardir. Parametre kestirimi
igin ML nin kullanimi, minumum varyans &zelligini temel
alarak, biiyiik: wveri wuzunluklari i¢in dilizenlenebilir. Daha
kisa veri uzunluklari i¢in AR parametrelerin ML kestiriminin
daha diisiik sinirli Cramer-Rao ya ulasamayacagi bilinir. AR
parametreleri icin gercek ML kestiriminin hesaplanmasi zor
bir maksimizasyon problemidir. Hesaplamasi kolay olan bir AR

kestirimi elde etmek icin yvaklasimlar yapilair.

Simdi p ninci dereceden sifir ortalamali Gaussian AR

Xt islemini diistinelim. Eger,

A=l Xy whg ool XN ]T ifade edilirse olasilik yoBunluk
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fonksiyonu,
: 1
p(X|a,0e2)= ' exp(-1/2 XT R-1 X) (3:4:,E. 1)
(2m)N/2 lcll/z
Burada a=[a1 a2 ....ap]T AR filtre katsayi vektorii,

R=E[ XXT ] kovaryans matrisidir. a nin gercek ML kestirimi

ce?2 dir ve p(X|a,0e?) nin maksimizasyonu ile bulunur. Yada
buna esdeger olarak a, oce2 ye goére In p(X]a,er) den
bulunur. (3.4.1.1) de o0e?2 den a y1 ayirmakla, 6ziligki

fonksiyonunun,

C(k)='E [XtXt+k] ve
C(k)= oce?2 Ct(k) {3:4.%:2)

vazilabilecegi gorilir. Ct(k), filtre Oziliski

fonksiyonudur ve su sekilde tanimlanair.

1
Cf(k)=Z—1[: :]
A(z) A(z-1)
P

Burada Z-1, ters Z doniisiimiinli gdsterir. Ve A(z)=1+ Z ak Z-k
k=1
(3.4.1.2) denklemi (3.4.1:1) denkleminde kullanilarak,

&
p(x|a,ce2) = exp{-1/(20e2) XT Cg-1 X)
(2w)N/2 cge2 |Ceg|1/2
{3.4.1.3)
Burada jCeflii = Ce(i=J) i, = 1,2,f..N ve Cg sadace

filtre parametrelerine baglidir.

Eger ilk maksimizasyon oe2 ye gdre ln p olursa sunu

elde ederiz.
: 1

gats s X1 et X ' : (3.4.1.4)
: N
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(3.4.1.4) de verilen oce2, ML keetirimi olmalidir. Eger Ct,
AR filtre parametrelerinin ML kestiriminin terimlerinde ML
ile tekrar yerlestirilirse, yani (3.4.1.4) (3.4.1.4) icine
yerlegtirilir. $imdi en bilyiigili elde etmeye ihtiyacimiz var.
Buda asagidaki denkleminin maksimum yapilmagil 1ile elde
edilir.

|Ce-1] 1/
} G . (3.4.1.5)
1/8 Lt Cs~1 X

Her zamanki yaklagimla |Cf-1| faktorli ihmal edilir ve
1/N XT Ct-1! X e yaklagimla kii¢liliir. Blylik N degerleri icin
bu yaklasim,

lim |Ceg-1j1/N = ] (3.4.1.6)
He =

oluncaya kadar gecerlidir.

Bununla birlikte kficiik N degerleri ic¢in bu yaklagim iyi
degildir. 1 inci dereceden bir AR iglemini ele a}alln.
Buradan,

—_1 ai D715 P, GA-
al 14a12 ai O .0
Cg-3 = 2 al 1+a12 st ..... 2z
2 a1 1+a12 a1
2 2 a1 1
- ad

(3.4.1.7)
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Buradan kolaylikla goriilebilirki,

|Cf-1|= 1-a12 e 4.1 8)
béylece
|C£-1|=(1—a12)1/N (3.4:1:9)

Acikca gorilir ki Noew a giderken (3.4.1.9) denklemi a1 in
degeri ne olursa olsun 1 e yaklasir. Sonlu data uzunlugunda
bu yaklasimin gecerli olabilmesi icin a1}, 1 e giderken N
in daha biliylik olmasi gerekir. Suda belirtilmelidir ki |a1]

1 e giderken glic spektral yofgunlugu daha keskin bir sekilde

zayirflar.

Dogrudan (3.4.1.5) maksimum yapilmak istenirse lineer
olmayan bir optimizasyon programi kullanilmalidir. Tekrar
AR(1) islemini dilistinelim. Daha sonra (3.4.1.7) ve (3.4.1.9)
un (3.4.1.5) icinde kullanilmasi ile en biylik deger bulunmus

olar.

(1-a12)1/N

1/N(See+2a1801+a12511)
N N-1 N-2
burada Seoo= 2 Xx® . Soa= T Xeo Xtwi, Srz= 2 X2t+]
- $at tz1 £51

3.4.2 Algoritmanin Olusturulmasi

(3.4.1.5) denkleminin maksimizasyonu scnucu 1=N 1nl~

diir. Burada
1 =
1z-Hlp o X5 =12 X 30 |Cf—1] CS. s )
N

Xt nin bir AR(n-1) islemi oldugunu disiinelim ve ai(J) de
ninci dereceden bir model i¢in i ninci AR parametresidir.
Levinson-Durbin algoritmasi ile an 1 an-1 in terimleri ile

ifade edebiliriz.



ai{n-1)+Kn an-i(n-1) Sy S PR T
ai(n)= { X0 4. 2229
En iz

Béylece 1ln (n model derecesidir) sadace Kn e baglidir. Kn n
inci yansima katsayisidir. (3.4.2.2) kullanilarak ve EKn e
gbre maksimizasyon yaparak an iretilebilir.Ve tekrar geriye
dénerek likelihood fonksiyonu makeimize ederiz. Model
dereceleri n=1,2,...p 1i¢in AR parametreleri kestirilir.
Boylece, ’

1

In=-N In — XT Ctn-1 X + 1In|Cen-1| (3.4.2.9)
N

Bir AR(n) islemi ic¢in

BTEB=F €3:4.2.4)
burada,
1 ai(l) aatl) - oranin) @ ... @
pEe @ 1 RICH) o mn=yABY an(PY @.. Bl LExD)
@ (s ot &
p=diag(Pe.Pi,. s Fe-l  Pa ;... .. i n ) (NxN)

ve Pi i ninci dereceden kestirici i¢in Onceden bilinen hata

glclidiir ve Pn = ce2 dir. |B|=1 oluncaya kadar (3.4.2.4) den

i .
Pi=C(@) m (1-K;j2), etkisi kullanilarak,
=1
‘Cfn—llz(l—an)n ICfn—l_l 3 4 %0)

Ve gunu belirtelim ki,
€n=XT Ctn-1! X = a'nT Sn a’'n (3.4.2:6)
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Barada ssaons bl a1(n) captys.. oo aptn}l? dir.
N-i-j
[Snlaim Sid= 2 Kt+alewi 1@ s o 20 F, o on
=1

Sn bir simetrik matristir. Burada belirtilmelidir ki bundan
sonra gececek olan €n-1, Cn, dn Kn e bagli degildir. Ayna
zamanda €n/N ve dn/N sirasiyla ileri ve geriye dogru tahmin
edilen hata gl¢lerinin kestirimi olarak bilinir. Bunlar
hakkinda daha genig bilgi ([3] den elde edilebilir. Yeni

tanimlamalar sonucu,

i
In=-Nln i (En—1+ZCnKn+dnKn2)+ln|Cfn—1'1|+n In(1-Kn2)
N
. %8. 1)
Bbylece Ki1,K2,..,Kn-1 kestirilmis oldugu farzedilmisgtir.

En ile ilgili olarak 1ln in maksimizasyonu i¢in 61n/6Kn i

s1fira esitleyecegiz.

(N-2n)Cn ne€n-1+Ndn NCn
Kpd +3 —rierrriios i o En - =g {3.4,2.4)
(N-n)dn (N-n) dn (N-n)dn

Kn yukaridaki denklemden kestirilir. oe2 de su sekilde

kestirilir.-
ge2(n) = 1/N €n
=1/N (€n-1 + 2CnKn + dnKn2) (3.4.2.5)

Burada gecen Cn ve dn degerlerinin hesaplamasi oldukca

zordur. Fakat (61 dan yararlanarak bir kolaylaik

saglanabilir.



Algoritma su

45

sekilde dzetlenebilir,

€@ = So0
nsl lein, Q15801 di1--=a)
K1 in ¢bzilmil icin,
N-2 Ca €p+Nd1
K13 + K12 - K1
N-1 d1 (N-1) da
[-1,1] arasindaki kéklerin secimi,
S C1) =0y
€1 = Seo + 2K15e01 + K128511
1
Geetly = €1
N
NT25 3, 250, p 2eoint
e g
aQTn-1 Son
Cn = 1 Th N b n-1
Sn-2 Pn-1
b il
SN ST
: Sn-2 Pn-1
dn ‘=7 Tht biin-}
PTn-1 Snn
k. =
Kn in c&ziilmesi,
N-2n Cn n €n-1+N dn
Ko & — Kn2 -
N-n dn (N-n) dn

N C1
=0
H-1 di
N Cn
Kn; - A
N-n- dn
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[-1,1] arasindaki kéklerin bulunmasi,
ai{n~i) + Kn an-i(n-1) 2 R G R

ai(n)= {

Kn i=n

€n-1. = €n-1.+ 2Cn Kn + dn Kn2

o
Jeel{m) = €n
N
burada,
&' n-1 = [1 arin=-1) agi(n-1) | " an-1{8-1) 17
b'a-1 = [} anp-3(0-1) "guegit=i) U E3i(8-3) 1 17

olarak degerlendirilecektir.
3.4.3. Kiibik K8klerin Karakteri

Kn in kestirimi ic¢in (3.4.2.4) denkemi ¢dzlilmelidir.
Bu esitlik kiibik bir esitlik olduéundén 3 tane reel yada 1
tane reel ve 2 tane "karmasik kokleri wvardair. (-1,1)
arasinda en azindan bir reel kdki vardir ve [3] den ispata

gériilebilir.

K8kleri belirlemek i¢in,

N-2n Cn
p:
N-n dn
n €n-1+Ndn
Q= -

(N-n) dn
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a= 1/3(3g-p2)
b= 1/27(2p3-9pa+27r)
eder bz2/4+a3/27 > @ ise bir tane reel kokil vardair,

5 = 8+ B -~ P/

burada,
— — 1/3
b
A= |- — +[ b2/4 + a3/27 ]11/2
2
P — 1/3
b
Bz l~ =4[ D24 + a%/37 2h(0
-
i ]

eger bz2/4+a3/27 = @ ise 3 tane reel kdkil olacaktir ve su

sekilde bulunur.
"Kn1 = 2(-a/3)1/2 dos'8 - p/3
Knz = 2(-a/3)1/2 coe (8 + 2n/3)-p/3

Kna = 2(-a/3)1/2 cos (B8 + 4n/3)-p/3
ve
cos 38 = 3b/[2a(-a/2)1/2]
Bu  durumda eger >[—1.1] araligina birden fazla kok

dligerse,



Y
P

(1-Kn2)n/2
e {o.4:3. 1)
L ¥/NiGeneat+ 2CnEn + dn Kn2) 1 N/2

denklemini maksimize eden kok secilir.
Ekseri durumda da 3 tane reel ko8kii olacak ve
bunlardan sadace biri [-1,1] araligina diiser. Simdi

(3.4.2.4) denkleminin bazi $zelliklerinden bahsedecegiz.

=) Eser dn<@ ise Kni1,Kn2,Kn3 3 reel kok olacak ve

=l A5 B0l Ko g
Knz > 1
Kns < 1 ehA:n.2)

&) Eier dn
bunun disindada 1 k&k olacak ve bu durumda (3.4.2.4)

denklemi su hale gelir.

@ ise [-1,1] arasinda 1 reel k&k olacak ve

n €En-1 N
Kn2 - ' Kn - — = 0@
N-2Zn Cn N-2n
3) Eder dn < @ ise [-1,1] arasinda en az bir reel k&kii

olacak. Eger bu aralikta 1 den fazla ko&k varsa o zaman
(3.4.3.1) i maksimize edeni secmek gerekir. Bir ispat
gecerli olmamasina ragmen elde edilen sonucglar gdstermistir

ki eder dn < @ ise [-1,1] arasinda her zaman 1 reel kdk ve

2 karmasik kdk vardair.
4) Eder N >> n ise kokler -1,1 de ve -Cn/dn de olacak.

Sonuc olarak, eger Xt bir AR(1) islemi ise (3.4.2.4)

iin céziimi tam olarak ML kestirimini udretir.
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3.4.4. Algoritmanin Performansi

A. Parametre Kestirimi

RML kestirim algoritmasinin performansini belirlemek
icin, 1ilk olarak AR paramtre kestirimlerinin ortalamasini
ve varyansinl inceleyecegiz ve bunlari Yule-Walker (YW) ve
Forward-Backward (FB) lineer tahmin yontemler ile
karsilastiracagiz. Ornek olarak katsayilari al=-2.76079,
a2=3.81060, a3=-2.65350, a4=0.92380, oce2=1 olan bir AR(4)
islemi i¢in glic spektrum yogunlugu sekil (3.4.4.1) de

gésterilmistir. Glcg spektrum yogunlugunun keskinligi
gosterir kij |Cf-lll/N ok e vaklagiml @ zayif olacaktir
(6zellikle kaisa veri wuzunluklari icin). Ornek sonuclara

kullanilan 199@ deneme, p=4 ve N=11, 5@ veri uzunlugu icin

tablo halinde sunulmustur.(tablo 1)

=

c.0 0.5

sekil 3.4.4.1  AR(4) proses icin gercek gilic spektrum

yogunlugu



Nz 1%
al a2 a3l a4
Gercek AR par. -2.76070 3.81969 -2.65350 ?.92380
Ort-YW -1.91527 ?2.61949 ?.94466 2.95735
Ort-FB -2.59333 342185 -2.27323 0. T 1263
Ort-RML -2.62975 3.51086 -2.37156 @.81412
Var-YW 3.13780 1A GAE 2T 7,.33884 @.75846
Var-FB 2.11598 0. 562574 @.49333 @.08463
Var-RML @.10960 @.33371 @.26227 @.94141
.= 60
al az a3 ad
Gercek AR par. -2.76073 3.819680 -2.65359 2.92380@
Ort-YW -1.39552 @.92378 -9.65153 @.96712
Ort-FB <P 2368 -3 TINZ4 -2.54884 @.87635
Ort-EML 2. 71618 3. 68876 -2.54345 @.87765
Var-YW 2.22544 8.56804 6.9@835 ©2.74528
Var-FB 2.99758 @.94138 @.34219 @.00853
Var-RML ?.919076 @.244385 @ .24069 2.00741
Tablo 1. AR paramertre kestirim yvontemlerinin

karsilastirilmasi

B. Spektral EKestirim

Ayni AR(4) prosesi icin RML ve FB teknikleri icin
spektral kestirimler elde edilmistir. ce? nin kestiriminin
degerini keyfi olarak ce?=1 oldugunu varsayalim, O&yle ki
a1, az, a3, a4 Un kestirimi ie¢in iki algoritmanin
becerileri karsilastirilair. Sekil (3.4.4.2) ve (3.4.4.3) de
ve uzun veri uzunlugu N = 11,'50 ve p = 4 i¢in tipik

=

18

a
pektral kestirimler gosterilmigtir.

]
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Yukaridaki sekillerden su sonuclara varilabilir.

1) Kisa veriler i¢in RML, FB metodundan daha saik
pikleri yvakalar. Ornegin 59 denemeden olusan bir denemede
N =11 ve p = 4 icin RML de iki adet pik 39 kere g&zlenmis,
FB de ise ancak 31 kere gézlenebilmistir. Bununla birlikte
piklerin yerlerini belirlemede RML daha az duyarlidir. 19090
denemeden olusan baska bir denemede N = 11 ve p = 4 icin

piklerin yerleri tablo 2 de gosterilmistir.

Gercek piklerin yeri @.199375 2.138672
Ort-FB ?2.187936 ?.14281
Ort-RML @.114066 ?.137434
Var-FB @278 1@~3 2.372 19-~-3
@2.535 10-3

Var-EML 2.559 109-3

tablo 2. Pik yerlerinin kestirimlerinin karsilastirilmasa

2) Uzun veriler ic¢cin FB tekniginde keskin tepeler
vayvanlasgiyor gibi olmasina ragmen birbirleri ile
karsilastirilabilirler. Belki ‘de siniizoidal datalar icin FB
nin bazi1 arastirmacilar tarafindan secilmesinin sebebi

budur.

Sonuc olarak sahte piklere karsi RML nin FB den daha
iyi oldugu sdylenebilir. Sekil (3.4.4.4) de N=11 veri ve
p=6 icin 25 deneme ayni sekil lUzerinde gdsterilmistir.
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«20.0' L

sekil 3.4.4.4. N=11 ve p=6 i¢in spektral kestirimler



BOLOM 4

SONUC

4.1. GIRiS

GuUniimlizde spektrum ' kestirimi bir c¢ok bilim dalinin

ilgi alanina girmistir. Ve glinlimizde oldukca fazla ydntem

vardir. Bu y&ntemlerin herbiri birbirinden c¢ok farkla
amaclardan dogmustur ve degisik temellerden
kaynaklanmislardair. Ornegin HFD yontemi bilgisayar

vazilimlarina wuygun olarak gelistirilmistir. Bunun yani
glra glic yogunlugu spektrumu rasgele verilerin analizindeki
sorunlari ¢6zmek i¢in Onerilmis, hesaplarin hizindan cok
gonugclarain duyarligina ve glivenirligini saglamayi
amaclamistir. Dogal olarak belli bir uygulamaya ydnelik
olarak dogan bu vyontemlerde o ybne yatkindir. Buglin
spektral analizde herbiri kendine ©zgli yetenekleri olan
yirmiyi askin yontem vardir. Kullanicai kendine uygun

amaclar dogrultusundaki ydntemi secmek zorundadair.

Sekil 4.1.1 de oniki degisik spektrum kestirimi
gbsterilmistir. Herbir spektrum, beyaz Gauss glirliltisli ve
ic frekansa sahip sinlisoidal bir yapidan olusan 64 gercgek
drnek degeri kullanilarak elde edilmistir. Tablo 4.1.1 de
de kullanilan veriler listelenmistir. Bu sinlisoidali
olusturan frekans degerleri .19, ©.20, @.21 dir. Ve SNR si
+19, +3@, +3@ dB dir. Burada OSNR sinlisoidalin giliciliniin
toplam giice orani olarak tanimlanmistir. Sekil 4.1.1. de
zellikle kisa veri uzunluklari ve yodntemlerin kendi
aralarindaki performans kargilastirailmak istenmisgtir.
Gercek giic spektrum yogunludu sekil 4.1.1 (a) da

gésterilmigtir. Daha genis bilgi i¢in (1] den

vararlanilabilir.



x(1)

x(2)

x(3)

x(4)

x(5)

x(6)

x(7)

x(8)

x(9)

x(19)
x(11)
x(12)
X1 )
x(14)
ALLD )
x(16)
x(17)
x(18)
x(19)
x(29)
x(21)
x(22)
x(23)
x(24)
x(25)
x(26)
x(27)
x(28)
x(29)
x(39)
x(31)

X(32)

"

Tablo

1.29106
98636
1.69131
.24313
64107
.2P868
.65939
11146
.98599
.99197
.P4661
64926
94281
.P5466

21224
. 780929
. 41600
?.19920
02792
.48357
.66491
61411
79146
.19531
.11980
80763
.89523
31273
76384

ok
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x(33)
x(34)
x{35)
x(36)
x(37)
x(38)
x(38)
x(49)
x(41)
x(42)
x(43)
x(44)
x(45)
x(46)
x(47)
x(48)
x(49)
x(5@)
x6H1)
x(52)
x(563)
x(54)
x(55)

x(56)

x(57)

x(58)
x(59)
x(63)
x(61)
x(62)
x(63)
x(64)

. 3298

.21289
.11999
.44168
.87973
. 39618
. 79543
. 18959
.34233
.32374
. 19738
BT117
.13583
. 32459
. 36609
. 36846
.19193
.51911
.O2823
.42504
.B5147
.63997
.34438
.81413
.38516
26421
. 38000
.16390
. 18096
.11420
.BB76Z
.81499

veri degerleri
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4.2. BAZI SPERKTRUM KESTiRiM ORNEKLERi
4.2.1. AR Kestirim Ornekleri

Bu bélimde yapilan calismalarin sonucu bazi taslaklar
lizerinde denenecektir. Ele alinan taslaklardan iicii
periyodik biri gecici olacaktair.

Ele alinacak &rnekler ,
1)Tek Frekansli Periyodik Veri
L(x)= cos (.0.256 x)
2)Birinci c¢ift frekansli periyodik veri
f(x)= cogl( 2.35.x) + goal( 1.@5 x)
3)tkinci ¢ift frekansli periyodik Veri
f(x)= cos((x-1)) + cos((1.04x-9.79))
4)Ricker Dalgacigz
f(x)= (1-(t/2.25)2) exp(-(t/2.25)2/2)

Bu fonksiyonlar sirasi ile ele alinarak AR parametre

katsayilari hesaplanacak, giic spektrum yogunluklari elde

edilecek, ornek sayis1 modelin derecesi ve Dpencere

kullaniminin etkileri incelenecektir.
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1) Tek frekansli periyodik veri

2
Q
[\
e
ot
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Teorik olarak spektrumu asagidaki gibi ol

i e R
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| |
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oekil 4.2.1. Tek frekanslil wverinin giie- spektrum

vogunlugn

Tek frekansli bir sinlislin analizinde en dogal ydntem
Fourier dizisidir. Doruk frekansinda tek bir c¢izgi yerine
genis bir bant bulunmasi yvontemden cok veriden
kaynaklanmaktadir. Veri boyu, ana periyod bovunu tam olarak

icerdigi vakit ug¢larda sicrama olmaktadar.

Kisa silizge¢ Dboylarinda doruklarin olusmasi dorugdun
gercekligine Dbir isarettir. Periyodik verilerde vyine
periyodik “olan ®ziliski fonksiyonu uzadikca spektrumdaki

secilebilirlik artar.

AR kestirim yontemine gore kestirilen ak katsayilara

ve giic spektrum yogunluklari asagida gdsterilmistir.
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12 log(s(w))

var = 9.912
= -1.0988 a = @.919
5
= 9.966 a = @.996
B
= @.948 a = -@.2986
i
= @.032 & = §.181
8
Sekil 4452:3, .08

61

N=129

-30

i¢cin

Hamming pencereli tek -

frekansli verinin gilc spektrum kestirimi ve ax deferleri

var = 0.912
=1 .176
[ R
5
?2.373 8 .=
5]
?.347
?.923

Sekil 4.2.

9.729 1@
2.213

4. m:6y

-4 %]
log(s(w))
-30

%]

N=129  icin

(W]

Hamming pencereli. tek

frekansli verinin gilc spektrum kestirimi ve ax degerleri



var = 3.5
-.993 19
| g
- 5
3.571 19
- TN e AR (S0 Sy 5 et )
7.587 19 19 log(s(w))
-4
1.919 10
-4
1.758 19 -39
1] w N 5
-4
-4 = 4.11¥5:18@
2.883 19 : 7
a = ©.256
8
Sekil 4.2.5. m=8, N=199 icin penceresiz tek frekansla
verinin giic spektrum kestirimi ve ak deferleri
var = 9.5
-1.985 a = P.906 20
5 W
2.02 a = @.234 : fa ik
6 ',ll’ .ll'
2.216 |
19 log(a(w)) .’
p 4 ""-._ '
g.911 e |
|
-20
o w o5

pekil 4.2.6. m=6, N=120 icin penceresiz tek frekansla

verinin giic spektrum kestirimi ve ak degerle

~

|
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2-3) Cift frekansli periyodik veriler

Teorik olarak spektrumlari asagidaki gibi olacaktir.

{ S |
\

SIN2 |

LOG. GENLIK

el S S S L

Sekil . 4.2.7.. Cift Trekaneli periyodik yerinin gic

spektrum yogunlugu

"Cift frekansli periyodik siniis verileri frekans
seciiebilirlik yetenegini sergilemek igcin
kullanilmislardir. Periyodik verilerin analizinde Onemli
‘bir nokta dogru frekansin yanisira genlik ve fazlarin dogru
saptanmasidir. Dogru genlik ve faz degerlerinin saptanmasi
icin ikinci bir analiz ¢ogu kez gereklidir. tkinci asamada
spektrumdan saglanan frekanslarlaﬁplusturulan bir periyodik
veri taslaél- en kiugik karelefﬂ yontemi ile as1l veriye
vaklastirilarak genlik ve fazlar bulunur yada en kiiciik
kareler ydnteminde olusan hata dizisi ile genlik ve

fazlarin hata sinirlarida bulunabilir.
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var =

2.135

2.935

2.36

[\l
I

Q
1

Sekil 4.2

8.

2.201

-@2.354

19 log(s(w))

m=6,

10

-10

N=467 icin

Hamming pencereli ¢ift

frekansli verinin giic spektrum kegtirimi ve axk degerleri
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19 log(s(w))
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N=169 1icin

Hamming pencereli cift

frekangly verinin gilc epektrum kestirimi ve ak degerleri
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12 log(s(w))

-39

N=253 ig¢in Hamming pencereli cift

Sekil 4.2.13. m=6,

frekansli verinin gli¢ spektrum kestirimi ve ax deBerleri

vay = @.16
el s ki e B T
5

224470 A = 8.484
2 6
8- =.1.806

3

& = 1.%69_

4

~10

12 log(s(w))

m=6,

Sekil 4.2.14.

-30

N=67 icin Hamming penceréeli cift

frekansli verinin giic spektrum kestirimi ve ax degerleri
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19 log(s(w))

-3

w
Sekil 4.2

s n=g. N=253 i¢in renceresiz
frekansli verinin glic spektrum kestirimi ve ak degerleri

ot 0 o
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4) Ricker Dalgacigi

Teorik olarak spektrumu asagidaki gibi olacaktair.

RICKER

LCG. GENLIK Y0G.

-~
FREXKANS

Sekil 4.2.16. Ricker dalgacinin gii¢ spektrum yogunlugu

- Ricker dalgacigi1i tanimlanmais gecici bir meridiyr < ve
- spektrumu analatik olarak Forier donilisimi ile bulunur.
‘Gegici ve tanimlanan verilerin frekans ortamina
gecirilmesinde fazla sorun yoktur. Fakat gecici sinyaller
¢oéu kez gliriiltld ig¢inde oldugundan analizin Fourier

donlistimiinden baska bir ydntemle yapilmasi gerekebilir.
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4.2.2. ML Kegtirim Ornegi

Bu kisimda eldeki Dbir AR
asagi1da sunulmustur.
vay = @8.72
10
a = -(3.9099
1
a =@ 453
2
s ~2.293 18 log(a(w))
a = @.988
4

isleminin

ML kestirimi

-10

Sekil 4.2.20. m=4, N=20 ic¢in bir AR isleminin

glic spektrum kestirimi ve akx degerleri

var ‘=9.9
20
otz 2By 123
2 "
a = ©.865
=
a = -9.949 13 log(s(w))
3
a = ©P.974
4
-29

21 snads

N=64 i¢cin ML kestirimi




4.3. FREKANS SECILEBILIRLI&E

Gézlem araliginin dar oldugu durumlarda spektrumda
birbirine yvakin 1iki dorugun ayirdedilebilmesi gliclesir.
Veri boyu spektrum iliskisi kestirimin en temel sorununu
olusturur. Heisenberg kuralina gdre, gdzlem uzunlugu T ile

frekans secilebilirligi dogru orantiladair.

T, gdzlem araliga
Nf, secilebilir en yakin frekans araliga

k.- 8abit bir sayi

Fourier spektrumu spektrumu dogrudan bir donlisim ile
hesaplar. Bu ylzden Heisenberg kurali burada uygulanabilir.

Sekil 4.3.1 de bu iliski gbsterilmistir.

Veri boyunun spektrumda yaptigi ikinci bir etkide
piklerin yerlerindeki kaymalar ve kestirilen frekanslardaki
hatalardir. Ancak bu hata sadace veri boy@nun kisaligindan
kaynaklanmaz. Veri boyunun bﬁyﬁmesi ile ayirma duyarliliga
artmasina ragmen yvalanci pikler ortaya c¢ikmaya baslar. Tim

yvontemler icin gecerli tek bir veri boyundan sdzedilemez.
4.4. SONUC ve ONERiLER

Teoride, bir verinin spektrumunun bilinmesi i¢in tim
zaman ekseni boyunca bilinmesi gereklidir. Bu uygulamada
imkansiz oldugu icin cesitli kestirim yontemleri

gelistirilmistir.

Bu: ¢caligmada AR ve ML kestirimleri incelenmis bazi
vapay verilerle karsllastlrﬁalar vapilmistir. Elde edilen
spektrumun ivi oelabilmesi icin-onbilgiléerin akilljics

degerlendirilmesi gereklidir. Ozellikle spektrumu kestirmek
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m

icin kullanilacak yontemin secimine dzen gostermek gerekir.
Ozellikle periyodik veriler icin Fourier dizileri, gecici
veriler icin Fourier donisimil ve rasgele veriler icin giic
yogunlugu spektruma kullanilmasi uygun olur. Uygulamada
gereken titizlik ancak yontemlerin zelliklerinin
bilinmeleri ile saglanabilir wve bunun vyani sira deneyim

gereklidir.

Sonucg olarak kestirim teorisi cok sayida
arastirmacinin calisma konusu olmasina ve bu konuda yogun
calismalara ragmen, basitce uygulanabilecek bir yontem
bulunmamaktadir. Dogru kestirimler icin ayni veride degisik
yontemlerin kullanilmasinin yani sira benzetim

calismalarida yararli olacaktair.
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