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OZET

Kanal dengelemenin amaci, kanalin bozucu etkilerini gidererek iletilen isareti alinan
isaretten yeniden elde etmektir. Bir kanal dengeleyici, iletilen igaretin olabildigince dogru
kestirimini elde etmeye calistig1 i¢in, optimum bir filtredir. Uyarlamali kanal dengeleme ile
ilgili olarak, Wiener filtre teorisine dayali gesitli metotlar vardir. Bu ¢aligmada, dogrusal
kanallann dengelemek iizere yinelemeli en kiigiik kareler kafes (RLSL) algoritmasi
kullanilmaktadir. RLSL algoritmasinin avantaji: modiiler bir yapiya, diisik hesaplama
karmagikligina ve hizli yakinsama 6zelliklerine sahip olmasidir.

ik boliimde, algoritmanin bagarimi 6grenme egrileri bazinda incelenmektedir. Bu bagarin
analizinde, farkli kanal modelleri segilmekte ve giiriiltii degisintisinin, kafes filire modiil
sayisinin ve kanal parametresinin etkileri incelenmektedir. Bilgisayar deneylerine ait -
sonuglarin literatiirdeki teorik sonuglar ile uyum gosterdigi gorillmektedir.

Bilindigi gibi, dengeleyicinin transfer fonksiyonu kanalin transfer fonksiyonunun tersi
olmaktadir. lkinci boliimde, bu ozelligi gostermek igin bilgisayar deneyleri
gergeklestirilmekte ve dengeleyicinin transfer fonksiyonu ile kanalmn transfer fonksiyonunun
tersinin birbirine uydugu gosterilmektedir.
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ABSTRACT

The purpose of channel equalization is to undo the distorting effects of the channel and
recover the transmitted signal from the received signal. A channel equalizer is an optimal
filter since it tries to produce as good estimate of the transmitted signal as possible. For
adaptive channel equalization, there are several methods based on Wiener filter theory. In
this study, the recursive least squares lattice (RLSL) algorithm is used in the equalization of
linear channels. The advantage of the RLSL algorithm is that it has a modular structure, less
computational complexity and rapid convergence properties.

In the first part, the performance of the algorithm is investigated in the base of learning
curves. In this performance analysis, different channel models are chosen and the effects of
the noise variance, the number of lattice filter modules and the channel parameter are
investigated. It is seen that the results of the computer experiments are in accordance with
the theoretical results in literature.

It is known that the transfer function of the equalizer is the inverse of the transfer function
of the channel. In the second part, some computer experiments are performed to show this
property and, it is shown that the equalizer’s transfer function coincides with the reciprocal
of the channel’s transfer function.
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1. GIRiS

Dogrusal kanallarin dengelenmesi, bir ¢ok arastirmacinin ilgi odag: haline gelmis ve bu
konu lizerine pek ¢ok galisma yapilmistir. Bu tezde, yinelemeli en kugiik kareler kafes

(RLSL) algoritmasini kullanarak dogrusal kanallarin dengelenmesi incelenmektedir.

Kanal dengelenmede amag: kanalin bozucu etkilerini gidererek, verici tarafindan iletilen
isareti alinan isaretten yeniden elde etmektir. Bir kanal dengeleyici, uyarlamali olsun veya
olmasin, optimum bir filtredir. Ciinkii, iletilen isaretin olabildigince dogru kestirimini
uretmeye ¢aligmaktadir. Kanal dengeleyicinin aktarim iglevi, kanalin aktarim islevinin tam
tersi bigiminde olugmakta ve boylece kanalin ¢ikigina yerlestirildigi zaman, kanahn iletilen
isaret uzerindeki etkilerini yok ederek gergek isaretin dogru bir bigimde kestirimini
saglamaktadir. Bir ¢ok durumda oldugu gibi, kanalin yapisi 6nceden bilinmiyor veya kanal
zamanla degisiyor olabilir. Bu durumda, dengeleyicinin uyarlamali bir bigimde tasarlanmasi
gerekir. Uyarlamali dengeleyiciler, egitim modu ve karar-yonetimli mod olmak iizere iki
modda galigtinilirlar. Iletilen igaret alicida bulunmadig igin, 6nce egitim modunda caligilir
ve ardindan karar-yonetimli moda gegilir. Egitim modunda, bilinen bir test isareti iletilerek
kanalin tammlanmasi saglamr. Test igareti sayesinde ayarlanabilir katsayilarina baslangig
degerleri verilen dengeleyici, artik ger¢ek mesaji almaya hazirdir. Ger¢ek mesajin
iletilmesiyle birlikte, dengeleyicinin ¢ikigi istenen yanittan ¢ikarilarak bir kestirim hatasi
olusturulur ve bu hata, toplam karesel hatay1 azaltacak sekilde dengeleyicinin katsayilarinin

ayarlanmasinda kullanilir.

Uyarlamali dengeleyicilerin ¢aligma prensibini olusturan yinelemeli algoritmalarin
¢ikarilmasi i¢in kullanilan, birbirinden farkli ii¢ temel yontem vardir: Wiener filtre teorisi,
Kalman filtre teorisi ve en kiigiik kareler yontemi. Wiener filtreleme problemlerinin ¢oziimii
optimumdur ve Wiener ¢oziimii olarak bilinir, Bu ii¢ temel yontemle gelistirilen yinelemeli
algoritmalardan bazilari: en kiigiik karesel ortalama (LMS) algoritmasi, yinelemeli en kiigiik
kareler (RLS) algoritmasi ve yinelemeli en kiigiik kareler kafes (RLSL) algoritmalaridir. Bu
tezde kullamlan yinelemeli en kiigiik kareler kafes algoritmalari, filtre katsayilarinin
giincellenmesinde kullaniimak iizere, dik igaret bilesenleri kiimesi olusturarak yakinsama
hizinin artmasimi saglayan oldukga verimli bir yapiya sahiptir. Bu bilesenlerin elde edilmesi,
Gram-Schmidt diklestirme yontemi ile saglanmaktadir. Uretilen bu isaret bilegenleri
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birbirlerine diktirler ve girig isaretiyle aralarinda bire bir iliski vardir, oyle ki, biri
digerinden herhangi bir bilgi kaybt olmadan elde edilebilir. Boylece, herhangi bir éngorii
probleminde, girig igareti yerine bu dik bilesenler kullanmlarak algoritmanin yakinsama

hizinin arttirilmast saglanir.

Bolim 2’de, duragan aynk zamanli rasgele siireglerin kismi karakteristikleri ele
alinmaktadir. Ozellikle de, bu tiir bir rasgele strecin iligki matrisi, iliski matrisinin

ozdegerleri ve 6zvektorleri lizerinde durulmaktadir.

Bolim 3’te, uyarlamali filtrelerin ¢aligma prensibini belirleyen yinelemeli algoritmalarin
¢ikarilmasina temel teskil etmesi bakimindan, Wiener (filtre teorisi tanitilmaktadir.
Wiener-Hopf integral denklemlerinin ayrik zamandaki esdegeri olan normal denklemieri
anlatilmakta ve bu konunun ardindan da, gok iyi bilinen diklik kuralina deginilmektedir.
Son olarak, bir enine filtrenin duragan bir ortamda ¢alistiriimasi sonucu olusan hata bagarim
ylzeyinin, iligki matrisinin 6zdeger-6zvektor ayrigtirmasindan yararlanmak suretiyle,

kanonik formu ¢ikarilmaktadir.

Bolim 4’te, Wiener filtre teorisi dogrusal éngérii problemine uygulanarak, dogrusal éngorii
probleminin iki temel formu (ileri yonde dogrusal ongérii ve geri yonde dogrusal ongorii)
incelenmektedir. Ileri ve geri yonde dogrusal ongoriiciiler arasindaki iligki sayesinde,
Levinson-Durbin yinelemesi elde edilmektedir. Levinson—-Durbin yinelemesinin ortaya
¢tkardiB1 en 6nemli iiriin, yansima katsayilandir. Levinson-Durbin yinelemesi kullanilarak,
ileri ve geri yonde dogrusal 6ngoriiciiyii tek bir yapida birlestiren kafes 6ngoriicii meydana
getirilmekte ve iliski ozellikleri anlatilmaktadir. Kafes ongorucilerin galigma prensibi
hakkinda daha iyi fikir edinebilmek amaciyla, Gram—Schmidt diklestirme yontemi kisaca
aciklanmaktadir. Son olarak, optimum filtreleme problemine mitkkemmel bir ¢oziim getiren

birlesik stireg kestirimi, kales tabanli olarak ele ahnmaktadir.

Bolim 5’te, onceki bolimlerde anlatilanlarin 15181 altinda, uyarlamal: filtre teorisine
girilmekte ve ilk olarak da, uyarlamali enine fitre yapisi anlatilmaktadir. Bu yapidan
anlagilacagt gibi, Bolim 3 ve Bolim 4°te ele alinan sabit katsayili enine filtrelerin
ayarlanabilir katsayilist olan uyarlamali enine fitreler, katsayilarinin ayarlanmasi igin

yinelemeli bir algoritmaya ihtiyag duyarlar. Wiener filtre teorisinin deterministik



(zaman ortalamali) kargilif: olan en kiigiik kareler yontemine dayali yinelemeli en kiigiik
kareler (RLS) algoritmasi, bu amagla gelistirilen bir algoritmadir. Bu nedenle, uyarlamali
filtre yapisina deginildikten sonra, matris tersi alma yasast yardimiyla RLS algoritmasinin
elde edilmesi anlatilmaktadir. RLS algoritmast igin son olarak, yakinsama analizi
yapilmaktadir. RLS algoritmasinin yakinsama hizi yiiksektir ama hesaplama karmagiklig
fazladir. Hesaplama karmagikliginin fazla olugu, hizlt algoritmalarin gelistirilmesine yol
agmaktadir. Bu hizli algoritmalardan biri olan yinelemeli en kiigiik kareler kafes (RLSL)
algoritmasinin anlatimina ge¢meden 6nce, hizli algoritmalarin anlasilmasinda temel teskil
eden ileri ve geri yonde uyarlamali dogrusal ongoriiciiler ele alinmaktadir. Daha sonra da,
RLSL algoritmasina ait derece ve zaman giincelleme yinelemeleri gikarilmaktadir. RLSL
algoritmasi, uyarlamali Ongériicii veya uyarlamali birlesik siireg kestirici olarak
kullanilabilmektedir. Modiiler yapis1 ve hesaplama karmagiklifinin az olusu, bu algoritmay1

istiin kilan 6zelliklerdir.

Bolim 6’da, uyarlamali kanal dengeleme kavrami iizerinde durulmakta ve uyarlamali
dengeleyicilerin caligma prensibi hakkinda ayrintili bilgiler verilmektedir. Daha sonra,
RLSL algoritmasinin uyarlamali birlesik siire¢ kestirici olarak kullanilabilmesinden
yaralamlarak olusturulan bir uyarlamali dengeleyici ile, dogrusal kanallarin dengelenmesine
yonelik sayisal uygulamalar yapilmaktadir. Bu uygulamalardan elde edilen egriler, iki ayn

alt boliimde sunulmakta ve yorumlanmaktadir.

Bolim 7°de, bu tez ¢aliymasinda uygulanan yéntem ve elde edilen sonuglar kisaca

anlatilmaktadir.



2. DURAGAN AYRIK ZAMANLI RASGELE SURECLER

Stokastik siire¢ (stochastic process) veya rasgele siireg (random process) terimi,
olasilik kanunlarina bagli olarak istatistiksel bir olayin zamanla degisimini ifade
etmek amaciyla kullanilir. Bir olayin istatistiksel olmas1 demek, o olayla ilgili bir
deney gergeklestirmeden once o olayin zamanla degisim seklinin nasil olacaginin
tam olarak belirlenebilmesinin imkansiz olmasi demektir. Konugma isaretleri,
televizyon isaretleri, radar isaretleri, haberlegsme kanal1 ¢ikigindaki igaretler, sayisal
bilgisayar verileri ve giiriiltii birer rasgele siiregtir. Burada ilgilenecegimiz rasgele
siireg tipi, zamanin ayrik ve diizgiin dagilimli anlarinda tamimhi olamdir (Box ve
lenkins, 1976; Priestley, 1981). Rasgele siireci orijinal haliyle, gercel degerli
siirekli bir zaman araliginda tanimlamak da miimkiindiir; ama, siirecin iglenmeden
once, en bityiik frekans bileseninin iki katina esit veya daha biyuk bir drnekleme

hiziyla zamanda diizgiin olarak érneklenmesi tercih edilmektedir (Haykin, 1988).

Bir rasgele sﬁrecin, zamanin sadece tek bir fonksiyonu olarak goriilmemesi gerekir.
Teoride, rasgele siireglerin sonsuz sayida farkli gergeklemeler igerdikleri kabul
edilmektedir. Ayrik zamanl bir rasgele siirecin tek bir gergeklemesine ayrik zaman
serisi veya kisaca zaman serisi adi verilir. Gosterimde kolaylik saglamast
agisindan burada, zamam érnekleme periyoduna gore normalize edecegiz. Ornegin;
u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) serisi, siirecin # aninda yapilan u(n) simdiki gézlemi ile
beraber n—1, n-2, ..., n-M+1 anlarinda yapilmis (M-1) adet gegmis gozleminden

olusan bir zaman serisini géstermektedir.

Eger bir rasgele siirecin istatistiksel 6zellikleri zamanin otelenmesi ile birlikte
herhangi bir degisiklige ugramiyor ise, o rasgele sure¢ dar anlamda duragan
(strictly stationary) olarak kabul edilir. u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) zaman serisi ile
belirtilen ayrik zamanli bir rasgele siirecin dar anlamda duragan olabilmesi
igin: n, n-1, ..., n-M+1 anlarinda yapilmis bu gozlemlerine ait birlesik olasilik
yogunluk fonksiyonunun (joint probability density function), sabit bir M degerine

karsilik n’e ne deger verilirse verilsin hi¢ degigmeden aym kalmasi gerekir.



2.1 Aynk Zamanh Bir Rasgele Siirecin Kismi Karakteristikleri

Pratikte, oOlgiim yapma yoluyla birlesik olasilik yogunluk fonksiyonunun
belirlenmesi imkansizdir. Diger bir ifadeyle, rasgele siire¢ iizerinde yapilmis
gozlem degerlerine bakarak, bu gozlemlere ait birlesik olasilik yogunluk
fonksiyonunu belirlemek mimkiin degildir. Bu nedenle, siirecin birinci ve ikinci
momentlerini belirleyip, kendimizi siirecin bu kismi karakteristikleri (partial

characterization) ile sinirlamak zorundayiz.

u(n), u(n-1), ..., u(n—-M+1) zaman serisi ile gosterilen ve kompleks degerler de
alabilen ayrik zamanli bir rasgele siire¢ ele alinsin. Bu siirece ait ortalama

(beklendik) deger fonksiyonu (mean-value function)

p(n)=E[u(n)] (2.1)
ve oOziligki fonksiyonu (autocorrelation function)

r(imn—k)=E[u(m)u*(n-k)] , k=0,21,%2,., (2.2)

seklinde tanimlanir. Burada asteriks isareti (*), kompleks eslenigi gostermektedir.

Siuirecin ozdegigsinti fonksiyonu (autocovariance function) ise,
cmn—k)=E[(u@m)—pum)) (u(n-k)y—p@n-k))*], k=0,+1,+2,, (23)

ile ifade edilir. Bu tg esitlikten de goriildiigi gibi, rasgele siirecin ortalama deger,

oziligki ve 6zdegisinti fonksiyonlar arasinda
cimn—-ky=r(nn-k)y—um)u*@n-k) (24)

seklinde bir iligki vardir. Oyleyse, cesitli n ve k degerlerinde siirecin bu kismi
karakteristiklerini elde etmek igin, ortalama deger fonksiyonu u(m) ile birlikte
oziligki r(n,n—k) veya 6zdegisinti c(n,n—k) fonksiyonlarindan herhangi bir tanesinin

belirlenmesi gereklidir.



Kismi karakteristikler bu halleri ile iki énemli avantaj saglamaktadir:
1. Pratik olgiimler i¢in oldukga elveriglidirler.

2. Rasgele siiregler ile yapilan dogrusal (linear) iglemlere uyumluluk gésterirler.

Dar anlamda duragan ayrik zamanli bir rasgele siire¢ igin (2.1), (2.2) ve (2.3)
esitlikleri daha da basitlesir. Ozellikle, siirecin ortalama deger fonksiyonunun u

gibi bir sabite esit oldugu ve bu nedenle de,
pum)=u , her nigin (2.5)

seklinde yazilabilecegi goriliir. Ayrica, 6ziligki ve ozdegisinti fonksiyonlarinin
sadece (n) ile (n—k) gozlem anlar1 arasindaki farka, yani & degerine bagli oldugu

gorilir. Bu durum,

r(mn-k)=r (k) (2.6)
c(n,n—k)=c(k) (2.7)

seklinde gosterilir. Iki gozlem zamani arasinda gegen siirenin stfir olmasina (% = 0),
sifir zaman fark: (a time difference or lag of zero) denir. Bu durumda, 7(0) degeri
u(n)’in karesel ortalama (karesel beklendik) degerine (mean-square value) esit

olurken

v

r (0)=E[|u(m)['] (28)
c(0) degeri de u(n)’in degisintisine (variance)
c(0) =0/ (29)

esit olmaktadir.

(2.5), (2.6) ve (2.7) esitliklerindeki sartlar, ayrik zamanli rasgele siirecin dar
anlamda duragan olmasini garanti etmek igin yeterli degildir. Diger yandan, dar
anlamda duragan olmayan ama bu sartlar1 saglayan ayrik zamanl rasgele siiregler
geniy anlamda duragan (wide-sense stationary), zayif duragan (weakly stationary)

veya ikinci mertebeden duragan (stationary to the second order) kabul edilir.



Doob’a (1953) gore genis anlamda duragan bir {u#(n)} siireci, ancak ve ancak
E[|u(n)|?] <o, her nigin

olmakta ise dar anlamda duragandir. Bu kogul, miithendislikte ve fiziksel bilimlerde
karsilagilan rasgele siireglerin pek ¢ogu tarafindan saglanmaktadir. Dikkat edilmesi
gereken bir diger ilgin¢ ayrint1 da, genig anlamda duragan olan bir Gauss siirecinin
(Gaussian process) aym zamanda dar anlamda da duragan varsayilabilmesidir.
p(n) = p= 0 olmas: durumunda, génis anlamda duragan bir rasgele siirecin 6ziligki
ve 6zdegiginti fonksiyonlar: birbirine esit kabul edilir. Analizde kolaylik saglamasi
acisindan, bundan boyle aksi belirtilmedigi siirece tiim rasgele siiregler sifir

ortalamali kabul edilecektir.
2.2 lliski Matrisi

u(n) vektori, u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) zaman serisinin elemanlarini igeren M x 1

boyutlu gozlem vektorii (observation vector) olsun.
u m=[u@), wu@n-1), u@p-2), . . ., u@-M+1)] (2.10)

Burada ustel igaret 7, vektoriin agilimini tek bir satira yazabilmek amaciyla
kullanilan transpoz (transposition) operatorinii belirtmektedir. Boyle bir zaman
serisi ile gosterilen duragan ayrik zamanhli bir rasgele sirece ait iligki matrisi
(correlation matrix) ise, gbzlem vektoriinin kendisi ile dis ¢arpimimin (outer
product) beklendik degeri geklinde tanimlanir. R, bu tanima uyan M x M boyutlu

iligki matrisini géstermek iizere,
R=E[u(mu” (n)] (2.11)

esitligi varolacaktir. Ustel isaret H, vektoriin kompleks esleniginin transpozundan
u?(n) = ( w*(n) )* olusan Hermitian transpozunu (Hermitian transposition)
belirtmektedir. (2.10) esitliginin (2.11) egitliginde yerine yazilmasina ilaveten

geniy anlamda duraganlik kosulu da kullanilarak, R iligki matrisinin ag¢ilim1



r(0) r(l) e r(M-1)

r(-1) #HO) - r(M-2)

R - (2.12)

r(-M+1) r(-M+2) --- r()

bigiminde ifade edilir. Ana diyagonaldeki #(0) elemani, her zaman igin gergel
degerlidir. Matrisin geriye kalan elemanlarinin ne olacag ise, gozlem degerlerine
baglidir; bu elemanlar, kompleks degerli gozlemler i¢cin kompleks degerli, gergel

degerli gozlemler igin ise gergel degerli olmaktadirlar.
2.2.1 iliski matrisinin 6zellikleri

Ayrik zamanl filtre tasariminda ve istatistiksel analizde, iligki matrisi 6nemli bir
rol oynar. Bu nedenle, iligki matrisine ait gesitli ozelliklerin ve bu ozelliklerin ne
anlama geldiklerinin ¢ok iyi anlagilmasi gerekmektedir. (2.11) esitligine ait tanimin
kullaniimasiyla, duragan ayrik zamanl bir rasgele siirecin iligki matrisinin asagida

verilen 6zelliklere sahip oldugu bulunur:

Ozellik— 1  Duragan ayrik zamanl rasgele siireglerin iliski matrisleri Hermitian

olmaktadir.

iliski matrisi R, her zaman igin kare matristir. Kendi transpozuna esit olan R = R”
kare matrislere simetrik matris denir. Kompleks degerler igeren bir kare matrisin
simetrik olabilmesi igin, kendi kompleks esleniginin transpozuna, yani Hermitian
transpozuna esit olmasi gerekir. Bu kosulu saglayan kare matrisiere Hermitian

matris denir. Oyleyse, R iligski matrisinin Hermitian 6zelligi

R” = R (2.13)
seklinde agiklanabilir. R matrisinin bu 6zelligini géstermenin diger bir yolu da,
r(—k) = r*) (2.14)

yazmaktir. r(k), oziligki fonksiyonunun £ zaman fark: igin aldigt degerdir. Buna

gore, genig anlamda duragan bir siirecin R iligki matrisinin tanimlanabilmesi igin,



r(k) oziligki fonksiyonunun £ =0, 1, 2, ..., M-1 zaman farklarn i¢in aldig1 M adet

degerin bilinmesi gerekir. Boylece, (2.12) ile verilen agilim tekrardan

r(0) r() e (M -1
R = r *:(1) r(:O) .‘ I"(M:-— 2) (2‘15 )
FEM=1) r*(M-2) - r(0)

seklinde yazilabilir. Rasgele siirece ait gézlemlerin hepsinin gergel degerli olmasi,
ozel bir durum yaratir. Ciinki bu durumda, (k) 6ziligki fonksiyonu her £ degeri
igin gercel degerli olacagindan, R iligki matrisi de Hermitian matris yerine simetrik

matris olmaktadir.

Ozellik —2  Duragan ayrik zamanh rasgele siireclerin iligki matrisleri Toeplitz

olmaktadir.

Sadece bir kare matris Toeplitz olabilir. Bir kare matrisin Toeplitz olmasi igin, aym
diyagonal lizerinde bulunan tiim elemanlarinin birbirine esit olmasi1 gerekir. (2.15)
ile verilen agilimdan da gorilebilecegi gibi, ana diyagonaldeki tim elemanlar r(0)
degerine esit olurken, ana diyagonalin bir istiindeki diyagonalde bulunan tim
elemanlar r(1) degerine ve ana diyagonalin bir altindaki diyagonalde bulunan tiim
elemanlarsa r(—1) degerine egit olmaktadir. Diger diyagonallerdeki elemanlar da

benzer gekilde olduguna gore, R iligki matrisi Toeplitz demektir.

Ote yandan, iligki matrisinin Toeplitz ozelliginin, u(n) gozlem vektori ile
gosterilen ayrik zamanli rasgele siirecin genis anlamda duragan kabul edilmesinin
bir sonucu olduguna dikkat edilmelidir. Oyleyse, genig anlamda duragan olan her ayrik
zamanh rasgele siirecin iligki matrisi Toeplitz’dir ve bunun tersi de (iligki matrisi

Toeplitz olan her ayrik zamanli rasgele siire¢ genis anlamda duragandir) dogrudur.

Ozellik —3  Duragan ayrik zamanli rasgele streglerin iliski matrisleri, her zaman
negatif olmayan belirli (always nonnegative definite) ve hemen hemen her zaman

pozitif belirli (almost always positive definite) olmaktadir.
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x vektora sifirdan farkli, kompleks degerli ve M x 1 boyutlu keyfi bir vektor; y ise,
u(n) gozlem vektori ile x vektdriiniin i¢ ¢arpimi (inner product) olarak tammli

skaler bir rastlanti1 degiskeni olsun.

y=x" u(n)
Her iki tarafin Hermitian transpozu alindiginda,
y*=u"(n)x

elde edilir. Burada y bir skaler oldugu igin, Hermitian transpozu kompleks

eslenigine esit olmaktadir. y rastlant: degiskeninin karesel beklendik degeri

E[|yF1=Elyy*]
=E[x" u(m)u” (n)x]
=x" E[u(m)u” (n) ]x

=x7 Rx

seklinde bulunur. R, (2.11) esitliginde tanimlanan iliski matrisidir. x” R x ifadesi

ise, Hermitian formu (Hermitian form) olarak adlandirilir.

E[|yf120

olduguna gore,

x”Rx =0 (2.16)

yazilabilir ve (2.16) kosulunu saglayan bir Hermitian formunun negatif olmayan
belirli (nonnegative definite) veya porzitif yari belirli (positive semidefinite) oldugu
soylenir. Oyleyse, genis anlamda duragan siireglerin iliski matrislerinin her zaman

icin negatif olmayan belirli olduklari soylenebilir,

Hermitian formu, sifirdan farkli her x vektorii igin x” Rx >0 kosulunu saglhyorsa,
R iligki matrisinin pozitif belirli (positive definite) oldugu soylenir. Bu kosul, u(n)

gozlem vektoriniin M adet elemanini olusturan rastlanti degiskenleri arasinda
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herhangi bir dogrusal bagimlilik olmadikga, genig anlamda duraBan her siireg igin
saglanir. Boyle bir 6zel durum ancak, {u(n)} siireci (K < M olmak {izere) K tane
sintizoidin toplémmdan olusuyor ise ortaya ¢ikar. Pratikte, bu ideal durumla o denli
az karsilagilir ki; R iligki matrisi, basta da belirtildigi gibi, hemen hemen her zaman

pozitif belirli (almost always positive definite) kabul edilir.

Iliski matrisinin pozitif belirli olmasi demek, determinantinin ve bitiin ana

minérlerinin (principal minors) sifirdan biiyiikk olmas:1 demektir. Ornegin; M = 2

igin
r© o,
r*()y r()

kosulunun ve M =3 igin

JONNOTI

r*@
r @),
r*@ r©

r(@) r() rQ)
r*@) r@ r()|>0

r 2 r*1 r0

kosullarinin saglaniyor olmas: demektir. Bu kosullardan ¢ikarilabilecek diger bir

anlam ise, iligki matrisinin tekil olmayan (nonsingular) bir matris oldugudur.

Bir matris tekil olmayan bir matris ise, o matrisin tersi vardir; eger tersi yok ise, o
matris tekil (singular) matristir. Oyleyse, duragan ayrik zamanh rasgele siireglere
ait iliski matrislerinin, hemen hemen her zaman tekil olmayan (almost always

nonsingular) birer matris olduklar1 soylenebilir.

Ozellik -4  Duragan ayrik zamanlt bir rasgele sirecin goézlem vektorini
olusturan elemanlarin geri yonde (backward) diizenlenmesi, siirecin iligki matrist

iizerinde transpoza egdeger bir tesir yaratir.
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u’(n), u(n) vektoriiniin elemanlarinin geri yonde duzenlenmeleri sonucunda olugan

M x 1 boyutlu vektor olsun. Bu vektor,
W =[u@m-M+1), un-M+2), . . . u@)] (2.17)

seklinde olacaktir. Ustel isaret B, vektoriin geri yonde dizenlendigini gosterir.

u’(n) vektoriiniin iligki matrisi ise,

r(0) r(-1) . r(-M+1)

r(1) r(0) - r(-M+2)

E[u’@u®? (m)]= (2.18)

r(M-1) r(M-2) --- r(0)
haline gelir. (2.18) ile verilen matris (2.12) ile verilen matrisle karsilastirildiginda,
E[u?(mu??m)]=R" (2.19)

oldugu goriiliir.

Ozellik -5 Duragan ayrik zamanli bir rasgele siirecin M ve (M+1) adet gozlem

degerine ait R, ve R4, iligki matrisleri arasinda

r@©@ | r”
Ry ={-—— | -—- (2.20)

Ry, =|-—— | —— (2.21)
L ()

esitlikleriyle verilen bir iligki vardir. Burada r(0), siirecin 6ziligki fonksiyonunun

sifir zaman farki1 i¢in aldig1 deger olup, r” ve r?7 vektorleri
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r =[r@), r2), . . . ,r(M)] (2.22)

T =[r(-M), r(-M+1), . . . ,r(-D] (2.23)

seklinde olmaktadir.
Ozellik — 5 tamimlanirken R iligki matrisine alt indis olarak yazilan M ve (M+1)
sembolleri, bu matrisin yapilan gozlem sayisina ne derece bagimli oldugunu

gostermek amaciyla kullanilmgtir,

R pn1 matrisinin agik formu

7@ | O () e M) ]
—_— | —_— ——— —_— —_—
B T (O N B Vo
S I S T S S VS (2.24)
Pl S
| "(-M) | r(-M+1) r(-M+2) - r(0)

seklinde pargalara ayrilip (2.12), (2.14) ve (2.22) esitlikleri (2.24) iginde yerlerine
konuldugunda, (2.20) ile verilen sonuca ulasihr. Bu sonuca goére, (M+1) adet

gozlem degerinden olusan u(#)us, vektoriiniin agik formu

u(n)
————— u(n)
um),,,,=| a(n-1) |=|-—————- (2.25)
: u, (n-1)
u(n~M) |

seklinde pargalara ayrilarak yazilabilir.

R j+1 matrisinin agik formu (2.26) esitligindeki gibi pargalara ayrilip (2.12), (2.14)
ve (2.23) esitlikleri (2.26) iginde yerlerine konuldugunda, (2.21) ile verilen sonuca

ulasilir.
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[ KO M) e M=) | M) ]
r(-1) r(0) e rM=-2) | rM-1)
3 : : : | :
Rirer = H-M+1) r(-M+2) - o) | Q) (226)
- UGN
| (M)  r(-M+1) - -1 | KO0 |
Bu ikinci sonuca gore, u(n)y. vektériiniin agik formu
u(n)
: u,, (1)
u(m),,,  =lum-M+1)|=|-—————- : (2.27)
——————— u(n—-M)
u(n—-M)

seklinde pargalara ayrilabilir.
2.3 Ozdeger Analizi

R, M x 1 boyutlu u(n) gozlem vektoéri ile gosterilen duragan ayrik zamanlt bir
rasgele siirece ait M x M boyutlu iligki matrisi olsun. Bu matris genelde, kompleks

degerli elemanlar da igerebilir. Burada bulmak istedigimiz, A gibi bir sabit igin

Rq=XAgq (2.28)

kosulunu saglayacak M x 1 boyutlu q vektoriidiir. Bu kosul, q vektériiniin R matrisi
tarafindan dogrusal olarak Aq vektoriine dénistiiriilmesini gostermektedir. A sabit
bir deger oldugu igin, yapilan bu dogrusal déniisiim M boyutlu uzayda q vektoriiniin
dogrultusunda herhangi bir degisiklige sebep olmamaktadir. M x M boyutlu tipik
bir R matris igin bu oOzellikte M adet q vektorii bulunabilir. Bunu gostermek

amaciyla, (2.28) esitligi
(R-AI)q=0 (2.29)

formurnda yeniden yazilir. I, I = diag (1, 1, ..., 1) seklinde tanimli M x M boyutlu
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birim (identity) matris ve 0 ise, M x 1 boyutlu sifir vektérdir. (2.29) esitliginde q
vektoriiniin sifirdan farkli ¢oziimiiniin olabilmesi igin, (R-AI) matrisinin tekil

matris olmas: veya bagka bir deyisle, determinantinin sifir olmasi
det(R-AI)=0 (2.30)

zorunludur. (2.30) esitligi a¢ildi81 zaman, A’mn M. dereceden bir polinomu oldugu
goriilur; bu ise, (2.30) esitliginin M adet kokii var demektir. Bu durum karsisinda
(2.28) esitliginin, q vektoriine ait M adet ¢oziimii olacaktir. Boylelikle, M x M

boyutlu tipik bir R matris igin M adet q vektoriiniin bulunabilecegi gosterilmis olur.

(2.30) esitligi, R matrisinin karakteristik denklemi (characterisiic equation) ve bu
denklemin Ay, Ay, ..., Ay ile gosterilen M adet kokii ise, R matrisinin ézdegerleri
(eigenvalues) olarak adlandirilir. M adet 6zdegerin olmasi, bunlarin her zaman igin
birbirinden farkli degerler alacagi anlamina gelmez. Eger karakteristik denklemin
katli kokleri varsa, R iligki matrisinin dejenere (degenerate) o6zdegerlere sahip

oldugu soylenir. Ornek olarak, beyaz-giiriiltii (white-noise) stirecinin
R =diag(o?, 62, ..., %)

seklinde tanimlanan M x M boyutlu R iligki matrisi ele alinsin. o2, siirecin tek bir
orneginin degisintisini gostermektedir ve R iligki matrisinin, o? degisintisine esit
M kath tek bir dejenere ozdegeri vardir. Bu nedenle, M x 1 boyutlu rasgele
herhangi bir q vektor, bu 6zdegerin 6zvektori olarak nitelendirilebilir. Bu durum,
beyaz giiriiltiiniin rasgele bir yapiya sahip oldugunun kanitidir. (2 x 2) gibi basit
boyutlu matrisler diginda, bir matrisin 6zdegerlerini hesaplamak igin o matrisin
karakteristik denkleminin koklerini bulmak, kaginilmast gereken zayif yontemler
arasinda yer almaktadir. Bunun yerine, 6zdeger hesabi igin gelistirilmis daha iyi
yontemlerden faydalanilmalidir. A;, R matrisine ait herhangi bir 6zdeger ve q; ise,

bu 6zdeger igin

Rgq,=X,q, (2.31)
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esitligini saglayan sifirdan farkli bir vektor olsun. Bu durumda q; vektor, A,
Ozdegerinin bir dzvektorii (eigenvector) olarak adlandirilir. Bir 6zvektdr sadece tek
bir 6zdegere karg1 disebilirken, bir 6zdegerin bir gok 6zvektori olabilir. Ornegin,
q; vektor A; Ozdegerine iligkin bir 6zvektor ise, a # 0 geklindeki herhangi bir
skaler igin aq; vektor de A; Ozdegerinin bir 6zvektérii olmaktadir. Bu nedenle,
Hayes’e (1996) gore ozvektorlerin || q; || = 1 ile gosterilen birim norma (unit
norm) sahip olacak gekilde normalize edilmelerinde yarar vardir. Vektorlerle
gergeklestirilen pek ¢ok islemde, vektor biiyikligi (magnitude) kullamlmaktadir.
Euclidean normu, M boyutlu bir vektorin biyiikligini bulmak igin kullanilan

norm ¢esitlerinden biridir ve

||x||={z lx,-l’} L (232)
i=1

esitligiyle hesaplanir (Hayes, 1996).

Geometrik anlamda ele alindiginda Euclidean normu, o vektoriin uzunluguna esit
olmaktadir. Bu nedenle Euclidean normu, FEuclidean wzunlugu olarak da
adlandirtlabilir. x" =[x, %, ..., %] ve y¥ =[y1,y2, ..., yu] gibi iki vektor

arasindaki uzaklik

M 1/2
2
d(x,y) =||x-y||= { Z |xi _yil }
i=1
seklinde elde edilirken, bu vektérlerin ig ¢garpimi

M
(Ry)=x"y=3xy (2.33)

f=1

esitligiyle tanimli skaler bir degerdir. I¢ carpim, iki vektor arasindaki geometrik

iligkiyi tammlar. Bu geometrik iligki ise,
(x,y) =l llyll cos® (2.34)

esitligi' ile verilir. 0, iki vektor arasindaki agidir. Buna gore, sifirdan farkli x ve y
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vektorlerinin i¢ ¢arpimi sifir (x,y) = 0 ise, bu vektorlerin birbirine dik, yani
orthogonal (orthogonal) olduklar1 soylenir. Hem birbirine dik ve hem de birim

norma sahip olan vektorlere ise, orthonormal (orthonormal) denir.

I¢ ¢arpimin kullammlarindan biri de, 6telemeyle degismeyen dogrusal filtrelerin
¢ikiginin elde edilmesidir. Ornegin; (A/~1). dereceden bir FIR filtrenin, birim 6rnek

yamit1 A(n) ve girisi de x(n) olsun. Filtre ¢ikist y(n), h(n) ve x(n)’in
M-1

y(n)= 73" hk)x(n—-k) (2.35)
k=0

seklindeki konvolisyonu ile elde edilir. Bunun yerine, x(n) giris isareti igin
x'(n) = [ x(n), x(n-1), ..., x(n-M+1) ] ve h(n) iginse h” = [ h(0), h(1), ..., h(M-1) ]

vektor formu kullanilarak, (2.35) esitliginin bu iki vektoriin i¢ ¢arpimi
y(n)=h"x (2.36)

seklinde yazilmasi1 da miimkindir (Hayes, 1996). x ve h vektorlerinin gergel
degerlerden olustugu kabul edilerek, i¢ ¢garpim ifadesinde Hermitian transpozu ( H )

yerine normal transpoz ( 7') kullanilmigtir.
2.3.1  Qzdeger ve dzvektorlerin tzellikleri

Bu bolimde, duragan ayrik zamanli bir rasgele siirece ait iligki matrisinin 6zdeger
ve Ozvektorlerinin gesitli 6zellikleri incelenecektir. Bu ozellikler direkt olarak, R
iligki matrisinin Bolim 2.2°de agiklanan negatif olmayan belirlilik ve Hermitian

Ozelliklerinden kaynaklanmaktadir.

Ozellik -1 A,A,,.., A, R iliski matrisinin 6zdegerlerini gostersin. Her £ > 0

tamsayis1 igin R* matrisinin 6zdegerleri A%, A%, .., A%, olur.

(2.28) esitliginin her iki tarafi R matrisi ile £ defa ¢arpildiginda, R* q = A* q ifadesi

elde edilir ve bu ifadeye gore, R matrisinin her 6zvektori aym zamanda R
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matrisinin de bir 6zvektorii olmaktadir. Eger R matrisinin tersi mevcut ise, k = -1

ozel durumu olusur ve R ters matrisinin 6zdegerleri A;",A;,...,A;} olur.

Ozellik—2  A,A,,..,A,, R iligki matrisinin birbirinden farkli 6zdegerleri ve
q9,,9,,.-.9,, ise, bu dzdegerlere karst diigen sifirdan farkli 6zvektorler olsun. Bu

durumda q,,q,,...,q,, 6zvektorleri, dogrusal bagimsiz olur.

M
va' q, =0 (2.37)
i=1

esitligini saglayan ve hepsi birden sifir olmayan vi, v,, ..., v, skalerleri mevcutsa,

q,,4,,....4q,, Ozvektorlerine dogrusal bagimli, mevcut degilse, dogrusal bagimsiz
denir. (2.37) esitliginin belli v; skalerleri igin saglandig: kabul edilsin. Bu esitligin

R matrisiyle tekrarli ¢garpimi ve (2.28) esitliginin kullanilmasi sonucunda,

o ,
dYvklq=0 , k=12,..M (2.38)
i=1

seklinde her biri farklt bir £ degerine karsi gelmekte olan toplam M adetlik bir

denklem takimi elde edilir. Bu denklem takimini tek bir matris formunda

[vl Qs V2555 Vy qM]S:O (2.39)

yazmak miimkiindiir. Burada S, Vandermonde matris olarak adlandirilir (Strang, 1980).

1 A, A - A
S= 1 A, A, - A
1 ;"M )‘3\4 7‘};{4_1

i=1,2, .. M olmak iizere, A; degerleri birbirinden farkli oldugu zaman: S matris
tekil olmayan bir matris olacagindan, (2.39) esitligi S ters matrisiyle sagdan
garpilabilir ve bu carpimdan, [v,q,,v,q,,..,v, q,]=0 sonucu elde edilir. g;
ozvektorleri sifirdan farkli olduguna gore, her bir siitunu v;q; = 0 seklinde olan bu

sonucun dogru olabilmesi i¢in, bagta yapilan kabule ters digilmesi, yani v;
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skalerlerinin hepsinin birden sifir olarak (2.37) esitligini saglamamasi gerekir.

Oyleyse, birbirlerinden farkls degerler almig A,,A,,...,A,, ozdegerlerine karg: diigen
q,,9,,-...q,, 0zvektorleri, asla dogrusal bagimli olamaz; tam aksine, her zaman igin

dogrusal bagimsizdir.

Dogrusal bagimsiz q,,q,,...,q,, 0zvektorlerinin kendileri ile ayn boyutlu rasgele

bir w vektoriiniin gosteriminde kaynak olarak kullanilmasi, dogrusal bagimsizlik
ozelliginden faydalanma yollarinin énemli bir tanesidir. vy, va, ..., vy sabit degerler

olmak tizere, rasgele bir w vektériinii
M .

w=Suq, (2.40)
i=1

seklinde q,,q,,...,q,, 6zvektorlerinin dogrusal toplami olarak ifade edilebiliriz. R

matrisiyle soldan c¢arpilarak, w vektorine dogrusal donisim uygulandig

varsayilsin. Bu durumda,

M

Rw=>"vRyq, (2.41)
i=1

olacaktir. Tanim geregi Rq, =1, q, oldugundan, bu dogrusal doniigiim ifadesi

M
Rw=>)vAq (2.42)
i=1
biciminde de yazilabilir. Buna gére, rasgele bir vektére dogrusal doniigiim
uygulandi1t zaman, 6zvektorler birbirinden bagimsiz olmaya devam etmekte ve
yapilan donusimiin tesiri, her bir 6zvektoriin kendisine kargt diisen 6zdeger ile

carpilmasi geklinde ortaya g¢ikmaktadir.

Ozellik—3  Hermitian matrislerin bitiin 6zdegerleri gergeldir. R iligki matrisi de
bir Hermitian matris olduguna gore, o6zdegerlerinin hepsi A, A,,...,7A, gergel

olacaktir.
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Bunu ispatlamak iizere, R matrisinin i. 6zdegeri i¢in yazilan (2.31) esitliginin iki

tarafi q; vektoriyle soldan garpilir.
qf{quz}\,iqu q; (2.43)

Her iki tarafin Hermitian transpozu alindiginda, R” = R 6zelliginden dolay1
9’ Rq,=%,q/ g, (2.44)

elde edilir. (2.43) ve (2.44) esitliklerinin sol taraflari esit olduguna gore, sag

taraflari da esit olmak A, =X, zorundadir.

Ozellik — 4  Pozitif 6zdegerlere sahip Hermitian matrisler pozitif belirli, negatif
olmayan 6zdegerlere sahip Hermitian matrisler ise negatif olmayan belirli olurlar.
Buna gore R iliski matrisi, butiin 6zdegerleri A; > 0 oluyor ise pozitif belirli, A; > 0

oluyor ise de negatif olmayan belirli olur.

(2.43) esitliginde her iki tarafi qf q, i¢ carpimina bolerek, Ozellik — 4’te

sOylenenlerin dogrulugu kolayca ispatlanabilir.

=L Ra g M (245)

q” q, i¢c ¢arpimi, q; vektoriinin Euclidean normunun karesine esit oldugundan,

daima pozitif degerli bir skalerdir. Bu nedenle, geriye kalan A; ve R degerleri,

birbirinin nasil olacagini belirler. Her i igin A, 20 oluyor ise, R>0; A, >0

oluyor ise, R>0 olacaktir. Tek bir dzdegerin bile sifira esit olmasi, matrisin
negatif olmayan belirli olmasina ve dolayistyla, tersinin mevcut olmamasina sebep
olur. Oyleyse, pozitif belirli matrisler, her zaman igin tekil olmayan (tersi olan)
matrislerdir. Bunun dogrulugunu, bir matrisin determinanti ile o6zdegerleri

arasindaki iligkiyi veren
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det(R) = IMI A, (2.46)
R i=1

esitliginden de rahatlikla gormek mimkiindiir (Hayes, 1996). q Rq, Hermitian

formunun q; q, i¢ carpimina orami, yani (2.45) esitliginin sag tarafi, Rayleigh

boliimii (Rayleigh quotient) olarak adlandirilir. Buradan, iligki matrisine ait
herhangi bir 6zdegerin, o 6zdegere kars1 diigen O6zvektoriin Rayleigh bolimiine esit

oldugu goriiliir.

Ozellik — 5  Bir Hermitian matrisin fakli ozdegerlerine A,A,,..,A, karst diisen

ozvektorleri q,,q,,...,q,, birbirine dik (orthogonal) olmaktadir. Diger bir ifadeyle,

Ai # A, igin (q,,qj> =q; q, =0 olmaktadur.

q:; ve q;, R iliski matrisinin A; ve A; seklinde iki farkli 6zdegerine kars1 diisen

ozvektorleri olsun. (2.28) esitligi, q, i¢in Rq,=A,q;, ve q; iginse Rq,=AX,q,
halini alir. q; igin yazilan ifadeyi q; vektoriyle ve q; igin yazilan ifadeyi ise q”

vektoriiyle soldan garparak,

q_]j{qu:)“iq;i q, (2.47)
q/ Rq,=2,q/ q, (2.48)

ifadeleri elde edilir. (2.48) esitliginin her iki tarafinin Hermitian transpozu igin

Ozellik — 3’ten ve R =R olmasindan yararlanilarak,

q] Rq,=%,q q, (2.49)
esitligine ulagilir. (2.47) esitliginden (2.49) esitligi ¢ikarildiginda,
(A-2;)q;q,=0 (2.50)

sonucuna ulasilir. Baslangigta, 6zdegerlerin birbirinden farkli olduklart A; # A;
kabul edildigi igin, (2.50) esitligi sadece q? q; =0 ile saglanir. Buna gore,

ozdegerleri farkli olan 6zvektorler birbirine dik olmaktadir. Oyleyse Ozellik — 5,
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q/ q,=0 , i#j (2.51)
esitligi ile ifade edilebilir.

Ozellik — 6  Birimsel Benzerlik Doniigimii (Unitary Similarity Transformation):
q,9;,---9,, M x M boyutlu R matrisinin birbirlerinden farkli A,,A,,...,A,,

ozdegerlerine kars: diigen (dogrusal bagimsiz) 6zvektorler olsun. Ayrica, siitunlar

, i=j
74 _ s
9 9, {o, i#j

seklinde orthonormal vektorlerden olusan M x M boyutlu Q = [(il,qz,...,qM] matrisi

ve yine M x M boyutlu A = diag (A, A,,...,A,, ) diyagonal matrisi tanimlansin. Bu

durumda R iliski matrisi, Q” RQ=A seklinde diyagonallestirilebilir.

i=1,2, .., M igin q q,=1 olmasi, her bir 6zvektoriin 1 uzunluguna normalize
edilmesini gerektirir. Bir q; ozvektoriiniin karesel uzunlugu veya diger adiyla

karesel normu, daha once de belirtildigi gibi, q” q, i¢ carpimi ile bulunur. q; q, =1
kosulu Ozellik — 5°te verilen q; q, =0 (i=#j) orthogonallik kosulu ile birlikte

saglandi§1 zaman,

, i=j
qf’q,-={0 iy (2.52)

4,,9,,--.q,, Ozvektorlerine orthonormal vektor takimi denir. M x M boyutlu
herhangi bir Q = [q,,q,,...,q,,] matrisin orthogonal olabilmesi igin, situnlarinin

(veya satirlarinin)

qTq'= l, i=j
PV, i

orthonormal olmasi gerekir. Bu durumda Q matrisi, orthogonal bir matristir ve her
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orthogonal matris gibi, Q" Q =1 esitligini saglar; dolayisiyla da, tersi transpozuna
esit (Q'=Q") olur. Q matrisi kompleks degerler igerdigi zaman, situnlan (veya
satirlar1) orthonormal oluyor ise, yani (2.52) esitligi saglaniyor ise, Q matrisi de
Q" Q=1 esitligini saglar ve bu esitligi saglayan matrislere, birimsel (unitary)
matris denir. Birimsel bir matrisin tersi, kendisinin Hermitian transpozuna

(Q' = Q) egittir.

Tanim geregi, q,,q,,....q,, Ozvektorleri i =1, 2, ..., M i¢in Rq,=A4,q, esitliini
saglarlar. Bu esitlikle elde edilen M adet denklem, Q ve A matrisleri kullanilarak

tek bir matris esitligi

RQ = QA (2.53)

halinde yazilabilir. Yukanida da bahsedildigi gibi, ozvektorlerin (2.52) esitligini
saglamasindan, yani orthonormal olmalarindan dolayi, Q matris birimsel (unitary)
bir matris olur ve tersi, Q7' = Q¥ ile elde edilir. Tersinin bu sekilde elde edilmesi,
Q matrisin her zaman igin tersi var olan (tekil olmayan) bir matris oldugunu da
gosterir. (2.53) esitligi Q” matrisiyle sol taraftan carpilip Q7' =Q ozelligi de
kullamldiginda, basta da belirtilen

Q"RQ=A (2.54)

esitligine ulasilir. Bu doniisim, birimsel benzerlik doniisiimii (unitary similarity
transformation) olarak adlandirilir. Béylelikle, 6nemli bir sonug agiklanmig olur: R
iligki matrisi birimsel benzerlik déniigimi ile diyagonallestirilebilir. R matrisinin
ozvektorleri, bu matrisi diyagonallestirmede kullanilan Q matrisinin situnlarint
olustururken; ozdegerleri ise, sonug olarak elde edilen A diyagonal matrisinin

diyagonal elemanlarini olugturmaktadir.

(2.53) esitligi Q' matrisiyle sag taraftan garpithp Q7' =Q7 ozelligi de
kullanildiginda, (2.54) esitliginden baska,
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M
R:QAQH=Z x,q,qfi (255)
i=1

esitligini de elde etmek miimkiindiir. q,q; terimi, i. dzvektoriin kendisiyle dig
carpimidir. M ise, R iligki matrisinin boyutunu gosterir. (2.55) esitligi; genis
anlamda duragan bir rasgele siirece ait iligki matrisinin, kendilerine kars1 diigen A;

ozdegerleriyle agirlagtinlmis q,q dig carpimlarinin dogrusal toplamina esit

oldugunu gosterir. (2.55) ile verilen aynigtirma, spektral teorem (spectral theorem)

olarak adlandirilir.

R matrisinin tekil olmayan Hermitian bir matris olmasi kosulu ilé, bu matrisin tersi

spektral teoremden,
Yo
R7=(QAQ")"=(Q")"A"Q"=QA"Q" =) ——q,
i=1 i

esitligiyle bulunabilir. R matrisinin tersinin var olmasi, A; # 0 olmasini garanti
eder. Bu nedenle, bu toplam ancak, R matrisi yukarida belirtilen kosulu sagladigi

siirece gegerlidir.

Ozellik-7  A,LMA,,.., A, M x M boyutlu R matrisinin 6zdegerleri olsun. Bu

ozdegerlerin toplami, R matrisinin izine (trace) esittir.

Ancak bir kare matrisin izi olabilir ve bu deger, o kare matrisin ana diyagonalinde
bulunan elemanlarin toplami olarak hesaplanir. M x N boyutlu bir A matris ve
N x M boyutlu bir B matris ele alinsin. AB ¢arpiminin izi, BA g¢arpiminin izine

esittir tr[AB] = tr[BA]. (2.54) esitliginin her iki tarafimn izi alindiginda,
tr[Q" RQ]=tr[A] (2.56)

olur. A = diag (A,,A,,...,A,,) diyagonal matrisinin izi,

tr[A]=§: A, (2.57)

i=1
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seklind.e R matrisinin 6zdegerleri toplamina esittir. tr[AB] = tr[BA] ézelliginden
dolay1, trf Q" R Q ] =tr[ R Q Q7] yaulabilir. I, birim (identity) matris olmak
iizere Q matris igin Q Q7 =1 oldugundan, tr[ Q“ R Q 1= 1tr[ R] haline gelir. Bu
durumda (2.56) esitligi tekrardan,

tr[R]=i“x,. (2.58)

seklinde yazilabilir. Béylelikle, R iligki matrisinin izinin kendi 6zdegerlerinin
toplamina esit oldugu ispatlanmis olur. Bu ispati yapmak igin her ne kadar R
matrisinin dejenere olmayan (birbirlerinden farkli) 6zdegerlere sahip bir Hermitian

matris oldugu varsayilmig olsa da, (2.58) esitligi her kare matris igin gegerlidir.

Ozellik -8 R iliski matrisinin en biyiikk 6zdegerinin en kii¢iik 6zdegerine orani

biiytik ise, R matrisine kétii durumlu (ill conditioned) denir.

Kot durum, matrisin bir veya daha fazla 6zdegerinin sifira yakin deger almasindan
kaynaklanir. Bir A matrisinin kétii durumunu nicelik olarak agiklayabilmek igin,

Strang (1980) tarafindan tanimlamig olan kogsul sayisi (condition number) kullanilir.
X(A) =[|A[ |A™] (2.59)

| A || degeri, A matrisinin ve || A™' || ise, A matrisin tersinin normudur. Daha 6nce
Bolum 2.3’te vektorler igin oldugu gibi, bir matris i¢in de norm, o matrisin
biyiikligiinii ifade etmede kullanilan bir degerdir ve bir matrisin normunu bulmak
icin kullamilabilecek ¢esitli yollar vardir. || A || normunu bulmak i¢in burada
izlenecek yol ise, AYA matris garpiminin en biyiik ozdegerinin karekokii olarak

tanimlanan spektral normdur.
|All= (A" A matris arpimmn en biyiik 6zdegeri )" (2.60)

R iligki matrisinin Hermitian (R =R") olmasindan dolay;, R” R=R? olacaktir.

Eger R matrisinin en bilyiik ozdegeri A__ ise, R®> matrisinin en buyik 6zdegeri

A2 olacaktir (Ozellik — 1). Bu durumda (2.60) esitligine gore, R matrisinin

max

LC. YUKSE:. - URULY
DOXUMANTASYUN MERKEZE
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spektral normu
I Rls = Apux (2.61)

ve R matrisin tersinin spektral normu da

IR |ls= —Tl— (2.62)

olacaktir. A_, R matrisinin en kiigiik 6zdegeridir ve Ozellik — 1’e gore 1/A_,, R

matrisinin en biyik 6zdegeridir. (2.61) ve (2.62) esitlikleri (2.59) esitliginde

kullanildiginda, R matrisinin kosul sayis1

1y A
X(R) =||R[| [|R” |I=7»—"“"L (2.63)

olarak elde edilir. Bu orana genellikle, 6zdeger yayilimi (eigenvalue spread) veya
ozdeger oram (eigenvalue ratio) denir. Ayrica, 6zdeger yayiliminin her zaman igin

x(R) 2 1 kosulunu sagladig: da belirtilmelidir.

r(0), R matrisinin en biiyiitk elemanidir. R matrisinin, #(0) = 1 olmasi saglanacak
sekilde normalize edildigi varsayilsin. Bu kosul altinda, R matrisinin 6zdeger
yayihmi biiyiik oluyor ise, R™' matrisi gok biiyiik elemanlar igeriyor demektir.
Boyle bir davrams, R™' matrisini kullanmay: gerektiren sistem denklemlerinin

¢Oziimiinde soruna yol agar. Bu durumdaki bir R matrisine ise, k6tii durumlu denir.
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3. WIENER FILTRELER

Gecmisi Gauss’a kadar dayanan dogrusal filtreleme problemi, birbirlerinden bagimsiz
yaptiklan galigmalar sonucunda Kolmogorov (1941) ve Wiener (1942) tarafindan yeniden
formiilize edilmistir. Kolmogorov, ayrik zaman problemini ¢aligmig \}e bu problemi Wold
ayristirmast (Wold decomposition) kullanarak ¢ozmiistiir. Diger yandan Wiener, siirekli
zaman problemini ¢aligmig ve olduk¢a wnlii olan Wiener-Hopf integral denklemlerini elde
etmistir. Bu denklemler, ilgilenilen isaret siireglerinin iligki fonksiyonlarina ait bir on bilgi
gerek duyar. Cok basit problemlerin digindaki problemler igin bu denklemlerin ¢oziimii
olduk¢a zordur. Siirekli zamanda ele alinan bu integral denklemlerinin ayrik zamandaki
esdegeri, normal denklemleri olarak bilinir. Normal denklemlerinin ayrik zaman ¢6ziimii ile
Wiener-Hopf integral denklemlerinin siirekli zaman ¢oziimiiniin her ikisi de, Wiener filtreler

ortak ismiyle adlandirilir.

Bu bolimde, Wiener filtrelerin ayrik zaman formiilleri, kompleks degerli zaman serileri
genel durumu’ i¢in impuls yamtlarina gore belirlenen filtreler kullamlarak ¢alisilacaktir.
Kompleks degerli zaman serilerinin kullaniimasimin nedeni, radar ve sonar gibi bir ¢ok
pratik uygulamada ilgilenilen temel bant igaretin kompleks formda olmasidir. Temel bant,
bilgi kaynag tarafindan iiretilen orijinal igaretin frekanslarini igeren frekans bandina verilen
isimdir. Genel durum olarak kompleks degerli zaman serilerinin kullamlmasindan dolay1,

gergel degerli zaman serileri bu genel durumun 6zel bir hali olur.

Buraya kadar, kullanilacak filtre iizerinde dogrusal ve ayrik zamanli olmas: seklinde iki
kisitlama yapildi. Filtrenin dogrusal olusu matematiksel analizi kolaylagtirirken, ayrik
zamanda g¢aligmasi ise filtrenin sayisal devrelerde kullanilabilmesini saglar. Bunlarin
yaninda bir diger kisitlama ise, filtrenin impuls yanitinin sonlu mu yoksa sonsuz siireli mi
olacagidir. Bu tezde, sonlu siireli impuls yamitli (FIR) filtreler ile ilgilenilmektedir. Boyle
yapmaktaki neden, FIR filtrelerin yap: itibariyle kararl: (stable) olmasidir. Ciinkii bu
filtrelerde giris ile gikis arasindaki baglanti, sadece ve sadece ileri yénde, yani giristen ¢ikisa
dogru olacak gekilde yapilmaktadir. Zaten bir filtreden bu sekilde igaret iletiliyor olmasi, o
filtrenin impuls yanitin1 sonlu siireli yapar. Sonsuz siireli impuls yamtli (IIR) filtreler de ise,
hem ileri yonde ve hem de geri yonde besleme vardir. Eger uygun bir gekilde kontrol

edilmezse, filtrede bulunan geri besleme, filtrenin kararsiz (unstable) davranmasina ve
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sonucunda salimmina (oscillation) yol agar. Boyle bir durum, kararhligin ¢ok onemli
oldugu bir filtreleme igleminde kabul edilemez. IIR filtrelerin hem teorik hem de pratik
agidan, kendi kendilerine kararlilik probleminin iistesinden geldikleri kabul edilir; ama
filtrenin uyarlamali (adaptive) olmas: istendigi zaman, IIR filtrelerin yapisinda bulunan geri
besleme zorluklar yaratir. Bu nedenlerden dolayi, 6zellikle uyarlama islemi gerektiren
uygulamalarda ve diger pek ¢ok uygulamalarda, IIR filtrelerin yerine FIR filtrelerin
kullanim tercih edilmektedir. Buna gore, burada yapilan galigma; tek girisi ve tek ¢ikist
olan, ayrik zamanda calisan ve sonlu siireli impuls yamtina sahip dogrusal filtreler ile

sintrhdir.

Bir filtrenin dogrusal (linear) olabilmesi igin, filtre ¢ikiginin filtre girigine uygulanan gozlem
degerlerinin dogrusal bir fonksiyonu olmast gerekir. Dogrusal filtreleme probleminin
¢Oziimii igin yapilan istatistiksel yaklagimda, faydali isaret ve istenmeyen toplamsal
guriltiiye ait bazi istatistiksel parametrelerin (beklendik deger ve iligki fonksisronlarl gibi)
onceden bilindigi varsayilir. Bu bilgi tam olarak bilinmedikge, dogrusal filtreyi tasarlamak
veya tasarlans‘a bile optimum sonug elde etmek imkansizdir; ¢iinkii filtre ancak, girigine
gelen igaretin istatistigi kendisinin tasariminda kullanilan 6n bilgiye uyar ise optimum sonug
vermektedir. Bu durumda geriye kalan tek sey, girisindeki giiriiltiili isareti alip bir takim
istatistiksel kriterlere gére giiriiltiiniin etkisini minimum yaparak ¢ikigina ileten optimum
dogrusal filtreyi tasarlamaktir. Bu filtre optimizasyonu sorununa faydali bir yaklagim, filtre
cikist ile istenen isaret arasindaki fark olarak tamimlanan hata igaretinin (error signal)
karesel beklendik (karesel ortalama) degerinin minimum yapilmasidir. Bu tiir bir
yaklagimda duragan girigler igin elde edilen sonug, Wiener filtre olarak bilinir. Buna gore
Wiener filtreler, karesel ortalama anlamda optimum olan dogrusal filtrelerdir. Ote yandan
bu yaklagimda, duraan olmayan girisler igin Wiener filtre optimum degildir ve bu tiir
girisler i¢in kullanilamaz, kullanilsa bile karesel ortalama hata i¢in optimum sonug vermez.
Bu nedenle, duragan olmayan, yani zamanla degigen (time-varying) girigler igin optimum
filtrenin de zamanla degigen yapida olmasi gerekmektedir. Bu zor soruna en iyi ve en

yaygin ¢oziim ise, Kalman filtre ile bulunur.
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3.1 Optimum Filtreleme Problemi

Dogrusal enine bir filtre, diger adiyla bir FIR filtre ele alinsin (Sekil 3.1). Bu filtre;
depolama (storage), ¢arpma (multiplication) ve toplama (addition) olmak iizere iig temel

islem gergeklestirir. Depolama islemi, z!

ile tammlanmis tek bir omeklik gecikme
saplayan kaskad bagli (M-1) adet birim gecikme (one-sample delay) elemanlart ile yapilir.
Gecikme elemanlarinin sayisi (buradaki filtrede M-1 adet), filtrenin derecesini belitler.
{u(n)} siirecine ait u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) gozlem degerleri, tap girigleri olarak
adlandirtlir. #(n), filtrenin su andaki giris degerini ve geriye kalan (M-1) adet tap
girisi ise, filtrenin gegmis giris degerlerini belirtir. u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap
giriglerinin sirasiyla w,,w,,...,w,, tap agwrliklar: (tap weights) ile i¢ garpimu, her
bir i¢ carpima kargt diigen w],w;,..,w; seklinde blok gosterimli garpicilar
tarafindan gergeklegtirilir. Ornegin; u(n) tap girisi ile w, tap agurhginin i¢ garpimi,
w; blok gosterimli ¢arpici tarafindan gergeklestirilir. Toplayicilarin gorevi ise,

filtrenin genel gikigim olugturmak iizere garpici ¢ikiglarini toplamakir. Boylece, enine bir

filtrenin impuls yamtnmn, {h,}={w;} k=12,.,M seklinde tap afihklan ile ifade

edildigi gorulur.
u(n) 7! u(n—1) | 7 u(n-12) o u(n-M+2) | 7! u(n—M +1)
A
Mrl' w; e w;r!-—l W;!

+
d(n)

Sekil 3.1 Dogrusal enine filtre blok diyagram (Haykin,1991)

u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap girisleri ile temsil edilen ayrik zamanli rasgele siire¢
{u(n)}, genis anlamda duragan kabul edilecektir. Aymi zamanda, yapilan genel

kabullerde higbir kayba neden olmayacagi igin, rasgele sirecin ortalama
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(beklendik) degeri de sifir kabul edilmektedir. » aninda filtre ¢ikisinda dretilen
isaret, c;'(nlU,,) ile gosterilir. Burada (#|U,) terimindeki », bu ¢ikigin » anindaki
¢ikis oldugunu ve U, ise, n an1 da dahil olmak {izere n anmna kadar olan
u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap giriglerinin olusturdugu M boyutlu uzay: gosterir.
(") isareti, filtre ¢ikig1 ile istenen yanit1 birbirinden ayirt etmek igin kullanilmigtir.
Cinki, burada amag: filtre ¢ikisini, istenen yanitin kestirimi (estimate) olarak
kullanmak, yani a?(n[U,,) ’i d(n)’e mimkiin olabildigince benzetebilmektir. Filtre

¢ikigi, filtrenin tap girisleri ile impuls yanit1 arasinda dogrusal konvoliisyon toplam:

(linear convolution sum) kullanilarak
~ M ’
diU,) =Y w; u(n—k+1) (3.1)
k=1

bulunur. Sekil 3.1°de verilen filtre, istenen yanit d(n) ile kendi ¢ikigt arasindaki farki
belli bir istatistiksel kritere gore mimkiin oldugunca azaltabilecek sekilde
tasarlandiginda, kestirim problemi ¢oziilmiis olur. Istenen yamtin #n anindaki degeri ile »

anindaki filtre ¢ikis1 arasindaki fark,
e(n) =d@n)-d(n|U,) (3.2)

kestirim hatast (estimation error) olarak adlandirilir. Wiener filter teorisinde optimum
filtreyi tasarlamak igin kullanilan istatistiksel kriter, minimum karesel ortalama hata
(minimum mean-square error) olmaktadir. Bu nedenle w,,w,,...,w, tap agirliklar,
kestirim hatasmin karesel ortalamas: veya kisaca karesel ortalama hata olarak

adlandirilan J(w) basan gostergesini minimum yapacak gekilde segilir.
J(w) =E[e(n)e*(n)] (33)

Burada w vektor, w,,w,,...,w,, tap agirhiklarim igeren M x 1 boyutlu tap agirlik
vektoriidiir. Karesel ortalama hata, her zaman igin gergel ve pozitif bir degerdir.
J(w) basari gostergesi minimum yapilarak, minimum karesel ortalama anlaminda

elde edilebilecek en iyi (optimum) filtreye ulagilir.



31

3.2 Hata Basarim Yiizeyi

Wiener filtre teorisinin ayrik zamanlt versiyonunu gelistirmede, ifadelerin matris formunu

kullanmak daha uygun olacaktir. Filtrenin M x 1 boyutlu tap agirlik vektorii

w :[w,, W,y ..., wM] (3.4)
seklinde ve n anindaki M x 1 boyutlu u(n) tap girisg vektori ise

u (m)=[u@), u@-1), .., w@-M+1)] (3.5)
seklinde gosterilir. Bu durumda (3.1) esitligi, bu iki vektdriin i¢ garpim olarak da
dn|U,)=w" u(m) ‘ (3.6)
yazilabilir. Her iki tarafin Hermitian transpozu alindiginda,

d*m|U,)=u" (n) w (3.7)
elde edilir. Boylece, (3.2) esitligiyle verilen kestirim hatasi ve kompleks eslenigi

e(n) =d(m-w" u(m) (3.8)
e*(my=d*(m)—u" (n) w (3.9)

vektorel formlarinda yazilabilir. (3.8) ve (3.9) eyitlikleri (3.3) egitliginde yerine

konuldugunda, karesel ortalama hata
JwW)=E[(dm)-w" u@#)) (d*@m)—u” (1) w)] (3.10)

haline gelir. w tap agirlik vektori, zamanla degigmeyen sabit bir vektordiir. Buna gore,

(3.10) esitliginin sag tarafinin agilimi

J(w) = E[d(n)d * (n)]-w" E[u(n)d *(m)]-E[d(m)u” (n)] w (3.11)
+w” E[u@m)u” (n)] w

seklinde olur.
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Tap giris vektori wu(n) ile d(n) istenen yamtinin birlesik duragan oldugu
varsayilarak, (3.11) esitliginde bulunan dort adet beklendik deger su sekilde
yorumlanabilir:

1. Istenen yamit d(n) sifir ortalamali kabul edildiginde, E[d(n) d*(m)] beklendik

degeri istenen yamtin degisintisine esit olur.
o) =E[dm)d*(n)] (3.12)

2. Efu(n) d*(n)] beklendik degeri, tap giris vektorii u(n) ile d(n) istenen yanit

arasindaki M x 1 boyutlu ¢apraz iliski (cross-correlation) vekioriidiir ve p ile

gosterilir.

p=E[u(n)d*@m)] ' (3.13)
p(l-k) = E[u(n-k+)d*m)] , k=12,. .M (3.14)
p" =1p0), p1), .., pa-m) (3.15)

3. E[d*(n) u"(n)] beklendik degeri, p vektoriiniin Hermitian transpozudur,
p” =E[d(mu” ()] (3.16)

4. E[u(n) u”(n)] beklendik degeri, Bolim 2.2°de de agiklandigi gibi, u(n) tap giris

vektoriniin M x M boyutlu iligki matrisine esittir.

r(0) r(l) e F(M-1)

r(-1) r(0) o r(M-2)

R=E[u(@mu”(m)]= (3.17)

(M +1) r(-M+2) -  r(0)

Satir sayist &k ve siitun sayist da 7 ile gosterildiginde, &,i=1,2, .., M olmak iizere R

iliski matrisinin (k, 7). elemant
r(i-k)=E[u(n-k+Du*(n—-i+1)] (3.18)

ifadesi ile tanimlanir. Burada R matrisinin Hermitian ¢zelliginden dolayt,
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r*¥(i—k)=rk—i) . (3.19)

oldugu unutulmamalidir. Oyleyse, duragan bir sirecin M x M boyutlu R iligki matrisi,
girigin oziligki fonksiyonunun aldig1 »(0), r(1), ..., r(M-1) degerleriyle tek olarak

tanimlanabilir.

(3.12), (3.13), (3.16) ve (3.17) esitlikleri (3.11) esitliginde yerlerine yazildiginda,

karesel ortalama hata i¢in daha kisa bir ifade
Jw)=0c]-p"w-w" p+w” Rw (3.20)

elde edilir. (3.20) esitligindeki w" R w terimi, su anlama gelir: tap gi‘ris vektorii u(n) ile
istenen yamt d(n) birlesik duragan oldugu zaman, karesel ortalama hata tap agirlik
vektoriinin ikinci dereceden bir fonksiyonu olur. Bu nedenle, karesel ortalama
hatanin tap agirhik vektoriniin elemanlarina olan bagimliligs, tek bir minimum
noktast olan (M+1) boyutlu kase sekilli (bowl-shaped) bir yiizey olarak
disinilebilir. Bu yiizeye, enine filtrenin hata bagarim yiizeyi (error-performance

surface) adi verilir.

Bu durumda yapilmas: gereken tek sey, hata basarim yiizeyinin minimum
noktasinda (diger bir deyisle, dibinde) ¢alisacak filtreyi tasarlamaktir. Hata bagsarim
yiizeyinin minimum noktasinda karesel ortalama hata J_, ile gosterilen en kiigiik
degerini alirken, bu hata degerine kars: diisen tap agurlik vektori de w, ile
gosterilen optimum degerini alir. Bu sekilde elde edilen enine filtreye ise, karesel

ortalama hata anlaminda optimum enine filtre denir.

w, optimum tap agirlik vektorini elde edebilmek igin, karesel ortalama hatanin
(3.20) tap agirlik vektoriine gore tiirevi alinarak sifira esitlenir. Elde edilen sonug,
optimum tap agirhk vektori w, olur. Fakat bundan once, skaler degerli bir
fonksiyonun (J(w)) kompleks degerli bir vektére (w) gore tirevinin nasil
alinacaginin bilinmesi gerekir. Burada bu konu izerinde durulmayacagi igin,

ayrintili bilgi edinmek tizere Haykin (1991) kaynagina bagvurulabilir.
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3.3 Normal Denklemleri

o, degigintisi sabit bir deger oldugu igin, w vektoriine gore tiirevi de sifir olur. (3.20)

esitligindeki diger u¢ terimin w vektériine gore tirevleri ise,
d 4 d , g d

— w)=0 |, —(w =2 , — Rw)=2Rw
— (" w) —(wip)=2p (W' Rw)

seklinde olmaktadir. Boylece, karesel ortalama hatanin tap agirlik vektoriine gore

turevi seklinde tanimlanan V gradyen vektor (gradient vector) igin

_ dJ(w)

dw

\% =-2p+2Rw ' (3.21)
ifadesine ulagilir. w,, gradyen vektorii sifir vektér yapan optimum tap agirhik

vektorani gostersin. Bu durumda (3.21) esitliginden,
Rw, =p (3.22)

sonucu elde edilir. (3.22) esitligi, Wiener-Hopf integral denklemlerinin aynk zamandaki
halidir ve normal denklemleri olarak adlandirilir. Wiener-Hopf integral denklemine neden
boyle bir ikinci isim verildigi Béliim 3.4’te agiklanacaktir. (3.22) esitliginin her iki yaninin
sol taraftan R™' ters matrisi ile ¢arpimi, w, optimum tap agirlik vektoriini verir.

w_ =R7"p (3.23)

a

Gorialdigi gibi, w, optimum tap agirlik vektoriinii bulabilmek igin, iki istatistiksel
parametrenin (u(n) tap giris vektoriine ait R iligki matrisi ve u(n) ile d(n) istenen
yanitt arastndaki p c¢apraz iligki vektorii) onceden biliniyor olmasi gerekmektedir.
(3.4), (3.15) ve (3.17) esitliklerini (3.23) esitliginde yerlerine yazarak, bu matrissel

esitligin a¢ik formu
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r(0) (1) e M=) | w, r(0)
"(:—1) "(:0) "(M- ~2) W:.,z _| PED (3.24)
r-M+1) F(-M+2) - r0) ||lw, | |pa-M)
seklinde ve bu a¢ik formun esdegeri de
M
2w ri-k)y=pl-k) , k=12..M (3.25)
i=1

seklinde yazilir.
3.4 Diklik Kurah

(3.22) esitligi, minimum karesel ortalama hata anlaminda optimum olan bir enine
(transversal) filtreye ait w, tap agirlik vektorini tanimlar. Bu esitlik, (3.13) ve (3.17)

esitlikleri kullanilarak yeniden

Efumu” m)]w, = E[u(m)d*(n)] | (3.26)

seklinde yazilabilir. w, vektorii, zamana bagli olmayan sabit degerler igeren bir
vektor oldugundan, beklendik deger operatoriiniin igine alinabilir. Daha sonra, sag
taraftaki beklendik deger operatorii sol taraftaki beklendik deger operatoriiniin igine

yazilarak,

Elu(@)(d* () —u” (m)w_)]=0 (3.27)
esitligine ulagihir. (3.9) esitliginden yararlanilarak, optimum filtreye ait kestirim hatas e,(#7)
e.(m=d*m)—-u’(Mw, (3.28)
bigiminde yazilir. Bu durumda (3.27) esitligi,

E[u(m)e,(n)]=0 (3.29)

olarak yazilabilir. Burada 0, M x 1 boyutlu sifir vektordiir.
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(3.29) esitligi gosterir ki: bir enine filtre optimum kosulda ¢aligti1 zaman, kestirim hatasi
eo(n) ile u(n) tap giris vektorinin her bir elemam birbirine dik (orthogonal)
olmaktadir. Bu sonug ise, diklik kuralt (principle of orthogonality) olarak bilinir.
Bu da sunu ortaya koyar: tap girigleri ile kestirim hatasi arasindaki diklik kriteri ve
minimum karesel ortalama hata kriteri, birbirine ozdes iki kriterdir. Diger bir
ifadeyle, bu iki kriterden birinin gergeklesmesiyle elde edilen sonug, digerinin

gergeklesmesiyle elde edilecek sonuca 6zdes olmaktadir.

Optimum filtrenin bir bagka yararl 6zelligi, (3.29) esitligini optimum tap agirlik

vektorunin Hermitian transpozu ile sol taraftan g¢arparak elde edilir.

w/ E[u(m)e (m]=0 | (3.30)
Tap agirlik vektorii yine, beklendik deger operatoriiniin igine alinir.

E[w/ u(m)e,(m)]=0 (3.31)
u(r) tap girigine kargt optimum filtrenin verecegi ¢ikigin

d@m|U,)=w] u(m) (3.32)
oldugu goz oniinde bulundurularak, (3.29) esitligi yeniden

E[d(n|U,)e.(m)]=0 (3.33)

seklinde yazilabilir. Bu esitlik de gosterir ki: bir enine filtre optimum kosulda ¢aligtig:
zaman, kestirim hatasi e,(r) ile filtrenin gikigindaki (;'(n jU,) kestirimi de birbirine dik

olmaktadir. (3.33) esitligi, optimum filtrenin ¢ikiginda varolan kosullara ait ilging bir

geometrik yorumun (Sekil 3.2) yapilmasin saglar.

d

Sekil 3.2 Istenen yanit, filtre ¢ikigtndaki kestirim ve kestirim hatasi arasindaki iligki
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Sekilde istenen yamt d, filtre gikist d ve bu ikisine karg1 gelen kestirim hatasi ise ¢, ile

gosterilmektedir. Gorildagi gibi, bir optimum filtre igin, kestirim hatasim1 gésteren

vektor filtre ¢ikisint gosteren vektore normal (dik) olmaktadir. Iste bu nedenle de,

optimum filtreyi tanimlayan (3.22) esitligine normal denklemleri denilmektedir.

3.5 Minimum Karesel Ortalama Hata

(3.20) esitligi, herhangi bir w tap agirlik vektori igin elde edilen karesel ortalama

hatayr verir. Tap agirhk vektori optimum degerini w, aldii zaman, karesel

ortalama hata da J_ ile gosterilen minimum degerini

J

* min

=c;-p" w,-w/ p+w] Rw,

alir. (3.22) ile verilen R w,= p normal denklemleri kullanilarak,

Jo=061-p"w,

mn

=o,;-p" R7p
esitligi elde edilir. Bu esitligin egdegeri ise,
‘ M
Jia =Cg =2 W p*¥(1=k)
k=1
olmaktadir. Minimum karesel ortalama hata J_,, i¢in bir baska yararh ifade,
d(n)= c?(n \U,)+e, (1)

esitliginin her iki tarafinin karesel beklendik degeri alinarak bulunur.

E[d(m)d" () ]=E[(dm|U,)+e, ) (d@n|U,)+e,m))']

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

Optimum filtrelerde, filtre ¢ikigt (;'(nIU,,) ile kestirim hatast e,(n) birbirine dik

(orthogonal) oldugundan dolay1, (3.38) esitliginde
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E[d"(n|U, Ye,(m]=E[e:mdn|U,6)]=0 (3.39)
degerleri yerlerine yazilarak,

E[ |d(m)|*1=E[ |d(n|U,)["1+E[ |e, ()] (3.40)

6l=02+J, (3.41)

elde edilir. Burada, d(n) istenen yamt1 ve u(n) tap girisi sifir ortalamali kabul edilmistir.

(3.41) esitliginin minimum karesel ortalama hata i¢in ¢6ziimii
Jmin :0-3 -o; (342)

seklinde olacaktir. Bu esitlikten, optimum filtre igin minimum karesel ortalama hatanin,
istenen yanitin degisintisi ile filtre ¢ikiginda retilen kestirimin degisintisi arasindaki farka

esit oldugu goriilir.

(3.42) esitliginin, karesel ortalama hatanin alacagi minimum degerin daima sifir ile 1
arasinda degisecek sekilde normalize edilmesi, baz1 agiklamalarin yapilmasinda kolaylik

saglayacaktir. Bu nedenle, esitligin her iki tarafi istenen yamtin degisintisine boliinerek
—r=1-—5 (3.43)

bu normalizasyon gergeklestirilir. Esitligin her iki tarafinin istenen yamtin degisintisine

boliinmesinde herhangi bir sakinca yoktur. Ciinkii 62, bir tek 6zel durum diginda asla sifir

olmaz. Bu ozel durum ise, d(n) istenen yamittmin her » degeri igin sifir olmasi ile ortaya

¢ikar. (3.43) esitliginin sol tarafindaki bolim, normalize karesel ortalama hata (normalized

mean-squared error) olarak adlandirilir ve € ile gosterilir. Oyleyse (3.43) esitligi,

e=l-—d (3.44)

seklinde yazilabilir. o} /o7 bolimii daima 1’den kiigiik ve pozitif degerler aldii igin,

normalize karesel ortalama hatamin alacag: degerler, yukarida da soylendigi gibi,
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0<ex<l (3.45)

sinirlart arasinda olacaktir. Eger € sifira esit ise; optimum filtre, &(n |U,) kestirimi ile d()
istenen yamt1 arasinda tam bir uyum saglayabilme bakimindan, miikemmel g¢ahigiyor
demektir. Diger yandan, € 1’e esit ise; (}(n |U,) ile d(r) arasinda higbir uyum yok demektir

ve bu durum, kargilagilabilecek en kétii durumdur.

Filtredeki tap agirliklarimin sayis1 (Sekil 3.1°de M adet vardir) arttikga, herhangi bir d(n)
istenen yanitt igin optimum enine filtrenin elde edecegi basarim da artmaktadir. Filtrenin

basarimi arttikga da € degeri azalacaktir.
3.6 Hata Basarnm Yiizeyinin Kanonik Formu

Ik olarak, (3.35) esitliginin ilk satirindaki ifade (3.20) esitliginden ¢ikarilir. Sonra, ¢ikarma
islemi sonucunda elde edilen ifadede bulunan p vektorlerini ortadan kaldirmak tizere (3.22)

esitligi kullanildiginda, karesel ortalama hata
JW) =y + (W —w,) R(W-w,) (3.46)

seklinde kuadratik formda yazilmig olur. Esitlikten de goriilebilecegi gibi, karesel ortalama
hatayr minimum yapabilen sadece tek bir tap agirhik vektorii (w,) vardir. Bu ise, w,
vektorinden bagka higbir optimal vektoriin olmadigt anlamina gelir. Yeterince
actklayici olmasina karsin, hata bagsarim yiizeyinin gosterimini basitlestirebilmek

amaciyla, (3.46) esitliginin tabaninda bir doniisim yapilacaktir. Bu doniigiim igin
R=QAQ”" (3.47)
esitliginden yararlanilacaktir. Buna gore (3.46) esitligi,

Jw)=J_ . +(w-w, ) QAQ" (w-w,) (3.48)

haline gelir. Tap agirlik vektorii w ile optimum ¢6ziim olan w, vektori arasindaki fark,
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v=Q" (w-w,) (3.49)

seklinde bir v vektoriine donistiiriilsiin. Bu durumda (3.48) esitligindeki kuadratik form,

JW)=J , +vIAv (3.50)

seklinde tammlanan kanonik forma donisiir. v vektoriniin k. elemant v, ile gosterilmek

tizere, (3.50) esitliginin agik formu

M
JO)=d i + D, Ay v, vy
= (351)

M

2

:']min +Z }“k Ivk I
k=1

olmaktadir. Buradan da goriilmektedir ki: w vektoriinden v vektoriine yapilan taban
donigimii ile elde edilen kanonik formdaki karesel oftalama hata formiili, kuadratik
formdaki karesel ortalama hata formiiliine gore daha basittir. Hata bagarim yiizeyinin
gosterilmesinde kanonik formu daha uygun kilan ozellik, v donisim vektorinin
elemanlarinin  hata basanm yiizeyinin ana eksenlerini (principal axes) olusturuyor

olmasidir.
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4. DOGRUSAL ONGORU

Duragan ayrik zamanli bir rasgele stirecin elde bulunan gegmis ornek degerlerine bakilarak
gelecekteki bir ornek degerinin ongoriilmesi (predicting), zaman serilerinin analizinde
karstlagilan en meshur problemlerden biridir. » an1 da dahil olmak iizere, # anina kadar
olan (M+1) adet 6rnek degerini gosteren u(n), u(n-1), ..., u(n-M) zaman serisi cle
alinsin. Ongorme islemi; u(n) oOrneginin kestirimini elde etmek igin, zaman
serisinin bu oOrnekten onceki u(n-1), u(n-2), ..., u(n-M) geg¢mis Orneklerinin
kullanilmas: olarak tamimlanabilir. #(n-1), u(1n-2), ..., u(n-M) o6rnekleri tarafindan
olusturulan M boyutlu uzay, U, ile ve u(n) 6rneginin bu 6rnekler kullanilarak elde
edilen ongoriilen (predicted) degeri de, a(n|U,h,) ile gosterilsin. Genelde
ongorilen deger, Ongoride kullanilan o6rneklerin w(n-1), w(n-2), ..., w(n-M)

olusturdugu bir 0 fonksiyonu ile
a(n|U,))=0(u(n-1),..,u(n-M)) (4.1)

ifade edilir. Yapilan 6ngoriiniin dogrusal olup olmadig: ise, bu fonksiyonun kendisini
olusturan drneklerin dogrusal bir toplamindan olusup olusmadigina gore belirlenir. Eger 0

fonksiyonu u(n—1), u(n-2), ..., u(n-M) 6rneklerinin agsagidaki gibi
M

amn|U, )=y w, u(n-k) (4.2)
k=1

dogrusal toplamindan olusuyor ise, yapilan 6ngériiniin dogrusal ongorii (linear prediction)
oldugu soylenir. w_,,w_,, ...,w,, sabit katsayilardir. Boliim bagligindan da anlagilacag:

gibi, bu ve bundan sonraki tiim béliimlerde sadece dogrusal 6ngorii tizerinde durulacaktir.

u(n-1), u(n-2), ..., u(n-M) gegmis Ornekleri kullanilarak u(77) 6rneginin 6ngorilen
degerinin elde edilmesine, ileri yonde tek adunlik ongorii (one step prediction the
Jorward direction) veya kisaca ileri yonde ongorii (forward prediction) adi verilir.
Bir bagka ongori bigimi de, u(n-M) ge¢mis o6rnegine ait dngorilen degerin bu
ornekten sounra gelen w(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) o6rneklerinin kullanilarak elde
edilmesidir. Bu 6ngori bigimi ise, geri yonde ongorii (backward prediction) olarak
adlandinlir.

TR'.;}’;’T‘N"‘”';"‘
ERCRTT RuRLy
o UN. MERKSTH
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Bu bolimde, ileri yonde dogrusal 6ngorii ve geri yonde dogrusal ongorii  konulars
ele alinacaktir. Wiener filtre teorisi kullanilarak, karesel ortalama anlamda
optimum olan ileri ve geri yonde dogrusal ongoériiciiler tasarlanacaktir. Wiener
filtre teorisini uygulayabilmek igin de, ayrik zamanl: rasgele siirecin genis anlamda
duragan oldugu varsayilacaktir. Ayrica, hesaplamalarda kolaylik saglamasi
agisindan, sirecin sifir ortalamali oldugu da kabul edilecektir. Boliim 2’de de
anlatildig1 gibi, bu o6zelliklere sahip bir rasgele siirecin iliski matrisi Toeplitz
yapidadir. Toeplitz yap: ise, hesaplama yoniinden daha verimli algoritmalarin elde

edilmesine imkan saglar.

4.1 ileri Yonde Dogrusal Ongorii

u(n-1), wu(n-2), .., u(r-M) tap girislerine ve bu girislere karsi disen

W, Wy, ..., Wy, tap agirliklarina sahip dogrusal bir enine filtre ile olusturulan ileri

01>
yonde ongoriicii  (forward predictor), Sekil 4.1(a)’da gosterilmistir. Tap
giriglerinin, sifir ortalamali genis anlamda duragan bir rasgele siiregten elde
edildigi varsayilacak ve tap agirliklarinin ise, Wiener filtre teorisine uyacak sekilde
karesel ortalama anlamda optimum olduklari kabul edilecektir. Ongoriillen deger,
(4.2) esitliginde verilen #a(n|U, ) ifadesine ve istenen yanit d(n) ise, giris

siirecinin n anindaki 6rnek degeri u(n)’e esit olmaktadir.

d(n) = u(n) oldugu igin, » amindaki istenen yamit d(n) ile ongorilen degeri

n(n|U, ) arasindaki fark olarak tanimlanan ileri yonde ongorii hatasi

Su@y=u@~-a@n|U, ) (4.3)

olarak yazilir. Alt indis M, birim gecikme elemanlarinin sayisin, yani éngériiciiniin
derecesini belirtir. Py, minimum karesel ortalama ongorii hatasim (minimum mean-

squared prediction error) belirtsin.

By :E[lfM(”)Iz] (4.4)
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ugn)| 7! u(n—-1) » 2 u(n-2) u(n—M+l)’ 7 u(n—M)
A4 1
w,, w,, s Wit Wogs

l l l w(n|U,.,)

(a)

uin) | u(n-1) = u(n—2) . u(n-M+1) 2! u(n-M)

“;l.o a;l.] a;u,z v a;l,M—l 0;1,A1

Ju(n)
(b)
u(n) » M dereceli — Ja (1)
—» z [P ongoriich —p
+
Ongoril hata filtresi

(¢)

Sekil 4.1 (a) Tek adimli ileri yonde 6ngoriici; (b) 6ngorici hata filtresi,
(c) ongoruciu ile 6ngori hata filtresi arasindaki iligki (Haykin,1991)

Tap girislerinin sifir ortalamali kabul edilmesi nedeniyle, (4.3) esitligine gore, ileri
yonde ongorii hatasi da sifir ortalamali olacaktir. Bu durumda P/’ in alacag: deger,
ileri yonde ongorii hatasinin degisintisine esit olur. Oyleyse, bu kosullar altinda
Pic’e, “minimum karesel ortalama 6ngoéri hatasi” disinda, ensemble ortalamalt ileri
yonde ongérii hata giicii (ensemble-averaged forward prediction error power) ismi
de verilebilir. Bu nedenle, Py, bundan sonra, ileri yénde ongorii hata giicii olarak

adtandirilacaktir.
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who=[w,, w,, .., w,] (4.5)
Sekil 4.1(a)’da verilen ileri yonde ongoriiciiye ait M x 1 boyutlu w, optimum tap
agirlik  vektorinii elde edebilmek igin, (3.22) esitligiyle verilen normal
denklemlerini ¢ozmek gerekir. Bunun igin de; ilki, u(n~1), u(n-2), ..., u(n-M) tap
girislerine ait M x M boyutlu iligki matrisi ve ikincisi ise, bu tap girigleri ile istenen
yanit w(n) arasindaki M x 1 boyutlu capraz iligki vektérii olmak iizere, iki degere
gerek duyulur. P,’i hesaplayabilmek iginse, iginci bir deger olarak w(#)’in
degisintisine ihtiya¢ vardir. Asagida, bu ii¢ deger tek tek ele alinmaktadir:

1. u(n-1), u(n-2), ..., u(n-M) tap giriglerine ait M x 1 boyutlu tap girig vektoru
o (n-N=[u@n-1), u@m-2), .., un-M)] (4.6)

ile gosterildigi igin, bu tap girislerine ait iligki matrisi 6nceki iligki matrislerinden

farkli olarak
R=E[u(n-Du’(n-1)] (4.7)

esitligi ile tamimlanir, ama bu matrisin agilimi da, (2.12) ve (3.17) esitlikleriyle
verilen agilimlarin aynisidir.
2. u(n-1), u(n-2), ..., u(n-M) tap girigleri ile istenen yamt u(n) arasindaki ¢apraz

iligki vektori

E[u(n-Du"(n)] r(-1)

E[u(n-1)u"(m)] = E[u(n—:Z) u"(n)] r(:2) _y (48)

Elu(n-M)u"(n)]| |r(-M)

ile gosterilir.

3. u(n) sifir ortalamali oldugu igin, degisintisi (0) degerine esit olacaktir.

Wiener filtreye (Sekil 3.1) ait degerler ve bu degerlere karsi digen ileri yonde
ongoriicii (Sekil 4.1(a)) degerleri, Cizelge 4.1°de gosterilmistir. Cizelgenin son

siitunu, daha sonra ele alinacak geri yonde dngoriciye aittir.
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Cizelge 4.1 Wiener filtre degigkenlerinin 6zeti

Wiener filtre  Ileri yonde ongoriici  Geri yonde dngoriicii

Degiskenler (Sekil 3.1) (Sekil 4.1(a)) (Sekil 4.2(a))
Tap girig vektori u(rn) u(n-1) u(n)
istenen yanit d(n) u(n) u(n-M)
Tap agirlik vektorii Wo Wo g
Kestirim hatast e(n) Sr(n) bar(r)

Tap giriglerinin
iliski matrisi R R ' R
Tap girisleri ile

istenen yanit P r : r

arasindaki ¢apraz
iligki vektori

B *

Minimum karesel Jmin Py Py
ortalama hata

Boylece, cizelgede birbirine kargi diigen degerler kullanilarak, duragan girisler i¢in
(3.22) esitligiyle verilen normal denklemlerini buradaki ileri yonde ongori

problemine

Rw, =r (4.9)

seklinde kolayca uyarlayabiliriz. Benzer bigimde, (3.35) esitliginin ilk satin

kullanilarak ileri yonde 6ngéri hata giicii igin
P, =r@)-r"w, (4.10)

esitligi yazilabilir. (4.9) ve (4.10) esitliklerinden gorildagiu gibi, girig siirecine ait
r(k) oziligki fonksiyonunun k=0, 1, 2, ..., M zaman farklari i¢in aldig:1 (M+1) adet
deger, w, tap agirhik vektérini ve Py ileri yonde Ongoérii hata giiciinu

belirleyebilmek igin tek basina yeterli olmaktadir.
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4.1.1 lleri yonde 6ngorii hata filtresi

(4.2) esitligi (4.3) esitliginde yerine yazildiginda, ileri yonde dngdéri hatas:

S (1) =u(n)—§:w;k u(n—k) (4.11)
k=1

olarak elde edilir. k=0, 1,2, ..., M olmak tizere a,, ,, Sekil 4.1(a)’da verilen ileri

yonde 6ngoriiciiniin tap agirhiklari ile

1 , k=0
a =
ME T, k=12,..M . (4.12)

seklinde baglantili yeni bir enine filtreye ait tap agirliklari olsun. Bu yeni tap

agirliklart kullanilarak, (4.11) esitligi
M

fum) =2 ay, , u(n~k) (4.13)
k=0

seklinde tek bir toplam igerisinde yazilabilir. u(n), u(n-1), ..., u(n-M) orneklerini
giris olarak kullamp ¢ikiginda (4.13) esitligindeki ileri yonde ongorii hatasim
tireten enine filtreye, M. dereceden ileri yonde ongorii hata filtresi (forward

prediction error filter of order M) denir (Sekil 4.1(b)).

ileri yonde ongorii hata filtresi ile ileri yonde 6ngoriicii arasinda $ekil 4.1(c)’de
verilen blok diyagramdaki gibi bir iligki vardir. ileri yonde ongorii hata filtresinin
uzunlugu (tap agirhk sayisi) ongori filtresinden bir fazla olmasina kargin, her iki
filtrenin derecesi birbirine (M dereceli) esittir. Ciinkii, her iki filtrenin birim

gecikme elemanlarinin sayisi aymdir.
4.1.2 lleri yonde dngorii icin genisletilmis normal denklemleri
ileri yonde ongoriiciiniin tap agirhk vektoriini tanimlayan normal denklemleti (4.9)

ile ileri yonde ongorii hata giiciinii (4.10) birlegtirip (4.14) esitligindeki gibi tek bir

matris formunda yazmak mimkiandiir.
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LS
r Ri|{-w, 0

Esitligin solunda yer alan (M+1) x (M+1) boyutlu matris, daha once Boliim 2.2’de
(2.20) ve (2.24) esitlikleriyle de ele alinmis olup, u(n), u(n-1), ..., u(n-M) tap
giriglerine ait iligki matrisidir. R matris ise (4.7)’de verilmistir. Sol tarafin ikinci
terimi olan (M+1) x 1 boyutlu vektoriin agilimi1 (4.12) esitliginden goriilebilir. Sag

taraftaki vektoriin iginde yazili 0 vektér ise, M x 1 boyutlu bir sifir vektordiir.

Oyleyse, (4.14) esitliginin matris formunda agilimi

r(0) r(1) = M) Uy Py

,.(:_I) ,-(:0) r(M:*l) aA:,. _ 0 ‘ (4.15)

r(-M) r(-M+1) - r(0) Aps 0
olacaktir. (4.14) esitliginin sistem denklemi cinsinden agilimt

f @-iy=4m - 1=
a F(l—1)=
o 0, i=12,.,M (4.16)

seklinde (M+1) adet denklemden olusur. Gésterimde farkli ama igerikte birbirinin
aynist olan (4.15) ve (4.16) esitliklerinin her ikisi de, M. dereceden ileri yonde

ongori hata filtresinin genisletilmis normal denklemleri olarak adlandirilir.
4.2 Geri Yonde Dogrusal Ongorii

Baglangigta da belirtildigi gibi, geri yonde tek adimlik 6ngorii veya kisaca gerti
yonde 6ngorii islemi; bize verilmekte olan bir w(n), u(n-1), ..., u(n—M) zaman serisi
iginden u(n), u(n-1), ..., u(n—-M+1) d6rneklerini kullanarak, u(n-M) gegmis drnegine

ait ongorilen degerin elde edilmesidir.

u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) ornekleri tarafindan olusturulan M boyutlu uzay, U, ile

ve u(n—-M) drneginin bu ornekler kullanilarak ongériilen degeri de, #(n—M |U,) ile

gosterilsin. Geri yonde dogrusal 6ngorii islemi ile elde edilen #(n—M |U,) degeri
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M
i(n-M|U,)=> gru(n—k+1) (4.17)

k=1

esitligi ile gosterilir. g1, g2, ..., g tap agirliklanidir. (4.17) esitligi ile tamimlanan

geri yonde dngorici Sekil 4.2(a)’da verilmistir.

u(n 1 -1 L =MD ) o | u(n—M)
g g3 Ihi

wn-M|\U,)

— —p
(a)
u(n — u(n—1 . um-M+1 R K n—M)
Ciro Car S Cht -1 Cat
by (1)
(b)

Sekil 4.2 (a) Tek adiml1 geri yonde 6ngériicii; (b) geri yonde 6ngéri hata filtresi
(Haykin,1991)

Geri yonde 6ngoriide istenen yamit d(n) = u(n—-M) olduguna gore, istenen yanit ile

ongorilen degeri #(n—M |U,) arasindaki fark

by, (my=um-M)—iamn-M\U,) (4.18)

geri yonde ongorii hatasmi (backward prediction error) verir. lleri yonde ongoride
oldugu gibi burada da alt indis M, birim gecikme elemanlarinin sayisini, yani geri

yonde ongoriiciiniin derecesini belirtmektedir.
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Geri yonde 6ngériiciiye ait minimum karesel ortalama éngorii hatasi
P, =E[lb,m] (4.19)

olmaktadir. Py ayni zamanda, ensemble ortalamalr geri yonde ongorii hata giicii
olarak da adlandirilabilir. Ciinkii, tap girisleri burada da sifir ortalamali kabul

edilmektedir.

gT:[gl, gz: tery gM] (420)

Sekil 4.2(a)’da verilen geri yonde 6ngoriiciiye ait M x 1 boyutlu g optimum tap
agirlik  vektorini  elde edebilmek igin, (3.22) esitligiyle verilen normal
denklemlerini ¢ozmek gerekir. Bunun igin de; ilki, u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap
giriglerine ait M x M boyutlu iligki matrisi ve ikincisi ise, bu tap girigleri ile istenen
yamt u(n—M) arasindaki M x 1 boyutlu gapraz iligki vektori olmak iizere, iki degere
gerek duyulur. P,’i hesaplamak iginse, uglincii bir deger olarak w(n-M)’in
degisintisine ihtiya¢ vardir. Asagida, bu t¢ deger tek tek ele alinmaktadir:

1. u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap giriglerine ait M x 1 boyutlu tap girig vektori

u’ () =[u@), u@m-1), .., wu@-M+1)] (4.21)

ile gosterildigi igin, bu tap girislerine ait iligki matrisi (2.11) ve (2.12) esitlikleriyle

verilen iligki matrisinin aynisidir.
R=E[u(@u’(n)] (4.22)

2. u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap girigleri ile istenen yamt wu(n—-M) arasindaki

capraz iliski vektori

Elu(mu’(n-M)] r(M)

E[u(n-Du"(n-M)] | _|r(M-D}|_ ,. (4.23)

E[u(mu"(n-M)]=

Elu(n—-M +D)u"(n—-M)] r(1)
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ile gosterilir. Burada, 6ziliski fonksiyonunun r(-k) = r*(k) seklinde tanimlanan
Hermitian 6zelliginden yararlanilmigtir.

3. u(n-M) sifir ortalamalt oldugu igin, degigintisi #(0) degerine esit olacaktir.

Cizelge 4.1’in son siitununda 6zetlenmis geri yonde ongériiciiye ait gesitli degerler
ile bu degerlere karst diisen diger degerler kullanilarak, duragan girisler igin (3.22)

esitligiyle verilen normal denklemlerini buradaki geri yénde ongérii problemine
Rg=r"" (4.24)

seklinde kolayca uyarlayabiliriz. Benzer bigimde, (3.35) esitliginin ilk satiri

kullanilarak geri yonde ongori hata giici igin
P, =r0)-r""g (4.25)

esitligi yazilabilir. (4.24) ve (4.25) esitliklerinden goérildiagi gibi, giris siirecine ait
r(k) oziligki fonksiyonunun k=0, 1, 2, ..., M zaman farklar1 igin aldig1 (M+1) adet
deger, g tap agirhik vektoriini ve Py geri yonde oOngori hata gilicini

belirleyebilmek igin tek bagina yeterli olmaktadir.
4.2.1 Geri ve ileri yonde ongoriiciiler arasmdaki iliski

Ileri yonde ongoriiciiye ait (4.9) ve geri yonde ongoriiciiye ait (4.24) esitlikleri
birbiriyle karsilagtirildiginda, (4.24) esitliginin sag tarafindaki vektériin (4.9)
esitliginin sag tarafindaki vektorden iki gekilde farkli oldugu goriliir:

1. Elemanlart geri yonde diizenlenmisgtir.

2. Elemanlarinin kompleks eslenigi kullanilmistir.

Bu iki fark: ortadan kaldirmak igin, (4.24) esitliginin sagindaki vektoriin elemanlari
once geri yonde diizenlenecek ve sonra da elde edilen esitligin kompleks eslenigi

alinacaktir.

Geri yonde dizenleme isleminin (4.24) esitliginin solunda kalan R iligki matrisi
uzerindeki etkisi, bu matrisin transpozuna R? = R7 esit olmaktadir. Ashinda, bir

matrisin geri yonde diizenlenmesi demek, o matrisin 6nce siitunlarinin sonra da
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satirlarinin (veya once satirlarinin sonra da siitunlarinin) geri yonde diizenlenmesi
demektir. Ancak, R iligki matrisi Toeplitz ozellikli oldugu i¢in, geri yonde
diizenleme islemi ile elde edilen R® matrisi onun transpozuna R” esit olmaktadir.

Oyleyse, (4.24) esitliginin geri diizenlenmis versiyonu
R g’ =r (4.26)

olacaktir. ikinci farki ortadan kaldirmak igin, geri yonde diizenlenmis bu esitligin

her iki tarafinin kompleks eglenigi alinir ve
RY g =r (4.27)

elde edilir. R matris Hermitian matris (R = R”) olduguna gore, bu son esitlik

Rg™ =r (4.28)

haline gelir. Gorildagi gibi, geri yonde Ongériu igin (4.24) esitligiyle verilen
normal denklemleri, sag taraftaki farklarin ortadan kaldirilmasi sonucu (4.28) ile
verilen son halini almistir. (4.9) ile (4.28) karsilastirildiginda, geri yonde ongoriide
kullanilan tap agirliklar ile ileri yonde ongoriide kullanilan tap agirliklar arasinda

g’ =w (4.29)

0

seklinde bir iligkinin oldugu ortaya ¢ikar. (4.29) esitligi sunu ortaya koyar: bir geri
yonde ongoriici, tap agirliklar geri yonde diizenlenip kompleks eslenikleri alinmak

suretiyle, ileri yonde éngériiciye doniigtiiriilebilir.

Simdi ise, geri yonde oOngori hata giicii ile ileri yonde 6ngoérii hata giiciiniin

birbirine esit oldugu gosterilmeye galisilacaktir. Bunun igin énce, (rg)” =r” g°

oldugunun anlagilmasi gerekir. Buna gore, geri yonde diizenleme islemi tranzpoz

isleminden farklidir ve bir vektér g¢arpiminin geri yonde dizenlenmesi demek,

carpimdaki her bir vektortn tek tek geri yonde diizenlenmesi demektir. Oyleyse,
BT

r’" g=r" g” esitligi goz oniinde bulundurularak geri yonde ongérii hata giicii igin

verilen (4.25) esitligi,



52

P, =r(0)-r"g" (4.30)

seklinde yazilabilir. Py, ve r(0), her zaman igin gergel degerlidir. Bu nedenle, her

iki tarafin kompleks eslenigi alindiginda,

P, =r(0)-r?g”" (4.31)

esitligi elde edilir. (4.29) esitligi (4.31) esitliginde yerine yazilacak olursa, (4.10)
ile verilen ileri yonde ongérii hata giiciine ulagilir. Buradan da gorilar ki: ileri ve
geri yonde ongorii hata giigleri birbirine esittir. Dolayisiyla, her iki giictin de Py ile

gosterilmesinde higbir sakinca yoktur.
4.2.2 Geri yonde ongorii hata filtresi

Geri yonde dogrusal ongoriyii tanimlayan (4.17) esitligi (4.18) esitliginde yerine

yazilarak, geri yonde ongori hatasi

M
by (n) =u(n-M)-> g u(n—k+1) (4.32)
k=1
bigiminde de ifade edilebilir. Girig-¢ikig iligkili bir esitlik elde edebilmek igin,
(4.32) esitliginin tek bir toplam iginde yazilmasi gerekir. Bu amagla, geri yonde

ongoru filtresine ait g tap agirliklari ile u(n—M) istenen yanitina ait 1 katsayisini

(433)

Cat.k

. —gk+] > k:(),l,.--,M_l

seklinde birlikte igeren yeni tap aglrllkl'arn tantmlansin. Bu durumda (4.32) esitligi,
M

by ()= ¢, u(n—k) (4.34)
k=0

halini alir. Giris ile ¢ikis arasindaki iliskiyi belirten tiirden olan bu eysitlige gore
geri yonde ongori hatasi by(n), girisleri u(n), u(n-1), ..., u(n-M) ve tap agirliklar

iS€ €y 05Car» --»Crry Olan bir enine filtrenin gikist olarak gosterilebilir. Boyle bir
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enine filtre Sekil 4.2(b)’de gosterilmis olup, M. dereceden geri yonde éngorii hata

filtresi olarak adlandirilir.

Geri yonde ongoricunin tap agirhiklarini ileri yonde éngéricinin tap agirhiklar

cinsinden tamimlayan (4.29) esitliginin a¢ik formu ve bu agik formun egdegeri

g;l—lnl : wok > k = 17 2’ 7M

(4.35)
T =Worpn > K=12,..M
seklinde olmaktadir. (4.35) esitligi (4.33) esitliginde kullanildiginda,
woo ., k=01,.,M-1
Car ok :{ ‘;‘M f i = (4.36)

geri yonde 6ngori hata filtresinin tap agirliklar: ileri yonde éngéri filtresinin tap
agirhiklant cinsinden yazilmig olur. Benzer gekilde, (4.12) esitligi de (4.36)

esitliginde kullanilarak,

Cun = GX},M_k , k=0,1,...M (4.37)

ileri yonde ongori hata filtresinin tap agirliklari ile geri yénde ongérii hata
filtresinin tap agirhiklar1 arasindaki iligki elde edilir. Bu son esitlik (4.34)

esitliginde yerine yazilirsa,
M

by () =y, u(n—k) (4.38)
k=0

oldugu goriiliir. (4.37) ve (4.38) esitliklerinden su sonug ¢ikanlir: duragan girisler
i¢in ileri ve geri yonde ongorii hata filtreleri birbiriyle tam bir iliskili i¢indedir ve
bu iliski sayesinde (tap agirliklari geri yonde diizenlenip kompleks eslenikleri
alinarak), ileri yonde ongoru hata filtresi kendisine karsi diisen geri yonde ongéri

hata filtresine doniistiiriilebilir.
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4.2.3 Geri yonde ongorii icin genisletilmis normal denklemleri

Geri yonde oOngoriciiniin tap agirlik vektdriinii tanimlayan normal denklemleri
(4.24) ile geri yonde 6ngorii hata giiciinii (4.25) birlestirip (4.39) esitligindeki gibi

tek bir matris formunda yazmak miimkiindiir.

R Bl 0
o I (4.39)

r r(0) 1 P,
Esitligin solunda yer alan (M+1) x (M+1) boyutlu matris, daha énce Boliim 2.2°de
(2.21) ve (2.26) esitlikleriyle de ele alinmig olup, u(n), u(n-1), ..., u(n-M) tap
giriglerine ait iligki matrisidir. R matris ise (4.22)de verilmistir. Sol tarafin ikinci

terimi olan (M+1) x | boyutlu vektériin agilimi (4.33) esitliginden goriilebilir.

Oyleyse, (4.39) esitliginin matris formunda agilimi

r(0) r(1) = r(M) Y 0
rcy @ e rMEDE) (440)
. . . . aM‘l 0

r(-M) r(-M +1) --- r(0) a;m P,
olacaktir. (4.39) esitliginin sistem denklemi cinsinden agilim1

5 {)
ay . rA—i)=
s M A -1 PM

(4.41)
seklinde (M+1) adet denklemden olusur. Gosterimde farklt ama igerikte birbirinin
aynis1 olan (4.40) ve (4.41) esitliklerinin her ikisi de, M. dereceden geri yonde

ongori hata filtresinin genigletilmis normal denklemleri olarak adlandirihir,

(4.40) esitligindeki iligki matrisi ile (4.15) esitligindeki iligki matrisinin tipa tip
ayni olmasi, ileri ve geri yonde ongori hata filtrelerinin ayni tap giriglerine
u(m), u(n-1), ..., u(n-M) sahip olmasindan dolayidir. Ayrica (4.40) esitligi, (4.15)

esitliginin geri yonde diizenlenip kompleks esleniginin alinmig halidir.
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4.3 Levinson—Durbin Yinelemesi

Burada, ongorii hata filtresinin tap agirliklarini ve éngorii hata giiciinii hesaplamak
igin genisletilmis normal denklemlerini ¢6zen bir metot tanitilacaktir. Bu metot,
yinelemeli (recursive) bir yapiya sahiptir ve filtrenin tap girislerine ait iligki
matrisinin Toeplitz ozelliginden faydalanmaktadir. Levinson—Durbin yinelemesi
(Levinson—Durbin recursion) olarak bilinen bu metot, ilk defa Levinson (1947)
tarafindan ortaya konulmus ve daha sonra da Durbin (1960) tarafindan bagimsiz
olarak yeniden formiile edilmigtir. Bu metot m. dereceden ongorii hata filtresine ait
genigletilmis normal denklemlerin ¢6ziimiinii bulmak i¢in, (m-1). dereceden 6ngorii
hata filtresine ait genigletilmis normal denklemlerin ¢6zimiinden yararlanir.
Filtrenin son derecesi M ile gosterildiginde, m = 1, 2, ..., M olmaktadir. Bu
metodun onemli o6zelligi, hesaplama verimliligidir; ¢inkd, yapilan islemlerin
(carpma veya bdlme) sayisinda ve kullanilan bellek miktarinda diger metotlara gore
biyiik bir tasarruf saglamaktadir. Bu metodu elde etmek igin, ileri ve geri yonde

ongoricilerin matris formundaki gosterimleri kullanilacaktir.

m. dereceden ileri yonde 6ngoérii hata filtresine ait (m+1) x 1 boyutlu tap agirlik
vektoriu a,, ile gosterilsin. Bu durumda bu ileri yonde 6ngori hata filtresine kargt
diigen geri yonde 6ngori hata filtresine ait (m+1) x 1 boyutlu tap agirlik vektori, a,,

vektoriinin elemanlarinin geri yonde diizenlenip kompleks esleniklerinin alinmasi

ile elde edilen aZ" vektoru ile gosterilir. Oyleyse, (m—1). dereceden ileri yonde

ongori hata filtresine ve bu filtreye karsi diigen geri yonde ongéri hata filtresine
ait m x 1 boyutlu tap agirlik vektorleri de, a,, ve al" vektorleri ile gosterilir.

Levinson-Durbin yinelemesi, asagida verilen iki egdeger gosterimden birisi
kullanilarak ifade edilir:

1. lleri yonde ongorii hata filtresinin tap agirlik vektori

a = am—l +r O 442
m 0 m a}::‘ ( . )

seklinde derece bakimindan giincellestirilir (order-updated). I',,, sabit bir sayidir.

Bu derece giincelleme esitliginin skaler formda yazilimi
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Ay = Ay + 1, a, k=0,1,.,m (4.43)

m-m-k >

seklindedir. a,,,, m. dereceden ileri yonde 6ngoru hata filtresinin k. tap agirhgidir.
Benzer sekilde a, ,,, (m-1). dereceden ileri yonde ongori hata filtresinin £. tap
agirhg: ve a,,,, . ise, buna kargi diigen (m—-1). dereceden geri yonde 6ngorii hata

filtresinin k. tap agirh@idir. Ayrica (4.43) esitliginde, (4.12) esitliginden dolay:

a, ., =1 ve (4.42) esitliginden dolay1 da a =0 olmaktadir.

m—1,m

2. Geri yonde ongori hata filtresinin tap agirlik vektora

0 a
it* * m-1 .
am = . +rm 4.
[] [ 0 ] (40

seklinde derece bakimindan giincellestirilir. Bu derece giincellemenin skaler

formda yazilimi

L — *
a .m—k =a

m. m-1,m—

k+rr: am—l,k » k’:O,lr"'am (445)

seklindedir. a, m. dereceden geri yonde Ongoérii hata  filtresinin k. tap

m,m-k >

agirhigidir. Diger elemanlar ise, (4.43) esitligindeki gibi tanimlanir.

I'w sabitinin, Levinson-Durbin yinelemesinin gegerliligini dogrulamak igin
saglamak zorunda oldugu kosulu belirlemek iizere yu dort asama takip edilir:

1. (4.42) esitliginin her iki tarafi m. dereceden ileri yonde 6ngorii hata filtresinin
u(n), u(n-1), ..., u(n~m) tap girislerine ait (m+1) x (m+1) boyutlu R+, iliski matrisi

ile soldan ¢arpildiginda, (4.15) esitligine benzeyen bir esitlik

0

m

P
R,.a, =[ mj| (4.46)

elde edilir. P,, ileri yonde ongérii hata giicii ve 0, ise, m x 1 boyutlu sifir
vektordiir. Ry,+; matrisi ile 0, vektoriine ait (m+1) ve m alt indisleri bunlarin
boyutlarint belirtirken, P, skaleri ile a, vektorine ait m alt indisi yapilan

ongorinin derecesini belirtir.
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2. (4.42) esitliginin sag tarafindaki ilk terim igin Rn+ matrisinin (2.21) esitligine

benzeyen pargalanmig hali

R
R — m m 4.47
! ‘[r” r(O)iI ( )

n

kullanilacak olursa,

a R r?||a R_a
R m-1| _ m m m-11_ m “m-1 4 .48
[ o} [ r«»M 0} [} - (445)

elde edilir. R_, u(n), u(n-1), ..., u(n-m+1) tap giriglerine ait m x m boyutlu iligki
matrisi ve r’" ise, bu tap girigleri ile w(n—m) istenen yanit1 arasindaki m x 1

boyutlu ¢apraz iligki vektoridir.

(m-1). dereceden ileri yonde ongorii hata filtresi igin genigletilmis normal

denklemleri, (4.46) esitliginde de oldugu gibi, (4.15) esitligine benzer sekilde

Pm—l
R,a,, = 0 (4.49)

m-1

yazilabilir. Ayrica,

am—l,o

A

m-1

a
=2 a, =[rm), r@-m), ., rD] "M

am—l.m—l (450)

m 1

=D d, 4y r(k—m)
k=0

seklinde bir A, skaleri tanimlansin. Bu durumda, (4.49) ve (4.50) esitlikleri (4.438)

esitliginde yerlerine yazilarak,
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am‘l _
Rm+l 0 - om—l ( 451 )

esitligine ulasilir. Boylece, (4.42) esitliginin sag tarafindaki ilk terimin R,
matrisi ile soldan garpilmasi sonucunda (4.51) esitligi elde edilmis olur.
3. (4.42) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim i¢in R,+; matrisinin bu defa (2.20)

esitligine benzeyen bir diger par¢alanmig hali

r R

1] m

R, {r(o) o } (4.52)

kullanilacak olursa,

0 0 H O H _B* )
R,.| .. |= r(0) o B (4.53)
am~l rm Rm am~1 Rm am-l

elde edilir. R_, u(n-1), u(n-2), ..., u(n-m) tap girislerine ait m x m boyutlu iliski

m?

matrisi ve r, ise, bu tap girigleri ile #(n) istenen yanit1 arasindaki m x 1 boyutlu

H _B*

capraz iliski vektorudir. r, a,, skaler degeri ise,

S

m-1,m-1

a

. -
o ay =[r@), r@, ., r@m]

), | (4.54)

M=

a:n—l,m—l r(l)

-
)
=N

I
>,

olmaktadir. (m-1). dereceden geri yonde 6ngoérii hata filtresi igin genisletilmis

normal denklemleri, (4.40) esitligine benzer sekilde

R_a®" = [0'""] (4.55)
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yazilabilir. (4.54) ve (4.55) esitlikleri (4.53) egitliginde yerlerine yazilarak,

0
Rm{l a.::l =

esitligine ulasthir. Boylece, (4.42) esitliginin sag tarafindaki ikinci terimin Ry

>

m-1

(4.56)

5 5

matrisi ile soldan garpilmasi sonucunda (4.56) esitligi elde edilmis olur.

4. (4.42) esitliginin her iki tarafinin R+ matrisi ile soldan ¢arpiminda 1., 2. ve 3.
asamalarda elde edilen (4.46), (4.51) ve (4.56) sonuglari kullamildiginda,

1) m—1 m—1
[Om} = Om—l +rm Om—l (457 )
" Am—l Pm—l

esitligi elde edilir.

(4.57) esitliginin sol ve sag tarafindaki vektorlerin ilk elemanlaryla,

])m = I)m—l + 1_‘m A*m-l (458)

esitligi ve son elemanlariyla da,

0=A,,+T,P (4.59)

m " om-1

esitligi yazilabilir. (4.59) esitliginden, I',, sabiti igin

Am—l
r - (4.60)

m-1

yazilir. (4.60) esitligi kullanilarak (4.58) esitliginde A,_; yok edilirse,
P,=P, (-|T,") (4.61)

seklinde ongérii hata giiciine ait derece giincelleme esitligi elde edilir.
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Ongori hata filtresinin derecesi (m) arttirilirsa, 6ngérii hata giiciiniin bu dereceye
kars1 gelen degeri (P») azalir veya ayni kalir; ama, asla artmaz. (4.4) ve (4.19)
esitliklerinden goriilebilecegi gibi, P, asla negatif deger de alamaz. Oyleyse, P,

ongori hata giiciiniin alacag: degerler her zaman igin

O<P, <P, , mz2l (4.62)

kosulunu saglamak zorundadir. Yine (4.4) ve (4.19) esitlikleri yardimiyla,

baslangi¢ durumu olarak kabul edilen m =0 igin
P, =r(0) (4.63)

yazilabilecegi gorilir. Cinki bu durumda, fo(1#7) = bo(n) = u(nn) olmaktadir. (4.61)
esitligine m=1 ile baslaytp her defasinda 1 arttinlarak m=M degerine

gelindiginde, M. dereceden ongori hata filtresine ait 6ngoéri hata giici igin
M

B, =R]]C-IT, P : (4.64)
m=1

esitligi elde edilir.

4.3.1 Ay ve I'yy parametrelerinin anlami

Levinson-Durbin yinelemesinin M. dereceden olan bir Ongorii hata filtresine

uygulanmasi1 sonucunda ortaya g¢ikan I',, parametreleri (1<m<M), yansima

katsayilar: (reflection coefficients) olarak adlandirilir. (4.61) ve (4.62) esitlikleri

g0z onine alindiginda, yansima katsayilarinin her m degeri igin

IT, |<1 (4.65)

kosulunu saglamasi gerekir. Ayrica (4.43) esitliginden, m. dereceden 6ngoérii hata

filtresi igin I',, yansima katsayisinin filtrenin son tap agirligina a,,, esit oldugu

I,=a (4.66)

goralar.
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A1 parametresi ise, ileri yonde ongori hatast f, ,(n) ile geciktirilmis geri yonde

ongori hatas:1 b, ,(n—1) arasindaki g¢apraz iliski

A, =E[b, ,(n-1) f, ()] (4.67)

olarak agiklanabilir. f,,(n), (m—1). dereceden ileri yonde ongérii hata filtresinin
u(n), u(n-1), ..., u(n-m+1) tap girislerine karsihik orettigi ¢ikis. ve b, ,(n-1) ise,

(m-1). dereceden geri yonde 0ngorii hata filtresinin u(n-1), u(n-2), ..., u(n—m) tap

giriglerine kargtlik trettigi ¢ikigtir.

fo(m) =b,(n) = u(n) : (4.68)
oldugundan dolayi, (4.67) esitliginde m =1 igin

Ay =E[b,(n=-1) fy(m)1=E[u(r-Du"(n)]=r(-1) (4.69)

yazilabilir.

P, , degeri, f, ,(n) ileri yonde 6ngérii hatasinin karesel ortalama degeri olarak ele

alinir ve (4.67) esitligi (4.60) esitliginde yerine yazilirsa, I',, icin ikinci bir esitlik

E[b —1(”"’1)fr;—1(”)]
I =——L% = 7
ELl /() ] (470)

elde edilir. Bu esitligin sag tarafi, (-) isareti haricinde, kismi iligki katsayisi
(partial correlation coefficient, PARCOR) olarak adlandirilir. Bu terminoloji,
istatistiksel literatirde yaygin bir sekilde kullanilmaktadir (Box ve Jenkins, 1976).
Oyleyse, yansima katsayis1t PARCOR katsayisinin negatifi olarak tanimlanabilir.

Yanstma katsaytlarinin bir bagka oOzelligi ise; aldiklar1 degerlere bakilarak,
kendileri ile iligkili ileri yonde 6ngori hata filtresinin minimum fazli ve geri yonde
ongori hata filtresinin ise maksimum fazli olup olmadiginin belirlenebilmesidir.
Burada ispat1 ile ilgilenilmediginden, yansima katsayilarinin bu o6zelligi sadece

teorisi verilerek agagida iki madde halinde kisaca anlatilmigtir.
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1. m. dereceden bir ileri yonde oOngorii hata filtresine ait H, ,(z) transfer

fonksiyonunun z-diizleminde bulunan birim dairenin ilizerinde veya diginda higbir
sifirinin olmamasi, yani tim sifirlarinin birim daire igerisinde kalmasi igin, bu ileri

yonde ongorii hata filtresine iligkin yansima katsaytlarimin |T,|<1 kosulunu

saglamasi gerekir. Bu kosulu saglayan filtrelere ise minimum fazli denir. Cinki bu
ozellikteki filtreler, belli bir genlik yanmitina kargilik birim dairenin tam iizerinde
segilecek her z degeri ig¢in minimum fazli yanita sahi[; olabilmektedirler
(Oppenheim ve Schafer, 1975).

2. Yukanda belirttigimiz m. dereceden ileri yénde 6ngorii hata filtresine kargt

digsen m. dereceden geri yonde ongorii hata filtresine ait transfer fonksiyonu
", (z=z" H}'m(l/z*)

seklindedir ve |I,|<1 kosulunun saglanmasi durumunda tim sifirlars,

z-diizleminde bulunan birim dairenin diginda yer alir. Bu tir filtrelere ise

maksimum fazlr denir (Oppenheim ve Schafer, 1975).
4.4 Kafes Ongoriiciiler

Ileri ve geri yonde ongoru hata filtreleri, Sekil 4.1 ve 4.2°de oldugu gibi, enine
filtre yapisi kullanilarak gergeklestirilebilir. Bunun disinda, her iki filtreyi tek bir
yapida birlestiren ve kafes ongoriicii (lattice predictor) olarak adlandirilan bir
baska filtre yapisi daha vardir. Bir kafes 6ngériicii, her biri kafes goérinimli olan
birden fazla modiiliin birbiri ardina kaskad baglanmasindan olusur. Kafes
ongoricide bulunan modiil sayisi, 6ngérii hata filtresinin derecesine. esittir. Bu
nedenle, m. dereceden bir ongori hata filtresinin kafes ongoriicii ile yapilan

gergeklestirmesinde m adet modiil bulunur.
4.4.1 Ongirii hatalanmn derece giincelleme yinelemeleri

Kafes Ongoriiciiye ait girig-¢ikis bagintilari gesitli yollardan elde edilebilir. Burada
bu bagintilar1 elde etmek igin, Levinson—Durbin yinelemesinden yararlanilacaktir.

Oncelikle, tap girisleri (), u(n-1), ..., u(n—m) olan m. dereceden ileri yonde

ASYON MERKez]
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ongoru hata filtresin ait (m+1) x 1 boyutlu wm+i(#) vektériiniin, (2.25) ve (2.27)
esitliklerinde gosterildigi gibi,

u, (1)
u,, ()= ———- (4.71)
u(n—m)

seklinde veya esdegeri olan

U, (1) =|-————- (4.72)

seklinde yazilabilecegi hatirlanmalidir. wp,+1(#) vektdriiniin (4.42) esitliginde
verilen m. dereceden ileri yonde ongorii hata filtresine ait (m+1) x 1 boyutlu tap
agirlik vektori a, ile i¢ garpimi1 sonucunda ortaya gikan her bir terim, soldan saga
dogru sirasiyla asagida ele alinmistir:

1. Esitligin sol tarafi

Sy =2, u,,,.(n) (4.73)

2. Esitligin sag tarafindaki ilk terim igin wu,+1(n) vektoriinin (4.71) esitligiyle

verilen agilimi kullanilarak,

[af;_, : O]um,(n) = [af,_, : O] —————

=a"_ u,(n) (4.74)

:- m»~|(”)

yazilabilir.
3. Esitligin sag tarafindaki ikinci terim igin w,.1(n) vektdriniin (4.72) esitligiyle

verilen agilimi kullanilarak,
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u(n)
o & Ju,m=fo i Al -----
u,(n-1)
=a2" u (n-1) (4.75)
=b, ,(n-1)

yazilabilir. b, ,(n—1), (m-1). dereceden geri yonde 6ngoéri hata filtresinin ¢ikisinda
tiretilen b, ,(n) hatasinin geciktirilmigidir. (4.73), (4.74) ve (4.75) esitlikleriyle

verilen sonuglar kullanildiginda, a” u_,,(») i¢ carpimi igin

Sl = [ +T0 8, (n-1) ' (4.76)

elde edilir.

m. dereceden geri yonde oOngoérii hata filtresinin de aymi tap girislerine
u(n), u(n-1), ..., u(n-m) sahip olmasi nedeniyle, u,,(r1) vektorinin (4.71) ve
(4.72)’deki pargalanmis halleri geri yonde éngérii igin de aynen gegerlidir. u,+1(n)
vektoraniin (4.44) esitliginde verilen m. dereceden geri yonde ongori hata filtresine
ait (m+1) x 1 boyutlu tap agirlik vektorii a2” ile i¢ ¢arpimi sonucunda ortaya gikan
her bir terim, soldan saga dogru sirasiyla asagida ele alinmistir:

1. Esitligin sol tarafi
b,m)=al"u,  (n) (4.77)

2. Esitligin sag tarafindaki ilk terim igin w,.(n) vektoriinin (4.72) esitligiyle

verilen ag¢ilimi kullamlarak,

u(n)
[0 : af:l]“nnl("):[o : aZTI] _____
u,(n-1)
=a’ u (n-1) (4.78)
=b ,(n-1)

yazilabilir.
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3. Esitligin sag tarafindaki ikinci terim igin up.1(n) vektoriniin (4.71) esitligiyle

verilen agilim1 kullanilarak,

[afnl—l : O]“m+1(n) = [alr:—l : 0] —————

=a, (1) (479)

= fm—l (n)

yazilabilir. (4.77), (4.78) ve (4.79) esitlikleriyle verilen sonuglar kullanildiginda,

@) u,,,(m)=a" u,,, (1) i¢ carpimi igin

b, (1) = b, (1= +T, f,,() (4.80)

elde edilir.

(4.76) ve (4.80) esitlikleri, kafes Ongoériiciinin m. modiline ait girig-gikig
bagintilaridir ve derece giincelleme yinelemeleri olarak adlandirilir. Bu iki esitlik,

matris formunda da

L] (1 T fua() 3 -
[bm(”)]_[r l][bm_,(n—l)] > m=12,..M (4.81)

m

yazilabilir. b,_,(n) geri yonde 6ngorii hatasina
b, (n-1)=z"[b,,(n)] (4.82)

seklinde z™' birim gecikme operatorii uygulanarak, b ,(n—1) geri yonde ongori
hatas: elde edilir. Diger bir deyisle, b, ,(n—1) hatas1, b, ,(n) geri yonde 6ngéri

hatasimin birim geciktirilmigidir. (4.81) ve (4.82) esitlikleri kullanilarak, kafes
ongoriicinin - m. modili Sekil 4.3(a)’da verilen isaret akig diyagramiyla
gosterilebilir. z birim gecikme operatorinii gosteren blok diginda, tiim
diyagramin kafes goriiniimiinde olmas:t nedeniyle adina kafes Ongorici

denilmektedir.



66

f m—l(n)
bm—l(n) |
.__ﬂ z~l
@
Jo(m Jia() . Ju(n)
Ty
u(n)
—p—
T
b,(n) by, (1) ] b, (1)
S —p
AN - _/
VT
Modul M
®

Sekil 4.3 (a) Kafes ongoriiciiniin m. modiili igin igaret akis diyagrama; (b) M.
dereceden ongorii hata filtresi i¢in egdeger kafes modeli (Haykin,1991)

Her iki sekilden de goriilebilecegi gibi, I';, yansima katsayist m. modiliin sahip
oldugu tek parametredir ve bu parametrenin diginda m. modili belirleyebilecek
baska bir parametre yoktur. Oyleyse, kafes ongoriiciinin m. modili I',, yansima

katsayisi tarafindan tek olarak belirlenir demek yanliy olmaz.

Baslangig durumu m = 0 oldugu igin, Levinson-Durbin yinelemesinde (4.68) ile
verilen fo(n) = bo(n) = u(n) esitligine sahip oluruz. u(n), kafes dngoriiciiniin »
amindaki girisidir. Boylece, m=1 ile baglayip her defasinda filtrenin derecesi 1
arttirildiginda, M. dereceden o6ngorii hata filtresinin Sekil 4.3(b)’de gosterilen

esdeger kafes modeline ulagilmig olur. Bu sekle gore; M modilla bir kafes filtreyi
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olusturabilmek igin, her bir modiliinde bir tanesi kullamilmak tzere I,T,,....,T},
yansima katsayilarinin bilinmesi gerekir. Kafes filtrenin daha ¢ok tercih
edilmesinin nedenleri:

1. Kafes filtre, ileri yonde 6ngorii hata dizisi f,(n), £,(n),..., f,,(n) ile bu diziye
kars:1 gelen geri yonde ongorii hata dizisini b,(n),bz(n),...,bM.(n) birlikte lreten
oldukga verimli bir yapiya sahiptir. Ornegin; 5,(n),5,(n),...,b,,(n) hata dizisi enine
filtre kullanilarak iiretilmek istenirse, toplam A/ adet ayri filtre kullanilmasi
gerekir. Cuinkii, dizideki her bir hata farkli dereceli bir enine filtre tarafindan
uretilebilir, yani b,(n) hatasimi iiretmek igin 1. dereceden, b,(n) hatasi igin 2.
dereceden ve diger hatalan iiretmek igin de benzer gekilde farkli dereceden enine
filtrelerin kullanilmas1 gerekir. Oysa, M modiillii (veya M. dereéeden) tek bir kafes

filtre kullanilarak, sadece b,(n),b,(n),...,b,,(n) hata dizisi degil, ayn1 zamanda buna
kargt diisen f,(n), £,(n),..., f,,(n) hata dizisi de uretilebilmektedir.

2. Kafes filtre modiiler yapidadir. Bu nedenle, 6ngorii derecesini arttirmak igin bir
veya istenild'igi kadar fazla sayida modiil ilave edilebilir. Yapilan bu ilave, daha
onceki hesaplamalar higbir sekilde etkilemez.

3. Kafes filtrenin modilleri birbirinden ayrnlabilir 6zelliktedir. Ciinkii, genis
anlamda duragan girigler i¢in kafes 6ngoriicu tarafindan iiretilen geri yonde ongorii
hatalar1 birbirine dik (orthogonal) olmaktadir. Bu o6zellik sayesinde, kafes
Ongoriiciiniin derecesini azaltmak igin istenildigi kadar modiil ¢ikarilabilmektedir.
Ilave isleminde oldugu gibi, modiil ¢ikarma islemi de daha once yapilan
hesaplamalan etkilemez. '

4. Kafes filtrelerin minimum fazli olup olmadiklarin1 belirlemek daha kolaydir.

Ciinkii, bunu belirlemek igin sadece, yansima katsayilarimn |I,|<1 kosulunu

saglayip saglamadigina bakmak yeterlidir. Sonsuz impuls yanith (IIR) bir kafes

filtre igin |I,|<1 kosulunun saglaniyor olmasi, bu filtrenin kararli oldugu

anlamina gelir. Bu 6zellik, yansima katsayilarinin zamanin bir fonksiyonu olarak
degistigi uyarlamali filtreleme ortaminda oldukga faydalidir. Ciinkii, minimum faz
kosulu sayesinde filtre katsayilari, filtrenin transfer fonksiyonuna ait tim kokler
birim daire i¢inde kalacak sekilde her » am1 igin zamanda giincellenebilmektedir.

5. Diger filtrelerle kargilagtinldiginda, kafes filtreler parametre kuantalama

isleminden dolayi olusan kotii etkilere kargt daha az hassasiyet géstermektedir.
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6. Kafes filtreyi olusturan her modiiliin birbirine benzer yapida olmasi nedeniyle,
kafes filtreler ¢ok genis olgekli entegrasyon (very large scale integration, VLSI)

teknolojisinde kullanima oldukg¢a yatkindirlar.
4.4.2 Kafes filtrelerin iligki dzellikleri

Kafes filtrenin her bir modiilinde iiretti3i ileri ve geri yonde 6ngorii hatalar:
arasinda ilging iliski (correlation) ozellikleri bulunmaktadir (Griffiths, 1977,
Makhoul, 1978). Bu ozelliklerin hepsi temel olarak, Bélim 3.4°te anlatilan diklik

(orthogonallik) kuralinin birer sonucudur.
Ozellik — 1 lleri yonde 6ngérii hatas1 f,(n) ile tap girig vektori u(s—1) birbirine
diktir.

E[ f,(mu"(n-k)]=0 , 1<k<m (4.83)

Benzer sekilde, geri yonde ongorii hatasit b,(n) ile tap giris vektorii u(s) birbirine

diktir.
E[b,()u"(n—k)1=0 , O0<k<m-1 (4.84)

Ozellik -2  f,(n) ile u(n) girisi arasindaki ¢apraz iliski, b,(7) ile u(;7) giriginin

zamanda otelenmisi olan u(n—m) girisi arasindaki ¢apraz iliskiye esittir.
E[ £, (mu’(n)1=E[b,(m)u’(n—m)] =P, (4.85)

Py ise, E[| £, (m) 1= E[|b,(n) |’]1= P, esitligiyle tanimlanan 6ngorii hata giicudir.

Ozellik —3  Geri yonde 6ngori hatalar1 birbirine diktir.

D =i
By »om=i (4.86)
0 , m#i

B 8,,(n) b} () ] = {

ileri yonde ongort hatalan ise birbirine dik olmayip, (4.87) esitliginde gosterildigi
gibi, birbirleriyle iliskilidirler.
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E[ f,(m) ff(m)]=P, , m=i (4.87)
Ozellik — 4  lleri ve geri yonde ongori hatalan arasinda

Ll

. I P
ELf,(n)b;(m)]= {

P, m2i
0

2

(4.88)
m<i

>

seklinde bir ¢apraz iliski vardir.

4.5 Gram-Schmidt Diklestirme Yontemi Kullamlarak Geri Yénde Ongorii

Hata Dizisinin Uretilmesi

Bu boliimde, kafes filtrelerin ¢aligma prensibi hakkinda - daha fazla fikir
edinebilmek amaciyla, Gram—-Schmidt diklestirme yontemi ele alinacaktir. Burada
bu yontemin ispatina girilmeyecek, sadece teorisi verilip kafes filtrenin galigma
prensibi ile bu yontem arasindaki benzerlik agiklanacaktir. Bu yonteme gore:

Birbiriyle iligkili ve dogrusal bagimsiz (m+1) adet wo, u,, ..., u, rastlant1

degiskenleri verildiginde, her biri bu rastlant1 degiskenlerinin

by =u,

b = a, u, +u, (489)

b,=a, u,ta,,  u +--+u,

m m,m

seklinde dogrusal toplamindan olusan birbirine dik (m+1) adet b,, b,, ..., by

rastlant1 degiskenlerini olusturmak her zaman i¢in mimkiindiir.

Ozellik - 3’te verilen (4.86) esitligi bize sunu anlatir: bir kafes filtre, genis
anlamda duragan bir stiregten elde edilmis birbiriyle iliskili u(n), u(n-1), ..., u(n-m)
girig dizisini birbirine dik bo(n), bi(n), ..., by(n) geri yonde ongorii hatalar dizisine
dondstirir. Buna gore, Gram—-Schmidt diklestirme yontemi ile $ekil 4.3(b)’deki
kafes filtrenin bo(17), bi(n), ..., bu(n) geri ydonde 6ngoérii hatalarini iiretmesi arasinda
bir benzerlik vardir. Bu benzerligi ispat etmek ig¢in u(n), u(n-1), ..., u(n-M) giris

dizisine Gram—Schmidt yontemi uygulanirsa, (4.89) esitliginden
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b, (1m) =u(n)
b,(n) = a,,u(n)+u(n-1)
: (4.90)

b, (m)y=a,, ,, u(m+a, ,,  ump-1)++u(n-M)

esitligi yazilir. (4.68), (4.76) ve (4.80) esitliklerinden de goriilebilecegi gibi, (4.90)
esitliginde a,, =1}, a,, =I'+I, I] ve a,, =T, seklinde M. modiile kadar devam

edip giden bir iligki s6z konusudur. Oyleyse, su genellemeler yapilabilir:

1. M modilli bir kafes filtrenin u(#n), u(n~-1), ..., u(n-M) giris dizisini kullanarak
by (m),b,(n),...,b,, () geri yonde ongori hata dizisini tiretmesi ile, ayni girig dizisine
Gram—Schmidt diklestirme yonteminin uygulanmasi birbirine tamamen esdegerdir.

2. Gram-Schmidt yontemine gore,

o () =[um), u@m-1), -, u@p-M))
tap giris vektorini

b’ (n)=[b,(m), b(n), -, b, 1)

geri yonde 6ngori hata vektoriine doniistiirebilmek igin,

] 0 0
a,, 1 e 0 )
L=| L] (4.91)

My Ay 1
seklinde (M+1) x (M+1) boyutlu bir alt tiggensel matris ile soldan garpmak gerekir.
b(n) = Lu(n) (492)

Ana diyagonalindeki tiim elemanlarimin 1 olmasindan dolayi, L alt uggensel
matrisinin determinanti daima 1 olur. Diger bir deyigle, her zaman igin tekil
olmayan bir matristir ve tersi alinabilir. L matrisinin her bir satirindaki sifirdan
farklt elemanlar, derecesi o satir numarasinin bir eksigine esit olan geri yonde

Ongora hata filtresine ait tap agirliklarindan olusur.
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3. u(n) giriy vektora ile b(n) geri yonde ongéri hata vektori arasinda tam
anlamiyla bire-bir bir karsilik vardir. Bu sayede, bu iki vektorden biri verildiginde

digeri higbir bilgi kayb1 olmaksizin kolayca elde edilebilmektedir.

4.5.1 Tap giriglerine ait iligki matrisinin pozitif belirli olmasimin &ngorii

hata filtresinin minimum fazh olmasina eydegerligi

Bélum. 4.3.1’de, M. dereceden ileri yonde ongérii hata filtresinin minimum fazli
olabilmesi igin, bu filtreye iliskin I,I,, ..,I,, yansima katsaytlarinin [T, |<1
(m=12,..,M) kosulunu saglamas: gerektigi ag¢iklanmigti. Bu bolimde ise, tap
giriglerine ait R iligki matrisinin pozitif belirli olmasi ile |T, |<1 kosulunun aym
anlama geldigi, diger bir deyisle, bu iki kosuldan birinin éaélanmasn halinde

digerinin de saglanmakta oldugu gosterilecektir.

Bu iki kosulun esdegerligi, (4.92) esitligindeki doniigim ifadesi kullanilarak
ispatlanacaktir. Geri yonde 6ngorii hatalarina ait iligki matrisi D ile gosterilsin.

(4.86) esitliginden,

D = E[b()b" (n)]=diag (P, B,...,B,) (4.93)
olacaktir. D matrisini R ve L matrisleri cinsinden

D=E[Lu(@)u? (@ L"]
=L E[u(@m)u” (#m)] L" (4.94)
=LRL"

yazmak da mimkiindiir. Bu durumda, matris cebrindeki su teoremden yararlamlir:
R matris, (M+1) x (M+1) boyutlu pozitif belirli bir matris olsun. O zaman LRL"
matris, (M+1) x (M+1) boyutlu tekil olmayan herhangi bir L. matris i¢in pozitif

belirli olacaktir.

(M+1) x (M+1) boyutlu D diyagonal matrisinin pozitif belirli olabilmesi igin,

diyagonal elemanlarinin hepsinin



72

P >0

m s

m=0,1,.. M (4.95)

seklinde ayrt ayri pozitif olmasi gerekir. P, =E[|b,(m)|>’]=E[|u(m)|’] oldugu igin,
Py, > 0 kosulu her zaman gegerlidir. (4.61) esitligi kullanilarak P, =P, (1-|I, )
yazildiginda, P, > O kosulunun saglanabilmesi i¢in oncelikle |} |<1 kosulunun

saglanmasi gerektigi gorilir. Bu islem benzer sekilde diger m degerleri igin de

gergeklestirildiginde, (4.95) esitliginde verilen kosulun esdegeri olan
|\, |<1 , m=12,.. .M (4.96)

kosulu elde edilir.

Tim bunlarin neticesinde denilebilir ki:

1. u(n) tap giris vektorine ait (M+1) x (M+1) boyutlu R iligki matrisi pozitif belirli
bir matris ise, I,T,, ...,I,, yansima katsayilarinin hepsi |I, |<l (m=12, ..,M)
kosulunu saglar. Bu kosulun saglanmasina karsilik olarak da, M. dereceden ileri
yonde ongori hata filtresi minimum fazli olur.

2. Yukarida soylenenlerin tersi de dogrudur; I,,I,, ...,I,, yansima katsayilarinin
hepsinin |I', |<1 kosulunu saglamasi durumunda, u(n) tap giris vektoriine ait

(M+1) x (M+1) boyutlu R iliski matrisi pozitif belirli olur.
4.6 Birlesik Siire¢ Kestirimi

Bu bolumde, karesel ortalama bakimindan optimum olan birlesik siire¢ kestirimi
(joint process estimation) problemini ¢6zmek igin, alt sistem olarak kafes éngoriicu
kullanacaktir. Bolum 3’te, istenen yamit olarak adlandirilan {d(n)} siirecinin
minimum karesel ortalamali kestiriminin, {#(n)} sirecinden elde edilen gozlem
degerlerinin dogrudan kullanilmasiyla elde edilebilecegi dusinilmiiy ve ayrica
{d(n)} ile {u(n)} sureglerinin birlesik duragan olduklari kabul edilmisti. Buradaki
kestirim probleminde kullanacagimiz yaklasim ise, Bolim 3’te kullamlan
yaklagima tek bir fark disinda oldukga benzemektedir. Bu fark ise, istenen yanitin

kestirimini elde etmek igin {u(n)} sirecine ait gozlem degerlerinin dogrudan degil
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de dolayli yoldan kullaniliyor olmasidir. Daha agik anlatmak gerekirse, birlesik
sire¢ kestirimi probleminde istenen yamitin kestirimini elde etmek igin {u(1)}
sirecine ait gozlem degerleri yerine, girisi bu gozlem degerleri ile beslenen bir
kafes ongoriicii tarafindan tretilen geri yénde 6ngérii hatalari kullanilmaktadir.
Boyle bir tercih yapilmasinin tek nedeni ise, geri yonde ongorii hatalarinin birbirine
dik olmasi ve dolayisiyla da, istenen yanmitin kestirimini elde etmek igin yapilan
hesaplamalarin oldukga basitlesmesidir. Birlesik siireg kestirimi igin, alt sistem
olarak cok modiillii kafes 6ngoriiciiyii kullanan bir yap1 Sekil 4.4’te gosterilmistir.
Alt sistem (taban) olarak gok modiillii kafes dngoriicii kullanilmasaydi, be(n) = u(n)
olmasinin disinda, b,(n), by (n), ..., bu(n) geri yonde ongori hatalarimin her birini
iretebilmek igin 1., 2., ..., M. dereceden olmak iizere M. adet enine filtre

kullanilmasi gerekirdi.

fo(n) 7 >< ) Si(m) Sra(n) ( ) Su(n)
I Ty

u(n)

= X >
Iy | 3¢ ,

by(n) by(n) by (1) by ()

__’ z—l e z—l
h 4 1
K, Ky Ky

K; -
l d(n|U,)

Sekil 4.4 Birlesik siireg kestirimi igin kafes tabanli yap: (Haykin,1991)

Bu yap; ilki, geri yonde ongérii hata dizisi ve ikincisi ise, d(#n) istenen yanitinin
kestirimi olmak tizere iki optimum kestirimi birlikte gergeklestirdigi igin, birlegik

siire¢ kestirici olarak adlandirilir. $imdi, bu kestirimleri sirasiyla ele alalim:
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1. Birlesik siireg kestiricinin girisi, I, T,, .., I,, yansima katsayilarinca
karakterize edilen M modiilli bir kafes ongoriiciiden olusur. Kafes ongoriici,
ongorme islemini gergeklegtirerek, birbiriyle iliskili (1), ll(ll-—i), ..., u(n-M) giris
dizisini birbiriyle iliskisiz bo(n), bi(n), ..., bu(n) geri yonde ongorii hata dizisine
donigtirar.

2. K, K., ..., Ky agirliklan ile karakterize edilen ¢oklu gerileme filtresi ise, kafes
ongoriicinin drettigi bo(n), bi(n), ..., bu(n) geri yonde ongori hata dizisini girig

olarak kullanip d(n) istenen yanitinin kestirimini iretir. Elde edilen kestirim

A M
dn|\U,) =Y K; b,(n) (4.97)
i=0

seklinde tammlamr. U, ise, u(n), u(n-1), ..., u(n-M) girislerinin olusturdugu uzayi
gosterir. (4.97) esitliginin matris formu, kestiricinin Ko, Ki, ..., Ky gerileme
katsayilarin igeren K' =[ Ko, Ky, ..., Ky ] gerileme katsayt vektorii ile b(n) geri

yonde ongorii hata vektoriiniin i¢ garptm olarak
dn U, = K" h(n) (4.98)

yazilir.

Geri yonde ongorii hatalar1 ile istenen yamit arasindaki capraz iligki, (M+1) x 1

boyutlu s vektor ile gosterilsin. Bu durumda, s vektor igin
s=E[bm)d (n)] (4.99)

esitligi yazilir. Geri yonde ongorii hatalarina ait iligki matrisi D olduguna gore,
(3.22) esitligiyle verilen normal denklemleri kullanilarak, optimum tap agurlik

vektorii K, i¢in
DK, =s (4.100)

tamimi yapilabilir. Bu esitlik K, vektori igin ¢oziliirse,
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K -D's (4.101)

elde edilir.

D matris, (4.93) ve (4.94) esitliklerinde de gosterildigi tizere diyagonal bir matristir

ve her diyagonal matris gibi

D* =diag (P*,P*,..,P}) (4.102)
esitligini saglayacagi igin,

D' =diag (B, P",...P;) - (4.103)

olarak yazilabilir. Bu da sunu gostermektedir: Wiener filtre teorisinin enine filtre
ile yapilan olagan kestiriminden farkli olarak, birlesik siire¢ kestirimindeki K, tap
agirlik vektorinin hesabi daha basit olmaktadir. Cinkii, b(s#) geri yonde ongéri
hata vektoriine ait D iligki matrisinin tersini almak, u(#) girig vektoriine ait R iligki

matrisinin tersini almaktan daha kolaydir.

Ana diyagonalinin istiinde kalan tiim elemanlar: sifir olan kare matrise alt iiggensel
matris (lower triangular matrix), ana diyagonalinin altinda kalan tim elemanlan
sifir olan kare matrise ise iist iggensel matris (upper triangular matrix) denir.

1. Bir alt iiggensel matrisin determinanti, ana diyagonalinde bulunan elemanlarinin
birbiriyle ¢carpimina esittir.

2. Bir alt iiggensel matrisin tersi, bir alt iiggensel matristir.

3. Iki alt iggensel matrisin garpimu da bir alt tiggensel matristir.

Bu ii¢ ozellik, ist G¢gensel matrisler i¢in de aynen gegerlidir. Ayrica, bir alt
ucgensel matrisin transpozu bir st liggensel matris ve bir iist Giggensel matrisin

transpozu ise bir alt iiggensel matris olmaktadir.

Diyagonal matrisler, ana diyagonalinin altinda ve iistiinde kalan tiim elemanlar:
sifir olan kare matrislerdir. Buna gore, bir diyagonal matris ayn1 zamanda hem alt
hem de ust iiggensel matris olabilmektedir. Dolayisiyla, yukarida verilen ¢ 6zellik,

diyagonal matrisler i¢in de aynen gegerlidir.
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5. UYARLAMALI FILTRELEME

Wiener filtre tasariminda, islenecek verinin istatistikleri hakkinda bir on bilgiye gerek
duyulur. Bu bilgi tam olarak bilinmedik¢e, Wiener filtreyi tasarlamak veya tasarlansa bile
optimum sonug elde etmek imkansizdir. Ciinkii; filtre sadece, girigsine gelen verinin
istatistiksel karakteristikleri kendisinin tasariminda kullamlan 6n bilgiye uyustugu zaman
optimum olmaktadir. Bu durumda, uyarlamal: filtre (adaptive filter) kullanmak daha uygun
bir metottur. Uyarlamah filtre, girisindeki igaretin istatistikleri hakkinda herhangi bir 6n
bilgiye sahip olmadigi bir ortamda kendi kendini tasarlayarak c¢alisan bir filtredir.
Uyarlamali filtreye bu o6zelligi bir yinelemeli algoritma (recursive algorithm)
kazandirmaktadir. Dolayisiyla, uyarlamali filtrenin ¢aligma prensibini yinelemeli algoritma
belirlemektedir. Algoritma ¢aligmaya, i¢inde bulundugu ortamdan bagimsiz olarak dnceden
belirlenmig bir takim baglangi¢ kosullar: (initial conditions) ile baglar. Duragan ortamiarda,
algoritmanin birbiri ardina gelen iterasyonlar sonunda optimum Wiener ¢oziimine
yakinsadigi gorillir. Duragan olmayan ortamlarda ise, algoritma izleme (fracking)
yetenegine sahiptir ve bu sayede, giris verisinin istatistiklerinde zamanla meydana gelen

degisimleri (bu degisimlerin yeterince yavag olmasi kosulu ile) rahatlikla izleyebilir.

Uyarlamali filtrenin parametreleri, yinelemeli algoritma tarafindan bir iterasyondan bir
sonrakine siirekli olarak giincellestirilmektedir. Bunun sonucunda da, filtre parametreleri
veri bagimli olmaktadir. Bu ise, uyarlamali filtrenin siiperpozisyon ilkesine uymamasi
bakimindan dogrusal olmayan bir devre oldugu anlamina gelir. Diger yandan, filtre
¢ikisindaki igaretin filtre girisine uygulanan gozlem degerlerinin dogrusal toplamindan

olusmasindan dolayi, uyarlamali filtre dogrusal bir devre olarak da kabul edilebilmektedir.

Uyarlamali filtreler igin gesitli yinelemeli algoritmalar gelistirilmigtir. Onemli olan, her biri
bir digerine gore bazi yonlerden iistiin olan bu algoritmalar arasindan hangisinin yapilacak
uygulamaya en uygun oldugunu belirleyebilmektir. Bu nedenle, algoritmalarin se¢iminde
rol oynayan faktorleri agiklamakta fayda vardir:

1. Yakinsama hizi (rate of convergence). Duragan girigler kargisinda, algoritmanin karesel
ortalama bakimindan optimum olan Wiener ¢oziimiine yeterince yakinsamast igin gereken
iterasyon sayisidir. Yakinsama hizinin yiiksek olmasi, algoritmanin istatistikleri bilinmeyen

duragan bir ortama gok ¢abuk adapte olmasim saglar.
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2. Izleme (tracking). Uyarlamah filtreler duragan olmayan ortamlarda cahstigi zaman,
yinelemeli algoritmanin ortamdaki istatistiksel degisimleri izlemesi istenir. Yakinsama
hizinin yiiksek olmasi, algoritmanin izleme bagarisin1 olumlu yonde etkiler.

3. Dayamiklilik (robustness). Algoritmanin kotii durumlu (ill conditioned) girig verisine
karg1 basar1 ile ¢aligabilmesi anlamina gelir. Verinin kdtii durumiu olmasiyla kastedilen,
iligki matrisinin 6zdeger yayiliminin biiyiik olmasidir.

4. Hesaplama gereksinimleri: Algoritmamn tek bir iterasyonu gergeklestirmek igin gerek
duydugu ¢arpma, bélme, toplama ve g¢ikarma iglemlerinin sayist ile, tiim veri ve programi
saklayabilmek i¢in gereken bellek miktan olarak agiklanabilir.

5. Yap: (structure): Yapi ile kastedilen, algoritmadaki bilgi akig yapisidir. Bilgi akig yapisi,
o algoritmanin bir devre halinde uygulamp uygulanamayacagini belirleyen bir faktordir.
Ornegin; bilgi akis yapisi yiiksek modiilerlik veya paralellik ozelliklerine sahip bir

algoritma, VLSI teknolojisinin kullanildigi uygulamalar i¢in oldukg¢a uygundur.

5.1 Uyarlamah Filtre Yapis

Uyarlamali filtre, uyarlama ve filtreleme olmak iizere iki temel iglemi gergeklestirir.
Uyarlama igleminde, kullanilan yinelemeli algoritmaya bagl olarak filtrenin tap agrliklan
otomatik gekilde ayarlanir. Filtreleme igleminde ise; ilk olarak, uyarlama iglemi sonucunda
elde edilen tap aguliklan kendilerine kargi diigen tap girigleri ile ¢arpilip istenen yamitin
kestirimi dretilir ve ardindan, iiretilen bu kestirim igareti istenen yamttan g¢ikarilarak
kestirim hatas1 elde edilir. Uyarlama igleminde tap agirliklarinin ne gekilde ayarlanmasi
gerektigini kestirim hatasi belirledigi igin, bu iki temel iglem birbiriyle kargilikli iligki iginde
caligir. Bu nedenle, uyarlama isleminde yapilacak bir hata filtreleme iglemini, filtreleme

isleminde yapilacak bir hata ise uyarlama iglemini etkiler.

Uyarlamali filtre yapisi, Sekil 5.1°deki blok diyagramda da gosterildigi gibi, iki temel
boliimden olusur:

1. n amndaki degerleri w,(n), wi(n), ..., wpy(n) olan ayarlanabilir tap agirliklarina
sahip bir enine filtre,

2. Bu tap agirliklarint uyarlamali bir yontemle otomatik olarak ayarlayan bir mekanizma.
Filtreleme iglemi sirasinda, tap giriglerine ilaveten, filtrenin tap agirliklarinin ayarlanmas:

i¢in referans olarak kullanilan d(n) istenen yamtimin da saglanmasi gerekir.
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u(n!I 7| u(n—1) 2! u(n—2) ugn—M+2)I e un-M +1)
1 Y

w;4-1(’2)’/ Wy (’9/’ ”

Uyarlamah
Kontrol
Algoritmas

dn)

Sekil 5.1 Uyarlamali enine filtre yapis1 (Haykin,1991)

Bolim 3.1°de oldugu gibi burada da; » anindaki tap girislerine ait vektor, u(n) ile ve filtre

¢ikiginda bu giriglere karg1 diigen istenen yamtin kestirimi, 62(11 |U,) ile gosterilmektedir.
U, ise, u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap girislerinin olusturdugu M boyutlu uzay:

gosterir. Istenen yanit ile kestirimini birbiriyle karsilastirarak, e(s7) kestirim hatasi

e(n)=d(n)- 6;7(11 |U,)

(5.1)
=dn)-w" (n)u(n)
elde edilir. Tap agurlik vektoriiniin ve tap girig vektoriiniin agik hali sirasiyla,
wi ) =[w@), wm, ..., w,m] (5.2)
o () =[u@m), u@-1), .., u@p-M+1)] (5.3)

seklinde olmaktadir.

Girig vektorii u(») ile istenen yamt d(n) birlesik duragan ise, » anindaki karesel ortalama
hata J(nn) tap agirlik vektoriic w(n)’in ikinci dereceden bir fonksiyonu olmaktadir.

Boyle bir durum kargisinda daha 6nce elde edilen (3.20) esitligi kullanilarak,
J()=c}~p" win)-w"' (m)p+w" (n)Rw(n) (5.4)

esitligini yazmak miimkiindiir.
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Oyleyse, karesel ortalama hatanmin tap agirhk vektoriiniin elemanlarina olan
bagimliligi, tek bir minimum noktas: olan (M+1) boyutlu kase gekilli bir ylzey
olarak dusiniilebilir. Bu ylizeye, uyarlamali filtrenin hata bagarim yiizeyi denilir.
Uyarlama igleminin gorevi, bu yiizeyin en altin1 veya diger bir deyisle, minimum
noktasini siirekli olarak aragtirmaktir. Hata bagarim yiizeyinin minimum noktasinda

tap agirhk vektori w(z), Rw, =p normal denklemleri (3.22) ile tanmimlanan w,

optimum degerini alirken, karesel ortalama hata J(#7) ise (3.35) esitliginde verilen

Jmin degerini alir.

Uyarlamali enine filtrenin duragan bir ortamda g¢aligmasi durumimda, hata bagarim
yuzeyinin sekli ve yonii sabittir. Bu durumda tek problem, uyarlamali filtreyi bu yiizeyin
minimum noktasinda veya bu noktaya ¢ok yakin bir noktada ¢aligacak gekilde tasarlamaktir.
Uyarlamal1 enine filtrenin duragan olmayan bir ortamda c¢aligmasi durumunda ise, hata
bagarim yiizeyinin gekli ve yonii degiskendir; dolayisiyla, minimum noktas: siirekli olarak
hareket eder. Bu nedenle, giriglerin duragan olmamasi durumunda uyarlamal filtre, yiizeyin
minimum noktasim aragtinnp bulma goérevine ilaveten, bu noktayi bulduktan sonra

siirekli olarak izleme (tracking) gorevini de tstlenir.
5.2 Yinelemeli En Kiiciik Kareler Kestirimi

Uyarlamal: filtreleme probleminin tek bir ¢oziimii yoktur. Tek bir ¢oziim yerine, her biri
kendine 6zgii 6zellikleri olan gesitli yinelemeli algoritmalar vardir. Bu nedenle, uyarlamali
filtreleme gergeklestirecek bir kiginin oncelikle, degisik yinelemeli algoritmalarin ne gibi
yetenek ve kisitlamalara sahip oldugunu iyice anlamast ve bundan sonra, bu algoritmalar
arasindan yapacagi uygulamaya en uygun olanini belirlemesi gerekir. Uyarlamali filtrelerin
caligmasi igin gerekli yinelemeli algoritmalan elde etmek iizere kullanilan ii¢ farkli metot
vardir:

I. Wicner filtre teorisi

2. Kalman filtre teorisi

3. En kigiik kareler metodu

Bu ¢ metot temel olarak kullanilip, bunlara dayali bir ¢ok yinelemeli algoritma
gelistirilmigtir. Wiener ve Kalman filtre teorileri istatistiksel kavramlar iizerine kurulu olup,

ensemble ortalamasina dayalidir. Klasik en kiigiik kareler metodunun kullanildig: tGgiincii
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metot ise, zaman ortalamasina dayanmasi ve bagtan sona tiim formiillerinin deterministik
olmasi bakimindan ilk iki metottan farklidir. Bu béliimde, uyarlamali enine filtrenin tasarimi
i¢in gerekli yinelemeli algoritma, en kiigiik kareler metodu kullamlarak elde edilecektir.
Sonugta elde edilen algoritmaya, yinelemeli en kiigiik kareler algoritmast (recursive least
squares algorithm) veya kisaca RLS algoritmast denir. RLS algoritmasinda, uyarlamali
enine filtrenin tap agirlik vektoriiniin (n—1) anindaki en kigiik kareler kestirimi kullamlip,
gelen yen'i veriye bagh olarak bu vektorin » amndaki giincellestirilmis kestirimi

hesaplanmaktadir.

RLS algoritmasi, Kalman filtre teorisinin deterministik karsiigi olarak diisiinilebilir.
Ensemble ortalamasina dayali Kalman filtre teorisinde, karesel ortalama anlamda optimum
olan bir enine filtre elde edilir. RLS algoritmasinda ise, gelen her yeni girig veri kiimesi igin

farkls bir filtre olusturulmasi nedeniyle, veri uyarlamali bir enine filtre elde edilmektedir.

RLS algoritmasimin elde edilmesine, en kiigiik kareler metoduna ait baz1 temel ifadelerin
onbilgi olarak verilmesiyle baslanacak ve sonra da, matris cebrinde matris tersi alma yasast
(matrix inversion lemma) olarak adlandirilan bir ifadeden yararlamlarak devam edilecektir.
RLS algoritmasinin 6nemli bir ozelligi, algoritmamn i¢inde bulundugu andan baglangig
anna kadar giris verisinde taginan tiim bilgiyi kullamiyor olmasidir. Yakinsama hizi, en
kiigiik karesel ortalama (least mean square, LMS) algoritmasimn yakinsama hizindan daha
hizlidir. Ancak, yakinsama hizindaki bu artig, algoritmanin hesaplama karmagikhiginda

biytik bir artiga g6z yumularak saglanmaktadir.
5.2.1 Baz onbilgiler

En kiigiik kareler metodunun (RLS algoritmasi gibi) yinelemeli tirden tiim uygulamalarinda,
hesaplamalara onceden belirlenmis bagslangi¢ kogullar: (initial conditions) ile baslanir ve
eski kestirimleri giincellemek igin yeni veri 6rneklerinde taginan bilgi kullanilir. Bu nedenle,
gozlemlenen verinin uzunlugu da degigken olur. Bu durumda, n gozlemlenen verinin
degisken olan uzunlugunu gostermek iizere, minimum yapilmasi gereken bagar: gostergesi
E(n) olarak gosterilebilir. £(r7) bagan gostergesi ifadesinde aguwrlik carpam (weighting factor)
veya unutma ¢arpamn (forgetting factor) olarak adlandirilan bir ¢arpan kullanmak oldukga

yaygin oldugu igin, &(n) basar1 gostergesi ifadesi
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600 = Bn)le) (55)

seklinde yazilabilir. Burada e(7), istenen yanit d(i) ile enine filtrenin 7 anindaki gikis1 y(7)

arasindaki farktir. Enine filtre Sekil 5.2’de gosterilmektedir.

u(i) p 2! u(i—1) pl u(@-2 o u(i —M +2) 21 u(i -M+1)
B! ,
w; (n) w,(n) - Wy, (1) Wy, (1)

L A
> = > ... _,@____.@_,

Sekil 5.2 Enine filtre (Haykin,1991)

i anindaki tap girisleri u(7), u(i-1), ..., u(i-M+1) olduguna gére, enine filtrenin /i amindaki tap

girig vektori u(/) ve n amndaki tap agirhik vektori w(z)
u )=[u@), u@-1, .., w(i-M+1)] (5.6)

w () =[wm), w), ..., w,m] (5.7)

seklinde olacaktir. Bu durumda e(i),

e(@) =d(@) - y() (5.8)
= d(@i)—w" (n) u(i)

olarak yazilabilir. Tap agirliklari, 1<i<n gozlem aralig1 boyunca sabit kalmaktadir.
(5.5) esitligindeki agirlik ¢arpant B(n,i),

0<Bmi)<l , i=L2,.,n (5.9)

ozelligine sahiptir. Filtrenin duragan olmayan bir ortamda ¢ahigmast durumunda,

gozlemlenen verinin istatistiksel degisimlerini takip edebilmek i¢in, uzak gegmisteki verinin
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unutulmas: gerekir. Agirhik ¢arpani, bu unutmay: saglamak amaciyla kullamlmaktadir. Bu

nedenle, diger bir adi da unutma garpanidir. Agirhik garpaninin en ¢ok kullamlan bigimi,
Bm,)=N" , i=12,..,n (5.10)

seklinde tanumlanan distel agirlik ¢arpam (exponential weighting factor) olmaktadir. A, 1’e
yakin ama 1’den kigiik pozitif degerli bir sabittir. A = 1 oldugu zaman, en kiigiik kareler
metodunun siradan hali elde edilir. 1/(1-A) degeri, algoritma belleginin yaklagik bir

olgtimiidar. A = 1 6zel durumunda, algoritma sonsuz bellege (infinite m'emory) sahiptir. RLS
algoritmasi igin (1-A) degerinin gorevi, LMS algoritmasindaki p adim uzunlugu (step-size)
parametresininkine benzer. Bu degere bakilarak, tap agirliklarinin yavag m1 yoksa hizli m
uyarlandig soylenebilir. Oyleyse, distel agwrlikls en kiigiik kareler metodunda (the method of

exponentially weighted least squares) minimum yapilmasi gereken bagan gostergesi ifadesi

500 =3 X el (5.11)

olmaktadir. (5.11) esitligindeki £(n) bagsan gostergesine minimum degerini aldirtan tap

agirhk vektoriniin optimum degeri w(n),

®(n) w(n) = 0(n) (5.12)

normal denklemleri ile tanimlamir. Burada ®(#), M x M boyutlu iliski matrisidir ve
@) = X" u(@)u” () (5.13)
i=1

seklinde tammlanmaktadir. 0(#) ise, enine filtrenin tap girigleri ile istenen yanit arasindaki

M x | boyutlu ¢apraz iligki vektoriidiir ve
0(m) =D N u(@)d () (5.14)
i=1

seklinde tammlanmaktadir.

TC.YUKSEKCC. 1 KURyLY
DOKUMANTASYON MERKEZ
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(5.13) esitliginin sag tarafindaki toplamda i = n igin elde edilen terim bu toplamin digina

¢ikarilir ise,

n-1

() =A [Z X7 u@)u” (i)] +u(m)u” (n) (5.15)
i=1
esitligine ulagilir. Tamm geregi, koseli parantez igindeki ifade ®(n—1) iligki matrisine esit

olmaktadir. Oyleyse (5.15) esitligi,
®(n) = A®@m—1)+u(m) u’ (n) (5.16)

seklinde yazilabilir. Boylelikle, tap giriglerinin deterministik iligki matrisini giincellemek
icin kullamlabilecek bir yineleme elde edilmis olur. u(#)u” (#) ¢arpiminin diizeltme terimi
olarak gorev yaptigt bu yineleme, iligki matrisinin ®(n-1) eski degerini giincelleyerek ®(z)

yeni degerini iiretmektedir.

Benzer iglemler (5.14) esitligi igin de yapildiginda, tap girisleri ile istenen yamt arasindaki

0(n1) deterministik gapraz iliski vektoriinii giincellemek igin kullamlabilecek
00) =A0(n -1 +u(r)d (1) (5.17)

yinelemesi elde edilir. Bu yineleme ise, 8(n~1) eski degerini giincellemektedir.

w(n) tap agirhk vektoriiniin en kiigiik kareler kestirimi olan w(#n)’in hesaplanmasi igin,
®(n) iliski matrisinin tersinin bulunmasi gerekir. Pratikte ve ozellikle de tap agirliklarinin
sayist M ¢ok biiyiik oldugu zaman, ®(r7) matrisinin tersini bulmak kagimilmas: gereken
zaman alici bir islemdir. Aynca, w(n)’in (5.16) ve (5.17) esitliklerindeki gibi,
n=1,2, .., igin yinelemeli olarak hesaplanabilmesi istenir. ilki, ®(#) iliski matrisinin
tersini bulmak ve ikincisi ise, w(#) igin yinelemeli bir ifade elde etmek geklinde yukarida
aciklanmaya caligilan bu iki amacin her ikisi de, matris cebrinde matris tersi alma yasast
olarak bilinen bir temel ifade kullanilarak gergeklestirilebilir. Yalmz, baglangi¢ kosullarinin
®(n) iliski matrisinin tekil olmayan bir matris olmasim saglayacak sekilde segilmis oldugu

kabul edilecektir.
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5.2.2 Matris tersi alma yasasi

AveB,MxM,D NxN ve Cise, M x N boyutlu dort matris olsun. Bu matrislerden A, B

ve D matrisleri pozitif belirli kabul edilsin. Bu kosullar altinda, bu dort matris igin
A=B'+CD'C” (5.18)

esitligini yazmak mimkindiir. Matris tersi alma yasasina gore, bu sekilde tammlanan bir A

matrisinin tersi
A"':B~BC(D+C”BC)']C”B (5.19)

esitligi ile bulunur. Tersi alinabilen bir kare matrisin tersi ile garpimi 1 birim matrisine esit
olacagi icin, (5.18) ve (5.19) esitliklerini ¢arparak yasanin dogrulugu ispatlanabilir. Bir
sonraki bolimde, w(n) tap agulik vektoriiniin en kiigiik kareler kestirimi w(n)’in
hesaplanmasi igin gerekli yinelemeli esitligin elde edilmesinde, matris tersi alma yasasindan

nasil yararlamildig: gosterilecektir.

5.2.3  Ustel agirhkh yinelemeli en kiiciik kareler algoritmas:

Tersinin mevcut olmasi igin @(77) iliski matrisinin pozitif belirli, diger bir deyisle, tekil
olmayan bir matris olmast gerekir. Ancak bu sart saglandig: taktirde, (5.16) yinelemeli
esitligine matris tersi alma yasasi uygulanabilir. Bu sartin saglandii varsayilsin, bu

durumda once, (5.16) esitligini (5.18) esitligine benzetebilmek i¢in
A=®(n) , B'=A®n-1) , C=u@m , D=1

tanimlamalart yapilir ve sonra, bu tammlar (5.19) esitliginde yerlerine yazilarak ®(n) iligki

matrisinin tersi igin

Ao (n-Du@u” ()@ '(n-1)
1+ X u? () D7 (1= 1) u(n)

O'(M)=X"®'(n-1)- (5.20)

yinelemeli esitligi elde edilir. Hesaplamalarda kolaylik saglamasi igin,
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P(n) = ®'(n) (5.21)

k(n) = X' P -1 u(n)

1+ 8 e () P(n—1) u(n) (5.22)

seklinde alinsin. Bu iki esitlik kullamlarak ®(#) iligki matrisinin tersi igin elde edilen (5.20)
yinelemeli esitligi,
P(n) = X'P(n~1)—-X"k(n)u" (n) P(n-1) (5.23)

seklinde daha kisa yazilabilir. P(r1), M x M boyutlu bir matris ve k(n) ise, M x 1 boyutlu bir
vektordiir. k(n), kazang vektorii (gain vector) olarak adlandiriimaktadir. k() igin yazilan

(5.22) esitligi

k(n) = X"P(n -1 u@) - X" k@) u” (1) P(r—-1)u(n)

(5.24)
=[X"P(n—1) - K" k@)u” () P(1-1) Ju(m)

seklinde yeniden yazilirsa, koseli parantez iginde kalan ifadenin P(n)’e esit oldugu goriliir.
Oyleyse k() vektorii,

k(#n) = P(n) u(n) (5.25)
seklinde basitge yazilabilir. Ayrica (5.21) esitligi kullanilarak,

k(n) = @' (n) u(n) (5.26)

seklinde de yazilabilir.
5.2.3.1 Tap aguhk vektoriiniin zaman giincellemesi

Bu bolimde, w(n) tap agirlik vektoriiniin en kiigiik kareler kestirimi w(#)’i zamanda
giincellestirecek yinelemeli bir esitlik elde edilemeye g¢ahgilacaktir. Bu amagla ilk 6nce,
(5.17) ve (5.21) esitlikleri (5.12) egitliginde kullanilarak tap agirlik vektoriiniin # anindaki

en kiigiik kareler kestirimi w(7) igin
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w(n) = @' (n)0(n)
=.P(n)0(n) (5.27)
=AP@m)O(n-1)+P(n)u(mn)d" (n)

esitligi elde edilir ve sonra, (5.23) esitligi sadece (5.27) esitliinin son satirindaki ilk P(#)

i¢in yerine yazilarak,

w(n) =P(n-1)0m-1)-k(m)u? ) P(n-1)0n -1)+ P(n)u(n)d’(n)
=@ (n-1)0(n-)-k@@)u” () ®'(n-1)0—1)+ Pm)u(n)d (1) (5.28)
=w(n-1)-k@)u? () Ww@-1)+Pn)u(n)d"(n)

esitligine ulasilir. Son olarak, (5.25) esitligi (5.28) esitliginde yerine yéznldlgmda, w(n)’in

zaman giincellemesi igin elde edilmeye galigilan yinelemeli esitlik

w() =w(n-1)+k@)[d" (@) —u” (M) Wn-1)]

— w(n—1)+k(n)o’ (1) (5:29)
bulunmus olur. Burada au(n),
a(n) =d@m)—u’ (M) w ' (n-1)
(5.30)

=dm)-w"(n-1)u(n)

esitligi ile tammh yenileme (innovation) degeridir. w(n—1), tap agirhk vektoriiniin (7-1)
aminda yapilmig en kiigikk kareler kestirimidir ve » aninda yapilan w(n) kestirimine gore
eski degerdir. Oyleyse wW” (n—1)u(n) i¢ carpimi, d(n) istenen yamtiun w(n—1) eski
kestirimine dayali bir kestirimidir. Bu durumda o), onceki kestirim hatast

(priori estimation error) olarak da adlandirilabilir.
e(n) =d(n)—w" (n)u(n) (5.31)

esitligi ile tammlanan sonraki kestirim hatast (posteriori estimation error) e(n), tap agirhk
vektoriiniin eski kestirim degeri w(n—1) yerine simdiki kestirim degeri w(n)’i igermesi
bakimindan, onceki kestirim hatast au(#)’den farklidir. Bu fark nedeniyle de, a(r) 6nceki ve

e(n) ise sonraki kestirim hatasi olarak adlandirilir. Aslinda o), e(#)’in tap agirlik vektori
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giincellestirilmeden énceki kesin olmayan (tentative) degeridir. Diger yandan, tap agirhk
vektorii igin (5.29) yinelemeli esitliginin elde edildigi en kiigiik kareler optimizasyonunda,

E(n) basar1 gostergesinin a(n)’e gore degil, e(n)’e gére minimum yapildig: hatirlanmahidir.

(5.22), (5.30), (5.29) ve (5.23) egitlikleri verilen bu siraya gore hep birlikte RLS
algoritmasini olustururlar. (5.30) esitligi RLS algoritmasinin filtreleme iglemini, (5.29)
esitligi ise uyarlama iglemini tanmimlar. Geriye kalan (5.22) ve (5.23) esitlikleri ise, k(n)
kazang vektoriinii giinceller. (5.29) esitligine gore tap agirlik vektorii, eski degeri o’ (#)’in
k(r) kat1 kadar arttinlarak giincellegtirilmektedir. Bu nedenle de k(n) vektoriine, kazang
vektorii denilmektedir. RLS algoritmasinin 6nemli bir ozelligi, ®(7) iligki matrisinin
tersinin direkt olarak alinmayip, bu iglemin her bir adimda basit bir skaler bolme ile

gerceklestirilmesidir.

941

.2.3.2 Baslangic kosullari

Boliim 5.2.1’in sonunda da belirtildigi gibi, RLS algoritmasinin kullamlabilmesi igin,
baslangig¢ kosullarimin ®(#) iligki matrisinin tekil olmayan bir matris olmasim saglayacak
sekilde segilmig olmasi gerekir. Bu nedenle, (5.23) yinelemesinin baglangig degeri P(0),
®(n) matrisini tekil olmayan bir matris yapacak gekilde secilir. Bunun igin, ®(n) iliski

matrisine ait (5.13) esitliginde

@)=Y X" u@u (@) +5N'1 (5.32)
i=1

seklinde 6nemsiz sayilacak kiigiik bir degigiklik yaptlir. I, M x M boyutlu birim matris ve &

ise, kiugiik bir pozitif sabit sayidir. Yapilan bu kiigiik degisiklik, sadece baglangi¢ degerini

etkiler; algoritmanin yinelemelerinde herhangi bir bozulmaya neden olmaz. Veri uzunlugu n

biiyiik degerler aldig1 zaman, § sabitinin segimi genellikle 6nemsizlesir. P(n) = ®'(n)
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Boylelikle geriye sadece, tap agirlik vektorii w(n) igin bir baglangig¢ kosulunun belirlenmesi
kalir. Bunun igin ise, artik aligilagelmis bir hal alan M x 1 boyutlu sifir vektor
w(0)=0 (5.34)

tercih edilmektedir.

RLS algoritmasinin (5.33) ve (5.34) esitlikleriyle kosullandirilmasina, hafif zorlanmig
kosullandirma (soft-constrained initialization) denir. Ciinkii, bu kosullandirmada segilmesi

gereken tek bir parametre vardir: § sabiti. RLS algoritmast ile yapilan ¢aligmalar sonucunda,

8 pozitif sabitinin 0.01c,? deSerine esit olacak kadar kiigiik segilmesi onerilmektedir. o,

u(n) veri 6rneginin degigintisidir. Biiyiik veri uzunluklari i¢in 8 sabitinin se¢imi 6nemsizdir.
5.2.4  Hata Kkarelerinin agirhikh toplamim giincelleyen yineleme

Tap agirhik vektorii w(n) en kigiik kareler kestirimi w(#7)’e esit oldugu zaman, hata
karelerinin agurlikli toplamm &(n), & . (#) ile gosterilen minimum degerini alir. & . ()

degerini hesaplamak igin

€. (1) = E (1) — 0" (n) W(n) (5.35)
esitligi kullanilir. Burada & ,(77), istenen yamit karelerinin

6,00 =3 X |dO)F

(5.36)
=AE,(n—-D+|dm)]

seklinde agulikli toplamindan olugmaktadir. (5.17), (5.29) ve (5.36) esitlikleri (5.35)
esitliginde yerlerine yazildiginda,

Epin 1) = A[&,(n 1)~ 0" (n—1) W(n-1)] (537)
+dm)[d' () —u” ) Ww(n-1)1-0" (n)k(m) o’ (1)

elde edilir. Tanim geregi, (5.37) esitliginin sag tarafindaki ilk koseli parantez igindeki ifade
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€ ... (1 —1) degerine ve ikinci kogeli parantez igindeki ifade ise (1) degerine esittir. (5.37)
esitliinin sonuncu terimindeki 0" (n)k(#) i¢ carpimim agiklamak icin k(n) kazang

vektoriine ait (5.26) esitligi kullanilirsa,

07 (mk(n) = 0" () ® (1) u(n)
=[ ®'(n)0(n) 1" u(n)

=w" (n)u(n)

oldugu goriiliir. Ikinci satinn yazilmasinda ®(n) iligki matrisinin Hermitian ozelliginden
®7 (n) = ®(n), ugiincii satirin yazilmasinda ise (5.12) esitliginden yararlamlmigtir. Bu

durumda (5.37) esitligi,

Enn (M =LE_ (n-D)+d(m)a"(n)— W' ()un) o (n)
= M (M=) +a" (M) [d(m) - W (m) u(n)] (5.38)
=AE . (m=D)+a"(n)e@)

seklinde basitlestirilebilir. Boylece, hata karelerinin agirlikli toplamimi giincellemek igin
aranilan yineleme elde edilmis olur. (5.11) esitligine bakildiginda, &(#)’in her zaman igin
gercel degerler alacagi gorilir. Oyleyse, £ (1) ve dolayisiyla & . (n—~1) ifadeleri de
gergel degerli olmak zorundadir. Bu durumda, (5.38) yinelemesinde diizeltme terimi olarak

gorev yapan o" (1) e(r7) garpiminin her zaman igin gergel degerli oldugu ve bu nedenle de,
a’(m)e(n) = a(n)e’(n) ' (5.39)

esitliginin yazilabilecegi ortaya ¢ikar.
5.2.5 RLS algoritmasinin yakinsama analizi

Bu boéliimde, RLS algoritmasinin yakinsamasi

1. w(#n) kestiriminin ortalama anlamda (in the mean) yakinsamasi
2. w(n) kestiriminin karesel ortalama anlamda (in the mean square) yakinsamast

3. o) onceki kestirim hatasinin karesel ortalama degerinin yakinsamasi

seklinde belirtilen bu ii¢ yakinsama problemi ele alinarak incelenecektir. Algoritmanin
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yakinsama analize gegilmeden 6nce, w(n) tap girig vektori ile d(r) istenen yanit1 arasinda

¢oklu dogrusal gerileme modeli (multiple linear regression model) olarak adlandirilan ve

d(n)=e,(n)+w" u(n) (5.40)

seklinde tammlanan bir esitlik oldugu kabul edilecektir. Bu esitlikte w_, A/ x 1 boyutiu
gerileme parametre vekiorinii (regression parameter vector) ve e(n) ise, dlgiim hatasin

(measurement error) gostermektedir. Olglim hatas: siireci {e,(#7)}, sifir ortalamali ve o’

degisintili beyaz girilltiidiir. Parametre vektorii w,, sabittir. Ikinci kabul olarak, A = 1

se¢ilir. Bu se¢im, uyarlamali enine filtrenin duragan bir ortamda caligtigini soylemeye
esdegerdir. Duragan bir ortam igin en iyi kalici hal sonuglar, tap agirliklan yavag yavag

uyarlandig1 zaman elde edilir; bu ise, A = 1 segimine kargi diigen bir koguldur.
5.2.5.1 Tap agirhk vektoriiniin ortalama anlamda yakinsamasi

(5.32) esitliginde yapildigi gibi, ®(#7) zaman ortalamali iligki matrisinin formiiliinde kiigiik
degerli SI terimi ile yapilacak degisiklik, RLS algoritmasi tarafindan iretilen w(n)

kestirimine bir sapma (bias) getirir. Bagka bir deyisle, yapilan bu degigiklik sonucunda

w(n) kestiriminin ortalama degeri, E[ w(n) ]= w, yerine

E[w(@)]=w, + b(n) (5.41)

haline gelir. w_, ¢oklu gerileme modelinin parametre vektoriinii ve b(n) ise, sapmayi

gosterir. Sapmanin kendisi,

b(n)=-SX"®'(m)w, , n=1 (5.42)
esitligi ile tanimlanir; fakat, baglangigta yapilan ikinci kabulde A = 1 segildigi igin,

b(n) = -5 @' (n)w, (5.43)

haline gelir. Zaten, ®(;) matrisine eklenecek kiigiik degerli terimin (5.32) esitligindeki
OA"1 yerine 8l olmasinin nedeni de, A = 1 secilmesidir. Dolayisiyla ®(n) matrisi,

®(0) = ol baslangi¢ degeri ile kosullandirilmig olur.
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Tap giriglerinin zaman ortalamali iligki matrisi @(n), A = 1 igin
@) = Y u@)u” (i) (5.44)
i=1

haline gelir. Bir rasgele siirecin ergodik olabilmesi igin, oncelikle o rasgele siirecin duragan
olmasi zorunludur. Oyleyse, her ergodik siire¢ ayn1 zamanda duragandir. Buna karsilik,
duragan her rasgele siireg ergodik olmayabilir. Bir rasgele sire¢ ergodik ise, o rasgele
siirecin ensemble ortalamali ifadelerinin yerine bu ifadelere kargi diisen zaman ortalamali
ifadeler yaklagik olarak esit alinabilir. Ornedin; u(n) tap giris vektoriiyle sunulan {u()}

rasgele siireci, oziligki matrisi bakimindan ergodik olsun. Bu durumda, u(#) vektoriiniin R

iligki matrisi igin ensemble ortalamals E[ u(z) u” (1) ] ifadesi yerine bu ifadeye kars: diigen
LS .
Lim —;Zu(i) () (5.45)
n—w ' i=1

seklindeki zaman ortalamali ifade yaklagik olarak esit alinabilir. (5.45) esitligi, »# veri

uzunlugunun ¢ok biiyiik olmast durumunda
L& n Hy
= —> u()u” () (5.46)
L=

seklinde yazilabilir. Yukarida anlatilanlara gore; u() tap giris vektoriiyle sunulan {u(n)}
rasgele siireci ergodik oldugu zaman, u(n) tap giriy vektoriiniin M x M boyutlu ensemble

ortalamali iliski matrisi R ile zaman ortalamali iligki matrisi ®(n) arasinda (A =1 igin)
rR=l ®(n) , biyik » degeriigin (5.47)
n
esitliginin yazilabilecegi ortaya ¢ikar. (5.47) esitligi (5.43) esitliginde kullanildiinda, b(r)
sapma degeri igin

SR -
b(#n) =22 W , biyik n degeriigin (5.48)
n
sonucu elde edilir. Bu sonuca gore, iterasyon sayist (veya veri uzunlugu) » sonsuza

yaklastik¢a b(#7) sapma degeri de sifira yaklagmaktadir.
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Buraya kadar anlatilanlardan su sonuca ulagihir: RLS algoritmasi, w, gerileme parametre
vektoriiniin asimptotik olarak sapmasiz (unbiased, b(r7) = 0) bir kestirimini wretir. Diger bir

deyisle, RLS algoritmasi ortalama anlamda (in the mean) yakinsak bir algoritmadir.
5.2.5.2 Tap agwrhk vektoriiniin karesel ortalama anlamda yakinsamasi

g(n), RLS algoritmas: tarafindan iiretilen w(n) kestirimi ile goklu dogrusal gerileme

modeline ait w, parametre vektorii arasindaki fark olarak tanimlanan

g(n) =w(n)-w, (5.49)

agirlik hata vektorii (weight-error vector) olsun. {e,(n)} olgiim hatast siirecinin degisintisi

o’ ile gosterilmek tizere, agirlik hata vektoriiniin iliski matrisi

K(m)=E[e(m)e" (n)]

5.50
=c’ ®'(n) (3:50)

esitligi ile verilir. Bu bolimde incelenecek problem ise, iterasyon sayisi » sonsuza
yaklagtik¢a K(77) agirlik hata iligki matrisinin de sifira yaklagtiginin gosterilmesidir. (5.47)

esitligi goz oniine alindiginda, K(n) igin
G2
K(n)=—R™ , biyik # degeriigin (5.51)
n

yaklagikligi kullanilabilir. Her iki tarafin normu almip ||R™'| igin (2.62) esitliginden

yararlanilirsa, K(n) matrisinin normu

02

| K(n)||= e biiyitk » degeriigin (5.52)

min

seklinde basitge ifade edilebilir. Buyik » degerleri igin elde edilen (5.52) esitliginden iki
onemli sonug ¢ikarilir:

1. Agirhik hata iligki matrisinin normu, en kigik o6zdegerin tersi tarafindan arttirilir.
Dolayisiyla, RLS algoritmasinin 6zdeger yayilimina olan hassasiyeti belirlenirken ilk

olarak, en kiigiik 6zdegerin tersinin aldif1 degere bakilir. Bu deger biiyiik ise, yani girig
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verisi kétii durumlu ise, en kigiik kareler kestirimi de kotii bir yakinsama ozelligi sergiler.

2. Agilik hata iligki matrisinin normu, zamanla hemen hemen dogrusal bir sekilde
(almost linearly with time) azalir. Bu da gosterir ki, RLS algoritmasinin irettii w(#)
kestirimi norm bakimindan (in the norm), zamanla hemen hemen -dogrusal bir gekilde

W, parametre vektoriine yakinsamaktadir.
5.2.5.3 RLS algoritmasimmin karesel ortalama anlamda yakinsamasi

RLS algoritmasinda, 6nceki kestirim hatast o(#) ve sonraki kestirim hatasi e(#) olmak iizere
iki hata degeri vardir. Boliim 5.2.3.2°de verilen baglangi¢ kogullari goz éniine alindidinda,
bu iki hatanin karesel ortalama degerlerinin # zamam ile birbirlerinden farkli bigimde
degistikleri gorilir. o(n)’in karesel ortalama degeri, » = 1 aminda d(#) istenen yanitinin
karesel ortalama degerine egit olacak kadar biiyiik bir deger alir ve sonra, » arttikga giderek
azalir. e(n)’in karesel ortalama degeri ise, » = 1 aninda kiigiik bir deger alir ve sonra, »
arttikga giderek artar. Kestirim hatasimin karesel ortalama degerinin » iterasyon sayisina
(diger bir deyisle, zamana) gore ¢izimine, dgrenme egrisi (learning curve) denir. RLS
algoritmas: igin de bir 6grenme egrisi ¢izilmek istenir ise, bu algoritmanin iirettigi iki ayn
kestirim hatasindan hangisinin 6grenme egrisinin ¢iziminde kullanilacagina karar verilmesi
gerekir. Burada, RLS algoritmasini temel bir algoritma olan LMS algoritmast ile 6grenme
egrileri agisindan (grafiksel olarak) karsilagtirabilmek amaciyla, e(n2) yerine ofr7) hatasi
tercih edilecektir. Cinkii; RLS algoritmast igin o(z) hatasi kullanilarak elde edilen 6grenme
egrisi, LMS algoritmasinin 6grenme egrisi ile ayn1 sekle sahiptir ve bu benzerlik sayesinde
de, kargilagtirma yapma imkam dogmaktadir. e(r7) hatasi kullanilarak elde edilen 6grenme

egrisi farkl: sekle sahip oldugu igin, kargilastirma yapmak zorlagir.

Ogrenme egrisinin, kestirim hatasinin karesel ortalama degerinin zamanla degisimini

tercih edilmesi, RLS algoritmasinin karesel ortalama anlamda yakinsama analizinin ()

kestirim hatasina dayali olarak yapilmasini zorunlu kilar.

d(n) istenen yanitim1 ortadan kaldirmak amaciyla (5.40) esitligi (5.30) esitliginde yerine

konuldugunda, onceki kestirim hatast o(#)
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an) =e,(m)~[wr-1)-w,1" un)

H (5.53)
=e,(m)—g’ (n—-Nu(n)

olur. g(n-1), (n-1) amndaki agirhik hata vektériidiir. Wiener filtrelerde, filtrenin bagar
gostergesi olarak karesel ortalama hata diye adlandirilan J(w) degeri kullamlmigti. RLS
algoritmas1 igin de istatistiksel basari gostergesi olarak, karesel ortalama hata
kullanilacaktir. Tek fark, burada karesel ortalamasi alinacak kestirim hatasinin a(#) olmasi
ve de bu degerin, J(w) yerine J'(n) ile gosterilmesidir. Oyleyse, RLS algoritmasinin

istatistiksel bagar1 gostergesi olarak kullanilacak karesel ortalama hata
J'(m)=E[|a@m)]*] . (5.54)

seklinde tammlanir. Us isareti, onceki kestirim hatasi o) ile sonraki kestirim hatast e(n)’in
karesel ortalama degerlerinin birbirine karigtirilmamasi i¢in kullanilmaktadir. (5.53) esitligi

(5.54) esitliginde yerine konuldugunda,

J' (M =E[|e,(n)* ]+E[u” (M em-1)&" (n-1)u®)]

(5.55)
—E[e"(m-Du(m)e (n)]-E[e,(m)u” (n)e(n-1)]

elde edilir. Baglangigta, 6lgiim hatasi e,(7) sifir ortalamali ve o degisintili kabul edildigi
igin, (5.55) esitliginin sag tarafindaki ilk beklendik deger o® degisintisine esit olacaktr.
Geriye kalan ti¢ beklendik deger igin ise sunlar soylenebilir:

1. w(n-1) kestirimi ve dolayisiyla €(n—1) agirlik hata vektérii, u(z) tap girig vektoriinden
istatistiksel olarak bagimsizdir. Ayrica, u(n) tap girig vektoriiniin sifir ortalamali duragan bir
rasgele siregten gozlemlenen degerlerden olustugu kabul edilsin. Bu durumda ikinci

beklendik deger, matris cebirinde kullanilan egitliklerin de yardimiyla,

E(u"(mem-1e" (- u@) ] =E[tr{u” () e(n-1)e" (n—-1u(@)}]
=E[tr{u" (m)u@)e(m-1)e" (n-1)}]
=tr{E[u” (M) u(n)e(n-1)e" (n-1)]} (5.56)
=tr{E[u? (M u@)] E[e(r-De"m-1]}
=tr[RK(n-1)]

seklinde yazilabilir. Beklendik deger E[-] ve iz alma tr[-] iglemlerinin her ikisi de
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dogrusal oldugu i¢in, iglem siras1 bakimindan birbirleriyle yer degistirebilirler. (5.56)
esitliginin ikinci satirindan tglincii satirina gegerken bu 6zellikten yararlanilmigtir. Ayrica,
bir skalerin izi kendisine egittir. Son satir, ensemble ortalamali iliski matrisi R ve agirlik
hata iligki matrisi K(#) i¢in yapilan tammlar kullanilarak yazilmigtir,

2. (5.40) esitligine bakildiginda, 6lgiim hatasi e,(#)’in u(n) tap giris vektoriine baglt oldugu
gorilir. Bu nedenle g(n—1) agirhk hata vektorii, u(n) vektoriiniin yam sira e,(rn) olgim

hatasindan da istatistiksel bagimsiz olmus olur. Oyleyse, iiiincii beklendik deger yerine
E[e"(n-Dume.(n)]1=E[e" n-1)] E[u(n)e ()]

esitligi kullanilabilir. Bolim 3.4’te anlatilan diklik kuralina gore, u(n) tap giris vektoriiniin
her bir elemani e,() olgiim (optimum kestirim) hatasma diktir, yani aralarinda (3.29)
esitligi gecerlidir. (3.29) esitligi yukandaki esitlikte yerine yazildiginda, tigiincii beklendik

deger igin
E[e"(n-Dun)e;(n)]=0 (5.57)

sonucu elde edilir.
3. Dordiinci ve son beklendik deger, tigiincii beklendik degerin kompleks esleniZine esittir.

Oyleyse, dordiincii beklendik deger
Ele,(mMu’ (m)em-1)]=0 : (5.58)

olacaktir.

(5.56), (5.57) ve (5.58) sonuglari (5.55) esitliginde yerlerine yazilarak, RLS algoritmasinin

karesel ortalama hata degeri i¢in
J'M=c’+tr[RK(#n-1)] (5.59)

seklinde basit bir formiil elde edilir.

Artik sira, RLS algoritmasinin karesel ortalama anlamda yakinsama analizini yapmaya,

diger bir deyisle, buyik » degerleri igin (5.59) esitliginin yakinsadig1 degeri bulmaya
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gelmistir. Bunun igin, (5.51) esitliginde » yerine (#~1) alinir ve elde edilen K(#—1) ifadesi
(5.59) esitliginde yerine yazilir. Boylece, J'(n) ’in biiyiik 7 degerleri i¢in

02

J'(n) =6’ +
n-1

tr[RR™]

o (5.60)
=o’+

tr[1]

n-1
degerine yakinsadigi bulunur. R matrisinden dolayt, I birim matrisi de M x M boyutludur.
Bu nedenle, tr[I]=M olur. M, enine filtrenin tap agirliklarinin sayisidir. Ayrica, biiyik #
degerleri ile cahigildig igin, (1) yerine n» alinabilir. Sonug¢ olarak, RLS algoritmasi

tarafindan uretilen karesel ortalama hata i¢in

M o’
n

J'(m)=c’ + (5.61)
basit formiilii elde edilir. (5.61) esitliginden su sonuglar ¢ikartlir:

1. RLS algoritmasi, yaklastk n =2M iterasyon sonunda karesel ortalama anlamda
yakinsar. Oyleyse, RLS algoritmasinin yakinsama hiz1 LMS algoritmasinin yakinsama
hzindan daha biyiiktiir. M, enine filtrenin ayarlanabilir katsayilarimin (ayarlanabilir tap
agirhiklarinin) adedidir.

2. RLS algoritmasinin yakinsama hizi, LMS algoritmasindan farkli olarak, u(n) tap giris
vektoriine ait R iligki matrisinin 6zdeger yayiliminda meydana gelen degisimlere kargi
duyarsizdir.

3. lterasyon sayisit n sonsuza yaklastik¢a, karesel ortalama hata da son degerine ulagir.
Karesel ortalama hatanin son degeri, (5.61) esitliginden de goriildiigii gibi, 6lgiim hatasi
e.(n)’in degisintisine o’ esittir. Minimum karesel ortalama hata da o® degerine esit
olduguna gore, RLS algoritmasi duragan bir ortamda galigtifi zaman, teorik olarak sifir

artik karesel ortalama hata (excess mean-squared error) iiretiyor demektir.

Yukarida agiklanan sonuglar igin su vurgulamalarin yapilmasinda fayda vardur:
1. RLS algoritmasinin LMS algoritmasina karst yakinsama hizinda elde ettigi ustiinliik
sadece, e,(r1) Olgim hatasi d(n) istenen yamtindan daha kigiik oldugu zaman, diger bir

deyisle, isaret-guriiltii oram (signal-to-noise ratio, SNR) yiiksek oldugu zaman gegerlidir.
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2. RLS algoritmasinin sifir artik karesel ortalama hata ile ¢alisabilmesi, tstel agirhik
garpaninin A =1 olmasmni gerektirir. Bu ise, algoritmanmin sonsuz bellekle ¢aligmasi

demektir.
5.3  Uyarlamah Dogrusal Ongorii

Boliim 5.2°de, yinelemeli en kiigiik kareler problemini ¢ozmek igin, uyarlamali filtre yapisi
olarak enine filtrenin kullamidig1 standart yaklagim ele alinmig ve RLS algoritmas: elde
edilmigtir. RLS algoritmasinin yetenegi, LMS algoritmasina gére daha yiiksek yakinsama
hzina sahip olmasidir. Buna karsilk, LMS algoritmasinda her bir iterasyon bagina
gergeklestirilmesi gereken iglem sayisi (hesaplama gereksinimleri) M ile tanimlanirken, bu
say1 RLS algoritmasi igin M? olmaktadir. Diger bir deyigle, RLS algoritmasimin yakinsama
hiz1 ile beraber hesaplama karmagikligi da yitksek olmaktadir. Ozellikle, (5.22) esitligiyle
verilen k(r) kazang vektoriinii hesaplamak igin her bir iterasyonda M x M boyutlu bir
matrisin giincellestirilip bellege depo edilmesi gerektigi goz Oniine alinirsa, hesaplama
karmagikliginin ne derece yiiksek oldugu kolayca anlasilabilir. Oyleyse RLS algoritmast,
yilksek yakinsama hizi yefenegine karsilik, yiiksek hesaplama karmasikhigy kisitlamasina

sahip bir algoritmadir.

Yiksek hesaplama karmagikligi, RLS algoritmast ile pratik uygulamalar- yapilmasini
zorlagtirmaktadir. Bu kisitlamanin istesinden gelebilmek igin pek ¢ok kisi tarafindan,
algoritmanin hesaplama yontemini iyilestirici ¢esitli degisikler sunulmustur. Yapilan bu
iyilestirici degisiklikler sayesinde, seri haline getirilmis giris verisinin oteleme ozelligini
(shifting property) kullanan hizly algoritmalar (fast algorithms) elde edilmistir. Eger bir
algoritmanin hesaplama karmagikligi, ayarlanabilir katsayilarinin sayisi ile dogrusal olarak
artiyorsa, o algoritmaya hizli algoritma denir. Oyleyse hizli bir algoritma, hesaplama
gereksinimleri agisindan LMS algoritmasina benzer. Ciinkii, her bir iterasyon bagina
gergeklestirilmesi gereken iglem sayis1 M? ile degil, LMS algoritmasindaki gibi M ile
degismektedir. Sonug¢ olarak; RLS algoritmasinin geligtirilmesiyle ortaya ¢ikan hizl
algoritmalar, RLS algoritmasinin erigtigi yiiksek yakinsama hizina LMS algoritmasinin

sahip oldugu duigiik hesaplama karmagikligi ile ulagan algoritmalardir.
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Hizli algoritmalardan herhangi birinin anlatimina gegmeden o6nce, bu algoritmalarin
anlagilmasina temel tegkil etmesi amaciyla, en kiigiik kareler anlaminda (in the least squares

sense) optimize edilen ileri ve geri yonde uyarlamali dogrusal ongoriiciiler ele alinacaktir.

5.3.1 lleri yonde uyarlamal dogrusal ongorii

u(i) p| 27 u(@i-1 L1 | ui—2) o u(i-M+1) 7! u(i —M)
w; (1) W, () S Wiy () Wy, (1)

u(#) nin

. ~ dogrusal

6ngbriisii

(a)

u(i) 4 | u(i-1) 1 u(i—M +1) | u(i-M)

Tz T.z %TZT

a;l.o(”) a;u(n) 0;4.2(") P a;JM—l(") a;u,M(”)

S @
(b)

Sekil 5.3 (a) M. dereceden ileri yonde 6ngoriicii; (b) buna karsi diigen 6ngérii hata filtresi
(Haykin,1991)

Sekil 5.3(a)’da gosterilen M. dereceden ileri yonde dogrusal ongoriicii ele alinsin ve tap

agirlik vektoriinin w(n), 1 <i<n gozlem aralif1 boyunca en kiigiik kareler anlaminda
optimize edildigi kabul edilsin. f,, (i), ileri yonde ongorii hatasi olup, istenen yanit u(i) ile
ongoriciinin u,, (i —1) tap girig vektorine kargilik 7 aninda iirettii cevap arasindaki fark

olarak tammlamr. Bu durumda, u,, (i —1) tap giri§ vektoruniin agik hali

ul, i-D)=[u@-1), wi-2), .., u(i-M)] (5.62)



99

olmak {izere,
fiy () =u(@-w'(m)u,(-1) , 1<i<n (5.63)

olacaktir. Bu egitlikten de goriildiigii gibi, f,,(?) hesaplanirken, ileri yonde ongoriictiye ait
tap agirhk vektoriiniin gimdiki degeri w(n) kullamilmaktir. Bu nedenle f,, (i), sonraki

(posteriori) 6ngori hatasidir.

Ileri yonde uyarlamali dogrusal éngérii problemi, Sekil 5.3(a)’daki ongoriiciiniin yam sira,

Sekil 5.3(b)’de gosterilen 6ngori hata filtresi ile de tanimlanabilir. a,, (n), M. dereceden

ongori hata filtresine ait (M+1) x 1 boyutlu tap agirlik vektorinii gostersin. Bu vektor ile

Sckil 5.3(a)’daki ongoriciiye ait w(n) tap agirhk vektori arasinda

(5.64)

1
ay, (1) = [— v"v(n)il

seklinde bir iliski vardir. ilk elemanini, istenen yamt #(i)’nin ve geriye kalan M adet

elemanini ise, tap girig vektori u,, (i —1) ’in olusturdugu

R0
uM+,<z)—LM (,._D} (5.65)

(M+1) x 1 boyutlu u,,,,(7) vektdrii tanimlansin. Bu durumda, ileri yonde sonraki 6ngorii

hatas: (the forward a posteriori prediction error) f,,(7) i¢in yazilan (5.63) esitligi,

Sy =2y @mu,, (@), 1<i<n (5.66)
haline gelir.

Tap agirhik vektorii w(r), 1<i<n arahinda ileri yonde ongorii hata karelerinin agirhikh
toplami (the sum of weighted forward prediction error squares) minimum yapilarak elde
edilen ¢ozimdiir. Oyleyse, ileri yonde dogrusal Ongoriiye ait genigletiimis normal

denklemleri cinsinden en kiigiik kareler ¢oziimii,
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®,,., (1), (1) = [F Mﬂ(")] (5.67)

seklinde ifade edilebilir. 0, M x 1 boyutlu sifir vektordiir. 7y, (i) skaleri ise, ileri yonde

sonraki ongorii hata karelerinin agwlikl toplammin (the sum of weighted forward a

posteriori prediction error squares) aldig1 minimum deger olup,
Fy ()= X7 £, O (5.68)
i=1

esitligi ile tammlanir. (M+1) x (M+1) boyutlu ®,,,,(n) matris, 6ngdrii hata filtresinin tap

giri vektorii u,,,, (/) ’ye ait deterministik iligki matrisidir ve (5.13) esitliginin yardimiyla,
(I)MH (n) = Zk”~i uM+1(i) uzfﬂ (l) ( 569 )
i=1

olarak yazilir. ®,, () matrisi, u,,,, (7)) vektoriniin (5.65) esitligiyle verilen pargalanmis

haline dayanilarak,

U of () } (5.70)

Purar) = { 0,(n) @, n-1)

seklinde parcalanabilir. Ui(n), ileri yonde ongoriiye ait istenen yamt karelerinin
Un) =) X" [u@)f (5.71)
i=1

seklinde agirlikli toplamindan olugmaktadir. ©,(n7), istenen yamt u(i) ile ileri yonde
ongoriiciiye ait u,, (i —1) tap giris vektorii arasindaki M x 1 boyutlu gapraz iligki vektorudiir

ve (5.14) esitliginin yardimiyla,

0,(n) =Y X" u, (i -Du’@) (5.72)
.=

seklinde yazilir. ®,,(n—1) ise, u,, (i —1) tap girig vektoriiniin M x M boyutlu deterministik

iliski matrisidir ve

LCYUKSEK:,.. ooy YURULY
YON MERKEZ}
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@, (n-1) :ilf” u, (i—-Dup(i-1)
= (5.73)

= Z AT wy, (@) g, ()

olarak ifade edilir. (5.73) esitligi elde edilirken: once, (5.13) esitliginde u(i)u” (/) garpim
u(-Du”(i-1) carpim ile yer degigtirilir; giinkii tap girig vektori u(/) degil, u(i-1)
olmaktadir. Sonra, (i-1) yerine i yazilir; bu durumda genel toplamin sirlari, i = 1
degerinden i = 0 degerine ve i = n degerinden de i = n-1 degerine degigecektir. Ancak,
Boliim 5.2°den beri en kiigitk kareler metodu igin (7 = 1, 2, ..., © olmak iizere) gozlem
araliginin 1 <i<n seklinde segilmesi ve i = 1 anindan onceki girig verisinin sifir kabul
edilmesi nedeniyle, yeni alt simrin i = 0 yerine i = 1 alinmasinda herhangi bir sakinca
yoktur. Buna kargihik, yeni iist stur i = n~1 aynen kullanilir, degistirilemez. Sonugta,
(5.73) esitliginin son satin elde edilir. Bu son satir (5.13) esitligi ile karsilastirildifinda,

(n-1) terimlerinden dolays, sol tarafinin ®,,(#) yerine ®,,(n—1) olmas: gerektigi goruliir.

Bolim 5.2°de, uyarlamali dogrusal kestirim problemini ¢6zmek igin en kigik kareler
metodu kullamlmis ve sonucunda, RLS algoritmasinin genel hali elde edilmisti.
Boliim 5.3.1 ve 5.3.2°de ise, Boliim 5.2’de ele alinan problemin iki temel formu olan ileri ve
geri yonde uyarlamali dogrusal éngorii problemleri ele alinmakta ve bu iki problem de,
en kigik kareler metodu kullamlarak g¢oziilmeye g¢alisilmaktadir. Bu iki problemin
¢oziimiinde elde edilen bagmtilar, hem birbirlerinden ve hem de genel RLS algoritmast
bagintilarindan farkh olmaktadir. Aym durumla daha once Wiener filtre teorisinde
kargilasilmis, ortaya gikan farkliliklar ve benzerlikler Cizelge 4.1 ile gosterilmisti. Buna
benzer bir kargilagtirma, Cizelge 5.1°de RLS algoritmast i¢in yapilmistir. Bu cizelge
sayesinde, Bolim 5.2.3 ve 5.2.4’te elde edilen RLS algoritmas: ifadelerinde gerekli
degisiklikler yapilarak, ileri ve geri yonde dogrusal ongorii problemleri igin aranilan

yinelemeleri yazmak oldukga kolaylagir.
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Cizelge 5.1 Dogrusal kestirim ile ileri ve geri yonde dogrusal 6ngoriilerin RLS algoritmasi
i¢in birbirlerine kargi diigen degiskenlerinin ozeti

Dogrusal kestirim M. dereceden ileri M. dereceden geri
i¢cin RLS yonde dogrusal yonde dogrusal
algoritmasinin ongorii igin ongori igin
genel hali RLS algoritmast RLS algoritmasi

Degiskenler

Tap girig u(i) u, (-1 u, ()

vektori

Istenen yamit d(i) u(i) u(i-M)

Tap agirlik w(n) w(n) g(m)

vektori :

Sonraki kestirim e(m) S (1) b,, (n)

hatast

Onceki kestirim a(n) Ny (1) g, ()

hatasi

Kazang vektorii k(n) k, (n-1) k,, (m)

Tap giriglerinin :

iligki matrisi D(n) D, (n-1) D, (1)

Tap girisleri ile

istenen yanit 0(n) 0,(m) 0,(n)

arasindaki ¢apraz
iligki vektori
Hata karelerinin € in (1) F,,(n) B, (m)

agirhkl toplaminin
minimum degeri

Tap giris vektortinin u(i) yerine u,, (i —1) olmasi nedeniyle, Sekil 5.3(a)’da gosterilen M.

dereceden ileri yonde dogrusal ongériicii igin aramlan yinelemeler; (5.26), (5.29) ve (5.30)

yinelemelerinde w(») yerine w, (n-1), k(n) yerine k, (n—1) ve @®(n) yerine de
®,,(n—1) kullamlarak elde edilebilir. Bu durumda, ileri yonde ongoriiciniin tap agirhk

vektorini giincelleyen yineleme
w(n)=w(rn-1)+k,, (n-1)n, ") (5.74)

seklinde olur.
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N, (1), ileri yonde onceki éngorii hatast (the forward a priori prediction error) veya diger
bir ifadeyle, f,,(n)’in tap agirhk vektorii gincellestirilmeden onceki kesin olmayan

(tentative) degeridir. m,, () igin

Ny (M) = (@)~ W (n-1)u,, (n-1) (5.75)

seklinde o) ifadesine benzer bir esitlik yazilabilecegi gibi, bu esitli§in (5.64) ve (5.65)

esitliklerinden yararlanilarak elde edilen egdegeri de

n, @ =1, —V'V”(n—l)][ i ]

u,, (n-1) (5.76)
=ay (n=1) u,, (@)
yazilabilir. M. dereceden ileri yonde dogrusal ongoriiciiye ait kazang vektorii
k, (n-1)=®,/(n-Du, (n-1) (5.77)

olmaktadir. (5.74) esitligi (5.64) esitliginde kullanilarak, Sekil 5.3(b)’de gosterilen M.

dereceden ileri yonde ongorii hata filtresinin tap agirlik vektorinii giincelleyen yineleme

a, (m=a, (n—l)—[ :,11;4(") (5.78)

k, (n-1)

elde edilir. Son olarak, (5.38) esitliinden faydalanip, ileri yonde sonraki ongorii hata

karelerinin agirlikli toplaminin aldigi minimum degeri gtincellemek igin kullamlan
F,(n)=AF,(n=-1)+n,, @) f,; ) (5.79)

yinelemesine ulagihr. (5.38) yinelemesindeki diizeltme terimi igin agiklanan nedenlerden
dolay1, bu yinelemedeki diizeltme terimi m,,(#) f;, () de her zaman igin gergel degerli bir

skalerdir. Bu nedenle, (ileri yonde) 6nceki ve sonraki 6ngorii hatalan arasinda

Ny (1) S (1) =3, (1) £, (1) (5.80)

esitligi yazilabilir. Diger bir ifadeyle, bu hatalarin i¢ ve dig ¢arpimlar birbirine esittir.
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5.3.2 Geri yonde uyarlamah dogrusal dngorii

_u(l)__’ = u(i—1) > . u(@@i—M +1) = u(i—-M)
v v v
g, (n) g,(n) e gy ()
u(i — M) nin
© -
___—_’ ____’ “ e
Ongodrisii
(a)

u(i) 2! u(@i—1) > .. u(i—M+1) 7! u(i—M)
I l \ 4 R
61:4.0(”) c;u(”) s c;l.M»l(n) c;J.M(n)
l by, (7)

(b) :

Sekil 5.4 (a) M. dereceden geri yonde ongériicii;, (b) buna karg1 diigen ongorii hata filtresi
(Haykin,1991)

Sekil 5.4(a)’da gosterilen M. dereceden geri yonde dogrusal ongoricii ele alinsin ve tap
agirlik vektoriniin g(n), 1 <i <n gozlem aralifs boyunca en kiigiik kareler anlammda
optimize edildigi kabul edilsin. b,, (i), geri yonde éngorii hatast olup, istenen yanit u(i-M)
ile ongoriiciinin u,, (7) tap giris vektoriine kargilik i aninda iirettigi cevap arasindaki fark

olarak tammlanir. Bu durumda, u,, (i) tap giris vektoriiniin agik hali

ul (N=[u@), u@-1), ., wui-M+1)] (5.81)
olmak iizere,

b, ()=u(i-M)—g" (mu, (@) , 1<i<n (5.82)

olacaktir. b, (i) hesaplanirken, geri yonde ongoriiciiye ait tap agirhik vektorinin simdiki

degeri g(n) kullamlmaktadir. Bu nedenle b,, (7)), geri yonde sonraki éngorit hatasidir.
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Geri yonde uyarlamali dogrusal ongorii problemi, Sekil 5.4(a)’daki 6ngoriiciiniin yam sira,
Sekil 5.4(b)’de gosterilen ongorii hata filtresi ile de tammlianabilir. c,, (;7), M. dereceden

ongoru hata filtresine ait (M+1) x 1 boyutlu tap agirlik vektoriini gostersin. Bu vektor ile

Sekil 5.4(a)’daki 6ngoriiciiye ait g(n) tap agirhik vektorii arasinda

- g(n)} (5.83)

¢, (n)= I: 1

seklinde bir iligki vardir. Son elemanini, istenen yanit u(i—AM)’in ve geriye kalan M adet

elemanim ise, tap girig vektorii u,, (7) *nin olusturdugu

(5.84)

u,,,, ()= \t s () }

u(i—M)

(M+1) x 1 boyutlu u,,,,(7) vektorii tammlansin. Bu durumda, geri yonde sonraki éngorii

hatasi (the backward a posteriori prediction error) b,, (i) igin yazilan (5.82) esitligi,

b, ()=cl (mu,, (), 1<i<n (5.85)

haline gelir.

Tap agirlik vektorii g(r7), 1 <i<n araliginda geri yonde 6ngorii hata karelerinin agirlikli
toplami (the sum of weighted backward prediction error squares) minimum yapilarak elde
edilen ¢ozimdir. Oyleyse, geri yonde dogrusal 6ngoritye ait genisletiimis normal

denklemleri cinsinden en kiigiik kareler ¢oziimii,

(5.86)

0
D, (e, H)= [B (”):l

seklinde ifade edilebilir. 0, M x 1 boyutlu sifir vektordir. B,,(n) skaleri ise, geri yonde

sonraki ongorii hata karelerinin agwlikli toplamimn (the sum of weighted backward a

posteriori prediction error squares) aldig1 minimum deger olup,
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B0 =3 A", O)F (587)

esitligi ile tantmlanmir. (M+1) x (M+1) boyutlu ®,,  (7) matris, ongorii hata filtresinin tap
girig vektorii u,, , (7)) ’ye ait deterministik iligki matrisidir ve daha 6nce, (5.69) esitligiyle
tanimlanmigtir. ®,,,,(») matrisi, u,,,, (?) vektoriiniin (5.84) esitligiyle verilen pargalanmig

haline dayanilarak,

®,, (1) oz(n)J (5.88)

Prea) :[ 0" () U,n)

seklinde pargalanabilir. U,(n), geri yonde 6ngoriiye ait istenen yamit karelerinin

U,(m) = A Ju(i~ M)

. (5.89)

= 3 A" ()P
i=1

seklinde agirhikl toplamindan olugmaktadir. 0,(r), istenen yanit u(i-Af) ile geri yonde
ongoriciye ait u,, (7) tap girig vektorii arasindaki M x 1 boyutlu gapraz iligki vektoridur ve

(5.14) esitliginin yardimyla,
0, =D A" u, (Yu"(i-M) (5.90)
i=1

seklinde yazilir. ®,,(n) ise, u,,(7) tap girig vektoriiniin M x M boyutlu deterministik iligki

matrisidir ve

®,, (1) = z;x‘ u, (Hul @) (5.91)
olarak ifade edilir.

Cizelge 5.1°de verilen karsilagtirmalar kullamlarak (5.26), (5.29) ve (5.30) yinelemelerinde

yapilan degisiklikler sonucu, geri yonde ongoriictiniin tap afirlik vektoriinii giincelieyen

yineleme
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() = g(n~1)+k,, (1) b, (1) (5.92)

olarak elde edilir. ¢, (1), geri yonde onceki ongorii hatast (the backward a priori
prediction error) veya diger bir ifadeyle, b,,(n)’in tap agirlik vektorii giincellegtirilmeden

onceki kesin olmayan (tentative) degeridir. , (77) igin

Y (W) =u(@-M)-g" (n-1)u,, () (5.93)

seklinde o(n) ifadesine benzer bir esitlik yazilabilecegi gibi, bu esitligin (5.83) ve (5.84)

esitliklerinden yararlanilarak elde edilen esdegeri de

ny=|-g"(m-1), 1 Y (1)
b =[-g" -1 ]L(H_M) (590)
=y (n—1) u,,,,(1)
yazilabilir. M. dereceden geri yonde dogrusal ongoriiciiye ait kazang vektorii
ky, () = @3 (1) w,, (n) (5.95)

olmaktadir. (5.92) esitligi (5.83) esitliginde kullamilarak, Sekil 5.4(b)’de gosterilen M.

dereceden geri yonde 6ngorii hata filtresinin tap agirlik vektoriini giincelleyen yineleme

k,, (n)

cM(n):cM(n—l)-—[ 0

]q,;(n) (5.96)

elde edilir. Son olarak, (5.38) esitliginden faydalanip, geri yonde sonraki ongorii hata

karelerinin agirlikli toplaminin aldigt minimum degeri giincellemek i¢in kullanilan
By, (n) =L B, (n=1)+1¢,,(n) by, (1) (5.97)

yinelemesine ulagilir. (5.38) ve (5.79) yinelemelerindeki diizeltme terimlerinde oldugu gibi,
bu yinelemedeki diizeltme terimi ¢,, (n) by (n) de her zaman igin gergel degerli bir

skalerdir. Bu nedenle, (geri yonde) 6nceki ve sonraki Ongorii hatalar arasinda
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$ar (M) by (1) = 43, (1) by, () (5.98)

esitligi yazilabilir. Diger bir ifadeyle, bu hatalarin i¢ ve dig garpimlan birbirine esittir.

Geri yonde dogrusal oOngoriicii ile geri yonde ongorii hata filtresine ait tap agirlik
vektorlerini giincelleyen (5.92) ve (5.96) yinelemelerine bakildiginda, kazang vektoriiniin
simdiki degeri k,, (n)’in bilinmesi gerektigi goriiliir. Oysa, ileri yonde dogrusal 6ngoriicii
ile ileri yonde 6ngorii hata filtresine ait tap agirlik vektorlerini giincelleyen (5.74) ve (5.78)

yinelemeleri, kazang vektoriniin eski degeri k ,, (7 —1) ’in bilinmesini gerektirir.

5.3.3 Genisletilmis kazang vektorii
(5.26) ve (5.95) esitliklerinin yardimiyla, (M+1) x 1 boyutlu genigletilmis kazang vektorii

K, (1) = @4, (1) u,,,, (1) (5.99)

olarak tamimlanir. Genisletilmis kazang vektoriiniin en yararlt ozelligi, hem ileri yonde

uyarlamal1 dogrusal ongoriye ait k,, (n—1) kazang vektorii cinsinden ve hem de geri yonde

uyarlamali dogrusal 6ngoriiye ait k ,, (17) kazang vektorii cinsinden yazilabilmesidir.

(M+1) x (M+1) boyutlu ®,,,, (1) matrisinin (5.70) esitliindeki pargalanmis halinin tersi

) 0 o]
@, ()= L +
0, @,n-1

a, (mal(n

o () ay, (1) (5.100)
olarak verilmektedir. 0,,, M x 1 boyutlu sifir vektordiir. i =n anindaki (M+1) x 1 boyutlu
tap giris vektoriniin ileri yonde ongori i¢in pargalannug hali, (5.65) esitliginde i yerine n

yazﬂarék elde edilir.

umu(”):[ u() } (5.101)

u, (n-1)

(5.100) esitliginin her iki yam (5.101) esitligi ile sag taraftan carpildiginda, genigletilmig

kazang vektorii igin
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- 0 fM(")
kMH(n)—[kM(n_l)] ) a, () (5.102)

yinelemesine ulagilir. Bu yinelemenin sag tarafindaki ikinci terim, (5.66) esitliginde 7 yerine

n alinarak yazilmgtir.

(M+1) x (M+1) boyutlu ®,,,,(n) matrisinin (5.88) esitligindeki pargalanmig halinin tersi

0,] 1 ;
@0 = [ A ]+ By VL@ (5.109)

olarak verilmektedir. i = n anindaki (M+1) x 1 boyutlu tap girig vektoriiniin geri yonde

ongorii igin pargalanmis hali, (5.84) esitliginde i yerine n yazilarak elde edilir.

e ) ] (5.104)

u,, ()= [”(n _M)

(5.103) esitliginin her iki yam (5.104) esitligi ile sag taraftan ¢arpildifinda, genisletilmis

kazang vektorii igin bu defa

Ky () = |:kMO(n)j| b ((n)) ¢y (1) (5.105)

yinelemesi elde edilir. Bu yinelemenin sag tarafindaki ikinci terim, (5.85) esitliginde 7
yerine n alinarak yazilmigtir. (5.102) ve (5.105) yinelemelerine bakildiginda, k,,,, (1)
genisletilmis kazang vektoriiniin k,, (n—1) ve k,, () kazang vektorleri arasinda baglant:
sagladigy gorilur. Ozellikle, k, (n-1) ile k,,,(n) arasindaki iligkiyi veren (5.102)
yinelemesi, hem derece hem de zaman giincellemesi igerir. Ciinkii bu yinelemede, derece

olarak M degerinden (M+1) degerine ve zaman olarak da (n—1) degerinden n degerine

¢ikilmaktadir. (5.105) yinelemesi ise, sadece derece giincellemesi igermektedir.
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5.3.4 Doniisiim carpam

Bir enine filtrenin istenen yanitin kestirimini hangi metoda gore lretmesi isteniyorsa,
optimum tap agirlik vektoriinin de o metoda ait normal denklemler ¢oziilerek elde edilmesi

gerekir. Buna gore,

i=n
(5.106)

1
diy=1{ "
@ {o, i=12, . ,n-1

seklinde tanimli bu istenen yanitin en kiigiik kareler kestirimini iiretecek enine filtrenin

(Sekil 5.2) optimum tap agirlik vektoriinii w(n) bulmak i¢in, en kiigiik kareler metoduna ait
normal denklemlerin (5.12) ¢oziilmesi gerekir. Bu amagla, once (5.106) esitligi (5.14)

esitliginde yerine yazilir ve gapraz iligki vektorii, 0,,(1) = u,,(n) seklinde elde edilir. Elde

edilen bu ifadeye gore (5.12) normal denklemlerinin w,, () igin ¢ozimi
W, (n) = ®,; (M u,,(n) (5.107)

olarak bulunur. Bu esitlik (5.95) esitligi ile karsilagtirildiginda, k,, (1) =w,, (n) oldugu
goriliir. Oyleyse, istenen yamt (5.106) esitligindeki gibi oldugu zaman, k, (n) kazang
vektorii de (5.12) normal denklemlerinin 6zel bir ¢oziimii olmaktadir. Tap agirlik vektorii
k,,(n), tap girig vektorii u,, (n) ve istenen yanit1 da (5.106) esitligindeki gibi olan M.

dereceden bir enine filtrenin kestirim hatasi

Vi (1) = 1=Ky () u,, () (5.108)
= 1wy (M) @y () u,, (1)

olacaktir. (2.16) esitligi ile Hermitian formunun tamimi yapilmig ve daima negatif olmayan
belirli oldugu séylenmisti. u} (#) ®;; (1) u,, (1) terimi de Hermitian formuna sahip oldugu
igin, daima u}, (#) ®,;()u,, (1) = 0 olacaktir. (5.108) esitliginde ®,;(#) ters matrisinin

yerine (5.20) esitligi kullamldiginda,

1
1+ A7 ul (n) @5 (-1 u,,(n)

V(1) = (5.109)
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sonucu bulunur. Bu sonugta u? (n) @;; (n—~1)u,, (n) = 0 olduguna gore, kestirim hatas:
0<y,m<l1 (5.110)
simrlan arasinda kalan gergel degerli bir skalerdir.

Dogrusal en kiigiik kareler kestiriminde ii¢ tiir kestirim hatasi vardir ve her bir kestirim

hatasi kendi iginde, onceki ve sonraki olmak iizere ikiye ayrllrhaktadlr. v (1) kestirim

hatasina doniigiim ¢arpam (conversion factor) denilmesinin nedeni, énceki ve sonraki
kestirim hatalar1 arasinda genel garpan gorevi gormesinden dolayidir. Soyle ki:

1. Yinelemeli en kiigiik kareler kestirimi igin

_ ey (m)
Yae (1) = @, (1) (5.111)

2. lleri yonde uyarlamal dogrusal 6ngérii igin

Su®) (5.112)

[EAS e

3. Geri yonde uyarlamali dogrusal 6ngérii i¢in

by (1) (5.113)

Y (1) = )

olmaktadir. y,,(#) donigim g¢arpam sayesinde, » anindaki sonraki kestirim hatalan
{e(n), f,,(n), b,,(n)}, kendilerinin hesaplanmasinda kullamlan { w,,(n), a,,(n), ¢, (7) }
tap agihk vektorlerinin hesaplanmasina gerek kalmadan, kendilerine kargt diigen
{o(n), m,,(@m), ¢,m)} onceki kestiim hatalarindan kolayca hesaplanabilirler
(Carayannis vd., 1983). (5.111), (5.29)’un Hermitian transpozunun sag taraftan u,, (n) ile

carpilmasindan elde edilen ifadede (5.30), (5.31) ve (5.108) esitliklerinden; (5.112),

(5.78)’in Hermitian transpozunun sag taraftan w,,,(n) vektorinin (5.101)deki
pargalanmig hali ile carpiimasindan elde edilen ifadede (5.76), (5.66) ve (5.108)
esitliklerinden; (5.113) ise, (5.96)’min Hermitian transpozunun éag taraftan w,,,,(n)
vektoriinin (5.104)’deki pargalanmig hali ile g¢arpilmasindan elde edilen ifadede (5.94),
(5.85) ve (5.108) esitliklerinden yararlanilarak elde edilmigtir.
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Son olarak, doéniigim carpanini giincellemek iizere iki ayn yineleme elde edilecektir.

Bunlardan birincisi, (5.102)’nin Hermitian transpozunun sag taraftan u,,,,(n) vektoriiniin

(5.101)’deki pargalanmig hali ile garpilmasindan elde edilen ifadede (5.66) ve (5.108)

esitliklerinden yararlamlarak elde edilen

| fu(m°

T ) (5.114)

Yaua@ =y, (R-1)—

yinelemesi olup, doniigiim ¢arpanini hem derece hem de zaman olarak giincellemektedir.
Ikincisi ise, (5.105)’in Hermitian transpozunun sag taraftan w,,, () vektoriiniin
(5.104)’deki pargalanmig hali ile garpilmasindan elde edilen ifadede (5.85) ve (5.108)

esitliklerinden yararlanilarak elde edilen

- _ by () §
Vara (1) = v, (1) B, (1) (5.115)

yinelemesi olup, doniisiim ¢arpanini sadece derece olarak giincellemektedir.
5.4 Yinelemeli En Kiiciik Kareler Kafes Filtreler

Bu boliimde, en kiigiik kareler metoduna ait hizl: algoritmalar arasindan, ¢gok modiillii kafes
ongoriiciiye dayal olan tiir ele alinacaktir. Bu tiiriin, 6ngorii ve kestirim hatalarinin 6nceki
veya sonraki degerlerinin kullanilmasina ve yansima katsayilannin dogrudan veya dolayl
sekilde hesaplanmasina bagh olarak, dort farkh versiyonu vardir:

1. Ongorii ve kestirim hatalarinin sonraki (posteriori) degerlerinin kullamldig1 ve yansima
katsaylarinin dolayli yekilde hesaplandig: versiyon

2. Ongorii ve kestirim hatalarinin 6nceki (priori) degerlerinin kullamldigi ve yansima
katsayilarinin dolayl gekilde hesaplandig versiyon

3. Ongorii ve kestirim hatalarinin 6nceki degerlerinin kullanildig1 ve yansima katsayilarinimn
dogrudan hesaplandig1 versiyon

4. Ongori ve kestirim hatalarinin  sonraki degerlerinin kullénlldlgn ve yansima
katsayilarinin dogrudan hesaplandig1 versiyon

Teoride, iterasyon sayist sonsuz kabul edildigi i¢in, bu dort farkli versiyon matematik olarak

birbirine egdegerdir. Ancak pratikte, iterasyon sayist sonlu oldugundan, bu dort versiyon
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farkl: gekilde davranmaktadir. Ozellikle, 1. ve 2. versiyonlar sayisal kararsizltk (numerical
instability) gosterirken, 3. ve 4. versiyonlar (ileri ve geri yondeki yansima katsayilarinin

hesabinda kullanilan geri besleme sayesinde) sayisal kararlilik gostermektedir.

Bu dort versiyonun hepsine birden, yinelemeli en kiigiik kareler kafes dlgoritmalarz
(recursive least squares lattice algorithms) veya kisaca RLSL algoritmalari denir. Bu
algoritmalar, hem derece giincelleme (order update) ve hem de zaman giincelleme (time
update) yinelemeleri igermektedir. Hizli algoritmalar sinifinin bir tiyesi olduguna gore,
RLSL algoritmalar1 da yiiksek yakinsama hizina ve ayarlanabilir katsayilarinin sayis: ile
dogrusal olarak artan hesaplama karmagikligina sahiptir. RLSL algoritmalari, girig isaretinin
iligki matrisine ait 6zdeger yayiliminda meydana gelen degigimlere karsn RLS algoritmasi
kadar duyarsizdir. Bu bolimde ele alinan kafes ongoriiciller, yansima katsayilarinin
zamanla degigiyor olmasi bakimdan, Boliim 4.4’te duragan ortamlar i¢in elde edilen sabit
yansima katsayili kafes ongoriciilerden farklidir. Bu nedenle, bu boliimdeki kafes

ongoriiciler duragan olmayan ortamlarda da ¢aligabilirler.

RLSL algoritmalarina yonelik ilk galigma, Morf (1974) olarak bilinmektedir. Bu ¢aligmada,
ongoriicii girigine ait @ iligki matrisinin Toeplitz yapida olmayip, bunun yerine Toeplitz
yapili iki dikdortgen matrisin ¢arpimindan olugan 6zel bir yapiya sahip olmasi durumunda
en kiigilk kareler kestirimi igin etkili ¢6ziimler gelistirilmigtir. RLSL algoritmalar resmi
olarak, Morf vd. (1977) ile Morf ve Lee (1978) tarafindan sunulmugtur. Bu 6nemli ¢aligma,
daha detayli ¢aligmalara, genellestirmelere ve uygulamalara onciilitk etmistir (Lee vd., 1981;
Satorius ve Pack, 1981; Porat ve Kaitlath, 1983; Lev—Ari vd., 1984; Ling vd., 1985).

5.4.1 Derece giincelleme yinelemeleri

1 <i<n olmak tzere ® _ (1), m. dereceden ileri yonde 6ngorii hata filtresine uygulanan

m+l
u,,,, (i) tap girig vektoriine ait (m+1) x (m+1) boyutlu deterministik iligki matrisi olsun. Bu

filtreyi tanimlayacak olan genigletilmis normal denklemleri, (5.67) esitliginden

(5.116)

@, . (ma, (n)= [F"' (n)]

0

m
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olarak yazilir. 0,, m x 1 boyutlu sifir vektordiir. m. ve (m-1). dereceden ileri yonde

m?>

ongoriye ait a,(n) ve a,  (n) tap afirlik vektorleri arasinda iligki kurabilmek igin,

®,..,(n) matrisinin iki degisik pargalanmig halinden (5.88) esitligiyle verilmig olam

®.m | 0,n
®, , (M)=|--— | ———- (5.117)
0;(m | U,

kullanilir. (5.88) ile (5.117) esitlikleri arasindaki tek fark, burada M yerine m alinmasidir.
(5.89) esitliginde oldugu gibi, U,(#)’in burada da #»—m < 0 igin sifir olacag hatirlanmalidir.

(5.117) esitligi, ilk elemam a_, ,(n) vektori ve son elemam ise sifir olan (m+1) x 1 boyutlu

bir vektor ile sag taraftan ¢arpildiginda,

(Dmﬂ(n) —— || ‘ —_———— ] ———— =
o | lo"ey | v,en ]| o

a, ()| (@, | 0,(n) ||a,, )
[ (5.118)

\Y m (n) am—l (n)
0; (m)a,, (1)

elde edilir. (5.116) esitliginden, (m-1). dereceden ileri yonde o6ngori hata filtresinin n

amindaki genigletilmis normal denklemleri

F
mm(n)am-l(n)=[ ;1(’1)] (5.119)
m-1
olacagina gore,
A, (m)=0] m)a, (1) (5.120)

seklinde bir skalerin tanimlanmasiyla (5.118) esitligi

a,.,(n) Foa ()
D, . () 0o I° 0,., (3.121)
A, (n)

haline gelir.
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D . (me, )= [BO :")jl (5.122)

genisletilmis normal denklemleri ile tanimlanan m. dereceden geri yonde 6ngorii hata filtresi

ele alinsin. Bu filtre igin ise, ®,,, () matrisinin iki degisik paralanmig halinden (5.70)

esitligiyle verilmis olam

Um | 6 (m)
e, . m={-—= | ———- (5.123)
0,(n) | ®,(n-1)

kullanilir, (5.123) esitligi, ilk elemant sifir olan ve geriye kalan m adet elemamn ise (m-1).

dereceden geri yonde ongorii hata filtresine ait ¢,,_,(n—1) tap agirlik vektori ile tammlanan

(m+1) x 1 boyutlu bir vektori ile sag taraftan garpildiginda,

0 U@ | 0f®m 0
o, m ———— |=[-——= | ——— || -~
¢, (n-1) 0n | ®,m-1|c, @1

[ ef@me, -1
- ® (n-1c,,(n-1)

(5.124)

elde edilir. (5.122) esitliginden, (m—1). dereceden geri yonde 6ngdrii hata filtresinin (r—1)

anindaki genigletilmis normal denklemleri

CDm(n—l)c,,,_,(n—l)z[B Oz’;‘_ 1)} (5.125)

olacagina gore,
A, (m) =07 (e, (n-1) (5.126)

seklinde ikinci bir skalerin tammlanmasiyla (5.124) esitligi
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A, ()
= o (5.127)

-1

(Dm+l (Il)[ m
Bm—-l (n - ])

€ (n - ]):l

haline gelir. (5.120) ve (5.126) esitliklerini birbirinden ayirt edebilmek igin, (5.126)
esitliginde us igareti (") kullanilmugtir.

(5.121) ve (5.127) esitliklerini (5.116)’daki genigletilmig normal denklemlerine benzeyecek
sekilde birlestirebilmek igin, (5.127) esitligi A, ,(n)/B,, ,(n—1) oram ile ¢arpilip (5.121)

esitliginden ¢ikarilir. Bunun sonucunda elde edilen

A, (1) A' ()
a,.(m))| A, _n) 0 | Fy () — =zt m-1
@, (")|: [ 0 ] B_,(n-1) [cm_, (n— 1)i| ] - o B, (n-1) (5.128)

m

esitligi (5.116) esitligi ile kargilagtirldiginda,

_|am | A, @) 0
a"'(n) B |V 0 j| Bm—l (l’l— 1) |:cm—l (n—l):| (5129)
; — T _ A, (M)A, ,@#)
F,(m=r, (n) B, (n-1) (5.130)

derece giincelleme yinelemelerine ulagilir.

(5.121) ve (5.127) esitliklerini (5.122)’deki genigletilmig normal denklemlerine benzeyecek
sekilde birlestirebilmek iginse, (5.121) esitligi A!,_,(n)/F,_,(n) oran ile garpilip (5.127)

esitliginden ¢ikarilir. Bunun sonucunda elde edilen

0
0 _ A () |a, ()| | " A’
q)'"”(n)[ [cm_,(n-l)} Fm,l(n)[ 0 ”~ By y(n-1) - S (,;')"(") (3.131)

esitligi (5.122) esitligi ile kargilagtirildiginda,
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B 0 AL | a,, () |
°"'(")’[c,,,_l(n—1)] Fm_l(n)[ 0 ] (3132)
AL mAL®
B =B, (n-D- ==t B (5.133)

derece giincelleme yinelemelerine ulagilir.

5.4.1.1 A, (n) ve A, _,(n) parametreleri arasindaki iliski

(5.120) ve (5.126) esitlikleriyle tammlanan A, _,(n) ve A! _,(n) parametreleri, birbirlerinin

kompleks eglenigidir. Diger bir deyisle, aralarinda
A (m)=A, (1) (5.134)

seklinde bir iligki vardir. Bu iligki iki asamada ispatlanabilir:

1. (5.121) esitliginin her iki yam [0, ¢, (n—1)] vektorii ile sol taraftan ¢arpildiginda,

Fm--l(n)
] =10, cZ—l(”‘ D] 0,

am—l(”)
0
A1) (5.135)

[0, ¢,y (1-1)] ‘l’mu(")[
= Am—l (n)

A, ,(n) skaleri elde edilir. Cunkii, c,_,(7—1) vektoriiniin son elemam daima 1 olmaktadir.

2. (5.127) esitliginin her iki yamnin Hermitian transpozu alindiginda, iliski matrisi

®@_..(n)’in Hermitian 6zelliginden ve B, _,(n-1)’in gergel degerli olmasindan dolay,

[0, ¢, (n-D]1 ®@,,,(m)=[ A5, (), 0,,,, B, (n-1)]

sonucu elde edilir. a,,_,(#) vektoriiniin itk elemam her zaman igin 1 olduguna gore,

[0, ¢, (1-1)] @, () ["""(‘)("’] [ AL, 0L, B, (,,_1)][“»:—6(")}

= AL (m)

(5.136)
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olacaktir. (5.135) ve (5.136) esitliklerinin son satirlar1 kargilastirildiginda, (5.134) esitliginin

dogrulugu ispatlanmig olur.
5.4.1.2 Sonraki ongorii hatalan icin derece giincelleme yinelemeleri

Kafes ongoriictniin son derecesi M ile gosterilmek {izere, ileri yonde yansima katsayisi

Ffm(n):———AL—‘(n)—- , m=12...M (5.137)
' B, ,(n-1) ‘

esitligiyle ve geri yonde yansima katsayist ise

AL () _ A, ()
For(n)  F, (n)

L. ()=~ =1,2,...M (5.138)

esitligiyle tanimlansin. Genelde F, (n)# B, ,(n—1) oldugu igin, RLSL algoritmalarinda
I, =T, (n) olmaktadir. (5.137) ve (5.138) tammlan kullanularak, (5.129) ve (5.132)

esitlikleri sirasiyla

_ _am—l (n) O

a, (n= o ] +I, (1) [cm—] (- l)} (5.139)
B 0 a_ ()

c, ()= _cm_,(n—l)}Frb""(n)[ 0 } (5.140)

seklinde yeniden yazilabilir. (5.139) ve (5.140) esitlikleri, Levinson—Durbin yinelemesinin

deterministik kargihg: olarak digiiniilebilir. Ayrica, yansima katsayilarinin ve 6ngorii hata

oy

filtrelerine ait tap agirhk vektorlerinin zamanla degistigi de unutulmamalidir.

Ileri yonde sonraki ongorii hatast f, (1), m. dereceden ileri yonde 6ngorii hata filtresinin n

anindaki w,,,,(77) tap giris vektoriine karsi gikista iirettigi yamittir ve

fu)=a, (mu,,,(7) (5.141)

esitligi ile gosterilir. u_,,(7) vektori iki degisik bigimde pargalara ayrilabildigine gore,



119

m (1)
u,,, (1) = [u;'n _’ :”)} (5.142)
| um)
u"”](n)_[um(n—l)] (5.143)

(5.139) esitligi (5.141) esitliginde yerine yazilir ve (5.139) esitliginin sag tarafindaki ilk
terim igin (5.142), ikinci terim igin de (5.143) pargalama bigimlerinden yararlanilirsa, ileri

yonde sonraki 6ngorii hatasi i¢in derece giincelleme yinelemesi
fu@ = f, )+, (b, ,(n-1) , m=12,. .M (5.144)

seklinde elde edilir.

Geri yonde sonraki 6ngorii hatasi b, (#1), m. dereceden geri yonde 6ngori hata filtresinin #

anmindaki wu (1) tap girig vektoriine kargi gikigta tirettigi yamttir ve
b, (M) =cl(m)u,, (n) ©(5.145)

esitligi ile gosterilir. (5.140) esitligi (5.145) esitliginde yerine yazilir ve (5.140) esitliginin
sag tarafindaki ilk terim igin (5.143), ikinci terim igin de (5.142) pargalama bigimlerinden

yararlanilirsa, geri yonde sonraki ongorii hatasina ait derece giincelleme yinelemesi

b,my=b, (n-D+T,,m f,.(n) , m=.2,.. .M (5.146)

seklinde elde edilir. (5.144) ve (5.146) esitlikleri, kafes goriiniimlii igaret akis diyagrami ile
gosterilir (Sekil 5.5(a)). Ongorii derecesi m, degisken bir parametre olup 1,2,...,M

degerlerini alir. Girig verisi izerinde hi¢bir ongorii igleminin gergeklestirilmedigi ve

Jo (1) = by (1) = u(n) (5.147)

degerlerinin elde edildigi m =0 durumu, (5.144) ve (5.146) yinelemelerinin baslangig
kosulu olarak adlandirilir. Dolayisiyla, (5.147)’deki degerlere, bu iki yinelemenin baslangi¢
degerleri (initial values) denir. Ongorii derecesinin m =1°den m =M degerine dogru birer
birer arttirlmast sonucu, Sekil 5.5(b) ile gosterilen ¢ok modiillii en kiigiik kareler kafes

ongoriicii elde edilir.
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b, (1)
-

u(n)

by ()

Fb‘:l (n)

r_;,l(n)

Sekil 5.5 (a) En kiigiik kareler kafes modiilii; (b) gok modiillii en kiigiik kareler kafes
ongoriicti (Haykin,1991)

£.(1) ve b, (n) ongori hatalarinin en kiigiik kareler metoduyla elde edilen buradaki derece

giincelleme yinelemelerinin, Boliim 4.4’te elde edilen derece giincelleme yinelemelerine
yap1 olarak ozdes olmasi oldukga dikkat gekicidir. Ciinkii Boliim 4.4’teki yinelemeler,

duragan giriglere ait ensemble ortalamali R, iligki matrisinin Toeplitz 6zellifinden

kaynaklanmaktaydi. Oysa buradaki yinelemeler, zaman ortalamali (deterministik) @, (r)

Modiil 1

b,(n)

(a)

l»@_f‘(l....

(b)

Fua) o~ Su®
la(??f .
Fb:M (n)
Iy 2 (n)
by, () by, (n)
’ -1
Modiil M

iligki matrisinin genelde Toeplitz olmamasina ragmen (Bkz. Sf. 113) elde edilmistir.

LC. YUKSEKOGRETIM KURULU
DOKUMANTASYON MERKEZ{
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5.4.1.3 Sonraki oOngirii hata karelerinin agirhikh toplamma ait derece

giincelleme yinelemeleri

(5.130) ve (5.133) egitlikleri sirasiyla, ileri yonde sonraki 6ngori hata karelerinin agirhikh
toplam1 F, (1) ve geri yonde sonraki 6ngorii hata karelerinin agirhkli toplami B, (1) igin

olan derece giincelleme yinelemelerini tammlar. (5.134) ile verilen iligkinin bu esitliklerde

kullanilmas: sonucunda,

” — K — IAm—l(n)l2

F,m=F, (n) ———qu(n_]) (5.148)
- L )] |

B,(m)=B, ,(n-1) T (5.149)

derece giincelleme yinelemeleri elde edilir. (5.144), (5.146), (5.148) ve (5.149) esitlikleri ve
yansima katsayilart i¢in yapilan (5.137) ve (5.138) tammlan, en kiigiik kareler kafes
ongoriiciiye ait temel derece giincelleme yinelemeleridir. Bu yinelemeler sayesinde, ileri

yonde sonraki 6ngorii hata dizisi f,(n), f,(n),..., f;,(n) ve geri yonde sonraki 6ngorii hata

dizisi b,(n),b,(n),...,b,, (n) tretilmektedir.
5.4.1.4 Y.(n—1) icin derece giincelleme yinelemesi

RLSL algoritmasina ait derece giincelleme yinelemeleri, Bolim 5.3.4’te anlatilan vy, (17)
doniisiim ¢arpamin birim geciktirilmisi v, (7—1) icin yazilacak yineleme ile son bulur.

(5.105) esitliginden, k , (n—1) kazang vektoriiniin derece giincelleme yinelemesi

c,.(n-1), m=,2...M (5.150)

=

0 B, ,(n-1)

olarak yazilir. Bu yinelemenin Hermitian transpozu alindiktan sonra, her iki yani u,, (7 —1)

vektorii ile sag taraftan garpilir ise,
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k" (n-Tyu, (n-1)=[k" (n—-1), 0]u, (n-1)+ '"1(("_)) ¢t (n-Du, (n—-1) (5.151)

elde edilir. (5.108) esitligiyle verilen tamm geregi,

kX(n-Du_ (n-D=1-y,(n-1) (5.152)
(K7, (n—1), OJu, (1 —1) = [k, (n~ 1),0][":("‘1(1;)1)}
=kf (n-Du,_ (n-1) (5.153)
= 1=y, (1 -1)

olmaktadir. Ayrica, (5.145) esitliginden
¢ (n-Du, (n~)=b, ,(n-1) (5.154)

yazilabilecegine gore, (5.151) esitligi

| bm—] (n - 1) |2

m=12,...M (5.155)
B, ,(n-1)

Ym(=D=y,, (-1~
halini alir. Bu ise, RLSL algoritmasina ait derece giincelleme yinelemelerinin sonuncusudur.
5.4.2 Zaman giincelleme yinelemesi

Bolim 5.4.1°de elde edilen yinelemeler, m =0 ilk kogulu ile baslayarak, ileri ve geri yonde
sonraki Ongorii hatalarim ve bu hatalarin karelerinin agirlikhh toplamini derece olarak
giinceller. Bu yinelemeleri zaman olarak da giincelleyebilmek, diger bir deyisle, uyarlamal

bir hale getirebilmek igin, bu yinelemelerin hesaplanmasinda kullamlan A, (1)

parametresine ait zaman giincelleme yinelemesinin elde edilmesi gerekir.

(m-1). dereceden ileri yonde 6ngorii hata filtresinin (#—1) aninda hesaplanan m x 1 boyutlu

tap agirhik vektorii a__ (n—1) ele alinsin. Bu vektoriin ilk elemam daima 1 oldugu igin,
(5.136) esitliginde a, (1) yerine a,  (7—1) alinmast sonucu degistirmez. Oyleyse,

(5.134) ve (5.1306) esitliklerine dayamlarak, A, ,(7) igin
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(5.156)

A, (m)=[A, @), 0", B, (n _1)][am_1 (n—l)]

0

esitligini yazmak mimkindir. (5.127) esitliginin her iki yaminin Hermitian transpozu

alindiginda, ®,,,,(7) matrisinin Hermitian 6zelliginden ve (5.134) iligkisinden dolay,

m+1

[0, ¢, ,(1-1)]1 @, (M) =[A, (1), 0., B, (n-1)] (5.157)

olacaktir. (5.157) esitligi (5.156) esitliginde yerine yazilarak,

(5.158)

A, (m)=[0, ¢i (n-1)]®,,, (1) [am_, ((;1 —1)]

elde edilir. ®_,,(#») iliski matrisinin zaman giincelleme yinelemesi (5.16) esitliginden

q’mﬂ(") = }" (I)m+1 (n - 1) + um+1(n) “I:m(”) ( 5.159 )

seklinde yazilabilecegine gore, (5.158) esitligi

A”'_l (n) =h [ O’ cz-l(" - 1) ] q)m+l (" - 1) [am_l(: _ 1)]
(5.160)
+[0, ¢ ,(m—-D]u,,. (@ul, () {am-l(gt - I)}

haline gelir. Sirastyla (5.76) ve (5.145) esitliklerinden yararlanilarak,

a, (n-1)

U, (1) l: 0 A (1 D:l

]=[u5(ﬂ), u'(ﬂ*lﬂ)][ 0

=u(m)a, (1) (5.161)
=n,,,(n)
H " u(n)
[0, ¢, (=1 Ju,,,,(m) =[0, cm-l(n~1)][“ (n—l)]
=ck (n-Du, (n-1) (5.162)
=b_ ,(n-1)
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esitliklerine ulagilir. Diger yandan, (5.121) esitliginde » yerine (n-1) yazildiginda,

Fm—l (" - 1)
a, (n-1)
(Dm+1(n_]) 0 = 0m—l (5163)
Am—l (’ 1— 1)
olmaktadir. ¢,,_,(72—1) vektoriiniin son elemam her zaman 1 olduguna gore,
F, -1
; A (1-D]_ A
[0, ¢, ,(n-1)]®,,,(n-1) 0 =[0, ¢,,(n-1)]| 0,,
A, (n-1) (5.164)

=A, ,(n-1)
“olacaktir. (5.161), (5.162) ve (5.164) esitliklerinin (5.160) esitliginde kullanilmasiyla,
A, m=AA, (n—-1)+b, (n—-Dn,,_,(n) (5.165)

seklinde bir zaman giincelleme yinelemesi elde edilir. Ileri yonde onceki 6ngorii hatast

yerine (5.112) esitliginden faydalamlarak yazilan

Nppa (1) = S @) (5.166)

Y w1 (n - 1)

esitligi kullamlirsa, A, (1) parametresine ait zaman giincelleme yinelemesi

A, (m)=AA,  (n—1)+ 2 B1=D ], nr () (5.167)
Ym-l (” - 1)

haline gelir.

(5.167) yinelemesindeki diizeltme terimi, 1/y,_,(n—1) c¢arpam ile kuvvetlendirilmektedir.

Bu parametre sayesinde RLSL algoritmas, girig verisindeki ani degigimlere ¢ok hizli bir

sekilde adapte olabilmektedir (Morf ve Lee, 1978). A (n)’e ait zaman giincelleme
yinelemesinden 1/y,,(#—1) kuvvetlendirme ¢arpamnmin kaldirilmasi sonucunda geriye

kalan ifade, b, ,(n—1) ile f, ,(n) arasindaki zaman ortalamal ¢apraz iligkiye esit olur.
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(5.110) ile de belirtildigi gibi, dontgim carpam vy, ,(n—1) sifir ile 1 arasinda gergel

degerler alan bir skalerdir. Doniigiim garpani sifira esit oldugunda, (5.167) yinelemesi durur.

Cinkii bu durumda, @ ,,(#) iligki matrisinin tersi alinamaz. Oyleyse, v, _,(#~1) doniigiim

carpaninin zamanla degigimi takip edilerek, filtrenin durumu hakkinda bilgi edinilebilir.

Sonraki kestirim hatalarina dayalt RLSL algoritmasini olugturan derece ve zaman
giincelleme yinelemeleri su sirada listelenir: (5.167), (5.137), (5.138), (5.144), (5.146),
(5.148), (5.149) ve (5.155). Bu yinelemelerin bolme iglemi de igeriyor olmasi, bolme
islemindeki bolenin gok kigik degerler alip almadigina dikkat edilmesini gerektirir. Ciinki,

yiiksek dogrulukta iglem yapan bir bilgisayar kullanilmamasi durumunda, F,(0) ve B;(0)

baglangig¢ degerlerini belirleyen & sabitinin segimi, RLSL algoritmasmin baglangi¢ anindaki
gegici hal basarisint kotii yonde etkileyebilir. Bu durum karsisinda, Friedlander (1982)
tarafindan bir egik seviyesinin kullanilmasi oOnerilmigtir. Bu oOneriye gore; RLSL
algoritmasindaki herhangi bir bolme igleminin bolen degeri Onceden belirlenen esik

seviyesinden kiigiik oluyor ise, o bélme iglemi sifir kabul edilmektedir.
5.4.3 Yinelemeli en kiiciik kareler kafes algoritmasinin baslangi¢ kosullan

Sonraki kestirim hatalarina dayali RLSL algoritmasina baglangi¢ kosullarinin verilmesine,
(5.144) ve (5.146) yinelemelerinde oldugu gibi, m =0 ile baglanir. Bunun diginda, sonraki
ongorii hata karelerinin agirlikli toplamina ait baglangig degerlerine de ihtiyag¢ duyulur.
(5.79) esitligiyle verildigi iizere, ileri yonde sonraki ongori hata karelerinin agirlikli

toplamina ait zaman giincelleme yinelemesi

F,m)=AE, (n-)+ f, ()N, #) (5.168)
olmaktaydi. m =0 igin f,(n) =n,(#) =u(n) olduguna gore, (5.168) esitligi m =0 igin
Fy(m)y=AF,(n-1)+|u(n) |’ (5.169)

olacaktir. u(n), kafes 6ngoriiciiniin # anindaki girigidir. Benzer gekilde, (5.97) esitligiyle
verilen geri yonde sonraki 6ngorii hata karelerinin agirlikli toplamina ait zaman giincelleme

yinelemesi m =0 igin
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B,(m)=AB,(n-1)+|u(@m)|® (5.170)

olacaktir. vy, (n—1) donigim carpaninin sifir ile 1 arasinda simrll olmasi nedeniyle,

baslangi¢ degerinin
Yo(n-1)=1, nx1 (5.171)

seklinde segilmesi mantikli olur. RLSL algoritmasina baglangi¢ kosullarinin verilmesi,

n =0 ani igin
A,,(0)=0 (5.172)

Fy(0)=B,(0) =5 (5.173)

alinarak tamamlamr. Bolim 5.2.3.2’de anlatildigy gibi, ®,,,(n) iliski matrisinin tekil

olmayan bir matris olmasini saglamak igin kullanilan & sabiti, kiigiik bir pozitif sayidir.
5.4.4  Birlesik siire¢ kestirimi

Temeli Bolim 4.5’teki Gram—Schmidt diklestirme yontemine dayanan birlesik siireg
kestirimi, Boliim 4.6’da da ele alinmigti. Ancak, Boliim 4.5 ve 4.6’da elde edilen esitlikler,
ensemble ortalamali olduklar1 ve uyarlamali filtreleme ozelligine sahip olmadiklari igin, bu
bolimde gegerli olamazlar. Ciinkii buradaki birlegik siire¢ kestirimi, RLSL algoritmast
kullanilarak gergeklestirilecegi i¢in, zaman ortalamali (deterministik) bir yapiya ve
uyarlamali filtreleme 6zelligine sahip olmaktadir. Dolayisiyla, bu boliimde elde edilecek
yinelemeli egitlikler, (birlesik siire¢ kestirimini gergeklestirebilmesi ig¢in) RLSL
algoritmasinin sonuna yapilmasi gereken ilavelerdir. RLSL algoritmasina birlesik siireg
kestirimi adi altinda ilave edilecek bu yinelemeli esitlikler, RLSL algoritmasina herhangi bir
istenen yanmitin en kiigiik kareler kestirimini iiretebilme ozellii kazandinr. Bu ilave

yapilmazsa, RLSL algoritmasi sadece ileri ve geri yonde éngorii hata dizisi tiretir.

RLSL algoritmasi, m modiilli bir kafes ongériicii i¢in zamanmin her aninda birbirleriyle

zaman ortalamali anlamda iliskisiz (uncorrelated in a time-averaged sense) olan

......

b, (n),b,(n),...,b, (n) geri yonde 6ngorii hata dizisini tretir. Birbirleriyle zaman ortalamali



127

anlamda iligkisiz olduklan igin, bu hatalara ait zaman ortalamali (deterministik) iligki
matrisi diyagonal bir matris olur. Bu ézellige, RLSL algoritmasinmn birbirinden ayrima
ozelligi (decoupling property) denir. Buna gore, b,(n),b,(n),...,b, (1) geri yonde ongorii
hatalan kendilerine kars1 diisen K, (1), K, (n),...,K,, (1) gerileme katsayllarmna tap girigleri

olarak uygulandiginda (Sekil 5.6), d(n) istenen yanttinin en kiigiik kareler kestirimi olduk¢a
dogru ve etkili bir sekilde elde edilir. Bu yapy; {u(r)} siirecinin birbirleriyle iliskili gozlem
degerlerinden {d(n)} siirecinin kestirimini, bu iki siireci {d(#), u(n)} seklinde birlesik siire¢

haline getirerek iiretir ve bundan dolay1 da, birlesik siire¢ kestirici olarak adlandirtlir.

Modiil 1 Modill M
Jo(n) AW, Jua () ' Su(@)
O ELENS
' '
L) I ()]
u(n)
+
PR Tru(®)
A
b,(n) b,(n) by, (1) by (n)
—» z7 z > » z —>
V\\ v V\\ v V\\v V\\ v
K, (n) K. (n) | Ky, () K; ()
s + @_» A s 5 + :
d(n) e,(n) e,(m) e, (n) [ ()]

Sekil 5.6 Sonraki kestirim hatalarina dayali RLSL algoritmasint kullanan birlesik siireg
kestirici (Haykin,1991)

Sekil 5.6’daki gerileme katsayilarimi hesaplayan algoritmay: elde etmeden once, RLSL
algoritmasinin birbirinden aynilma o6zelligi, yani b,(n),b,(n),...,b,, (1) ongdrii hatalariin
birbirleriyle zaman ortalamali anlamda iligkisiz olduklar1 ispatlanacaktir. Bunun igin,

m. dereceden geri yonde 6ngorii hata filtresi ele alinsin ve bu filtreye ait
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I m=enn®, cona®, .., 1] (5.174)

seklindeki (m+1) x 1 boyutlu ¢, (7)) tap afilik vektorinin, 1<i<n gozlem aralig
boyunca en kiigiik kareler anlaminda optimize edildigi kabul edilsin. Bu durumda, (m+1) x 1

boyutlu w,,, (7)) tap giris vektorii icin bu filtrenin ¢ikigta iiretecegi geri yonde sonraki

ongoru hatast b, (7)
u’ O=[u@), u@-1, .., wi-m)], i>m (5.175)

b, ()=ct(mu,, @)

m j < : 5.176
=Y e (muii—m+k), meisn : ( )
rovii m=0,1,2,..
olacaktir. b, ., (),
i>m
b, )=1b0, b0, .., b,0)] ., :
=20, &) A (5.177)

seklinde tammlanan (m+1) x 1 boyutlu geri yonde sonraki dngorii hata vektoriinii gostersin.
(5.176) esitligi (5.177) esitliginde yerine yazildiginda, w,,,(7) giris vektoriinii kendisine

karg: diigen geri yonde sonraki 6ngorii hatalarina doniigtiiren
bmﬂ(i):Lm(n)umH(i) (5178)

doniigiim ifadesi elde edilir. L, (n) ise

(=)

1 0

¢ (m) 1 e 0

L, ()= (5.179)

[

c:n,m(n) Cr'n,m—l (") o

seklinde tanimi1 (m+1) x (m+1) boyutlu doniigiim matrisidir. Bu matrisin ozellikleri:
1. 1 satinnda bulunan sifirdan farkh elemanlari, (/-1). dereceden geri yonde ongorii hata

filtresine ait tap agirhiklanndan olugur. Bu durumda L (n) simgesindeki m alt indisi, bu
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matrisi olusturan geri yonde 6ngorii bata filtreleri iginden en bilyiik dereceli olanin
derecesini gostermektedir.

2. Ana diyagonalindeki tim elemanlar1 1 olmaktadir. Bu ise, geri yonde Ongorii hata
filtrelerinin sonuncu tap agirliklarinin daima 1 olmasindan (5.174) kaynaklamr.

3. Alt iiggensel matristir. Ayrica, ana diyagonalindeki tiim elemanlan 1’e esit oldugundan,
her m degeri i¢in determinantt 1 olur. Bu ise, her m degeri igin tersinin mevcut oldugu

anlamina gelir.

(5.13) esitliginden, b, (i) geri yonde sonraki ongorii hata vektoriine ait (m+1) x (m+1)
boyutlu zaman ortalamali iligki matrisi

m<i<n

m=0,1,2,... (5.180)

Dm+1(”) = Z)\"H bm+1(i) bZH(I) ?
i=1

olarak yazilir. (5.178) esitligi (5.180) esitliginde yerine yazildiginda,

D, ()= 3A™ L (1) u,.()u", () L7 ()
=1 (5.181)

=L, (®) [Z A" w,,, () ul, (i)} L% (n)

elde edilir. Kogeli parantez igindeki ifade w,,,, (/) giri§ vektoriinin zaman ortalamal: iligki

matrisi @, (n) ’e esit olduguna gore, (5.181) esitligi
D, (n) =L, (1) ®,,, (1) L% () (5.182)

haline gelir. Geri yonde dogrusal ongoriiye ait genigletilmiy normal denklemleri (5.86)

kullamldiginda, @, ,(m)L7(n) c¢arpminin (ana diyagonali B,(n), B,(n),...,B,, (1)
degerlerinden olugan) bir alt tiggensel matris oldugu goriilir. L, () matrisi de bir alt
iiggensel matris olduguna gore, iki alt tiggensel matrisin garpimi olan L, (m) ®,,,, (1) L, (1)
arpimu da bir alt iggensel matris olacaktir. Diger yandan, L (n) bir iist iiggensel matristir
ve benzer sekilde, @, (1) L” (n) garpimmin Hermitian transpozu olan L, (m)® . (n)

carpimu da bir iist iiggensel matristir. Dolayisiyla, iki st tiggensel matrisin carpimt olan
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L, (m)®,,(m)L7(n) carpimi da bir iist iiggensel matris olacaktir. Bu durumda D, ()

matrisinin, hem alt iggensel ve hem de iist iggensel bir matris oldugu ortaya gikar. Bu da

demektir ki, D_.,(7) matrisi

D,.;(n) =L, () ®,.,(n) L, (n)

= diag[ B, (1), B,(n),..., B, (1) ] (5.183)

seklinde tanimli bir diyagonal matristir. (5.180) ve (5.183) esitlikleri birlikte incelendiginde,

b,(n),b,(n),....b,,(n) geri yonde sonraki Ong6rii hatalarimin zamanin her anminda

birbirleriyle zaman ortalamali anlamda iligkisiz olduklar ispatlanmig olur.

Oyleyse, RLSL algoritmasimn birbirleriyle iliskili (i), u(i —1),...,u(i—m) girig dizisini
birbirleriyle iligkisiz 5,(i), b,(?),....b, ({) geri yonde sonraki Ongorli hata dizisine
doniigtiirmesini, Gram—Schmidt diklestirme yonteminin zaman ortalamali (deterministik)

hali olarak diisiinmek yanlg olmaz.

5.4.4.1 Yinelemeli en kiiciik kareler metoduna ait w,(n) tap agwhk

vektorii ile K (n) gerileme katsayr vektorii arasindaki iliski

u(n), u(n-1), ..., u(n-m) tap girislerine ve bu girislere karg: diisen w,(n), w,(n),...,w, (n) tap
agirliklarina sahip bir enine filtre ele alinsin. Filtrenin yukanda elemanlan verili (m+1) x 1

boyutlu W (#) tap agirlik vektoriiniin, yinelemeli en kiigiik kareler (RLS) metoduyla elde

edildigi kabul edilsin. Bu durumda w, (#2), RLS metoduna ait normal denklemleri (5.12) ile
@ (w, (m)=0,, 1) (5.184)

seklinde tanimlamir. ®_,,(77), filtrenin tap giriglerine ait (m+1) x (m+1) boyutlu iligki
matrisi ve 0_,,(n7) ise, istenen yamt d(i) ile tap girigleri arasindaki (m+1) x 1 boyutlu ¢apraz
iligki vektoriidir. (5.184) esitligine agagidaki degisikliklerin her ikisi birlikte uygulanirsa:
1. Esitligin her iki yanim (m+1) x (m+1) boyutlu L , (1) matrisiyle sol taraftan ¢arpmak,
2. (I),,;H () matrisi ile W, (1) vektorii arasina (m+1) x (m+1) boyutlu 1=L7 )L (n)

birim matrisini yazmak,
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L, (M ®,,., () L)LY (1)W,,(1) =L, (1)9,,.,() (5.185)

seklinde bir ifade elde edilir.

b, (1), b,(n),...,b, (n) geri yonde sonraki ongorii hatalar, Sekil 5.6°daki enine filtrenin tap

girigleridir. Enine filtrenin bu tap girigleri ile istenen yanit d(i) arasindaki (m+1) x 1 boyutlu

capraz iligki vektori, t,,,,(n) ile gosterilsin. (5.14) ile verilen tanim geregi,

t,a (@)= A"b,,O)d" () (5.186)
i=1

olacaktir. (5.178) esitligi (5.186) esitliginde yerine yazildiginda,

t, (n)= 5: AL (mu,, () d ()
i=1
:Lm(n)i?»’H u,,, (@)d @) (5.187)
L )8,
sonucuna ulagilir. (5.182) ve (5.187) esitlikleri yardimyla, (5.185) esitligi
D, (m) L, (m) W, (1) =t,.(7) (5.188)

haline gelir. Boylelikle, tap agirlik vektorii (5.184) esitligiyle tamimlanan tek basina bir
enine filtre ile yine RLS metoduna dayali ama bu defa bir kafes filtreye bagl Ko, Xi, ..., Km
tap agulikli Sekil 5.6’daki enine filtre arasinda, (5.184)’¢ uygulanan iki degisikligin
sayesinde bir iligki (5.188) kurulmug oldu. Bu iliskiyi tam anlamiyla agiklifa kavusturmak

iizere, Sekil 5.6°daki enine filtre ele alinsin. Bu filtrenin tap agirhk vektorii, agik hali
Kl m=[K,m), K®), ., K,m] (5.189)

seklinde olan (m+1) x 1 boyutlu K (1) gerileme katsayr vektoriidir. Bu filtre de RLS

metoduyla tasarlandigina gore, K, (#) tap agirhk vektorii, &(n) basari gostergesi (5.11)

minimum yapilarak elde edilir ve 1<i < n gozlem arali1 boyunca sabit kalir.

b ()= 35 A" ()~ K2 ()b OF
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Tap girislerine ait iligki matrisi D_,,(n) ve tap girisleri ile istenen yamt arasindaki ¢apraz
iligki vektorii t,,,,(#) olan boyle bir enine filtre igin geriye kalan, tap agirhik vektoriinii RLS
metoduna ait normal denklemleri (5.12) ile

D, .(mK, () =t,, () (5.190)

seklinde tammlamaktir. (5.188) ile (5.190) kargilagtirildiginda, birbirinin egsdegeri olan

K, (m=L"mw,(#n) (5.191)

w, (n)=L" (n)K, (n) (5.192)

bu iki iliski elde edilir. Goriuldugu tizere L, (r) matrisi, b,,, (7)) ve u,_,,(7) vektorlerini
birbirine donustardaga gibi (5.178), K, (n) ve w,(n) vektorlerini de birbirine

doniistiirebilmektedir.
5.4.4.2 Gerileme katsayillarim hesaplayan algoritma

(5.187) ve (5.190) esitliklerinden, K (1) gerileme katsay: vektorii igin

K,m=D, (mL,m0,, (n (5.193)

m+1

ifadesi elde edilir. D__, (1) diyagonal bir matris olduguna gore,

D, (n) = diag[ B, (n), B;* (n),..., B, (n) ] (5.194)

olacaktir. (5.174) ile verilen tanimdan ve m x1 boyutlu 0, sifir vektoriinden yararlanilarak,

(5.179) ile verilen tamm

1,07
C:’ (H), 0;-1
L, ()= : (5.195)
¢ (m),0

Q)

seklinde de yazilabilir. (5.194) ve (5.195) esitliklerinden, (5.193) esitligindeki (m+1) adet

skaler igin



133

K, m)=B'm)c @m0, ,m, m=01,.,M (5.196)

genel ifadesi elde edilir. M, Sekil 5.6’daki kafes 6ngériiciiniin son modiiliinii, diger bir

deyisle, 6ngori derecesini gosterir. K, (1) gerileme katsayisini zaman olarak giincelleyecek

yinelemeyi elde etmek igin,
p.(my=ci@me,, #n, m=01,.,M (5.197)

seklinde bir skaler tanimlansin. Bu durumda (5.196) genel ifadesi,

Km(n>=—§ﬂg—3 ,

m

m=0,1, .M ' (5.198)

haline gelir. (5.113) doniigiimii kullanilarak, m. dereceden geri yonde 6ngorii hata filtresine

ait tap agirlik vektoriiniin zaman giincelleme yinelemesi (5.96)

b:(n) [km(fl)} (5.199)

c, (m=c (n-1)——-=
m(M=c, (-1 sy
seklinde yazilabilir. Hatirlanacagi gibi, (m+1) x 1 boyutlu 0,,,,(#) capraz iligki vektoriiniin

zaman giincelleme yinelemesi (5.17)
0,.(m=70,,(n-1)+u,, ()d ) (5.200)

olmaktaydi. Buna gore, (5.199) ve (5.200) zaman giincelleme yinelemeleri (5.197)’de

yerlerine yazildiginda, p, () skaleri igin aramlan

p.mM=relm-D0,, -1+ (m-u,, (n)d" () —-lzﬂ—((l%k" mo,(m) (5.201)
n -

zaman giincelleme yinelemesi elde edilir. Bu yinelemeyi basitlegtirmeye baglamadan once,
sag taraftaki sonuncu terimin nasil yazildi§in1 agiklamakta fayda vardir: (m+1) x 1 boyutlu

0,.,(n) vektoriinin son elemam haricindeki ilk m adet elemani, m x 1 boyutlu 0, (1)

vektoriiniin tim elemanlarini olugturur. Bu nedenle, (5.199) yinelemesinin sagindaki ikinci

vektoriin Hermitian transpozu 0,,,(n) vektori ile sag taraftan garpildiginda, @,,,(7)
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vektoriiniin son elemant ortadan kalkar ve geriye, ilk m adet elemanimin garpimindan dogan
k7 (n)0,(n) carpimi kahr. (5.201) yinelemesi basitlestirmek amaciyla:

1. (5.197) tammindan yararlamlarak,

pm(n—‘]):clm{ (’l_])0m+l(n_1)

2. Geri yonde oOnceki ongorii hatasina ait (5.94) esitliginde (5.113) doniigiimiinden

yararlanilarak,

b, (n)

'Ym (ll) = cln{: (" - 1) um+1 (n)

3. Kazang vektoriine ait (5.26) esitliginin Hermitian transpozunun 0, () vektorii ile sag

taraftan ¢arpilmas: sonucu elde edilen ifadede RLS metoduna ait normal denklemlerinden

(5.184) yararlamlarak,

k20, (n)=ul (n)®; ()0 (1)

=w, (MW, ()

esitligi yazilir.
Yukaridaki esitligin son satir1 (5.31) esitligi ile kargilastirildiginda, d(7) istenen yanitinin

RLS metodu ile elde edilmis olan kestiriminin kompleks eslenigine esit oldugu goriiliir. Bu

kestirim d(n|U,) ile gosterilirse, (5.201) yinelemesi

p,m= lpm_,(n—1)+é%[d‘(n)—&"(n|U,,)] (5.202)

m

haline gelir. Bolim 5.4.4.1’in baginda anlatilan, ama bu defa m adet tap girisine
u(m),u(n—1),...u(n—-m+1) ve m adet tap agirhgina w,(n), w,(n),...,w,, (1) sahip bir

enine filtreye ait sonraki kestirim hatasi

e, (n)=d(n) —c?(n \U,)

~H (5.203)
=d(n)—-w,_(mu,(n)

olarak tanimlansin. Boylece, p,(77) skalerine ait zaman giincelleme yinelemesi
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pm(n)=7\.pm_,(n—1)+w)-e;(n) s m=0,1,. ..M (5.204)

Y (1)

seklinde en son basitlestirilmis halini alir.

(5.167) yinelemesindekine benzer bigimde, (5.204) yinelemesindeki diizeltme terimi,

1/y,,(n)  carpam ile kuvvetlendirilmektedir. (5.204) yinelemesinden 1y, (1)
kuvvetlendirme garpaninin kaldirilmas: sonucunda geriye kalan ifade, b5,,(n) ile e, ()

arasindaki zaman ortalamal gapraz iligkiye esit olur.

Birlesik siire¢ kestirimini gergeklestirecek olan algoritmay: tamamlayabilmek igin, (5.198)
ve (5.204) zaman giincelleme yinelemelerine ek olarak, bir bagka yinelemeye daha ihtiyag
duyulur. Bu da, sonraki kestirim hatasina ait derece giincelleme yinelemesidir (bilinen bir

e,(n) degerinden e, (7)) degerinin hesaplanmasini saglar). Bunun i¢in 6nce, (5.203)

esitliginde m yerine (m+1) alinarak,
€ (’l) = d(n) - v'\vlr: (n) W, (") ( 5.205 )
esitligi yazilir. Ardindan bu esitlik, (5.178) ve (5.192) esitlikleri yardimiyla,

e, (n) =dmy-KZ@n)b,_ (1)

., (5.206)
=d(m)-Y K;(n)b(n)

haline getirilir. Son olarak, (5.206) esitligindeki son satir

€, () = d(n) - f K;(m)b(m)— K (m)b,(n)

seklinde yazildiginda, sonraki kestirim hatas1 igin aranilan derece giincelleme yinelemesi
e,.m=e,(m)-K, (mb,(n) , m=0,1,...M (5.207)

olarak elde edilir.
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Cizelge 5.2 Sonraki kestirim hatalarina dayali RLSL algoritmasinin 6zeti

Ongorii:

Cok modiilli en kiigiikk kareler kafes ongoriiciiniin son modilii M ile gosterilmek tizere,
agagida sirali olarak verilen giincellemeler, #=1 ile baglanip her bir n=1,2,3,... degeri

icin m=1,2,...,M alinarak hesaplanr.

A, ,m=AA, (n-1)+ b, (n-1) fr;—] (n)
Y m-1 (n - 1)

e

I, () = 2
' I'm»-l (")

S = fo (M +T7, (0, (n-1)

b, (n) = b, (n-1)+T;, () £, ()

2
Fon=F, )~ Bm 0

B, (n-1)
B, (n)= B, (n-1) F, ()
Tn(1=D=7,,(-1) B, (n-1)

Birlesik siireg kestirimi:

Yukandaki giincellemelerin hesaplanmas: bittikten sonra, agagida sirali olarak verilen
giincellemeler, yine n=1 ile baglamp her bir n=123,... degeri icin bu defa
m=0,1,...,M alinarak hesaplanr.

Py =D py (-1 + ”—Eﬂ e, ()
7

m
m

-2

€ (1) = €,() ~ Ky () b, ()
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Baslangi¢ kosullar:
1. Algoritma, n = 0 aninda agagidaki ilk degerler ile kosullandirilir:

Am—l (O) = O
F,_,(0)=06 , 6= Pouzitif degerli kiigiik bir sabit say:
B, ,(0)=5

Her bir n>1 aninda, asagidaki sifir dereceli degiskenler tretilir:

Jo(n) =by(n) = u(n)
F,(n)= By(n) = A F,(n-1)+| u(n) |’
Yo(n—1) =1

2. Birlesik siireg kestirimi, #» =0 aninda asagidaki itk deger ile kosulléndmllr:
Pn(0)=0
Her bir #>1 aninda, agagidaki sifir dereceli degisken iiretilir:

e, (n)=d(n)

Uyan: u(n) girisi ve d(n) istenen yamti, # < 0 anlan igin sifir kabul edilir.
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6. SAYISAL UYGULAMA

Bilinmeyen bir ortamda oldukga verimli g¢aligabilmek ve de girig istatistiklerinin zamanla
degisimini izleyebilmek, uyarlamal filtreleri igaret-isleme ve kontrol uygulamalan igin
vazgecilmez hale getiren 6zelliklerdir. Uyarlamal: filtreler ile haberlesme, kontrol, radar,
sonar, deprem bilimi, goriintii isleme ve biomedikal miihendislik gibi farkli alanlarda
bagarili uygulamalar gerceklestirilmigtir. Nitelik olarak birbirlerinden farkli olmalarina
kargin, bu uygulamalarin tek ortak 6zelligi: bir giris vektoriine ve bir istenen yanita sahip
olmalaridir. Bu iki deger sayesinde, filtrenin ayarlanabilir katsayilarinin alacagi degerleri
kontrol etmeye yarayan kestirim hatasi hesaplanir. Ayarlanabilir katsayilar, kullamlan
filtrenin yapisina gore, tap agirliklar (enine filtre) veya yansima katsayilart (kafes filtre)
olarak adlandirilir. Uyarlamah filtre uygulamalan arasindaki en onemli fark ise, istenen
yanitin elde edilis tarzidir. Bu farklilia goére, uyarlamali filtre uygulamalari dért temel

simifa ayrilabilir (Cizelge 6.1).

Cizelge 6.1 Uyarlamali filtre uygulamalar

Uygulamanin Simfi Uygulamanin Adi
1. OZDESLEME Sistern Ozdesleme
2. TERSINi MODELLEME Ongoriisel Dekonvoliisyon

Uyarlamali Dengeleme
3. ONGORU Dogrusal Ongoriisel
Kodlama

Uyarlamali Farksal Darbe
Kod Modiilasyonu

Ozbaglanimli (AR)
Spektrum Analizi

Isaret Sezme

4. INTERFERANS GIDERME Uyarlamali Giiriiltii
Giderme
Yanki Giderme
Radar Polarimetri

Uyarlamali Dalga
Bigimlendirme
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Bu uygulamalarda, uyarlamali filtrenin ne amagla kullanildigt ve istenen yanitin nasil elde
edildigi asagida kisaca agiklanmaktadir:

1. Ozdesleme (Identification)

Uyarlamal1 filtrenin bu uygulama sinifindaki goérevi: bilinmeyen bir sisteme en ¢ok
benzeyecek bir dogrusal model saglamaktir. Bilinmeyen sistem ve uyarlamal filtre ayn
girig ile striiliir. Bilinmeyen sistemin g¢ikig1, uyarlamali filtre i¢in gereken istenen yamt olur.
2. Tersini Modelleme (Inverse Modeling)

Uyarlamal: filtrenin bu uygulama swnifindaki gorevi: bilinmeyen giiriiltilli bir sistemin
tersine en ¢ok benzeyecek olan bir ters model saglamaktir. Elde edilen ters modelin transfer
fonksiyonu bilinmeyen sistemin transfer fonksiyonunun tersine esit oluyor ise, ideal durum
saglanmiy demektir. Uyarlamal: filtre i¢in gereken istenen yanit, bilinmeyen sistemin girisi
geciktirilerek saglamr. Gecikme miktari, bilinmeyen sisteme ve kullamilan uyarlamal
filtreye bagli olarak degisir. Bazit uygulamalarda, bilinmeyen sistemin girisi hig
geciktirilmeden de istenen yanit olarak kullamlmaktadir.

3. Ongorii (Prediction)

Uyarlamal filtrenin buradaki gorevi: bir rasgele igaretin simdiki ana ait degerinin en iyi
ongorisiinii elde etmektir. Oyleyse rasgele igaretin simdiki degeri, uyarlamah filtre icin
gereken istenen yanit olur. Isaretin gegmis degerleri ise, filtrenin girisi olarak kullamlir.

4. Interferans Giderme (Interference Cancelling)

Uyarlamali filtrenin buradaki gorevi: bir ana isaretin bilgi tasiyan bileseninde bulunan
bilinmeyen interferans1 gidermektir. Bu durumda ana isaret, uyarlamal filtre i¢in gereken

istenen yanit olur. Filtrenin girisi ise, bir referans isaret ile siiriiliir.

6.1 Uyarlamah Dengeleme Kavram

Mevcut olan kanal bant genigligini en verimli gekilde kullanabilecek veri iletim sistemleri
gelistirmek, Gizerinde yogun ¢aligmalarin yapildigi bir konudur. Amag: kabul edilebilir bir
hata oram (error rate) veya ortalama sembol hata olasihigt (average probability of symbol
error) ile, miimkiin olan en yiiksek hizda veri iletimi yapabilecek bir sistem tasarlamaktir.
Dogrusal bir haberlesme kanalindan sayisal veri iletimi yapmayt sinirlayan iki faktor vardir:
1. Intersembol interferansi (Intersymbol interference, ISI): Verici filtre, iletim kanali ve
alict filtre tglusiinde meydana gelen dagilma (dispersion) nedeniyle olugur.

2. Toplamsal 1s1l girilti (Additive thermal noise).
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Telefon kanallan gibi simrli bant genisligine sahip kanallar i¢in intersembol interferansi,
yiiksek hizli veri iletim sistemlerinin tasariminda belirleyici bag faktordiir. Ikili darbe genlik
modiilasyonu (binary pulse-amplitude modulation) sisteminin esdeger temel bant modeli,
Sekil 6.1°de gosterilmigtic. Temel bant terimi, orijinal igarete ait frekanslarin bulundugu

frekans bandina verilen isimdir.

___________________ Senkronizasyon _
Girig (k) Cikig
e DARBE VERICI ILETIM ALICI \. » KARAR e
Ikili —» orerect [ HiTRE [ ®] KANALI FLTRE | ® pEvresi [ kil
Veri . Ven
{h} {a;} Omekleyici (b}

Giiralta -
F Verici Kisim ‘p‘ ‘4; Alicr Kisim —»l

Sekil 6.1 Bir temel bant veri iletim sistemine ait blok diyagram (dengelemesiz)
(Haykin,1991)

Sistemin verici kisminin girigine uygulanan igaret, 1 ve O degerlerinden olugan {4,} ikili veri
dizisidir. Bu dizi sirasiyla, darbe ireteci, verici filtre ve iletim kanali yolunu izleyerek alic
filtreye varir. u(k), alici filtrenin 6rneklenmis cikisini gostersin. Ornekleyici, vericideki
darbe iireteci ile senkron olarak galigtinlir. u(k) ¢ikisina, karar devresi vasitasiyla bir esik
seviyesi uygulanir. Alici; bu esik seviyesi agiliyor ise 1 semboliine, asilmiyor ise 0

semboliine karar verir.

+1, b, girg biti 1 ise
k= kg..s ce (6.1)
-1, b, ging biti 0 ise
seklinde bir ¢arpan tanimlansin. Buna gore, giiriiltiiniin olmadigi durumlarda #(k) igin
utk) =Y a, ptk—n)
8 (6.2)

= a, p(0)+Ya, p(k—n)

nzk

esitligi yazilabilir. p(n), birbirine kaskad bagh wverici filtre, iletim kanali ve alici filtre
tglisinin olusturdugu sisteme ait p(f) impuls yamtimin zaman domeninde orneklenmis

halidir. (6.2) esitliginin sag tarafindaki ilk terim a, p(0), istenen yanit1 ve ikinci terim ise,
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kaskad bagh verici filtre, iletim kanali ve alici filtre igliisiiniin olusturdugu sistemden
kaynaklanan intersembol interferansimi goésterir. Eger bu intersembol interferans: kontrol
altina alinmaz ise, karar devresi (girigsine gelen 6rneklenmis igsaret hakkinda) hatal kararlar
vermeye baglar. Oyleyse, intersembol interferansimn istesinden gelebilmek igin, p(n7)
fonksiyonunun kontrol altinda tutulmas: gerekir. Teoride, iletim kanalinin karakteristikleri
tam olarak bilinir ise, intersembol interferansinin érekleme anlarindaki etkisini azaltacak
bir verici ve alici filtre ¢iftinin tasarlanabilecegi kabul edilir. Oysa pratikte, durum farklidir;
iletim kanali, halen bilinmekte olan iletim kanali modelleri i¢inden rasgele herhangi bir
tanesine egit veya benzer olmaktadir. Bu nedenle, mevcut kanal modelleri goz oniine
alinarak elde edilen ortalama kanal karakteristiklerine gore tasarlanacak sabit bir verici ve
alici filtre ¢ifti, intersembol interferansini isteniien olgiide azaltmayabilir. Bu durum, kanalin
zaman yamti tizerinde tam bir kontrol saglayan uyarlamali dengeleyici (adaptive equalizer)
kullanimimi gerektirir (Lucky, 1965, 1966; Lucky vd., 1968; Proakis, 1975; Qureshi, 1985).
Dengeleyici terimi telefon kanallarinda, kanalin genlik ve gecikme karakteristiklerini

diizenlemekle gorevlendirilen bir filtreyi tarif etmek igin kullanihr.

Veri iletim sistemlerinin dengelenmesi igin 6ne siiriilen temel goriigler arasinda, iletim
sisteminin ilk once verici kisumda ve sonra da alict kisimda olmak tizere iki defa
dengelenmesi gerektigi de yer almaktadir. Bu eski teknik, bir geri besleme yolu kullanmay1
gerektirdigi i¢in, burada sadece alici kisimda yapilan dengeleme islemi ele alinacaktir.
Uyarlamali dengeleyici alici kisimda, 6rnekleyici ile karar devresi arasina yerlestirilir.
Teoride, uyarlamali dengeleyicideki ayarlanabilir katsayillarin sayisim simrsiz derecede

arttirarak, intersembol interferansi etkisinin azaltilabilecegi kabul edilir.

Uyarlamali filtreleme algoritmalari, e(s) hata igareti olmadan ¢aligamazlar. Hata igaretini
hesaplayabilmek igin ise, d(n) istenen yamtinin bilinmesi gerekir. Teoride, verici kisim
cikigindaki iletilen igaret, uyarlamali dengeleyici i¢in gereken istenen yanittir. Oysa pratikte,
uyarlamali dengeleyici alict kisma yerlestirildigi igin, dengeleyici ile istenen yamt fiziksel
olarak birbirlerinden aynlmuglardir. Bu yiizden, alict kisimda istenen yanitin tam bir
kopyasinin iretilmesi gerekmektedir. Sekil 6.2°deki blok diyagramda uyarlamal
dengeleyici, alict kisma yerlestirilmigtir ve istenen yamitin kopyasini iiretmek igin su iki

metodu kullanmaktadir:
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/ 4
. 1 — Anahtar TEST
Girig UYARLAMALI ; i
, — L : > > |—>—o (06—« ISARETI
isareti DENGELEYIC] 1 URETECI
c?(n)
< e(n) 5 d (n)
+

Sekil 6.2 Karar-yonetimli metot ile ¢aligan bir uyarlamali dengeleyiciye ait blok diyagram
(Hayes,1996)

1. Egitim metodu (Training method): Bu metot, alic1 ve vericinin birbirine baglandiklar: ilk
anda gergeklesmeye baglar. Bu metot sirasinda, iletim kanalinin nasil oldugunu test etmek
amaciyla, verici kisimdan aliciya sozde rasgele olan fakat alici tarafindan bilinen bir test
isareti gonderilir. Test igaretinin alic1 tarafindan biliniyor olmasinin nedeni, bu isaretin alici
kisimda depolanmis olmasindan veya alict kisimda bulunan bir test isareti tireteci tarafindan
tretiliyor olmasindan dolayidir. Gonderilen test isaretine dengeleyicinin verdigi yamt,
istenen yamt gorevini goren test igaretinden g¢ikarilarak kestirim hatasi elde edilir. Elde
edilen bu ilk kestirim hatasiyla, dengeleyicinin ayarlanabilir katsayilarina baglangic
degerleri verilmis olur.

2. Karar-yonetimli metot (Decision-directed method). Egitim metoduyla dengeleyicinin
ayarlanabilir katsayilarina baglangi¢ degerleri verildikten hemen sonra, alicinin verici
kisimdan ne gonderildigine dair higbir 6n bilgisi olmaksizin, uyarlamali dengeleyicinin
katsayilar1 bu metot vasitastyla siirekli olarak ayarlamir. Bu metotta, dengeleyici gikisi bir
karar devresinin girisine uygulanmakta ve karar devresinin ¢ikigt da dengeleyici igin
gereken istenen yamt1 olugturmaktadir. Istenen yamtin kopyas olarak alicinin kendi verdigi
kararlar kullanildig1 igin, bu metoda karar-yénetimli denilmistir. Dolayisiyla, bu metot ile
aretilen istenen yanitin aslina ne denli benzer olacagi, karar devresinin verecegi dogru
kararlara baglidir. Bu nedenle, ortalama sembol hata olasilig1 belli bir seviyeyi asmadig
(ytizde 10’dan az oldugu) stirece, verilen kararlarin dengeleyici katsayilarinin uygun
bi¢imde ayarlanabilmesine yetecek kadar dogru oldugu kabul edilir. Eger belirlenen seviye
agiliyor ise, hata igareti dengeleyicinin yanli§ ayarlar yapmastna neden olur. Alici, boyle bir
durum gergeklesmeden once, test igaretinin tekrar iletilerek dengeleyici katsayilarinin yeni

bagtan kosullandirilmasini isteyebilir.
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6.2 Yinelemeli En Kiiciik Kareler Kafes Algoritmasim Kullanarak Kanal

Dengeleme

Bu boliimde, bilinmeyen bozulma (distortion) yaratan dogrusal dagilimli (linear dispersive)
bir iletim kanalinin uyarlamali dengelenmesi igin, yinelemeli en kiigiik kareler kafes (RLSL)
algoritmasinin kullamm incelenecektir. Uzerinde galisacagimiz sistemin blok diyagrami

Sekil 6.3’te gosterilmigtir.

d(n)=u(n—-D)
—»

»| GECIKME
RASGELE SAYI > Y1) ["uyarLAMALL | d()
URETECI (1) KANAL DENGELEYICi
u(n)
h(n) v(n) /
e(n
4 (n)
RASGELE SAYI
URETECI (2)

Sekil 6.3 Uyarlamali kanal dengeleme uygulamasina ait blok diyagram (Haykin,1991)

Rasgele say1 iireteci (1), kanalin nasil oldugunu test etmek amaciyla kullanilan u(r7) test
isaretini iiretir. Rasgele say1 iireteci (2) ise, kanalin gikigindaki isarete karigan v(r) toplamsal
beyaz giiriiltii (additive white noise) kaynag: olarak kullanilir. Bu iki rasgele say: treteci,
birbirinden bagimsizdir. Uyarlamali dengeleyicinin gorevi: iletilen #(n7) isaretinde kanalin
yarattigi bozulmayi, toplamsal beyaz giiriiltiiniin varlifina ragmen dizeltmektir. Bu goreve

genel bir ifadeyle, kanalin tersini modellemek (inverse modeling) denir.

Kanalin girigine uygulanan rasgele dizi {u(#)}, esit olasilikla iretilen +1 degerlerinden

olusur ve bu nedenle de, sifir ortalamalidir. Kanalin impuls yaniti olarak,

1 2n
—{1+cos ——(11—2))} s n=1273
h(n) = 2[ (W (6.3)
0 diger

2
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seklinde tanimlanan yiikseltilmig kosiniis (raised cosine) kullanilacaktir. W parametresi asil
olarak, kanalin yaratti§i bozulmanin genligini kontrol eder. Ancak, kanalin yarattig
bozulma dengeleyici girigindeki igareti etkiledigi igin, W parametresi dolayli olarak,
dengeleyicinin tap girislerine ait iligki matrisinin 6zdeger yayilimint da kontrol etmis olur.
W degeri arttikga, kanalin yarattigi bozulmanin miktari artar. Bozulma miktarinin artmasi

ise, 0zdeger yayilimini arttirir.

Rasgele say1 ireteci (2) tarafindan tretilen rasgele dizi {v(n)}, stfir ortalamali ve o’
degigintili olup, gercel sayilardan olusur. ¢ degeri, kanal ¢ikisinda olgiilen isaret-giriltii
oramm da gosterir. Ornegin, o’ =0.001 i¢in, kanal ¢ikisgindaki isaret-girulta oram 30 dB

olmaktadir. Buraya kadar anlatilanlara gore, uyarlamali dengeleyicinin # amindaki girisi

3
(0= u(nn—k) h(k)+v(n) (6.4)
k=1
olarak yazilabilir.

Uyarlatﬁah dengeleyici olarak, sonraki kestirim hatalarina dayali RLSL algoritmasini
kullanan birlesik siire¢ kestirici (Sekil 5.6) kullanilmaktadir; ancak, Sekil 6.3’teki blok
diyagrama uygun olmasi igin, Sekil 6.4’teki hale getirilmistir. Goriiniimleri farkli olmasina
karsin, Sekil 5.6 ve $ekil 6.4 birbirinin aymidir. Bu iki sekil arasindaki gériiniim farki,
Sekil 5.6’da enine filtre tap agirliklaninin sonraki kestirim hatalan e, (#7) ile ayarlandiginin
gosterilmesinden kaynaklamir. Birlesik siire¢ kestiricide éngorii islemini M modiillii kafes
filtre gergeklestirdigi igin, uyarlamali dengeleyicinin ongorii derecesi M olur. Uyarlamali
dengeleyicinin girigi y(r), kafes filtrenin giriginden; ¢ikig1 c;'(n) =u(n) ise, kafes filtrenin
altina baglanan ve kafes filtrenin trettigi geri yonde ongorii hata dizisini tap girisleri olarak
kullanan (M+1) adet tap agirlikli enine filtrenin gikisindan yapilmaktadir. u(n) igaretinin,
uyarlamali dengeleyici ¢ikigina ulagincaya kadar, kanal ve uyarlamali dengeleyicide toplam
D miktar gecikmeye ugradigi diigiiniliir. Bu nedenle, u(#) isaretini d(n) = u(#) seklinde
dogrudan istenen yanit olarak kullanmak yerine, kanal ve uyarlamali dengeleyicide ugradig
toplam gecikme miktart D kadar geciktirip d(#7) =u(n—D) seklinde istenen yanit olarak

kullanmak daha dogru olur.

DOKIMANTASY ¢

Lt by
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Modiil 1 Modiul M
Jo(n) 7 >< ) Ji(n) Jua(n) ( ) Su(®)
I b‘,'l (n) rb:w (n)
y(n) ><
-+ >
I/ \(n) I/ (n)
by(n) b,(n) by (n) by (1)
— z_l PN T z"1 !
Kq(n) K;(”) | Kya(m) Ky (n)
1(n)
X

Sekil 6.4 Sonraki kestirim hatalarina dayali RLSL algoritmasim kullanan birlesik siireg
kestiricinin Sekil 6.3’teki blok diyagrama uygun hali

Uyarlamali bir enine filtrenin tap agwliklari, dgremme modu boyunca kestirim hatalan
kullanilarak yapilan siirekli ayarlamalar sonucunda optimum degerlerine ulagirlar ve
boylece, enine filtre kalici halde galigmaya baslamis olur. Giris verisinin istatistiksel
karakteristiklerinde herhangi bir degisiklik oldugu zaman, 6grenme modu yeniden baglar
(Ogrenme modu = egitim metodu + karar-yonetimli metot). (Uyarlamali veya uyarlamasiz)
bir enine filtrenin impuls yanits, o filtrenin optimum tap agirhiklari ile tanimlamir. Oyleyse,
bir enine filtrenin impuls yamtinin uzunlugu, tap agirliklarinin sayisina egittir. Uyarlamali
dengeleyici olarak kullamlan Sekil 6.4’teki birlesik siire¢ kestiricinin impuls yaniti w(in)
olsun. Cikig (M+1) adet tap agirlikli enine filtre tarafindan belirlendigine goére, w(n)’in
uzunlugu (M+1) olacak demektir. Ancak, gikigin enine filtre tarafindan belirleniyor olmasi,
w(n)’in alacagt (M+1) adet degerin dogrudan {K,,K,,...,K,,} gerileme katsayilarina esit
olacagi anlamina gelmez; ¢iinkii, enine filtrenin tap girislerini kafes filtre belirlemektedir.

Kafes filtre olmasayd: ve enine filtre tek bagina uyarlamali dengeleyici olarak kullanilsayds,

w(n)’in alacagi degerler dogrudan gerileme katsayilarina esit olurdu. Bu durumda,
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uyarlamali dengeleyicinin impuls yanit1 w(#7) igin su sonug ortaya ¢ikar: uzunlugu, enine
filtrenin tap agirliklarinin sayisina (M+1) esittir ama aldigi degerler, bu tap agirliklarina
{K,.K,,....,K,, } esit olmamaktadir. w(i1)’in aldig1 degerleri bulmak igin, dengeleyicinin n
amndaki gikig1 #(n) ile n amindaki tap girigleri {y(n), y(n-1), ..., y(n-M)} arasinda yazilacak
esitlige ihtiyag¢ duyulur.

Kanalin impuls yanit1 A(#)

"= (Kanalin impuls yamtinin uzunlugu) + 1
2

(6.5)

amina gore simetrik oluyor isc, uyarlamalt dengeleyicinin impuls yamti w(ir): M igin scgilen

degerin tek say1 olmasi durumunda,

”:&24—12 + 1 (6.6)

anina gore yaklasik olarak simetrik, M igin segilen degerin ¢ift say1 olmasi durumunda ise,

n:%Jrl (6.7)

anina gore fam simetrik olmaktadir. Buna gore; uyarlamali dengeleyici i¢in gereken istenen

yanit1 saglarken, #(7) igsaretinin toplam

r K - pod
(Kanahn impuls yanttinin uzunlugu) + 1 . (M +1) . M tek sayrise
2 2
D= (6.8)
K impul 5 . .
(Kanalin impuls yar;tlnm uzuniugu) + 1 . M . Mgift saynise

ornek geciktirilmesi gerekir. Ornegin; kanalin impuls yamtinin (6.3) esitligindeki gibi
tanimlandig1 ve uyarlamali dengeleyicideki kafes filtrenin M =10 modillii oldugu kabul
edilsin. Kanalin impuls yamt1 7 =2 anina gore simetrik oldugundan, uyarlamali dengeleyici

igin gereken istenen yamti saglamak tizere u(7) isareti toplam
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D:(3+1)+E
2 2
D=7

ornek geciktirilmelidir, yani d(rn) =u(n—7) olmalidir.

Hem RLS hem de RLSL algoritmasinda, duragan giris verisi i¢in iistel agirhk ¢arpami A =1
alinir. Baslangig kosullarinda kullamlan 8 sabiti i¢in ise, genellikle 0.004 degeri tercih

edilir.
6.2.1 Uyarlamah dengeleyicinin 6grenme egrisi hakkinda kisa bilgi

Uyarlamali dengeleyicinin ¢aligma prensibi i¢in RLSL algoritmalarinin Cizelge 5.2°de
Ozetlenen sonraki ongorii ve kestirim hatalarina { £, (n),b,,(n),e,(n)} dayah versiyonunun
kullamlmasma karsin, o6grenme egrisinin ¢iziminde onceki kestirim hatast o,,,,(77) *den
yararlamlir. Sonraki kestirim hatas1 e, (n) yerine Onceki kestirim hatasi a,,,,(#) ’in

kullamlmasinin nedeni, daha 6nce Boliim 5.2.5.3°te agiklanan neden ile aymdir: RLSL
algorifmasm LMS ve RLS algoritmalari ile kiyaslayabilmek igin, 6grenme egrisinin bu iki
algoritmanin ogrenme egrilerine benzemesini saglamak. Bunun igin de, (5.111) esitligi

kullanilarak yazilan

eM+1 (")

6.9
Y ar1 (1) (69)

oy, ()=
doniisiim ifadesinden yararlanilir.

Bir algoritmanin 6grenme egrisi, o algoritmanin urettigi kestirim hatasina ait karesel

ortalama degerin n iterasyon sayisina gore gizilmesiyle elde edilir. RLSL algoritmasinin

-----

ortalama degerinin E[|a,,,,(#)|’] hesaplanmasi gerekir. Uyarlamali kanal dengeleme
deneyinde (Sekil 6.3), «,,, (n)’in karesel ortalama degeri (yani karesinin ensemble

ortalamasi) su sekilde hesaplanir:



148

1. Cizelge 5.2°de u(n) yerine y(n) ve d(n) yerine de u(n-D) alimir. D degeri, kanalin impuls
yanmt1 A(n)’in simetrik olmasi durumunda, (6.8) esitliginden kolayca hesaplanir.

2. n=1,2, .., 00 olmas: gerektigi igin, S degeri yeterince biiyiik segilerek n=1,2, ..., S
seklinde iterasyon say1si belirlenir.

3. 1 ve 2’de belirlenen degerler kullanilarak, RLSL algoritmasi ile 100 bagimsiz deneme
gergeklestirilir. Diger bir deyigle, RLSL algoritmasi kurulan bir dongi ile Den = 100 defa
calistinlir. Burada dikkat edilecek nokta: her bir bagimsiz denemenin farkli #(n) isareti ile
gergeklestirildigi, buna kargin, iterasyon sayis1 S ve kanalin impuls yamit1 A(#)’in 100
bagimsiz deneme boyunca hep ayni kaldigidir.

4. 100 bagimsiz deneme gergeklestirilirken: (6.9) egitligi ile hesaplanan oy (7)’in her bir
bagimsiz denemede n =1, 2, ..., S anlan i¢in aldig1 degerlerin karesi, bir sonraki bagimsiz
denemede aymt n=1,2, ..., S anlar igin alacagi degerlerin karesi ile toplanir.

5. 4’te yapilan genel toplam alma iglemi sayesinde, 100 bagimsiz deneme sonunda

herhangi bir # am igin | a.,,,,(#)|* degeri

|0~Mn(”)|2:|(x1u+| () Ilz +] 0y (1) I; g +|°~M+1(”)|foo (6.10)

haline gelir. Den, tek bir deney igin gergeklestirilen bagimsiz deneme sayis1 ve | o, (77) |7

ise, o,,,,(n) in i. bagimsiz denemede » am igin aldigi degerin karesi olmak tzere, farkh

Den degerleri igin (6.10) esitligi

Den .
|ty (M) *= Zl Ay (M7 (6.11)
=

seklinde genellestirilebilir.
6. Boylece, uyarlamali kanal dengeleme deneyi igin gerceklestirilen 100 (veya Den) adet

bagimsiz deneme sonunda, o,,,,() ’in # amndaki karesel ortalama degeri

Zl a’Mﬂ (n) |12
Ef| LIV ) |l] =+

6.12
Den ( )

olarak hesaplanir.
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E[|a,,,,(m|*] degerine, (6nceki) kestirim hatasimin karesel ortalamast demek yerine, tipki

Wiener filtreler ve RLS algoritmasinda oldugu gibi, kisaca karesel ortalama hata denir ve

uyarlamali dengeleyicinin istatistiksel basar: gistergesi olarak kullanilir.
6.2.2 Uyarlamah dengeleyicinin impuls yamtinin hesaplanmasi

Uyarlamali dengeleyicinin gorevi: iletilen u(n) igaretinde kanalin yarattii bozulmayi,
toplamsal beyaz giiriiltiiye ragmen diizeltmektir. Dengeleyici bu diizeltmeyi, kendi transfer
fonksiyonu W(w)’i kanalin transfer fonksiyonu H(w)’in tersine miimkiin olabildigince
benzeterek yapar; ideal durum olarak, W(w)=1/H(w) olmas: istenir. Oyleyse, | W(w)]
egrisi |1/H(w)| egrisine ne kadar gok benziyor ise, uyarlamali dengeleyici de o kadar
basarili ¢aligiyor demektir. Boyle bir kargilagtirmanin yapilabilmesi i¢in, W(w) ve H(w)
fonksiyonlarinin bulunmasi gerekir. W(w) fonksiyonu, uyarlamali dengeleyicinin impuls
yamt1 w(n)’e ve H(w) fonksiyonu ise, kanalin impuls yanit1 4(#)’e Ayrik Zamanh Fourier
Déniistiimii (Discrete Time Fourier Transform, DTFT) uygulanarak bulunur. Uyarlamali
kanal dengeleme deneyinde (Sekil 6.3), kanalin impuls yanitini biz segtigimiz igin, h(r)

bilinmektedir; fakat, w(#)’in ayrica hesaplanmas: gerekir.

Uyarlamali dengeleyicinin yansima {I',, (n),I, ,(n)} ve gerileme { K, (n)} katsayilan

ogrenme modu boyunca siirekli degistiginden, 6grenme modu sirasinda w(z) hesaplanamaz;
kestirim hatalar1 kullanilarak yapilan ayarlamalarm bitip, dengeleyicinin kalici halde
caligmaya baglamasi beklenir. Ciinkii kalict hal, dengeleyiciye ait yansima ve gerileme
katsayilarinin optimum degerlerine ulagtiklar1 ve girig verisinin karakteristiklerinde
meydana gelebilecek herhangi bir degisiklige kadar da sabit kaldiklart ¢alisma durumudur.
Oyleyse, hesaplamalarda kolaylik saglamak amaciyla: n=1,2, .., S degerlerinden kalici
hal igin n =S5 segerek, {I'; ,(n)} ve {T, (1)} yerine {I', ,(S)=T,,,} ve {I, . (S)=T,,,}

sabit degerlerini; enine filtrenin tap agirliklari olan { K, (#)} gerileme katsayilart yerine de
{K,(S)=K,,} sabit degerlerini kullanabiliriz. Ayrica, u(n), h(n) ve v(1n)’in gergel degerli

olmalarindan dolay1, yansima ve gerileme katsayilani da gergel degerli olmaktadir. M
modiillii kafes filtreden olusan, w(n) impuls yamith ve y(n) girisli uyarlamali dengeleyicinin
(Sekil 6.4) ¢ikigi
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u(n) = i y(n—k)w(k)

w(0) (6.13)
_ w(l)
= [y(m), yn =D y(n-M)]| ",
w(M)
seklinde yazilabilecegi gibi,
u(n) = i b(mK,
K, (6.14)
Kl
=[bo(m), by (n),....b,, (M]] .
KM

seklinde de yazilabilir. (6.13) ve (6.14) esitliklerinin sol tarafi aym olduguna gore, w(i)
impuls yanitim olusturan {w(0), w(1), ..., w(M)} degerleri

w(0) K,
[y(m),y(n-1),..,y(n-M)] wfl) =[b,(n),b,(n),.... b, (1) ] K:' (6.15)
w(M) Ky,

esitliginden kolayca hesaplanir. Asagida, kafes filtre modiil sayisinin M = 1 ve M = 2 olmasi
durumunda uyarlamali dengeleyicinin sahip olacagt w(n) impuls yamtlart 6rnek olarak

hesaplanmugtir.

(5.144) ve (5.146) derece giincelleme yinelemeleri, uyarlamali dengeleyicinin kalict halde

caligmaya baglamasi sonucu

Su®=f )+, b, ,(n-1) , m=,2, M (6.16)

b,(m=b, (n-D+1, f. () , m=,2,.. .M (6.17)

haline gelir. Baglangi¢ kogullari ise, f;(17) = b,(1) = y(n) olmaktadr.
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M=1igin:
Sim)y=ym)+T,, y(n-1)

by(n) = y(n-1)+1I,, y(n)

olur. Dengeleyici ¢ikigt; (6.13) esitliginden,

w(0)
w(l)

u(n) =[ y(n), y(n-1) ][
seklinde ve (6.14) esitliginden de,

u(n) =by(m) K, +b,(n) K,

seklinde yazilir. by(r1) ve b,(n) ngorii hatalart yerlerine yazildiginda,

() = (K, +K, rb,l).V(”)+K1 y(n-1)

K, +K, l"b,l}

=[ y(n), y(n- 1)][ K

1

elde edilir. Buradan, M = 1 i¢in w(n) impuls yanitin1 olugturan {w(0), w(1)} degerleri

w(0) _ Ky +K, T},
w(l) |~ K,
olarak bulunur.

M =2 igin:

Som) = fx(”)"‘rf,z b, (n-1)

b,(my=b(n-1+T,, f,(n)

olur. £,(n) ve b,(n) 6ngori hatalarinin yerlerine yazilmasiyla,
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Sfr(m) =y + (T, + T, L) yin—D+T, y(n-2)

b, () =Ty y(n)+ (T, + T, Tp)) yn=1) + y(n=2)

haline gelir. Dengeleyici gikisy; (6.13) esitliginden,
w(0)

a(n) =[ y(n), y(n-1), y(n-2)1| w(l)
w(2)

seklinde ve (6.14) esitliginden de,
() =b,(m K, +b,(mK, +b,(n) K,
seklinde yazilir. bo(r), by(#) ve b(r1) dngorii hatalan yerlerine yazildiginda,
i) = (K, + K, T, + K, T ,) y) + [ K + K, (0, + 1, T 1y -1 + K, y(n=2)
Ky +K T, +K,T,,
=[ym),y(n-1),y(n-2)1 K, +K, (I, +L,, T,,)
K,

elde edilir. Buradan, M = 2 igin w(n) impuls yanitin1 olusturan {w(0), w(1), w(2)} degerleri

w(0) K,+K T, +K,T,,
w(l) |=| K, + K, (T, +1,,T,y)
w(2) K,

olarak bulunur.

M = 2 igin elde edilen {w(0), w(1), w(2)} degerleri, M = 1 igin elde edilen {w(0), w(1)}
degerleri ile kargilastinldiginda, kafes filtrenin modiiler yapisimin etkisi ortaya gikar. Ciinki
ongorii derecesi M = 1’den M = 2’ye arttirtlmasina ragmen, bu durum 6nceki hesaplamalar
etkilememistir. Diger bir deyisle, onceki hesaplamalar bozulmanus, sadece o hesaplamalara

w(0)da K, T,, deger, w(1)’de K, (I}, +T;,T,,) degeri ve fazladan w(2) katilmstir.
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Dolayisiyla, derece tekrar M = 1 yapilmak istendiginde, M = 2 modiiliinden kaynaklanan K,
gerileme katsayisini igeren tiim terimlerin kaldirilmas: yeterli olur. Ongérii derecesi M > 2
olan uyarlamali dengeleyiciye ait w(n) impuls yamti1 da, M = 1 ve M = 2 igin kullamlan

yontemle hesaplanir.

Uyarlamali dengeleyicinin impuls yamti: Ek 3’te M = 6 igin, Ek 4’te M = 8 igin ve Ek 5’te
ise M = 10 igin hesaplanmigtir. Elde edilen {W(1), W(2), ..., W(M+1)} degerleri, w(n)’i
olusturan {w(0), w(1), .., w(M)} degerlerinin bilgisayar ortamindaki kargiliklandir.
Hesaplamalarda kullanmlan SK, SKF ve SKB degiskenleri, K, KF ve KB degiskenlerinin
Den adet bagimsiz deneme uzerinden alinan ensemble ortalamalaridir. Bu ortalamalarin
alimig1, Ek 1°de verilen program incelendiginde daha iyi anlagilacaktir: .

1. Ek 1’deki programda: ileri yonde yansima katsayilan I, (1) igin KF(m, n), geri yonde
yansima katsayilart T, ,(n) i¢in KB(m, n) ve gerileme katsayilart K, (1) igin ise K(m, n)

degiskenleri kullaniimaktadir.

2. Bu programda, her bir deney i¢in Den adet bagimsiz deneme gergeklestirilmekte ve her
bir bagimsiz denemede: K(m, n) degiskeninin m=1,2,..,.M+1 ve n=2,3,...,SS igin
aldigi degerler, KF(m, n) ve KB(m, n) degiskenlerinin ise m=1,2,... M ve
n=2,3,...,SS+1 igin aldig1 degerler, bir sonraki bagimsiz denemede aym m ve n igin
alacaklar degerler ile

SK = SK + K(1:M+1, 2:SS);

SKF = SKF + KF(1:M, 2:SS+1);

SKB = SKB + KB(1:M, 2:S§+1);

seklinde toplanmaktadir. Buna benzer durum, (6.10) ve (6.11) esitliklerinde de vardir.

3. Bagimsiz denemeler sona erdiginde, SK, SKF ve SKB genel toplamlari bagimsiz
deneme sayisina boliinerek, K, KF ve KB degiskenlerinin ensemble ortalamalar

, E[KB(m,n)]

BUKen, 0 =350 g (cpm, 1= SO KB

elde edilir.
K(m, n), KF(m, n) ve KB(m, n) degiskenleri, ensemble ortalamalari alinmadan impuls yaniti

hesaplamalarinda kullanilsalardi, her bir deney igin Den adet bagimsiz deneme

gerceklestirmenin bir anlami kalmazdi. Ciinkii bu durumda, hesaplamalarda dogrudan
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K(m, S), KF(m, S) ve KB(m, S) degerleri kullanilirdi. Bu degerler ise, bastan itibaren
gergeklestirilen (Den—1) adet bagimsiz denemenin herhangi birine degil, sadece en son
gergeklestirilen Den. bagimsiz denemeye aittir. Oyleyse, bize lazim olan her degiskenin,
ensemble ortalamasim almak gerekir. Aksi taktirde, bagtan itibaren gerceklestirilen (Den—1)
adet bagimsiz denemenin o degisken igin hicbir anlami kalmaz ve geriye sadece Den.

bagimsiz denemede aldig1 degerler kalir.
6.3 Bilgisayar Deneyleri

Bu bolimde, dogrusal dagilimii iletim kanallarimin yinelemeli en kiigiik kareler kafes
(RLSL) algoritmas: ile uyarlamali dengelenmesi uzerine yapilan bilgisayar deneyleri ele
alinacaktir. Bu deneyleri gergeklestirmek igin kullamilan programlar, Matlab ortaminda

yazilmig olup, Ekler bolimiinde sunulmuglardir.

Bilgiséyar deneylerini yapmaktaki amag, uyarlamali dengeleyicinin farkh h(n), o’ ve M

degerleri i¢in ne denli baganili ¢aligtigim 6lgmektir. Bolim 6.2.1 ve 6.2.2°de de bahsedildigi
gibi, uyarlamali dengeleyicinin basar1 gostergesi olarak iki farkli egriden yararlanilabilir.
Bunlardan birincisi, uyarlamali dengeleyicinin Girettigi kestirim hatasina ait karesel ortalama
degerin ulagtigi minimum degeri gosteren 63renme egrisidir. Bu egriden ayrica, uyarlamals
dengeleyicinin iginde ¢alistit ortamin kosullarina kendini ne kadar hizli adapte edebildigi,
diger bir deyisle, kag iterasyon sonunda i¢inde galigtig1 ortamu 6grenebildigi, yani kisacast
uyarlamali dengeleyicinin yakinsama hizi da gorilir. Egrilerden ikincisi ise, uyarlamali
dengeleyicinin transfer fonksiyonu W(w)’e ait genlik egrisidir. | W(w)|’in normalize
frekans (w/2)/=’e baglh olarak gizilmesiyle elde edilen bu egriyi iletim kanalinin tersine

ait |1/H(w) | egrisi ile kargilagtirarak, uyarlamali dengeleyicinin kendisini kanalin tersine ne

kadar benzetebildigi goriliir.

Yukarida anlatilanlardan anlagilacag: gibi, bu tez ¢aligmasinda, uyarlamali dengeleyicinin
basarist hakkinda yorum yapmak igin, dengeleyicinin 6Zrenme egrisi ve transfer
fonksiyonunun genlik egrisi baz alinmaktadir. Bu nedenle, dengeleyicinin 6grenme egrisini
elde etmek igin, Ek 1°de verilen program ve transfer fonksiyonunun genlik egrisini elde

etmek i¢in de, Ek 2’den Ek 8’e kadar verilen programlar hazirlanmistir. Burada dikkat
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edilmesi gereken nokta: Ek 2’den Ek 8’e kadar olan programlara digardan higbir degerin
girilmedigi; bunun yerine bu programlarin, Ek 1°deki programun galigtiriimasiyla elde edilen
degiskenlerden bazilarim kullandigidir. Buna gore, Ek 1°deki program ana programdir ve

¢alismasi biter bitmez, elde ettigi degiskenlerin kalic1 olarak kaydedilmesi gerekir. Ek 1’de

verilen program, Sekil 6.3’te gosterilen blok diyagramu farkli A(n), 6 ve M degerleri ile

gergeklememizi saglar. Bu blok diyagramin her bir blogu Béliim 6.2°de ayrintili olarak
anlatildigy igin, burada tekrar ele alinmayacaktir; ancak, Ek 1°deki RLSL algoritmasinin,
Cizelge 5.2°de A =1 ve 6 =0.004 alinarak yazildiginin tekrar belirtilmesinde fayda vardir.

Yapilan bilgisayar deneylerinde kanal modeli olarak, impuls yamti (6.3) esitligiyle
tanimlanan yiikseltilmis kosiniisiin yam sira, iki farkli kanal modeli daha kullamlmigtir. Ote
yandan, yiikseltilmis kosiniise ait W parametresi, kanalin yarattii bozulmanin genligini
kontrol ettigi igin: uyarlamali dengeleyicinin giderek artan kanal bozulmas: kargisinda elde
edecegi basartyr olgmek amaciyla, bu parametreye W = {2.9, 3.1, 3.3, 3.5} degerleri
verilmigtir. Sonug olarak, dort tanesi yiikseltilmis kosiniise ait olmak iizere, toplam alt1 adet
dogrusal kanal modelinin uyarlamali dengelenmesi ger¢eklestirilmistir. Bu alt1 adet modelin
her biri igin, kafes filtre modiil sayi1s1 M = {10, 8, 6} ve beyaz giiriiltiiniin degisintisi ise
c}= {0.001, 0.01, 0.1} olarak alinmigtir. Diger bir deyisle, Ek 1°de verilen program

kullamilarak, her bir kanal modeli igin s(M) x s(c?) = 3 x 3 = 9 adet deney

gergeklestirilmistir; bu da, toplam 54 deney demektir. Bu deneylerin hepsinde, bagimsiz
deneme sayis1 Den = 100 alinirken; iterasyon sayis1 S, 6grenme egrisinin yakinsamasini net
olarak gormemizi saglayacak gekilde, 200 segilmigtir. Elde edilen 6grenme egrileri, tek tek
ve kargilagtirmali olarak Boliim 6.3.1°de verilmistir. Ek 1 ile yapilan deneylerden elde
edilen degiskenlerin Ek 2’den Ek 8’¢ kadar olan programlarda kullaniimasi sonucu,
[W(w)|, | H(w)| ve |I/H(w)| egrileri bulunur. Bu egrilerden | H(w)| egrileri tek bagslarina,
| W(w)| ve |1/H(w)| egrileri ise kargilagtirmali olarak Boliim 6.3.2°de verilmistir. Segilen

kanal modellerinin dogrusal dagilimli olmalarindan bagka sahip olduklar bir diger ozellik
de, hepsinin bir n anina gore simetrik (6.5) olmalandir. Kanalin impuls yamt1 simetrik
olduguna gore, uyarlamali dengeleyiciye ait w(r) impuls yaniti da, kafes filtre modiil sayisi
Me bagl olarak ya yaklagik simetrik (6.6) veya tam simetrik (6.7) olacaktir. Burada, w(#)
impuls yanitimin tam simetrik olmasim saglamak amaciyla, M degerleri ¢ift sayilardan

secilmigtir.



156

6.3.1 Ogrenme egrileri

Uyarlamali dengelenmesi gergeklestirilen kanal modellerinin impuls yanitlar su gekildedir:

1. (6.3)esitliginde W=2.9 alinarak elde edilen

, n=13

0.2194
) = nh=2

2. (6.3)esitliginde W=3.1 alinarak elde edilen

02798 , n=13
h(n) = nen

3. (6.3)esitliginde W =33 ahnarak elde edilen

4. (6.3) esitliginde W =3.5 alinarak elde edilen

0.3887 n=13
h(n) = ’ ’
1 , hn=2

5. Kendi belirledigimiz

02, n=17
03, n=2,6
h(n) =
04, n=3,5
1, n=4

6. Kendi belirledigimiz

03, n=15
h(ny=4 02, n=24

1, n=3

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

(6.23)
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Impuls yaniti (6.18) esitligiyle verilen kanal modeli igin Den = 100, S = 200, M = {10, 8, 6}
ve o= {0.001, 0.01, 0.1} degerleri kullamlarak yapilan deneylere ait 6grenme egrileri,

Sekil 6.5, 6.6 ve 6.7°de verilmistir. Hepsinde ayn1 kanal dengelenmeye ¢alisildig1 igin, bu
deneylerin genel sabiti W = 2.9 olmaktadir. M = {10, 8, 6} olmasindan dolay1, elimizde ii¢
adet uyarlamal dengeleyicinin oldugu diigiiniilsiin. Bu durumda yapilmas: gereken: kanalin
yarattig1 bozulma ile birlikte guriiltiiniin yaratti1 bozulmay1 da sabit alip, dengeleyicilerin

her birinin bu esit bozulma kosullar: kargisinda elde edecegi basariy1 6lgmektir; yani, sabit
W ve o} degerleri karsisinda M’in degisimini incelemektir. Sekil 6.5 (a), (b) ve (c),
M = {10, 8, 6} igin W = 2.9 ve ¢} = 0.001; Sekil 6.6 (a), (b) ve (c), M = {10, 8, 6} igin
W=29ve c’=0.01; Sekil 6.7 (a), (b) ve (c) ise, M = {10, 8, 6} igin W =2.9 ve 6’ = 0.1

sabit alinarak elde edilmis Ogrenme egrileridir. Bu egrilerin kendi aralarinda

karstlagtinnlmalarn ise, Sekil 6.8 ve 6.9°da gosterilmistir.

impuls yanit1 (6.19) esitligiyle verilen kanal modeli igin aym Den, S, M ve o] degerleri

kullanilarak yapilan deneylere ait 6grenme egrileri, Sekil 6.10, 6.11 ve 6.12°de verilmisgtir.

Bu egrilerin kendi aralarinda karsilagtiriimalar ise, Sekil 6.13 ve 6.14°te gosterilmisgtir.

Impuls yanitt (6.20) esitligiyle verilen kanal modeli igin aym Den, S, M ve ¢ degerleri

kullanilarak yapilan deneylere ait 6grenme egrileri, Sekil 6.15, 6.16 ve 6.17’de verilmistir.

Bu egrilerin kendi aralarinda kargilagtirilmalar ise, Sekil 6.18 ve 6.19°da gosterilmistir.

impuls yaniti (6.21) esitligiyle verilen kanal modeli igin aym Den, S, M ve ¢’ degerleri

kullanilarak yapilan deneylere ait 6grenme egrileri, Sekil 6.20, 6.21 ve 6.22°de verilmistir.

Bu egrilerin kendi aralarinda karsilagtiriimalan ise, Sekil 6.23 ve 6.24’te gosterilmistir.

Impuls yanitlan (6.18), (6.19), (6.20) ve (6.21) esitlikleriyle verilen kanal modelleri igin
elde ettigimiz 6grenme egrilerini M ve o degerlerini sabit alarak inceledigimizde, W

parametresindeki de@isimin uyarlamali dengeleyici iizerindeki etkisini goriiriiz.
Sekil 6.5’ten 6.24°e kadar olan 6grenme egrilerinin bu amagla yapilan karsilagtirilmalari,

Sekil 6.25, 6.26 ve 6.27°de gosterilmistir.
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Uyarlamali dengeleyicinin farkli impuls yamitina sahip kanal modellerine kargi elde edecegi
basarty1 6lgmek igin, (6.22) ve (6.23) esitlikleriyle verilen kanal modelleri kullaﬁllmlstlr. Bu
kanal modellerinin impuls yanitlar1 (uzunluk, simetri merkezi ve simetri merkezi etrafindaki
katsayillarin aldig1 degerler bakimindan) yiikseltilmis kosinisten farklidir. Kendi
belirledigimiz bu iki kanal modelinden: impuls yanit1 (6.22) esitligiyle verilen kanal modeli
icin yapilan deneylere ait Ogrenme egrileri ve bu egrilerin kendi aralarinda
kafsllastmlmalan, Sekil 6.28, 6.29, 6.30, 6.31 ve 6.32’de; impuls yanit1 (6.23) esitligiyle
verilen kanal modeli igin yapilan deneylere ait 6grenme egrileri ve bu egrilerin kendi

aralarinda karsilagtirilmalari ise, Sekil 6.33, 6.34, 6.35, 6.36 ve 6.37°de gosterilmisgtir.
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Kullandigimiz uyarlamali dengeleyici, RLSL algoritmasina dayali birlesik siireg¢ kestirici
(Sekil 6.4) olduguna gore; kestirim hatasinin karesel ortalama degerine ait bu egrilerin
yakinsama analizini yaparak, RLSL algoritmasinin karesel ortalama anlamda yakinsamasi

hakkinda bilgi edinilebilir.

Bir algoritmamn karesel ortalama bakimdan yakinsamasi igin gereken iterasyon sayisi az
ise, o algoritmanin yakinsama hizi yiiksek demektir. Bu ayn1 zamanda, o algoritmanin
icinde g¢aligtif1 ortamin kosullarim kisa bir siire iginde 6grenip, kalici halde ¢aligmaya
gegebildifi anlamina da gelmektedir. Eger algoritmanin yakinsamasi igin gereken iterasyon
sayis: fazla ise, o algoritmanin yakinsama hiz1 digiiktiir. Bu da, o algoritmanin uzun bir

ogrenme siiresinden sonra kalic1 halde galigmaya baglayabildigi anlamina gelmektedir.

Sekil 6.8 (a), (b) ve (c) incelendiginde, RLSL algoritmasinin yakinsama siiresinin M degeri
ile birlikte azaldip1 goriilar. Omegin;, ¢? = 0.001 giriiltii kosulunda M = 10 igin yaklagik
40-45 iterasyon sonunda yakinsarken, M = 8 igin yaklagik 35-40 iterasyon sonunda ve M = 6
i¢in ise yaklagik 30-35 iterasyon sonunda yakinsamaktadir. Diger yandan, Sekil 6.9 (a), (b)

TC. YOKSEKOCRITIM KRG
DOKUMANTASY Gid [.ENKEZE
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ve (c) incelendiginde ise, M = {10, 8, 6} egrileri arasindaki yakinsama stiresi farkliliginin,

giderek azalmakta olan igaret-gliriltii orant kargisinda ortadan kalktifi ve en sonunda,

SNR = 10 dB (6’ = 0.1 ) igin her ii¢ egrinin hemen hemen aym siirede yakinsadiklari

gorilmektedir. Bu iki gozlem, su sekilde yorumlanabilir:

1. lIsaret-giriiltii orammn yiiksek olmasi durumu (30 dB)

RLSL algoritmasinin yakinsama hizi, oldukga yiiksektir ve M degeri ile ters orantilt bir
sekilde degismektedir.

2. lsaret-giiriiltii oraninin diisiik olmasi durumu (10 dB)

RLSL algoritmasinin yakinsama hizi, bu durumda bile yiiksek sayilir. Sadece, M degerinin
degisimine karg1 olan hassasiyeti ortadan kalkmakta ve her M degeri igin hemen hemen aym
siirede yakinsamaktadir.

Bu yaptigimiz yorumlarnt Bolim 5.2.5.3’te RLS algoritmasinin yakinsama hizi igin elde
edilen teorik sonuglarla kargilagtirdifimizda, RLS ve RLSL algoritmalarinin yakinsama

ozelliklerinin aym oldugunu goriiriiz.

Karesel ortalama hatanin belli bir degere yakinsamasina kadar olan dénem, algoritmanin
iginde galistig1 ortamm dgrenme donemi olarak; yakinsadigi andan itibaren olan dénem ise,
algoritmanmin kalict halde ¢alisma donemi olarak tamimlanir. Yukarida yapilan analizde,
RLSL algoritmasinin yakinsama hizi tzerinde durulmus ama yakinsadigi degere
deginilmemigtir. Oysa, karesel ortalama hatanin ulastigt bu kalict hal degeri, algoritmanin

hata basarimmmn bir gostergesidir. Ciinkii, bu deger ne kadar kiigiik oluyorsa, algoritma da
istenen yamitin kestirimi c?(n) ’i istenen yanit d(r7)’e o kadar gok benzetebiliyor demektir.
Ornegin, M = 10, W = 2.9 ve o = 0.001 icin (Sekil 6.5 (a)) RLSL algoritmasi, 0.0000015
gibi sifir sayilabilecek kadar kiigiik bir karesel ortalama hata ile kalic1 olarak galismaktadir.

Dolayisiyla, bu kosullar altinda iiretecegi kestirim de, istenen yanita olduk¢a ¢ok

benzeyecektir.

Sekil 6.8 (a), (b) ve (c) incelendiginde, karesel ortalama hatamin kalici hal degerinin,
gurtltinin degisintisi ile birlikte azalmakta oldugu gorilir. Kanalin yarattigi bozulma ve
kafes filtre modil sayist aymi olmasina ragmen, giriltiideki artig algoritmanin hata
basarimint oldukga belirgin bir sekilde kotiilestirmektedir. Sekil 6.9 (a), (b) ve (c)’de, aym

girilta degisintisine karst farklt M degerleriyle elde edilen karesel ortalama hatalar
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karsilagtirilmaktadir. Sekil 6.9 (a)’dan, kafes filtre modiil sayis! arttinldikga, algoritmanin
hata bagariminin da arttif1 gorilmektedir; ancak, Sekil 6.9 (b) ve (c)’den gorildiign gibi,
giderek artan giiriiltit degisintisi kargisinda kafes filtre modiil sayisini arttrmak da etkili
olmamakta ve tim egriler ayn1 degere yakinsamaktadirlar. Buna gore, kafes filtre modiil
sayisim arttirmak, algoritmanin hata basarimimi iyilestirmektedir; ama bunu yaparken,

giiriilti degisintisi de goz oniinde bulundurulmalidir.
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Sekil 6.14 (c)

Tlk kanal modeline ait 6grenme egrileri igin yaptigimiz yorumlar, ikinci kanal modeline ait
bu ogrenme egrileri igin de aynen gegerli olmaktadir. Ozellikle, yakinsama hizi igin
yaptigimiz yorumlar buradaki egriler tarafindan da dogrulanmaktadir. Buradaki egriler ile
ilk kanal modeline ait egriler arasindaki tek fark, karesel ortalama hatanin kalici hal
degerinden kaynaklanmaktadir. Bunun da tek sebebi olabilir: W parametresindeki artis.
Daha o6nce de anlatildig: gibi, W parametresi direkt olarak, yiikseltilmis kosiniis kanalinin
yarattifi bozulmanin genligini ve dolayl: olarak da, dengeleyicinin tap girislerine ait iligki
matrisinin 6zdeger yayilimim kontrol etmektedir. Bu iki deger, /¥ parametresinin artmastyla
birlikte artmakta ve azalmasiyla birlikte de azalmaktadir. Bu nedenle, W parametresinde

meydana gelen bir artigin, RLSL algoritmasinin hata bagarimim diisiirmesi beklenir.

Sekil 6.9 (a) ile Sekil 6.14 (a) ve Sekil 6.9 (b) ile Sekil 6.14 (b) birlikte incelendiginde, A/
degerinin karesel ortalama hata iizerinde ne derece etkin bir rol oynadig1 ortaya gikmaktadir.
Baslangigta, kanal bozulmasi ¢ok diisiik oldugu igin (W = 2.9), farkli M degerlerine ragmen
birbirine oldukga yakin karesel ortalama hatalar elde edilmekte (Sekil 6.9 (a)) ve hatta,

62= 0.01 kosulunda bile, tim M degerleri igin aym karesel ortalama hata kalict hal
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degerine erisilmektedir (Sekil 6.9 (b)). Bu durumda soyle disinilebilir: mevcut ortam
kosullari altinda aym karesel ortalama hatay: elde ettiklerine gore, M = 10 degerli bir
dengeleyici yerine M = 8 veya M = 6 degerli bir dengeleyici kullanmak daha ekonomiktir.
Iste bu noktada, kanal bozulmasinda bir artig olabilecegi goz oniinde bulundurulsa: M degeri
biyiik olan bir dengeleyici ile elde edilecek hata basariminin, M degeri kiigiik olan bir
dengeleyici ile elde edilecek hata basarimindan daha iyi olacagi ortaya gikar
(Sekil 6.14 (a) ve (b)). Oyleyse, artan W degerine kargilik alinabilecek en iyi énlem, M
degerini arttirmaktir. Bu oneriye verilebilecek en giizel ispat da, Sekil 6.9 (b), 6.14 (b),
6.19 (b) ve 6.24 (b)’de yapilan kargilagtirmalardir. Ote yandan, kanal bozulmasi ne olursa

olsun, ¢’ = 0.1 kosulunda sonug hig degismemekte ve her farkli M degeri igin aym karesel

ortalama hataya ulagilmaktadir. Ashnda bu durum, M degerinde saglanan artigin
algoritmanin hata basarimini ancak belli bir seviyeye kadar yiikseltebilecegini ve o

seviyeden sonra, M degerini arttirmanin da fazla bir sey degistirmeyecegini gosterir.
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Sekil 6.19 ()

Birinci ve ikinci kanal modeline ait 6grenme egrileri igin yaptigimiz yorumlar, tigiincii kanal
modeline ait bu 6grenme egrileri igin de aynen gegerli olmaktadir. Ozellikle, yakinsama hizi
i¢in yaptigimiz yorumlar buradaki egriler tarafindan da dogrulanmaktadir. Tek fark yine,
karesel ortalama hatanin kalici hal degerinin artmasindan kaynaklanmaktadir. Algoritmanin
hata basarimindaki bu diigiigiin sebebi, bir 6nceki kanal modelinde de agiklandig: gibi, W
parametresinin artmasidir. Ote yandan, ¢ = 0.1 kosulunda sonug yine degismemekte ve her
farkli M degeri igin ayni karesel ortalama hataya ulasilmaktadir; ancak burada, kanalin

yarattig1 bozulmanin artmasi sonucu, ¢, = 0.1 kosulunda her farkli M degeri igin ulagilan

karesel ortalama hata kalic1 hal degeri 0.025’e yiikselmisgtir.
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Sekil 6.24 (c)

Birinci, ikinci ve tgiincii kanal modeline ait 6grenme egrileri igin yaptigimiz yorumlar,
dordiincii kanal modeline ait bu 6grenme egrileri i¢in de aynen gegerli olmaktadir. Varolan

fark yine, algoritmanin hata basarimindaki diisiistiir. Ozellikle, o2 = 0.1 igin elde edilen

egrilerde karesel ortalama hatanin kalict hal degeri (0.04) iyice 0.1°e yaklagmustir.
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Sekil 6.27 (c)

W parametresindeki degisimin karesel ortalama hata iizerindeki etkisini incelemek amaciyla,
ilk dort kanal modeline ait 6grenme egrilerinin tamami burada, M ve o degerleri sabit
alinarak kargilastirilmiglardir.  Sekillerden de gorildagi gibi, RLSL algoritmasinin
yakinsama hizi, W parametresindeki (6zdeger yayilimindaki) degisimlere karsi duyarsizdir.
W degerindeki degisime ragmen, her farkli M ve o sabit ikilisi igin elde edilen dortlii
egrilerdeki her dort egrinin yakinsama siiresi birbiriyle ayni olmaktadir. Ornegin:
M =10 ve )= 0.001 sabit ikilisi icin elde edilen Sekil 6.25 (a)’daki her dort egrinin
yakinsama siiresi birbiriyle ayni olurken, M = 6 ve = 0.001 sabit ikilisi igin elde edilen
Sekil 6.27 (a)’daki dort egrinin yakinsama stiresinden farklidir. Bu durumda, yakinsama
hizint W parametresindeki degisimin degil, M ve o] parametrelerindeki degisimin

etkiledigi anlagilir. RLSL algoritmasi, W parametresinden tek bir yonde etkilenmektedir:
karesel ortalama hatanin ulastig: kalict hal degeri. Ciinkii W parametresindeki artig, M veya

2
v

o, degeri ne olursa olsun, karesel ortalama hatanin kalici hal degerini arttirmaktadir.
Oyleyse, RLSL algoritmasinin hata bagarimi, /¥ parametresindeki (6zdeger yayilimindaki)

degisimlere karst duyarlidir ve W degeri arttikga azalmakta, azaldik¢a da artmaktadir.
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Sekil 6.32 (c)

Kendi belirledigimiz kanal modellerinden ilki igin yapilan deneylere ait bu egrilerden de
goruldiigi gibi, RLSL algoritmasinin yakinsama ozellikleri bu kanal modelinde de
degismemektedir. Yakinsama siiresi, yiiksek isaret-giiriiltii oraninda (30 dB) M degerinin
artmastyla birlikte artarken, diisiik isaret-giriiltii oranlarinda (20 ve 10 dB) her M degeri igin

ayni olmaktadir.

Kanalin yarattigi bozulmanin gok fazla olmasi nedeniyle, disik giriltide (6= 0.001)
bile, M = 10 ve M = 8 igin elde edilen karesel ortalama hata kalici hal degerleri birbirine esit
olmaktadir. Benzer durum, o= 0.001 ve o’= 0.0l kosullari arasinda da vardir;
6,/ = 0001 ve 6= 001 icin elde edilen karesel ortalama hatalar, her A degerinde
birbirleriyle ayni olmaktadir. Farkli ] degerleri kullamimasina ragmen, M = 6 igin elde

edilen karesel ortalama hatalarin hem yiiksek degerli ve hem de birbirine bu kadar ¢ok yakin
olmasindan bir tek sey anlasilir: RLSL algoritmasi, A/ =6 igin bu kanal modelini

dengeleyememektedir.
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Kendi belirledigimiz kanal modellerinden ikincisi i¢in yapilan deneylere ait bu egrilerden de
gorildiugi gibi, RLSL algoritmast ayni yakinsama ozelliklerini bu kanal modelinde de

sirdiirmektedir.

Bu kanal modelinin ilk belirledigimiz kanal modelinden farki, yaratti3i bozulmanin daha az
olusudur. Bunu, M = 6 i¢in elde edilen karesel ortalama hata kalici hal degerlerinin daha
diisiik olmasindan kolayca anlayabiliriz. Buna kargin, 67 = 0.001 ve ¢’ = 0.01 i¢in elde

edilen karesel ortalama hatalar, her M degerinde birbirleriyle yine ayni olmaktadir.
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6.3.2 |W(w)|, |H(w)| ve |[1/H(w)| egrileri

Bu bolimde, RLSL algoritmasina dayanan M = {10, 8, 6} degerli uyarlamal
dengeleyicilerimizin, impuls yanitlar1 (6.18), (6.19), (6.20), (6.21), (6.22) ve (6.23)

esitlikleriyle verilen kanal modellerini 6= {0.001, 0.01, 0.1} giiriiltii kosullar: altinda ne
derece dengeleyebildiklerini, yani kendilerini ne derece bu kanallarin tersine
benzetebildiklerini aragtiracagiz. Bu da ancak, kanalin tersine ait |1/H(w)| egrisi ile
uyarlamali dengeleyicilere ait | W(w)| egrileri karsilastinlarak ogrenilebilir. ideal durum

olarak, | W(w)| = |1/H(w) | olmasi istenir.

ilk 6nce, kanal modeline ait | H(w)| egrisi tek bagina verilmis ve ardindan, o kanalin tersine
ait |1/H(w)| egrisi ile (aym giriiltii kosullar: altinda galistirilan) uyarlamali dengeleyicilere
ait | W(w) | egrileri kargilagtirilmugtir. Ug farkh giiriiltii kosulu belirlenmis oldugundan, her
bir kanal modeli igin ii¢ kargilagtirma egrisi elde edilmistir. Karsilagtirma egrilerinde:
kalin-diiz ¢izgiyle gizdirilen egri, |I/H(w)|’i; normal-diiz gizgiyle gizdirilen egri, M = 10
i¢in olan | W(w)|’i; uzun-kesikli ¢izgilerle ¢izdirilen egri, M = 8 igin olan | W(w)|’i ve

kisa-kesikli ¢izgilerle ¢izdirilen egri ise, M = 6 igin olan | W(w) | i géstermektegiir.

Impuls yanit1 (6.18) esitligiyle verilen kanal modeli igin elde edilen egriler, Sekil 6.38’de
gosterilmistir. | W(w)| egrilerinin hepsinin |1/H(w)| egrisi ile Gst iiste gakigmasi, her iig
dengeleyicinin bu kanal modelini ideal bir gekilde dengeleyebildikleri anlamina gelir.
6= 0.1 girilti kosulu igin meydana gelen sapmalar (Sekil 6.38 (d)), ihmal edilebilecek

kadar 6nemsizdir.

Impuls yamit: (6.19) esitligiyle verilen kanal modeli igin elde edilen egriler, Sekil 6.39°da
gosterilmistir. Bu kanal modeli de ideal bir gekilde dengelenmektedir. Ancak, artan kanal

bozulmas1 karsisinda, egrilerin giderek tam st iiste g¢akismamaya bagladiklar

gorilmektedir. Bu durum ozellikle, 6”= 0.1 kosulu icin elde edilen egrilerde daha

belirgindir. Nitekim, o= 0.1 giiriiltii kosulu igin bu kanal modelinde ortaya gikan sapma
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(Sekil 6.39 (d)), bir énceki kanal modelinde aym giiriiltii kosulu i¢in ortaya ¢tkan sapmadan
(Sekil 6.38 (d)) daha ¢oktur.

Impuls yamt1 (6.20) esitligiyle verilen kanal modeli igin elde edilen egriler, Sekil 6.40°da
gésteriimistir. M = 10 ve M = 8 degerli dengeleyiciler, c>= 0.001 ve oc’= 0.01

kosullarinda ideal bir dengeleme gergeklestirmelerine kargin, o= 0.1 kosulu igin ideal

durumdan kiigiik sapmalarla uzaklagmislardir. M = 6 degerli dengeleyici ise, her 6 kosulu

i¢in kiigiik sapmalarla ideal durumdan uzaklagmigtir. Bu da gostermektedir ki: kanalin
yaratti31 bozulma fazla ise, o kanal i¢in M degeri biiyiik olan bir dengeleyici kullaniimasi
gerekir. Tum bunlara ragmen, bu kanal modelinin bagarili bir sekilde dengelendigi

sOylenebilir.

Impuls yamt1 (6.21) esitligiyle verilen kanal modeli icin elde edilen egriler, Sekil 6.41°de
gosterilmigtir. Daha Once birbirleriyle ayni sonuca ulasan M = 10 ve M = 8 degerli
dengeleyiciler, giderek artan kanal bozulmasi karsisinda farklt sonuglar elde etmeye
baglammglardir. Bu da, kanal bozulmasinin yiiksek olmasi durumunda, M degerinin biyiik
segilmesi gerektigini bir kez daha vurgular. Diger yandan, kanal bozulmasi ile birlikte
guriltinun yarattig bozulmanin da artmasi, Sekil 6.41 (d)’deki duruma sebep olur. Ciinkii,
M = 10 igin bile, ideal durumdan olduk¢a uzaklasiimaktadir. Yine de, bu kanal modelinin

kot sayilmayacak kadar iyi bir sekilde dengelendigini soylemek miimkiindiir.

Impuls yaniti (6.22) esitligiyle verilen kanal modeli igin elde edilen egriler, Sekil 6.42°de
gosterilmistir. Hatirlanacag gibi B6liim 6.3.1°de, RLSL algoritmasinin: M = 6 igin bu kanal

modelini dengeleyemedigi; A = 10 ve M = 8 igin elde edilen karesel ortalama hata kalic1 hal
degerlerinin, her ¢’ kosulunda birbirleriyle aym: olduklar; 6’= 0.001 ve ¢’= 0.01
kosullari igin elde edilen karesel ortalama hata kalici hal degerlerinin ise, her-M degerinde
birbirleriyle aym olduklar1 soylenmigti. Ogrenme egrilerine bakarak ¢ikardigimiz bu
sonuglar, buradaki egriler tarafindan da dogrulanmaktadir. A7 = 6 igin elde edilen | W(w)|
egrilerinin |1/H(w)| egrisinden ¢ok farkli olmasi, M = 6 degerli uyarlamal: dengeleyicinin
bu kanal modelini dengeleyemedigini gosterir. Ote yandan, M = 10 ve M = 8 igin elde edilen

| W(w) | egrileri, her 6? kogulunda iist iiste gakigmaktadir. Bu da, M = 10 ve M = 8 degerli
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uyarlamalt dengeleyicilerin, bu kanali aym basariyla dengelediklerini gosterir. Kanalin

yarattift bozulmamn fazla olusu, bu iki dengeleyiciye ait | W(w)| egrilerinin idealden
uzaklagmasina neden olmustur. Son olarak, ¢’ = 0.001 kosuluna ait Sekil 6.42 (b) ile
o, = 0.01 kosuluna ait Sekil 6.42 (c) kargilastinldiginda, bu sekillerin birbiriyle ayni oldugu

gorilir.

Impuls yanit: (6.23) esitligiyle verilen kanal modeli i¢in elde edilen egriler, Sekil 6.43’de

gosterilmigtir. Hatirlanacag1 gibi Bolim 6.3.1°de, 6” = 0.001 ve o= 0.01 kosullart igin

elde edilen karesel ortalama hata kalic1 hal degerlerinin, her M degerinde birbirleriyle aym
olduklari soylenmisti. Bu sonug, buradaki Sekil 6.43 (b) ve Sekil 6.43 (c) tarafindan da
dogrulanmaktadir. Ciinkii her iki sekil, bir dnceki kanal modelinde oldugu gibi, tepe ve alt
noktalarinin aldift degerlere kadar birbirinin aynisi olmaktadir. Buna gore, bu kanal
modelinde giiriiltiiniin 6= 0.001’den o}= 0.01’¢ ¢ikmas;, M = {10, 8, 6} degerli
uyarlamali dengeleyiciler igin bir gey degistirmemektedir; dengeleyicilerin her biri, her iki
gurtltd kosulunda da, kanah aym o6lgiide dengelemektedir. Bu kanal modeli igin de ideal
durum saglanamamaktadir. ideale en yakin dengeleme ise, M = 10 degerli dengeleyici

tarafindan gerceklestirilmektedir.
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7. SONUCLAR

Bu tezde, yinelemeli en kiigiik kareler kafes algoritmasi kullanarak, dogrusal kanallarin

uyarlamal1 dengelenmesi incelenmistir.

Kanal dengelemede amag: verici kisimdan iletilen isarette kanalin neden oldugu bozulmay,
gurtltiniin varhgina ragmen ortadan kaldirmaktir. Uyarlamalit dengeleyici bunu, kendisini
kanalin tersine benzeterek basarmaya calistr. Dengeleyicinin segilen kanal modelleri
karsisinda sagladig1 bagar bu g¢alismada, 63renme egrisi ve transfer fonksiyonu genlik egrisi

bazinda incelenmistir.

Karesel ortalama hatanin iterasyon sayisina gore degisimini gosterdikleri igin, dgrenme
egrilerinde basar: olgiisii: yakinsama hizinin yiiksek olmasi ve karesel ortalama hatanin en
aza inmesti olarak kabul edilir. Karesel ortalama hatanin en aza inmis olmasinin, uyarlamali
dengeleyicinin kendisini kanalin tersine benzetmis olmasi anlamina gelip. gelmedigini
ogrenmek igin, uyarlamali dengeleyiciye ait transfer fonksiyonunun genlik egrisi | W(w)|
ile kanalin transfer fonksiyonunun tersine ait genlik egrisi |1/H(w)| kargilagtirnimigtir. Bu
kargilastirma sonucunda goriilmiigtiir ki: bir uyarlamali dengeleyicinin karesel ortalama hata
kalici hal degeri sifir sayilabilecek kadar kiigiik ise, o dengeleyici kendisini,
| W(w) | =|1/H(w)| ideal durumunu saglayabilecek kadar miikemmel bir sekilde kanalin

tersine benzetebilmis demektir.

Uyarlamali kanal dengeleme deneylerinde, basta kanal modelinin kendisi olmak iizere:
yiikseltilmig kosiniis kanal modeline ait /' parametresi, beyaz giiriiltiiniin degisintisi 6 ve

kafes filtre modiil sayis1 M degistirilerek, RLSL algoritmasmnin basarimi incelenmistir. Bu
deneylerden elde edilen 6grenme egrilerine dayanarak, RLSL algoritmasi igin su sonuglar
¢ikarilabilir:

1. RLSL algoritmasinin yakinsama hiz: yiiksektir. Ozellikle, isaret-giiriiltii oranimin biyiik
olmast durumunda, M degerine kargi duyarlidir ve M degeri ile ters orantili bir gekilde
degismektedir. Isaret-giiriiltia oraninin kugitk olmast durumunda ise, M degerine karg1 olan
duyarhibik ortadan kalkmakta ve RLSL algoritmasi, her M degeri igin aym siirede

yakinsamaktadir.
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2. RLSL algoritmasinin yakinsama hizi, girig igaretine ait iligki matrisinin 6zdeger
yayiliminda meydana gelen degisimlere karg1 duyarsizdir. Diger bir ifadeyle, W
parametresindeki herhangi bir artig veya diigiis, yakinsama hizim etkilememektedir.

3. Bu ilk iki sonuca ve Boliim 5.2.5.3’te RLS algoritmasi i¢in anlatilanlara gére, RLS
algoritmasi ile RLSL algoritmasinin yakinsama 6zellikleri birbirinin aymdir.

4. RLSL algoritmasinin karesel ortalama hata kalici hal degeri, 6zdeger yayilimina,
guraltiniin degisintisine ve kafes filtre modiil sayisina bagl olarak degismektedir. Ozdeger
yayilimi (veya W parametresi) arttikga, karesel ortalama hatanin kalici hal degeri artmakta
ve dolayisiyla da, RLSL algoritmasinin hata basarim diismektedir. Benzer durum,
griiltiiniin degisintisi i¢in de gegerlidir. Buna gore, 6zdeger yayiliminda veya giiriiltiiniin
degisintisinde meydana gelen herhangi bir artis, RLSL algoritmasinin hata bagarimini
kotilestirmektedir. Kafes filtre modiil sayis1 M igin ise, tam tersi s6z konusudur. Ozdeger
yayilimt ve giiriiltiniin degisintisi sabit tutulup A arttinildik¢a, karesel ortalama hatanin
kalict hal degeri azalmakta ve dolayisiyla da, RLSL algoritmasinin hata basarimi
yikselmektedir. Ozdeger yayilim ve giriltiinin degisintisi ne olursa olsun, RLSL
algoritmasimn biiyiik M degeri ile elde ettigi hata bagarimi, kiigiikk A/ degeri ile elde ettigi

hata bagarimindan daha iyi olmaktadir.

RLSL algoritmast i¢in gikarilan bu sonuglara gore, basta yakinsama hizlari olmak iizere,
RLS algoritmas: ile RLSL algoritmast birbirlerine ¢ok benzemektedir. Ancak, RLSL
algoritmasinin, kendisini RLS algoritmasindan ayiran ve ona kars: tistiin kilan iki 6nemli
ozelligi vardir:

1. Kafes filtreden kaynaklanan modiiler yapisi

Enine filtre kullanimina dayah olan algoritmalara (LMS ve RLS gibi) karst, oldukga iistiin
bir ozelliktir. Bu sayede, ongorii derecesi (kafes filtrenin modiil sayist) arttirlmak
istendiginde, onceki hesaplamalari etkilemeksizin sadece yeni modiiliin hesaplamalari
yapilabilmektedir. Oysa enine filtrelerde, bu bir sorundur ve ongérii derecesinin her
arttirihginda, onceki hesaplamalarin yeniden yapilmasi gerekir; bu da, o filtreyi bastan
tasarlamak demektir.

2. Hesaplama karmagikliginin azligt

Bolim 5.3’ten hatirlanacag: gibi, hesaplama karmagikliginin bir dlgtsii olarak, algoritmanin

tek bir iterasyonu gergeklestirmek igin gerek duydugu islem sayist kullanilmaktaydi.
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Ayrica, girig verisinin gercel degerli ve filtre ongodri derecesinin ise M’e esit oldugu
varsayilarak, RLS algoritmasinin hesaplama karmagikliginin M? ile arttis soylenmisti.
RLS algoritmasinin yiiksek yakinsama hizina ragmen, hesaplama karmagikligimnin fazla
olmasi, hesaplama karmagikligt daha az olan algoritmalarin (hizli algoritmalar)
gelistirilmesine neden olmustur. RLSL algoritmasi, bu amaqia gelistirilen hizli
algoritmalardan sadece bir tanesidir. Bu nedenle, diger tiim hizhi algoritmalar gibi, RLSL

algoritmasinin hesaplama karmagikligi1 da M ile dogrusal olarak artar.
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Ek 1  Sonraki Kestirim Hatalarina Dayalh RLSL Algoritmasim Kullanarak
Uyarlamah Kanal Dengeleme Deneyini Gercekleyen Matlab Programi

clear
format long

S = input(‘Iterasyon sayisin1 giriniz:”)

M =input(‘Modiil sayisin1 giriniz:’)

W = input(‘Kanal parametresini giriniz:”)

Var = input(‘Guriltaniin degisintisini giriniz:)
Den = input(‘Bagimsiz deneme say1stni giriniz:”)

clc
H(1:3) = (1/2) * (1 + cos(2 * pi * ((1:3)-2)/W)),

su = max(size(H)),
SS =S + (su-1);
if rem(M, 2)==1
D = (su+1)/2 + (M+1)/2;
else
D = (sut+1)/2 + M/2;
end

J = zeros(1, SS),

SK = zeros(M+1, SS-1),
SKF = zeros(M, SS);,
SKB = zeros(M, SS);

for b= 1:Den

U = zeros(1, S) - 1;
L =rand(1, S),

p = find(L<0.5);,

U(p) = ones(size(p));

X = conv(U, H),

R1 =rand(1, SS8/2);

R2 = rand(1, SS/2);

S1 =sqrt(-2 * log(R1)).* sin(2 * pi * R2);
S2 = sqrt(-2 * log(R2)).* cos(2 * pi * R1);
N(1, 1:2:SS-1) = Var * S1;

N(1, 2:2:SS) = Var * S2;

Y=X+N;
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DEL(1:M, 1) = zeros(M, 1);
BUF(1:M, 1) = 0.004 * ones(M, 1);
for n=2:SS+1

BUF(1, n) = BUF(1, n—1) + Y(n-1)"2
end
BUB = BUF;
NU(1, 1:85+1) = ones(1, SS+1);
KF(1:M, 1) = zeros(M, 1),
KB(1:M, 1) = zeros(M, 1);
F(1,1)=0;
F(1, 2:S§+1) =Y;
B(1, 1)=0;
B(1, 2:SS+1)=Y;

for n=2:88+1
for m=1:M .
DEL(m, n) = DEL(m, n—1) + (B(m, n-1) * F(m, n))/NU(m, n-1),
KF(m, n) = ~ DEL(m, n)/BUB(m, n-1);
KB(m, n) = — DEL(m, n)/BUF(m, n),
F(m+1, n) = F(m, n) + KF(m, n) * B(m, n-1);
B(m+1, n) = B(m, n—1) + KB(m, n) * F(m, n);
BUF(m+1, n) = BUF(m, n) — DEL(m, n)*2/BUB(m, n-1);
BUB(m+1, n) = BUB(m, n—1) — DEL(m, n)"2/BUF(m, n),
NU(m+1, n—1) = NU(m, n-1) — B(m, n—1)"2/BUB(m, n-1),
end
end

SKF = SKF + KF(1:M, 2:SS+1);
SKB = SKB + KB(1:M, 2:S5+1);

RO(1:M+1, 1) = zeros(M+1, 1),

E(1, 1:D) = zeros(1, D),
E(1, D+1:SS) = U(1, 1:SS-D);
K(1:M+1, 1) = zeros(M+1, 1),

for n=2:8S
for m=1:M+1
RO(m, n) = RO(m, n—1) + (B(m, n)/NU(m, n)) * E(m, n);
K(m, n) = RO(m, n)/ BUB(m, n);,
E(m+1, n) = E(m, n) — K(m, n) * B(m, n);
end
end

SK = SK + K(1:M+1, 2:SS);

J =3+ (E(M+2, 1:SS)./NUM-+1, 1:SS)).°2;
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UK(1, 1:D) = zeros(1, D),
UK(1, D+1:SS) = U(1, 1:SS-D) — (E(M+2, D+1:SS8)./NU(M+1, D+1:S8));,
for n=1:88-D

fprintf(‘U(%g)=........... UK(%g)=........... \n’, n, n+D);
fprintf(* %f %f \n’, U(n), UK(n+D)),
end
end

J=(1/Den) * I,

SK = (1/Den) * SK;
SKF = (1/Den) * SKF;
SKB = (1/Den) * SKB;

whitebg, figure, axes(‘position’, [0.1, 0.1, 0.877, 0.872])
semilogy(1:S, J(1:S), ‘k’)
xlabel(‘Iterasyon Sayis’), ylabel(‘Karesel Ortalama Hata”)

Uyan (1): Bu programun ¢aligmast, 6grenme egrisinin ¢izdirilmesi ile sona erer. Ancak,
programda olusturulan baz1 degigkenler (H, SK, SKF ve SKB) aymt zamanda, H(w) ve W(w)
transfer fonksiyonlarinin hesaplanmasinda da kullanilmaktadirlar. Oyleyse bu degiskenler,
‘save dosyaadi H SK SKF SKB’ komutu ile olusturulacak ‘dosyaad: . mat’ isimli bir
dosyaya kaydedilmelidir. Bu sayede, bagka programlarda kullanilmalari gerektii zaman,
‘load dosyaadr’ komutu ile hafizaya tekrar yiiklenebilirler.

Uyan (2): Yukanda, U(n) istenen yamtinin kestirimi olan UK(n), 6nceki kestirim hatasi
kullanarak hesaplanmugtir. UK(n)’i sonraki kestirim hatasi kullanarak hesaplamak igin,
UK(1, D+1:8S) = U(1, 1:SS-D) — (E(M+2, D+1:8S)./NU(M+1, D+1:SS));

satirini

UK(1, D+1:SS) = U(1, 1:SS-D) - E(M+2, D+1:S8S);

haline getirmek gerekir. Aslinda,

UK(1, 1:D) = zeros(1, D);

UK(1, D+1:SS) = U(1, 1:SS-D) — (E(M+2, D+1:SS)./NUM+1, D+1:SS));

for n=1:SS-D

fprintf(‘U(%g)=........... UK(%g)=........... \n’, n, n+D);
fprintf(“ %f %f \n’, U(n), UK(n+D));
end

satirlan, uyarlamali dengeleyicinin istenen yamti ne kadar basanli kestirebildigini gormek
i¢in kullanilmustir; istenilirse programdan ¢ikarilabilirler.
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Ek 2 Ayrik Zamanh Fourier Déniisiimiinii Hesaplayan Matlab Programu

function [H, w] = dtft(h, N)

% DTFT: birim daire tizerinde egit olarak dagilmig N adet

% frekansa iliskin Ayrik Fourier doniigiimiini

% hesaplar. Kullamimi [H, w] = dtft(h, N) seklindedir.
% h : L seklinde sonlu uzunlugu olan girig vektoradiir.
% N  :N>=L olmak sartiyla [—pi, pi) araligindaki

% frekans sayisidir.

% H  :DTFT degerleridir (kompleks).
% W : DTFET hesabinda kullanilan frekanslardir.

w = 0:(2 * pi)/N:(2 * pi * (N-1))/N,
[m, sat] = size(h);
[p, sut] = size(w),

for k= I:sut
for n=1:sat
EXP(n, k) = h(n) * exp(— w(k) *n * 1),
end

end
H = sum (EXP);

mid = ceil(N/2) + 1,

w(mid:N) = w(mid:N) —2 * pi; % [pi, 2pi) aralig1 [-pi, 0) araliina tagintyor.

w = flishift(w); % (0, pi] ve [-pi, 0) aralidy, birbiriyle yer degistiriyor.
H = fitshift(H),

Uyar: Ek 6, Ek 7 ve Ek 8°de verilen ¢izim programlarinda kullanilacag: igin, bu program
‘dtft . m’ seklinde kaydedilmelidir. Bu sayede, bagska programlarda kullanilmasi gerektigi
zaman ‘[H, w] = dtft(h, N)’ komutunu yazmak yeterli olacaktir. Burada h ve N, dtft
fonksiyonuna disardan girilen degerler; H ve w ise, dtft fonksiyonun sonug olarak irettigi
degerler olmaktadir.
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Ek 3  Uyarlamah Dengeleyicinin impuls Yamtiu M =6 icin Hesaplayan
Matlab Program

S = max(size(SK));

GO =SK(1, S), G1=SK(2,S); G2=SK(3,S), G3=SK(4,S),
G4 = SK(5, S), GS5=SK(6, S), G6=SK(7, S);

KF1 = SKF(1, S); KF2=SKF(2, S); KF3=SKF(3, S);
KF4 = SKF(4, S); KF5=SKF(5, S); KF6= SKF(6, S);

KB1=SKB(1, S); KB2=SKB(2,S); KB3=SKB(,S),
KB4 = SKB(4, S); KB5 = SKB(5, S); KB6 = SKB(6, S);

Al =KF1 + (KF2 * KB1);
Bl = KBI + (KB2 * KF1),
Cl = Al + (KF3 * KB2),
D1 = KF2 + (KF3 * Bl),
E1 =KB2 + (KB3 * Al);
F1=B1 + (KB3 * KF2),
H1 = C1 + (KF4 * KB3),
11 = D1 + (KF4 * E1);

J1 = KF3 + (KF4 * F);
K1 =KB3 + (KB4 * C1),
L1=El + (KB4 * D1);
MI =F1 + (KB4 * KF3);
N1 = HI + (KF5 * KB4);
01 =11 + (KF5 * K1)
P1=1J1+ (KF5 * L1);

QI = KF4 + (KF5 * M1),
R1 = KB4 + (KBS * H1),
S1 =K1 + (KB5S * I1);
T1=L1+ (KBS * J1),

Ul = MI + (KBS * KF4);

W(1) = GO + (G1 * KB1) + (G2 * KB2) + (G3 * KB3) + (G4 * KB4) + (G5 * KB5) + ...
(G6 * KB6);

W(2) = G1 + (G2 * B1) + (G3 * E1) + (G4 * K1) + (G5 * R1) + (G6 * (KBS + KB6 * N1));

W(3) = G2 + (G3 * F1) + (G4 * L1) + (G5 * S1) +(G6 * (R1 + KB6 * O1));

W(4) = G3 + (G4 * M1) + (G5 * T1) + (G6 * (S1 + KB6 * P1));

W(5) = G4 + (G5 * Ul) +(G6 * (T1 +KB6 * Q1))

W(6) = G5 + (G6 * (U1 + KB6 * KF5)),

W(7) = G6;

Uyar: Bu program, ‘modelw6 . m’ sgeklinde kaydedilmelidir, Bu sayede, baska
programlarda kullanilmast gerektigi zaman ‘modelw6’ komutunu yazmak yeterli olacaktir.
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Ek 4 Uyarlamah Dengeleyicinin Iimpuls Yamtm M =8 Icin Hesaplayan
Matlab Program

S = max(size(SK));

GO =SK(1, S), G1=SK(2,S); G2=SK(3,S); G3=SK(4,S), G4=SK(,S),
G5 = SK(6, S), G6=SK(7,S); G7=SK(8,S), G8=SK(9,S),

KF1 = SKF(1, S); KF2=SKF(2,S); KF3=SKF(3,S), KF4=SKF(4, S);
KF5 = SKF(5, S),; KF6 = SKF(6, S), KF7=SKF(7,S), KF8=SKF(8, S);

KBI = SKB(1, S); KB2=SKB(2, S), KB3=SKB(@3,S), KB4 =SKB(4, S);
KB5 = SKB(5, S); KB6=SKB(6, S), KB7=SKB(7,S), KB8=SKB(, S);

Al =KF1 + (KF2 * KB1),
Bl = KB1 + (KB2 * KF1);
Cl = Al + (KF3 * KB2),
D1 = KF2 + (KF3 * B1);
E1=KB2 + (KB3 * Al);
F1 =Bl + (KB3 * KF2);
H1 = C1 + (KF4 * KB3);
11 =D1 + (KF4 * E1),

J1 = KF3 + (KF4 * F1);
K1 =KB3 + (KB4 * Cl);
L1=El + (KB4 * D1),
M1 = F1 + (KB4 * KF3);
N1 =HI + (KF5 * KB4);
01 =11 + (KF5 * K1);
P1 =1J1 + (KF5 * L1);
QI = KF4 + (KF5 * M1);
R1=KB4 + (KBS * HI);
S1=KI + (KB5 * 1),
T1=L1 + (KB5 * J1);
Ul = M1 + (KB5 * KF4);
A2 = N1 + (KF6 * KBS);
B2 = Ol + (KF6 * R1);
C2 =P1 + (KF6 * S1);
D2 = QI + (KF6 * T1);
E2 = KF5 + (KF6 * Ul);
F2 = KBS + (KB6 * N1);
H2 = RI + (KB6 * O1);
12 = S1 + (KB6 * P1),
J2 =TI + (KB6 * Ql);
K2 = Ul + (KB6 * KF5);
L2 = A2 + (KF7 * KB6);
M2 = B2 + (KF7 * F2);
N2 = C2 + (KF7 * H2);
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02 = D2 + (KF7 * 12);
P2 = E2 + (KF7 * J2);
Q2 = KF6 + (KF7 * K2);
R2 = KB6 + (KB7 * A2);
S2 = F2 + (KB7 * B2);
T2 = H2 + (KB7 * C2);
U2 = 12 + (KB7 * D2);
A3 =12 + (KB7 * E2);
B3 = K2 + (KB7 * KF6);

W(1) = GO + (G1 * KB1) + (G2 * KB2) + (G3 * KB3) + (G4 * KB4) + (G5 * KBS) + ..
(G6 * KB6) + (G7 * KBT) + (G8 * KBS);
W(2) =Gl + (G2 * B1) + (G3 * E1) + (G4 * K1) + (G5 * R1) + (G6 * F2) + ...
(G7 * R2) + (G8 * (KB7 + KBS * L2));
W(3) = G2+ (G3 * F1) + (G4 * L1) + (G5 * S1) + (G6 * H2) + (G7 * S2) + ...
(G8 * (R2 + KB8 * M2)), :
W(4) = G3 + (G4 * M1) + (G5 * T1) + (G6 * 12) + (G7 * T2) + (G8 * (S2 + KBS * N2));
W(5) = G4 + (G5 * U1) + (G6 * 12) + (G7 * U2) + (G8 * (T2 + KBS * 02));
W(6) = G5 + (G6 * K2) + (GT * A3) + (G8*(U2 + KBS * P2));
W(7) = G6 + (G7 * B3) + (G8 * (A3 + KBS * Q2)),
W(8) = G7 + (G8 * (B3 + KBS * KF7));
W(9) = G8;

Uyarni: Bu program, ‘modelw8 . m’ seklinde kaydedilmelidir. Bu sayede, baska
programlarda kullamlmasi gerektigi zaman ‘modelw8’ komutunu yazmak yeterli olacaktir.
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Fk 5 Uyarlamah Dengeleyicinin impuls Yamtimn M = 10 cin Hesaplayan
Matlab Program

S = max(size(SK));

GO =SK(l, S); G1=SK(2,S); G2=SK(3,S); G3=5SK(4,S), G4=SK(,S),
G5 = SK(6, S); G6=SK(7,S); G7=SK(8,S), G8=SK(,S);, G9=SK(10,S);
G10 =SK(11, S);

KF1 = SKF(1, S); KF2=SKF(2,S), KF3=SKF(@3,S); KF4=SKF(4, S),
KF5 = SKF(5, S); KF6=SKF(6, S); KF7=SKF(7,S), KF8=SKFE(, S);
KF9 = SKF(9, S); KF10 = SKF(10, S);

KB1 = SKB(1, S); KB2=SKB(2, S); KB3=SKB(3,S); KB4=SKB(4, S);
KBS = SKB(5, S); KB6 = SKB(6, S); KB7=SKB(7, S); KB8=SKB(8, S);
KB9 = SKB(9, S), KB10 = SKB(10, S); '

Al = KF1 + (KF2 * KB1);
Bl =KB1 + (KB2 * KF1);
Cl = Al + (KF3 * KB2);
D1 =KF2 + (KF3 * B1),
E1=KB2 + (KB3 * Al),
F1 = B1 + (KB3 * KF2);
H1 = C1 + (KF4 * KB3);
11 = D1 + (KF4 * E1);
J1 = KF3 + (KF4 * F1);
K1=KB3 + (KB4 * Cl);
L1=EI + (KB4 * D1),
M1 = F1 + (KB4 * KF3),
N1 =H1 + (KF5 * KB4);
01 =11 + (KF5 * K1);
P1=1J1+(KF5 * L1);
Q1 = KF4 + (KF5 * M1);
R1 = KB4 + (KBS * H1);
S1 =K1 + (KB5 * I1);
T1=L1 + (KBS * J1),
Ul = M1 + (KB5 * KF4);
A2 = N1 + (KF6 * KB5);
B2 =01 + (KF6 * R1);
C2 = P1 + (KF6 * SI);
D2 = Q1 + (KF6 * T1);
E2 = KF5 + (KF6 * Ul);
F2 = KBS + (KB6 * N1);
H2 =RI + (KB6 * O1);
12 = S1 + (KB6 * P1),

J2 =TI + (KB6 * Q1);
K2 = U1 + (KB6 * KF5);

; ARETIM KURULY
YUKSEKOGRETIM KURUL:
1:{)K(IMANTASY0N MERKEZL
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L2 = A2 + (KF7 * KB6);
M2 = B2 + (KF7 * F2),
N2 = C2 + (KF7 * H2),
02 = D2 + (KF7 * I2);
P2 = E2 + (KF7 * J2);
Q2 = KF6 + (KF7 * K2);
R2 = KB6 + (KB7 * A2);
S2 = F2 + (KB7 * B2),
T2 = H2 + (KB7 * C2);
U2 = 12 + (KB7 * D2);
A3 =J2+ (KB7 * E2),
B3 = K2 + (KB7 * KF6);
C3 = L2 + (KF8 * KB7),
D3 = M2 + (KF8 * R2),
E3 = N2 + (KF8 * S2);
F3 = 02 + (KF8 * T2);
H3 = P2 + (KF8 * U2);
I3 = Q2 + (KF8 * A3),
J3 = KF7 + (KF8 * B3);
K3 = KB7 + (KBS * L2);
L3 =R2 + (KBS * M2);
M3 = S2 + (KBS * N2);
N3 =T2 + (KB8 * 02),
03 = U2 + (KBS * P2);
P3 = A3+ (KBS * Q2);
Q3 =B3 + (KBS * KF7);
R3 = C3 + (KF9 * KBS);
S3 = D3 + (KF9 * K3);
T3 = E3 + (KF9 * L3),
U3 = F3 + (KF9 * M3);
A4 = H3 + (KF9 * N3),
B4 = I3 + (KF9 * 03);
C4 =J3 + (KF9 * P3);
D4 = KF8 + (KF9 * Q3);
E4 = KBS + (KB9 * C3),
F4 =K3 + (KB9 * D3);
H4 = L3 + (KB9 * E3);
14 = M3 + (KB9 * F3);
J4 =N3 + (KB9 * H3);
K4 = 03 + (KB9 * 13);
L4 = P3 + (KB9 * J3);
M4 = Q3 + (KB9 * KF8),

W(1) = GO + (G1 * KB1) + (G2 * KB2) + (G3 * KB3) + (G4 * KB4) + (G5 * KB5) + ...
(G6 * KB6) + (G7 * KB7) + (G8 * KB8) + (G9 * KB9) + (G10 * KB10),

W(2) = G1 + (G2 * B1) + (G3 * E1) + (G4 * K1) + (G5 * R1) + (G6 * F2) + (G7 * R2) + ...
(G8 * K3) + (G9 * E4) + (G10 * (KB9 + KB10 * R3));

W(3) = G2 + (G3 * F1) + (G4 * L1) + (G5 * S1) + (G6 * H2) +(G7 * S2) + (G8 * L3) + ...
(G9 * F4) + (G10 * (E4 + KB10 * S3));
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W(4) = G3 + (G4 * M1) + (G5 * T1) + (G6 * 12) + (G7 * T2) + (G8 * M3) + (G9 * Hd)+ ...
(G10 * (F4 + KB10 * T3));

W(5) = G4 + (G5 * U1) + (G6 * J2) + (GT * U2) + (G8 * N3) + (GO*I4)+ ...
(G10*(H4+KB10*U3));

W(6) = G5 + (G6 * K2) + (GT7 * A3) + (G8 * 03) + (G9 * J4) + (G10 * (14 + KB10 * Ad));

W(7) = G6 + (G7 * B3) + (G8 * P3) + (G9 * K4) + (G10 * (J4 + KB10 * B4));

W(8) = G7 + (G8 * Q3) + (G9 * L4) + (G10 * (K4 + KB10 * C4));

W(9) = G8 + (G9 * M4) + (G10 * (L4 + KB10 * D4));

W(10) = G9 + (G10 * (M4 + KB10 * KF9));

W(11) = G10;

Uyar:: Bu program, ‘modelwl0 . m’ geklinde kaydedilmelidir. Bu sayede, baska
programlarda kullaniimast gerektigi zaman ‘modelw10’ komutunu yazmak yeterli olacaktir.
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Ek 6 |W(w)|, |H(w)| ve |1/H(w)| Egrilerini M =6 i¢in Cizen Matlab
Program

clear

format long

clc

load dosyaad: % Ek 1’deki programin sonunda olusturulan ‘dosyaad: . mat’
% dosyasindaki H, SK, SKF ve SKB degiskenleri yeniden
% hafizaya yiikleniyor.

modelw6

save impuls6 H W % h(n) ve w(n) impuls yanitlari, ‘impuls6 . mat’ dosyasina
% kaydediliyor.

clear

load impuls6

N = 1000;
[WF, w] = dtR(W, N);
[HF, w] = dtfi(H, N);
THF = 1./HF,

whitebg, figure, axes(“position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(WF), ‘k’), xlabel(‘Normalize frekans’), ylabel(‘|W(w)|’)
figure, axes(“position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(HF), ‘k’), xlabel(‘Normalize frekans’), ylabel(‘[H(w)|’)
figure, axes(‘position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(THF), ‘k’), xlabel(“Normalize frekans’), ylabel(‘|1/H(w)|)

S 1 WLl
YUKSEK(: g
%MTASYON MERKEZL
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Ek 7 |W(w)|, |H(w)| ve |1/H(w)| Egrilerini M =8 Iicin Cizen Matlab
Program

clear

format long

cle

load dosyaad % Ek 1’deki programin sonunda olusturulan ‘dosyaadi . mat’
% dosyasindaki H, SK, SKF ve SKB degiskenleri yeniden
% hafizaya yiikleniyor.

modelw8

save impuls8§ H W % h(n) ve w(n) impuls yamtlari, “impuls8 . mat’ dosyasina
% kaydediliyor.

clear

load impuls8

N = 1000;

[WF, w] = dtf(W, N);
[HF, w] = dtfi(H, N);
THF = 1./HF;

whitebg, figure, axes(“position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(WF), ‘k’), xlabel(‘Normahze frekans’), ylabel(* IW(w)l )
figure, axes(“position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(HF), ‘k’), xlabel(‘Normallze frekans’), ylabel(‘|H(w)|’)
figure, axes(‘position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(THF), ‘k’), xlabel(‘Normalize frekans”), ylabel(‘|1/H(w)|")
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Ek 8 |[W(w)|, |H(w)| ve |1/H(w)| Egrilerini M = 10 icin Cizen Matlab

Program

clear

format long
cle

load dosyaadi

modelw6
save impulsl0 H W

clear
load impuls10

N = 1000;
[WF, w] = dtft{(W, N);
[HF, w] = dtft(H, N);
THF = 1./HF,

% Ek 1°deki programin sonunda olusturulan ‘dosyaad: . mat’
% dosyasindaki H, SK, SKF ve SKB degiskenleri yeniden
% hafizaya yiikleniyor.

% h(n) ve w(n) impuls yanitlani, ‘impulsl10 . mat’ dosyasina
% kaydediliyor.

whitebg, figure, axes(‘position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(WF), ‘k’), xlabel(‘Normalize frekans’), ylabel(‘|W(w)|’)
figure, axes(‘position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(HF), °k’), xlabel(‘Normalize frekans’), ylabel(‘[H(w)|")
figure, axes(“position’, [0.1, 0.1, 0.88, 0.88])

plot((w/2)/pi, abs(THF), ‘k’), xlabel(“Normalize frekans’), ylabel(‘|1/H(w)|)
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