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OZET

Kanal denklestirme problemi, son yillarda birgok arastirmacinin
ilgi oda@:i olmus ve bu konuda olduk¢a fazla yayin yapilmistir. Bu galis-
mada, En Kiiciik Karesel Ortalama (LMS) algoritmasi kullanilarak dodrusal
kanallarin denklestirilmesi incelenmektedir.

Uyarlamali algoritmalarin ¢ikarilmas:i icin fi¢ temel ybntem bulun-
maktadir. Bu ybntemler, Wiener Siizge¢ Kurami, Kalman Siizge¢ Kurami ve En
Kigiik Kareler Yéntemi'dir. Bu kuramlar iizerine kurulan wuyarlamali algo-
ritmalardan bazilari ise En Kiigclik Karesel Ortalama(lMS) algoritmasi, En
Kiiciik Kareler(RLS) algoritmasi ve uyarlamali kafes algoritmalaridir. Bu
calismada, En Kiiciik Karesel Ortalama (LMS) algoritmasi kullanilmaktadir.

Kanal denklegtirmede amag¢, kanal girisindeki isareti yeniden elde
edebilmektir. Bu isglem icin bir kanal ve bu kanal: denklestiren bir
model kullanilmaktadir. Model, kanalin g¢ikisina yerlestirilmekte ve
bbylece kanalain glkl$1 modelin girisi olmaktadar. Bu modelin g¢ikigi ile
kanalin girisi arasindaki fark uyarlamali bir algoritmada kullanilarak
kanalin denklestirilmesi yapilmaktadir. Kanal girisi ile model ¢ikisg:
arasindaki farkin karesel dederi uyarlamali algoritmayla en Kkiigiik
yapilmaya calaisilmaktadir. Bdylece modelin transfer fonksiyonu, kanalin
transfer fonksiyonunun tersi olacak sekilde elde edilerek kanalin
denklestirilmesi saglanir.

Bu tezde, denklestirme problemi icin dedisik kamal modelleri segil-
mekte wve LMS algoritmasi kullamilarak bu kanallarin denklestirilmeleri
incelenmektedir. Yapilan bilgisayar benzetimlerinde, kanal, iletim orta-
mi1 ve algoritmaya iligkin parametreler farkli degerlerde secilerek, en
kiiclik karesel ortalama anlaminda algoritmanin basarimi incelenmektedir.
Benzetimlerde elde edilen sonuclar deferlendirilerek algoritmanin basa-

riml irdelenmektedir.



ABSTRACT

In recent years, channel equalization has received a great deal of
attention from investigors, and there are many studies on this subject.

In this thesis, the equalization of linear channels using least
mean square (LMS) algorithm has been investigated.

The purpose of the "channel equalization" is to undo the distorting
effects of the channel, and recover the transmitted signal.

For the adaptive channel equalization, several types of adaptive
receivers may be used. There are three distinct metheds for deriving
recursive algorithms for the operation of adaptive receivers. These
methods are based on Wiener filter theory, Kalman filter theory and the
method of least squares. Some of the adaptation algoritms based on these
theories are the least mean square {(LMS) algoritm, the recursive least
squares (RLS) algoritm and adaptive lattice algorithm.

In this study, the least mean squre (LMS) algorithm is used for the
equalization of the linear channels,

In the computer simulations, the performance of the algorithm is
investigated for different parameters of channel, noise and the
algorithm, based on the mean squares sense. The results of the

simulations are discussed for the performance analysis of the system.



1. GiRi§

Bu ¢alismada dodrusal bir kanalin En Kiigiik Karesel Ortalama (LMS)
algoritmas:i  kullanilarak denklestirilmesi incelenmektedir. Kanalin
denklestirilmesi iglemini yapan model kanalin ¢ikisina baglanmakta ve
modelin transfer fonksiyonu, LMS algoritmasi ile defistirilmektedir.
Denklestirme islemi vapilirken Kkanalin transfer fonksiyonu, iletim
ortamindaki giiriiltiniin etkisi ve algoritmanin adim uzunlugu parametresi
deGistirilmekte ve elde edilen sonuglar yorumlanmaktadir. Bu benzetim
igleminden &nce konuya agiklik getirmek amaciyla kuramsal incelemeye de
yer verilmektedir.

Wiener Silizge¢ Kurami, Kalman Siizge¢ Kurami ve En Kiiglk Kareler
yéntemi, uyarlamal: algoritmalarin gikarilamasindaki temel ydntemlerdir.
Bu kuramlar fizerine kurulan algoritmalardan bazilari, En Kig¢iik Karesel
Ortalama (LMS) algoritmasi, En Kigiik Kareler (RLS) algoritmasi ve
Uyarlamali Kafes algoritmalaridir,

Kullanilan LMS algoritmasi, gradyan tabanli bir algoritmadir ve u-
yarlamal: siizge¢lerde vyaygin olarak kullanilmaktadir. Algoritma ile
uyarlamal: siizgecin tap afirlik degerleri otomatik olarak optimum
deferlere yaklastiriimaktadar.

Uyarlamali siizge¢ler, isaret islemenin Smnemli bir parcas: durumun-
dadir. Bilinmeyen istatistiksel bir ortamda, bir uygulama sonucu elde e-
dilen bir isaret oldugu anda uyarlamali siizgecin kullanimi Onemli
kolayliklar saglar.

Uyarlamali siizgeglerin temeli, Wiener ve Hopf(1931) tarafindan ken-
di adlariyla bilinen, siirekli zamanda integral yapisindaki denklemler
sayilmaktadir. Daha sonra, Kolmogorov(1939), Krein{1945) ve Wiener{1949)
tarafindan en kiiclik karesel ortalamali kestirimler izerine ¢aligmalar

yapilmigtir. Levinson(1947), iliski matrisinin Toeplitz 6zelligini



kullanarak Wiener-Hopf egitliklerini matrisel yapida, bir yineleme bigi-
minde ifade etmistir. Durbin(1960), Levinson'un elde ettigi matrisel
yapiyi, Ozyinelemeli modellere uygulamigtir. Kailath(1968,1970), dogru-
sal siizgecleme problemlerinde yeni bir yaklasim kullanarak Levinson-
Durbin yinelemesini yeniden formiile etmigtir(Kailath ve Frost et al
1968, Kailath ve Geesey et al 1973).

Gradyan kavraminin karmasik yapis:, Widrow(1975a), Monzigo ve
Miller(1980) tarafindan ele alinmigtir, Haykin(1989) Gram-Schmidt algo-
ritmasy ve degisik ydntemleri iizerine calismalar yapmistir. Itaruka ve
Saito{1971) Kafes silizgeclerinin uyarlamal:i isaret islemedeki ilk uygula-
malarini yapmislardir. Robinson(1967) ve Burg{1968), kafes siizgegleri
ile yer katmanlarinin modellenmesi galismalarinda bulunmuglardir.
Marple(1987) ve Haykin(1989) tarafindan blok kestirimindeki dofrudan ve
dolayli ydntemler incelenmigtir.

Luenberger(1969) tarafindan bir yineleme yintemi olan, En Dik Inis
Yéntemi, ¢ok boyutlu basarim ylizeylerin arastirilmasinda kullanilmistar.
En Kiiglik Karesel Ortalama(LMS) algoritmasi ile ilgili ilk temel c¢alas-
nalar Robins ve Monroe{1951) tarafindan, istatistikteki gercek dedisken
kestiriminin ¢Ozimii icin geligtirilen istatistiksel yaklasimla yapilmig-
tir. Widrow(1975), LMS algoritmasinin karmasik yapidaki bigimini ilk
olarak incelemistir. Horowitz ve Senne(1981) tarafindan LMS algoritmasi-
nin kararlili§i ve karesel ortalamadaki yakinsamasi, karmasik ve gercel
deferler ig¢in incelenmistir. Fisher ve Bershad(1%83), tap agirlik vektd-
riiniin  dzdefisinti matrisinin zamanla dedisimini incelemiglerdir.
Haykin(1991), kitabinda uyarlamali siizgecleri ve uygulanan ydntemleri
genel olarak incelemigtir.

Bu c¢alismada ise gercel deJerler kullanilarak dogrusal bir Kkanal

modelinde LMS algoritmasi kullanilarak denklegtirme islemi, kanal



katsayilari, gilriiltinin degisintisi ve algoritmanin adim uzunludu
degistirilerek algoritmanin bagarimi incelenmektedir.

Bblimlerin igcerikleri su sekilde 6zetlenebilir:

B6lim 2'de, uyarlamali silizgeglerin temeli say:ilan Optimum Siizgeg
Kuramindan bahsedilmekte ve optimum dogrusal siizgeclerin vyapilari,
kullanilan temel Kkavramlar gbsterilmektedir. Ayraca en kiigiik karesel
ortalama hatanin bulunmasi, Wiener-Hopf denklemleri ile hata basaram
yizeyinin incelenmesi de ele alinmaktadar.

Bélim 3'te, doJrusal ongdril kavram: ele alinarak ileri ve geri
yénde dodrusal oOngdriiler, bzellikleri ve kullanilan yapilar hakkinda
bilgiler verilmektedir. Ayrica uygulamada sikga kullanilan Levinson-
Durbin yinelemesi, bu yinelemenin 6zellikleri, kafes vyapilari ve bu
yapilar kullanilarak yapilan siizgecleme ile kestirimler bBliimiin diger
kisimlarini olusturmaktadir.

B6lim 4, incelenecek LMS algoritmasina zemin hazirlamasi ag¢isindan
gradyan tabanli bir yodntem olan En Dik inis Yénteminin incelendigi
bélimdir. Bu bdlim iginde En Dik Inis Yontemi, kararlilidi ve olusan ha-
tanin karesel ortalamasinin davranisi gdsterilmektedir.

B6lim 5'te, bu calismada kullanilan LMS algoritmasi genis olarak
incelenmektedir. Algoritmanin yapisi, kararlili§i, bulumacak tap agarlik
vektodrinin davranisi, adirlik hatasinin iligski matrisi, karesel ortalama
hatanin davranisi ve durafan olmayan ortamlardaki uygulamalar: kuramsal
olarak gbsterilmektedir.

Bolum 6'da, seg¢ilen dodrusal bir kanal modeli igin LMS algoritmasi
kullanilarak denklestirme benzetimi yapilmaktadir. Bdliim iginde, secilen
model igin ilk Once kuramsal inceleme yapilarak elde edilmesi gereken
degerler verilmekte, daha sonra yapilan bilgisayar benzetiminin

sonuglari verilerek yorumlanmaktadir.



2. WIENER SUZGEC KURAMI

Bu bdlimde, genel olarak Wiener siizgegleri olarak bilinen optimum
dogrusal siizgecler ele alinmaktadir. Bir Wiener siizgeci igin gerekli
olan kuram, karmagsik dederli girigler ve siizgecin impuls yaniti dzerine
kurulmustur. Giris igin karmasik degerli silireglerin kullanilmasinin ne-
deni ise bircok pratik uygulamada (haberlesme, radar, sonar,...), ilgi-
lenilen temel isaretin karmasik yapida olmasindandir.

Bu bdlimde, optimum dogrusal siizgeclerin temel yapisi, kestirim ha-
tasi e{n) ile giris isareti u(n) arasaindaki iliski, kestirim hatasi e{n)
nin deferinin nasil en kiiglik yapilabilecegi ya da dider bir deyigle siz-
ge¢ katsayilarinin en uygun degerlerinin nasil hesaplanacadindan bahse-
dilmektedir.

Bu bOlimde, daha sonraki boliimler icerisinde sik sik kullanilacak
olan optimum stizgec kurami, ayrintili bir sekilde incelenmekte, temel

ifadelerin 6§renilmesi saJlanmaktadir.

2.1. OPTiMUM DOGRUSAL SUZGECLER

Giris Dogrusal Cikis ~ +  Istenen yanit
—— slizgeg
u(0),u(l),u(2),...|wy, Wi, w2,...| y(n) d(n)

Kestirim hatas:
e(n)

Sekil 2.1 : Siizge¢leme igleminin blok gosterilimi

Dogrusal siizgecin blok gdsterilimi Sekil 2.1'deki gibidir. Siizgec
girisinde, u(0),u{l1),u(2),... ile gbsterilen durafan ayrik zamanli ras-
gele siiregler yer alir ve siizgeg, impuls yanita ile belirlenen wp,w;,
w2,... katsayilarindan olusmaktadir.

Siizge¢ B aninda y(n) ile gOsterilen bir ¢ikis {iretir. Bu ¢ikisg,



d{n) ile gbsterilen istenen yanitin bir kestirimidir. e(n) ile gbs-
terilen kestirim hatasi, istenen yanit ile siizgec ¢ikisi arasindaki
fark olarak

e(n) = d(n) - y(n) (2.1)
bigiminde tanimlanir. istatistiksel olarak kestirim hatasi e(n)'i "miim-

kiin oldugu kadar kiiclik" yapmak gerekmektedir.

2.2. DIKLIK KURALI

Sekil 2.1'de tanimlanan istatistiksel siizgecleme iglemini yeniden
ele alalim. Sizgecin impuls yanitlari, wp,wj,wy ile siizgec girisi
u(0),u{1),u({2},... karmasik dederli ve sonsuz siireli olarak kabul

edilmigtir. Siizge¢ ¢ikis:i y(n), n aninda dogrusal katlama toplam:
o %
y{n) =k§owk.u(n~l) (2.2)

bigiminde gosterilir. Buradaki * isareti karmasik eslenik anlamina
gelmektedir. Egitlidin sagd tarafi, siizge¢ katsayis: wy ile siizge¢ girigi
u(n-1)'nin bir i¢ carpimidir. Siizge¢ girigi ve istenen yanitin her ikisi
birden sifir ortalamal: ve genis anlamda duraan kabul edilmektedir.
DoJal olarak istenen yamit d(n)'nin kestirimi bir hata meydana geti-
recektir, Bu da

e(n) = d(n) - y(n) (2.3)
olarak gbsterilir. Kestirim hatasi, e(n), rastgele dedisen bir deJerdir.
Optimum siizgeci gergeklemek igin kestirim batasi e(n)'nin karesel
ortalama deferini en kii¢ik olacak sekilde seceriz. Karesel ortalama hata

J = E[e(n).e (n)] (2.4)

E[|e(n)|%]
biciminde gbosterilir.

Sizge¢ girigindeki bilgiler karmasik yapida oldudundan siizgeg



katsayilar: da karmasik degerlidir. Bu nedenle k. siizge¢ katsayisi wy
Wy = ax + jbx. k=20,1,2,... (2.5)
biciminde karmagik yapida gbsterilebilir.
Gradyan operatdrii, V ile gbsterilmekte ve gradyan vektdriin K.
elemana

Vi =2 _+45_9, k=0,1,2,... (2.6)

Oayx oby
biciminde olmaktadir. Eldeki boOyle bir yapi i¢in J fonksiyonuna gradyan
operatdrii uygulaninca, bir gokboyutlu karmagik gradyan vektdér V(J) elde

edilir. Bu gradyan vektoriiniin k. eleman:
Vk(J):“-f“j_ 3 k = 0,1;2,... (2-7)
Oa

biciminde ifade edilir. Verilen bu egitlikte karmasik gradyan
fonksiyonunun gegerli olabilmesi igin J'nin gergel deferli olmas:
gerekmektedir. Gradyan iglevi genellikle ilgilenilen fonksiyonun sabit
noktalarinin bulunmas: igin kullanilmaktadir.
J fonksiyonu en kiictik deferde oldujunda gradyan vektoriiniin biitiin
elemanlari sifira egittir, yani
V@ =0, k=10,1,2,... {2.8)
Bu kogullarin elde edilmesi aninda, siizgecin karesel ortalama de-
ger anlaminda optimum oldudu sOylenebilir. (2.4) ile (2.7) esitlikleri-

nin birlestirilmesi sonucunda

* *
x oe(n) oe(n) % oOe(n) oe(n)
Vk(J) = E[e(n) + e(n) +je(n) + je(nm) ] (2.9)
Day Oay Oby Obg
elde edilir. (2.3) ve (2.5) esitlikleri_kullanilarak
Oe(n) Oe (n)
= ~u(n-k) = =u{n-k)
Oay Oay
. (2.10)
oe(n) oe (n)
= ju(n-k) = -ju(n-k)

Oby Obg



ifadeleri yazilabilir. Bulunan bu sonu¢lar (2.9)'da yerine konursa, so-
nu¢ olarak

Vi (@d) = -ZE{u(n-k)-efn)] (2.11)

elde edilir. eg(n), siizgeg optimum kosulda caligirken elde edilen
kestirim hatasainin 6zel deferi olarak tanimlansin. (2.8) esitliginde
belirtilen sartlarin saglanabilmesi igin
E[u(n—k).e:(n)] =0, k=10,1,2,... (2.12)
olmasi gerektigi bulunabilir., Bu egitlik, J fonksiyonunun en kiigilk
dederde olmasi i¢in, yani optimum kosulda caligmasi igin gerek ve yeter
kosulun, giris vektdriinin her elemani ile kestirim hatas:i ep(n)'nin
ortagonal yani dik olmasi gerektigini gdstermektedir.
Bu ifade optimum siizgecleme konusundaki en degerli kuramlardan biri
olan diklik kuralini olugturur. (2.2) esitligi kullanilarak ¢ikis ile

hata arasindaki iliski,

L]

o % *
E{y(n}).e(n)] E[kgowk.u(n-k).e(n)] (2.13)

© *
= LoWk-E[u(n-k).e(n)]

biciminde yeniden dizenlenebilir.

Optimum karesel ortalama hata deferi yo(n) ile bu andaki kestirim
hatasi egp(n) ile gbsterilsin. (2.12)'de tanimlanan diklik kuralini
kullanilarak

E[yp(n).eg(n}] = 0 (2.14)
sonucu yazilabilir. Siizge¢ optimum kosulda calisiyorsa, siizge¢ c¢ikisinda
dretilen istenen yanitin kestirimi yp(n) ile ilgili kestirim hatasi
ep(n) birbirlerine diktir.

Stizge¢ c¢ikisindaki istenen yanatin kestirimi

d(n/Un} = Yo(n) {2.15)



~

bigiminde yeniden tanimlansin. d(n/U,) kestirimi sifir ortalamalidir,
Ginkid tap girigleri sifir ortalamali olarak kabul edilmigtir. Bu kosul,
sifir ortalamali kabul edilen istenen yanit d(n)'e uygundur.

Diklik Kuralinin Geometrik Anlam: :

d, Yo Ve 5 sembolleri ile gbsterilen sirasi ile istenen yanit,
siizge¢ ¢ikiga ve ilgili kestirim hatasi, Sekil 2.2'de gésterildigi gibi
bir yapi olugturur. Bu sekil, yalnizca sizgecin optimum kosulda c¢alis-

ti1g1 durum icin gecerlidir.

0 Yo g

Sekil 2.2 : Istenen yanit, siizgec ¢ikisi ve kestirim hatas:

arasindaki iligkinin geometrik gbsterilimi.

2.3. EN KOCOK KARESEL. ORTALAMA HATA

Sekil 2.1'deki dogrusal siizge¢ optimum kosulda calistidi anda, (2.1)

esitligi .
ep(n) = d(n) - yo(n)
- (2.16)
= d(n) - d{n|Up)
bicimini alir. Bu egitlidin ikinci satiri yeniden diizenlenirse
d(n) = d(n|Up) + egln) (2.17)

elde edilir. Jpin ile gbsterilen en kiigiik karesel ortalama hata ise
Jmin = E[ |eg(n)|%] (2.18)
bicimindedir. (2.17) ifadesinin her iki yaninin karesel ortalamalar:

alinarak diklik kurali uygulanirsa

d(n) = d(n]Un) + eg(n) (2.19)
* - ~% %
E[d(n).d(n)] = E[{d(n|Uy) + eq(n)}.{d(n|Uy) + eg(n}}]



= E[d(n/Ug).d(n|Uy)] + E[d(n|Up).eh(n)]
~% %*
+ E[eo(n).d(n]Un)] + E[eg(n).eq{n)]

bulunur. Her bir ifadenin egdederi yazilarak

2 "2
9 = 03 * Jmin (2.20)
elde edilir. Bu egitlikte Jpjp ¢ekilirse egitlik
2 2
Jmin = 04 - 94 (2.21)

-~

bigimini alir. Buradaki og, istenen yanitin dedigintisi, og ise
kestirimin deg§isintisidir. Her ikisi birden sifir ortalamali kabul
edilmektedir. Karesel ortalama hata her =zaman 0 ile 1 arasinda
olduundan (2.21) esitligi normalize edilebilir. Bu egitliéih her iki

2
yani og'ye bbliniirse

=2
Jmin . od (2.22)
SRR |

2
elde edilir. Bu egitlik her zaman icin gegerlidir. Cinki o4 > 0 oldu-
gundan hic¢c bir zaman sifir olmaz. Esitligin sol tarafa

Jmin

€= —y (2.23)
%4

biciminde daha sade bir bicimde ifade edilebilir. Burada g, normalize
karesel ortalama hata diye isimlendirilir. (2.23) esitliginden yarar-
lanilarak (2.22) egitligi icgin
“2
oa
e=1- ;2 (2.24)
d ~2 2
yazilir. Bu egitlik hi¢ bir zaman negatif deder almaz ve o3 / o5 oOram

daima pozitif bir degerdir. Yani
0zexs1l (2.25)
olmaktadir. Eger & sifirsa, istenen yanit ile siizgeg¢ ¢ikisindaki

kestirim arasinda tam bir uyum vardir ve siizgec milkemmel uyumlu
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caligmaktadir denir. Diger taraftan eger €, 1'e esit ise, bu iki
biiyiikltik arasinda hig bir uyum yoktur ve siizge¢ en koti sekilde

calagmaktadir.

2.4. WIENER-HOPF DENKLEMLERi
Stizgecin optimum caligmas: i¢in gerek ve yeter kosul (2.12)'de
tanimianan diklik kuraladir. Optimum calisma icin gerekli olan bu gerek

ve yeter kosul, (2.2) ve (2.3) esitlikleri kullanilarak
* © %*
Efu(n-k).{d(n) -igowoi.u(n—i)}] =0, k=0,1,2,... (2.26)

bigciminde yeniden yazilabilir. Buradaki wyj, optimum siizgecin impuls ya-

nitinin i. katsayisidir. Bu esitlik diizenlenerek

@*

*
igowoi.ztu(n-k).u?n-i)] = E[u(n-k).d(n)] , k = 0,1,... (2.27)

seklinde yazilir. (2.27) esitlifinin her iki yani yorumlanirsa:
1-) Egitligin sol tarafindaki E[u(n-k).u*(n-i)] ifadesi, siizgeg gi-
risinin 6ziligki fonksiyonuna “
r(i-k) = E{u(n~k).u"(n-1)] (2.28)
egittir.
2-) Egitligin sagd tarafindaki E[u(n-k}.d*(n)] ifadesi ise, siizgeg
girisi u(n-k) ile istenen yanit d(n) arasindaki cgapraz iligkiye egit
p(-k) = E[u(n-k).d?n)] (2.29)
oldugu bulunur. (2.27), (2.28) ve (2.29) esitlikleri yardimiyla siizgecin
optimum caligmasi icin gerek ve yeter kosul
®
iLoWoi-T(i-k) = p(-k) , k = 0,1,2,... (2.30)
biciminde yeniden yazilabilir. Wiener-Hopf denklemleri diye isim-

lendirilen bu egitlikte optimum siizgeg katsayilar:, iki  iligki
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fonksiyonu ile tanimlanmigtir. Wiener-Hopf, sonlu sayida tap sayis:
iceren dogrusal siizgeclere uyarlanirsa bu denklemdeki egitlik sayisi M'e

diser.

-]
ié Woi.r{i-k) = p(-k) , k= 0,1,...,M-1 {2.31)

0

Burada M, slizgecin tap sayisini gbsterir,

Wiener~Hopf Denklemlerinin Matris GOsterilimi :

Sekil 2.3'te dogrusal bir siizgecin yapisi gbriilmektedir. Sekil 2.3
teki dogrusal siizgece ait tap girisleri wu{m),..., u{n-M+1)'in ilgki
matrisi R

R = E[u(n).u(n)] (2.32)
bigiminde M*M boyutliu bir matristir. Burada u(n)

u(n) = [u(n),u(n-1},...,u(0-M+1)]7 (2.33)
biciminde M*1 boyutlu tap giris vektériidiir.

Iligki matrisi

r{l) . . . r(M-1) Y

r{0)
r (1) r{0) « . « r(M-2})
R=| . i L (2.34)

" % . .
r (M-1) r (M-2) . . r{0)

seklinde agik olarak gdsterilebilir.
Benzer gekilde siizgecin tap girisleri ile istenen yanit arasindaki
capraz iliski vektérii de
p = E[u(n).d?n)] {2.35)
bigiminde veya acik sekli ile
p = [p(0),p(-1),...,p(1-M)]" (2.36)
biciminde gdsterilebilir. Wiener-Hopf denklemleri matrisel yapida

R.Wg = P (2.37)
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uln - 1) uln =M +2) uin - M + 1)

u{n)

27— .

Sekil 2.3 : Dofrusal Siizgecg
bi¢iminde tekrar yazilabilir. Bu formiil yardimiyla wp'i bulabilmek igin,
iligki matrisi R, tekil olmayan bir matris olarak kabul edilir. (2.37)
esitliginin her iki yani iligki matrisinin tersi R'l, ile garpilirsa
wo = R 1.p (2.38)
sonucu elde edilir. Optimum tap agirliklarinin bulunabilmesi igin, iki
biiyiik1igiin biliniyor olmasi gerekir. Bunlar, tap giris vektoriniin iligki

matrisi R ve tap girig vekiorid u(n) ile istenen yamit d(n) arasindaki

capraz iligki vektori p'dir.

2.5. HATA BASARIM YUZEYi
Wiener~Hopf denklemleri, Sekil 2.3'teki dogrusal siizgec yapisi kul-
lanilarak J fonksiyonunun degigiminin incelenmesi ile de bulunabilir.

Bunun igin kestirim hatasi e(n)
M-1 *
e(n) = d(n) -kgowk.u(n—k) (2.39)

bigciminde vyeniden yazilsin. (2.39) esitligi ile bu egitligin eglenigi

kullanilarak J fonksiyonu
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Efe(n).e (n)]

()
it

M-1 % M-1
= E[[d(n){ ] -kzowk .Elu({n-k). d(n)] "k wk E[u(n—k) d(n)]

M-l M-1 *
k 0 zowk .wi.Elu(n-k). u(n—l)] (2.40)

bigciminde agik sekli ile yazilabilir. Simdi (2.40) esitliginin ikinci
satirinin sad§ tarafindaki doért tane ifade sirasayla sdyle vyorum-
lanabilir:
a-) E[d(n).d"(n)] ifadesi, istemen yanitin defisintisine
= E[d(n).d?n)] (2.41)
egittir.
b-) E[u(n-k).z(n)] ifadesi, tap girig vektdrii wu(n) ile istenen
yanit d(n) arasindaki M*1 boyutlu c¢apraz iligkiye
p(-k) = E[u(p-k).d" (n)] (2.42)
esittir.
c-) E[u*(n-k).d(n)] ifadesi, c¢capraz iliski, p(-k)'nin
P (-k) = Efu’ (n-k).d(n)] (2.43)
biciminde karmasik eslenigidir.
d-) E[u(n—k).u*(n—i)] ifadesi, tap girigleri arasindaki iliskiye
r(i-k) = E[u(n-k).u (n-i)] (2.44)
esit olarak bulunur.

Karesel ortalama hata J, yukaraidaki aciklamalar yard;mlyla
2 M—l * M 1 M-1 M-1 #

J =04 - KZ owk .P{~k) “kE OWk P( k) +k20 Owk.wi.r(i-k) {2.45)
bigiminde yeniden yazilabilir. Bu ifadedeki tap girisleri ile istenen
yanit birlesik duragan siire¢lerdir. Karesel ortalama hata J, siizgecin
tap agarliklarinin ikinci dereceden bir fonksiyonudur. J de§igim yiizeyi
bir g¢anak seklindedir. Bu yviizey yalnizca bir noktada en kiiclik dedere

sahiptir. Bu en kicik deferde J fonksiyonu, Jpjp ile gOsterilir. Bu
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noktada gradyan vektdr

Ved)=0 , k = 0,1,...,M-1 (2.46)
ile gbsterildigi gibi 0'a egittir. Tap adirlidinin k. elemani wg

wWg = ax + j.bg

bigiminde karmagik bir yapiya sahip oldugu diisiiniiliirse gradyan vektér

o] .d]
Vi (J) = ot je
x () o, J%k

= ~2,p(-k) + zigowi.r(i—k) (2.47)
yazilir. Siizgecin optimum ¢aligmasi icin (2.46) esitligindeki gerek wve

yeter kogul, (2.47) egitligine uygulanip diizenlenirse
M-1 ]
iéowoi’r(l—k) = p(-k) 7 k = G,lf.--,M“l

olan Wiener-Hopf denklemleri yeniden elde edilir.

En Riiciik Karesel ortalama Hata :

Sekil 2.3'te gdsterilen siizgec, karesel ortalama hata anlaminda op-

-

timum iken siizge¢ cikisinda liretilen istenen yanitin kestirimi d(n|Up)
- M-1 *
d(n|Up) =k§0wok.u(n—k)

= wg.u(n) (2.48)
bigiminde bulunabilir. (2.48) esitligindeki w,, optimum siizgecin,
Wg1rWo2r--++Wp,M-1 elenlarindan olusan tap adirlik vektéri ve u(n),
tap girig vektdridlir. wu(n), sifir ortalamaly kabul edilmigti.

Dolayisiyla d(nfun) de sifair ortalamal: olur. d(n|Up¥nin dedigintisinin

vektérel gosterilimi

=2 B H
0g = E[wg.u(n).u{n).wy]
H H
= Wg.E[u(n).u{n)].w, (2.49)
= woaR.wo

olarak yazilir. R.w, yerine (2.37)'de bulunan sonug yazilarak
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2
= “o-p

= phwg (2.50)

Q
[+ 7
3

ifadesi bulunur. Bu ifade, (2.21) esitliginde yerine konarak

2 H
Jmin = 0d - P -Wgo

u

2 H
ag - p -R.p (2.51)
glde edilir.

Hata Basarim Yiizeyinin Kanomik Bigimi :

Daha oOnce (2.45) egitliginde tanimlanan karesel ortalama hata J,
matrisel vyapida, iligki matrisi R ve gapraz iligki vektdri p kullani-
larak yeniden

=0k -wlp-pus e (2.52)
big¢iminde yazilsin. §imdi (2.51) egitliginden cg terimi c¢ekilerek (2.51)
esitliginde yerine konursa karesel ortalama hatanin kuadratik hali

J = Igin + (W - W) LR (w - wg) (2.53)
olarak bulunur. iliski matrisinin 6zdegerler ve Ozvektdrler cinsinden

ifadesi

R=0Q.AQH (2.54)
seklindedir. Bu esitlik, (2.53) egitliginde yerine konursa
T=Tmin +(w-wo)HQ A QP (w-w,) (2.55)
egitlidi elde edilir. (2.55) egitliFini kanonik halde
v = gl (w - wg) (2.56)
olarak tanimlansin. (2.55) egitliginde (2.56) esitligi yerine konularak
J =T pin +viL ALY . (2.57)
M *
J=Jmin + LAk VK. Vk
k=1
M 2
=Jmin + Ak |vi| (2.58)
k=1

elde edilir, Bu elde eilen (2.58) egitlidi karesel ortalama hata J'nin

kanonik big¢imini ifade eder.
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3. DOSRUSAL ONGORU

Ayrik zamanli siire¢ler kullanilarak yapilan incelemelerde karsila-
silan en G6nemli problemlerden biri de, duragan ayrik zamanli rastgele
gslirecin, gelecekteki bir dederinin, gecmisteki Srnek dederler kiimesi
yardimiyla Ongorilmesi islemidir. Ongdri islemi, 6rne§in u(n-1),u(n-2)
s+esu{n~-M) Ornek dederleri kullamilarak u(n)'nin bir kestirimini elde
etmek bigiminde tanimlanmaktadir. un-ij, u(n-1),u(n-2),..,u(n-M) O&rnek-
lerinin olugturdugu M boyutlu kime ve u(n{Up.7) de verilen bu &rnekler
kiimesinin bir &éngdri dederi olarak tanimlanmaktadir. Dogrusal Sngbrii ya-
pilirken, éngéri degeri, u(n-1),u(n-2),...,u(n-M) Srneklerinin bir dog-
rusal birlesimi olarak ifade edilir. Bu tiirden, gecmigteki Srnek deger-
ler kimesi kullanilarak yapilan éngorii islemine ileri ydnde tek adimli
dodrusal 6ngdri veya kisaca ileri yénde dodrusal ongdrii denilir. Ongdri
iglemininin bir bagka bigimi de, u(n}),u(n-1),...,u{(n-M+1) OSrnekleri
yardimiyla u(n~M) Srneginin bulunmasi iglemidir. Bu ikinci tirden &Ongd-
ri islemi de geri ydnde dogrusal Sngdrli diye adlandirilair.

Bu bdlimde, Wiener Siizge¢ Kurami temel alinarak ileri ve geri yéde
6ngdri islemleri, bu Ongdrilerin yapildidi yapilar ile bu yapilarda kul-
lanilan ifadelerin anlamlari ve bulunmasi igin gelistirilen ytntemler

incelenecektir.

3.1. iLERI YONDE DOGRUSAL ONGORU

Sekil 3.1'de, M tane tap agirligina sahip dogrusal siizgeci igeren
ileri yénde Ongdriiciiniin yapisi gériilmektedir. Buradaki girislerin hepsi,
genis anlamda duragan ve sifir ortalamali rasgele sireg¢ler olarak kabul
edilir. Bu kabuller altinda, Wiener siizge¢ kurami uyarinca tap agir-
liklarinin optimum dedgerlere sahip oldugu kabul edilsin. ileri ydnde &én-

gori dederi u(n|Up)
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u(njlp-1) =k§1w:k.u(n-k) (3.1)
bigiminde tanimlanir. istenen vanit d(n)}, giris dedigkeninin n anindaki
dederi u(n)'e esittir:

d(n) = u(n) (3.2)

ileri ybnde 6ngdrii hatasi u{n) ile bu dederin OoOngdri degeri olan
;(n{Un_l)‘in araélndaki farka egittir. tleri ybnde 6ngbrii hatasini fy(n)
fu(n) = u(n) -~ u(n|Uy-1) (3.3)

ile ifade edilmektedir. Buradaki M, ileri ydnde &ngbrii hatasi igin

uln} vin - 1) ” uin=-2)

uln-M+ 1) vin - M)
z .

-t T

v, _ )

uln) uln = 1} uin — M
e z-I : o Z-‘
fuin}
- T >l T -~
"/ O
b)
r s =
| |
uln) 1 L. | fy(n)

i > ' —pngdrici——-
1 + |

!
! !
I
1 l
! |
e e e e — —————— ———— J

Ongdrii hata silizgeci
(e}

Sekil 3.1 (a) Ongoériicii; (b) 6ngbri hata siizgeci; (c) Ongorici ile

bngbrii hata siizgeci arasindaki ilisgki
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dngdriicliniin derecesini gdsterir. Ongbrid hatasinin en kilgiik karesel orta-
lama deferi olan Py

Py = EI[|fy(n) %] (3.4)
bigiminde tanimlanmaktadir. Py'in bir di§er anlamida ileri ybnde Ongdri
hatasinin ortalama giicidlir. wy, Sekil 3.1(a)'daki ileri yénde ongd-
riiciniin M*1 boyutlu tap afirlik vektdriinii gtstermektedir. Tap agirlik
vektdri w, agik olarak

Wy = [WoliWo2s -« - s WoMl " (3.5)
biciminde gisterilebilir.

Tap adirlak vektdri wg'in, Wiener-Hopf denklemleri yardimiyla
bulunabilmesi i¢in tap girigleri u(n-1),...,u(n-M)'in M*M boyutlu
iligki matrisi R ile tap girisleri ve istenmen yanit u(n) arasindaki M*1
boyutlu c¢apraz iligki vekitdrit p'nin bilinmesi gereklidir. Py'in hesap-
lanabilmesi ig¢in tiglincl bir biyliklidin, u(n)'nin dedisintisinin bilinme-
si gereklidir. $imdi bu ii¢ bilyiikliik teker teker incelensin:

1. Tap giriglerinin M*1 boyutlu tap girig vektdrii u(n-1) olarak
gdsterilir. u(n-1)'in ag¢ik bigimi

u(n-1) = [u(n-1),u(n-2},...,u(n-M)]" (3.6)
seklindedir. Buradan tap giriglerinin iliski matrisi

R = E[u(n-1).u(n-1)]

1"

[ r0) (1) ... r1)
r(-1) r(0) . . . r(M-2)
= . ) L (3.7)

L ri—M+1) ri-M+2) . : rEO)

geklinde ifade edilir.

2. Tap girigleri vekt6ril u(n-1) ile istenen yanit u(n) arasandaki

capraz iliski vektdril
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[ E[u(n—l).u:(n)] ]
% E[u(n-2).u (n)]
Elu(n-1).u(n)] -

H

E[u(n~M3.u*(n)] J

-

[ r(-1) ]
r(-2)

)

(3.8)

L r(~M)
=r
seklinde gtisterilir.

3. 1istenen yanit u(n)'nin dedigintisi, u(n) si1fir ortalamal: ol-
dugundan r(0)'a egittir.

Tablo 3.1'de, Wiener siizgeci, ileri y®nde Ongbriici ve daha sonra
incelenecek olan geri yénde Ongé6riicide kullanilan defigik biyitkliikler
gbsterilmektedir.

Bu tablo kullanilarak, (2.37) egitlidindeki normal denklem, duragan
girigler ig¢in ileri ytnde Ongdrid problemine uyarlanirsa

R.wg = £ (3.9)
elde edilir. Benzer gekilde, (2.51) egitliJinin ilk satirda kullanilan

ifadeler ileri y®nde Ongdri hata glicli igin

TABLO 3.1 : Wiener siizge¢ deJigkenlerinin 4zeti

Wiener siizgeci tleri yonde dngbriici Geri yonde Gngbriici

$ekil 2.1 Sekil 3.1(a) Sekil 3.2(a)
Tap girig vektordl u(n) u(n-1) u(n)
1stenen yamt d(n) u(n) u(n-M)
Tap agarlik vektbril ¥o ¥o q
Restirim hatas: e(n) Fy(n) fy(n)
Tap giriglerinin iligki matrisi R R R

Tap girigleri ve istenen yanit "
araswndaki ¢apraz iligki vektbrd p r r
En kil¢iik karesel ortalama hata Imin Py Py
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Py = £(0) ~ r'.wg (3.10)

bigiminde yazilabilir.
{3.9) ve (3.10) egitliklerinden de gbriilecedi gibi, ileri ydnde 6n-
gériiciiniin tap adirlik vektdrit wy ve ileri ybnde 8ngdrii hatasinin glici Py

yalnizca giris de§igkenlerinin &éziligki fonksiyonu ile elde edilebilir.

3.2. iLERI YONDE ONGORU HATA SUZGECt
Sekil 3.1(a)'da gdriilen ileri ybnde dngériiclinin ¢ikigindaki istenen
yanitin Ongdri dederinin nasil bulunacag:y (3.1) egitliginde belirtil-
migti. Simdi (3.1) ve (3.3) egitliklerini kullanarak ileri yb6nde Ongdrii
hatasi
M %
fm(n) = u(n) -kglwok.u(n-k) (3.11)
big¢iminde yeniden tanimlanabilir. Tap adirliklari am, kr k=0,1,...,M,
olacak bicimde yeni bir silizge¢ diigiiniilsiin. Bu yeni tap adirliklari ile

ileri ydnde Ong®riiciiniin tap adirliklari arasinda

ay,k = (3.12)
_wok, k = 1’2,.0.'M
bigiminde bir iligki vardir. Bu iligki yardimiyla (3.11) egitlidinin sag

tarafi tek ifadeye indirgenerek
M %
fu(n) = Eoam, k- u(n-k) (3.13)

bigiminde yazilabilir. Bu girig-¢ikig iligkisi, Sekil 3.1(b)'deki siizgec
ile gbsterilir. u(n),u(n-1),...,u(n~M) kiimesi yardimiyla ileri ydnde
6ng6rit hatasi fym(n)'i ireten bu siizgeg¢, ¢ikigindaki hatanin isminden do-

layr ileri ybnde &6ngfrii hata siizgecl diye adlandarilir.
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tleri Ydnde Ongbril 1¢in Genigletilmis Normal Denklem

(3.9) ve (3.10) egitlikleri, bir matris altinda

r(o) ot 1 Py

= (3.14)

r R ~Wg 0
bi¢iminde yazilabilir. Burada 0; M*1 boyutlu sifir vektdriidir. Egitlidin
sol tarafindaki (M+1)*(M+1) boyutlu, ileri ytnde Ongdrii hata silizgecinin

tap giriglerine ait iligki matrisinin agik sekli

[ r(0) r s rM) |
H r(-1) | r(0) r(l1) . . . r{M-1)
r(0) | r r(-2) | x(-1) r(¢) ... r({M-2)
—————— e | = . | . . . . (3.15)
r | R . |
. | 2 S .
r{-M) | r(-M+1) r(-M+2) . . . r(0)

bi¢imindedir. Benzer gekilde, (3.14) egitliJinin sol tarafindaki (M+1)*1

boyutlu vektor de (3.12) esitligi yardimiyla

aM., 0
! .| Al (3.16)
"'Wo .

ileri ydnde 6ngdrii hata siizgeci vektdriine egit oldudu bulunur. (3.15) ve
(3.16) egitlikleri kullanilarak (3.14) esgitlidi agik bir sekilde

o -4 - Ay o “

r(0) r(l) . . . r(M) aM, 0 Py
r(-1) r(0) . . . r{M-1) aM, 1 0

. . . . . = . (3.17)
ri-M) r(-ﬁ+1) . . : rEO) aﬁ,M 6 J

bigiminde yazilair. (3.17) egitli§indeki matrisel ifadeyi de (M+1) tane

esitlikten olugan bir sistem halinde
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M ' Py . i 0
1§oaM,1'r(1'1) = (3.18)
0 ! i 1'2'.'.'M

gosterilebilir. Bu son iki egitlige, ileri ybnde Ongdrii hata siizgecinin

genisletilmis normal denklemi denmektedir.

3.3. GER® YONDE DOGRUSAL ONGORU

Bu ana kadar u(n-1),u(n-2),...,u{n-M) 6rnekleri yardimiyla u(n)'nin
6ngdriisiinin yapilmasy, vani ileri y6nde 6ngéri ele alindi. Dogal olarak
ayni 8rnekleri kullanilarak geri ydnde bir Ong6ri yapmak da mimkiindiir.
Bu da, u(n),u(n-1),...,u{n-M+1) 6rnekleri yardimiyla u(n-M)}'in &ngdri-
siiniin yapilmasi anlamina gelir. Bu gekilde yapilan Ongdriiye geri ybnde
dngéri adi verilir.

O(n), ufn),u(n-1),...,u(n-M+1) 8rneklerinin olusturdugu M boyutlu
bir kime olarak tanimlanir. Tap girisleri olarak u(n) kiimesi kullanildi-

ginda u(n-M)'in dodrusal 6ngdriisi

~

u(n-M{Up) =k§1g;.u(n-k+l) {3.19)
olarak yazilabilir.

Burada, gj,92,....94 tap adirliklaridair. $ekil 3.2(a)‘'da (3.19)
egitliginde tanimlanan geri ydnde Ongériciniin yapisi verilmistir. Tap
agirliklary, Wiener silizge¢ kuram:i uyarinca optimum dederlere sahip
oldugu kabul edilerek geri ybnde &éngoriideki istenen yanit

d(n) = u(n-M) (3.20)
bigiminde yazilir. Geri ySnde 6ngdrii hatasi, u(n-M) ile ongbri deeri
;(n-M|Un) arasindaki farka egittir. Geri yonde ongéril hatasini by(N) ile
gbsterilir ve

-

by(n) = u(n-¥) - u(n-M|U,) (3.21)
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esitligi ile tanimlanir.
Ong6rit hatasinin en kiigciik karesel ortalama deferi ayni ileri ybnde
Ongoride oldudu gibi Py ile gdsterilir ve
Py = E[|by(n)|?] (3.22)
esitligi ile tanimlanmir. Py benzer gekilde, geri ybnde 8ngdrii hatasinin
ortalama glicii olarak da yorumlanabilir.
g, Sekil 3.2(a)'daki geri yonde 6ngdriiciniin M*1 boyutlu tap agir-
11k vektértidir ve
g = [91/92,--,9u]" (3.23)

olarak gbsterilir.

u(n) uln — 1} uln —-M + 1) ; uln - M)
. o] - ~
a otn - MIU,)
{a)
u(n) o, uln ~1) . ulin =M +1) -t uln = M)
by (n)
/S 2/

Sekil 3.2 (a) Geri ybnde ongdriici (b) Geri yénde bngdrii hata slizgeci
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Geri ySnde dngdriictinin tap agirlik vektdri g vektdrii, normal denk-
lem yardimiyla elde edilebilmesi ic¢in, tap giriglerinin M*M boyutlu
1ligki matrisi R ile tap girigleri ile istenen yanmit u(n-M) arasindaki
M*1 boyutlu c¢apraz iligki vektbérid p'nin bilinmesi gereklidir. Py'nin
hesaplanabilmesi ig¢in #i¢lincé bir biyliklUgdin, istenen yanitin degisgin-
tisinin biliniyor olmasi gereklidir. §imdi bu biyiikltkler teker teker
incelensin:

1. Sekil 3.2(a)'daki geri ytnde ®ngériiclinin tap girig vektdrd u(n)
ile gdsterilir. u(n)'nin acik big¢imi

u(n) = [u(n),u(n-1),...,u(n-41)]" (3.24)
geklindedir. Buradan tap giriglerinin iligki matrisi

R = E[u(n).u'(n)]
[ £0)  r(1) .. . r(M-1)
r(~1) r(0) . . . r(M-2)
» : Y (3.25)

L ri~M+1) ri—M+2) ” . : riO)

seklinde ifade edilir.
2. Tap girigleri vektdri u(n) ile istenen yanit u(n-M) arasindaki

capraz iliski vektord

i E[u(n).u:(n-M)] ]

* E[u(n).u (n-M)]
E[lu(n).u(n-M)} .

i

E{u(n).u" (n-M)]

b -

B
r(M-1)
: (3.26)

.

tt

r(1)
L -
= rB*
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geklinde gbsterilir. Burada 6ziligki fonksiyonunun Hermitian 6zelligi
kullanilmigtix. B, geri ySnde oldugumnu gtstermekte ve * karmagik eglenik
anlamina gelmektedir.

3. istenen yanit, u(n~-M)'nin degigintisi r(0)'a esittir.

Tablo 3.1'in son sutunundaki geri ybnde o6ngdriciye ait ifadeler
yardimiyla (2.37) esitligindeki normal denklem, duradan girigler igin
geri yOnde 6ngdrii problemine uygulanirsa

R.g = £ (3.27)
elde edilir. (2.51) egitliJini geri ydonde Ongdrii hata gilclti igin

Py = 1(0) - tol.g (3.28)
bigiminde yeniden diizenlenebilir. tleri ydnde dodrusal 6ngdrii isleminde
oldudu gibi, geri ydnde Ongdri igleminde de tap agirliklar:i ve geri
ybnde o&ngdrii hata giiciinit bulabilmek ic¢in giris dedigkenlerinin 6ziligki
fonksiyonu R'yi bilmek gereklidir.

fleri Ve Geri Yonde Ongbriiciiler Arasindaki 1ligki

tleri ve geri y&nde Ongbriilere ait normal denklemlerin sag
taraflarindaki vektdrler karsilastirildi§inda, (3.27) egitlidinin (3.9)
egitligine gdre iki farkliligi gdze c¢arpar:

(i) (3.27) esitligindeki vektdr geri ydnde saralanmigtair.

(ii) Vektdrin elemanlari karmagik eglenik seklindedir.
Bu farkliliklari gidermek icin (3.27) egitlidinin sa§ yanindaki vektdriin
elemanlari geri ydnde siralansinlar. Bu iglem aninda egitlik

R.g% = r* (3.29)

T, iliski matrisi R'nin tranzpozudur. Egitlidin her iki

bi¢imini alir. R
yaninin karmagik eslenidi alinirsa, egitlik

Rlg® =« (3.30)
bigcimine doniigiir. R iligki matrisinin RH = R 0zelligi kullanilarak bu

egitlik igin
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R.g> = x (3.31)
yazilabilir. (3.9) ve (3.31) egitliklerini kargilagtirarak, ileri yénde
Ongdriict ile geri ybnde Ongdriiciinin tap agirliklar: arasindaki
iligkinin

QB* = Wo (3.32)
oldu§u goriilir. Ongdrii hata giicii Py, hem ileri ytmde hem de geri ybtnde
dngbriiller igin ayni sembol ile gOsterilmisti. Bunun nedenini gbstermek
icin, ro7.g = r'.q° iligkisi kullanilarak (3.28) egitligi

Py = r(0) - r.g° (3.33)
bigiminde yazilip (3.33) egitlidinin her iki yaninin karmagik eglenidi
alinirsa egitlik

B* (3.34)

Py = r(0) - rH.g
bigimine ddniigtirilir. Py ve r(0) gercel dederli oldufundan bu iglemden
etkilenmezler. (3.10) ve (3.34) egitlikleri, (3.32) esitlidindeki ifade
kullanilarak kargilagtirildiginda, geri ybnde &ngbrii hata giicli ile
ileri ySnde 6ngori hata giiciinlin tamamen ayni oldufu goriiliir. Bu nedenle

her iki hata giicii de ayn1 sembol ile gdsterilir.

3.4. GER! YGNDE ONGORD HATA SUZGECI
Geri ybdnde dngdrii hatasi by(n), istenen yanit u(n-M) ile bu yanitin
dogrusal ongbrisd u{n-M|Up) arasindaki farka egittir. (3.19) ve (3.21)

egitlikleri yardimiyla geri ytnde ©ngdrii hatasi by(n)
M %
by(n) = u(n-M) "k§19k-u(n'k+1) (3.35)

olarak yazilabilir. Tap afairliklara CM, kv k=0,1,...,M, olacak sgekilde
yeni bir siizgec dﬁsﬁnﬂlsﬂn. Bu yeni tap agirliklari ile geri ydnde on-

gdriciniin tap agirliklari arasinda
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0
ok = (3.36)
1, k=1,2,...,M

1
[le]
L3
+-
[aery
-

=
1]

biciminde bir iligki vardir. Bu iligki yardimiyla (3.35) egitlifi yeni-

den yazilirsa egitlik

by(n) =kgocg'k.u(n~k) (3.37)
bigimini alir. (3.32) egitlidinin yardimi ile geri ybnde oOngdrii hata
siizgecinin tap agirliklari, ileri ydnde o&ngoriicintin tap agirliklar:
cinsinden
= 0,1,...,M-1

oM,k = (3.38)
M

i
- &
fal
-
=
1
=
= =
u i

seklinde ya da ileri yonde 6ngdrii hata silizgecinin tap adirliklara cinsinden
cM,k = aM,M-k  k=20,1,...,M (3-.39)
geklinde yazilabilir. Bu egitlik yardimiyla geri yonde Ongdril hata siiz-

gecinin girig-¢ikig iliskisi
M
by(n) =k§OaM,M-k°u(n'k) (3.40)

bigimini alir. Bu girig~g¢ikig iligkisi, Sekil 3.2(c)'deki siizgegcte gis-
terilmistir. (3.40) egitliginden de goéritilecedi gibi ileri ybnde &6ngorii
hata siizgecinin tap agairliklarinin karmagik eglenikleri alinarak yerleri
tersine gevrilirse siizge¢, geri ybnde Ongbrii hata sfizgecine déniigir.

Geri yonde Ongorii Icin Genigletilmig Normal Denklem :

(3.27) ve (3.28) egitlikleri bir matris altinda

R rB* ~-g 0

= (3.41)
P oro)] | 1 Py

bigiminde yazilabilir. Burada 0, M*1 boyutlu sifir vekttridiir. Egitligin
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sol tarafindaki (M+1)*(M+1) boyutlu, geri yonde &nglri hata silizgecinin

tap giriglerinin iligki matrisi R'nin agik gekli

r- -

. o o U T Y " o D 0 iy s W iy i S P Stk o S ek bu | s e

r(0) r(l) . . r(2) { r(M)
R | , I P
“*ET*I ————— = . . . . l - (3.42)
r | R r(-M+1) r(-M+2) . . . r(0) | r(1)
' l

r(-M) | r(-M+1) . . . r(-1)] x(0) J

bicimindedir. (3.42), (3.35) ve (3.39) egitliklerini kullanarak (3.41)

esitligi
2 1 [ * N [ ]
r(0) (1) ... | |a'uu 0
: ‘ ' . . = | . (3.43)
r(-M+1) £(-Me2) . . . (1) | | a1 0
£ p(#1) .o x(0) | | 2w Py

geklinde agik bigimde gdsterilebilir. (3.43) egitlidindeki matrisel
ifade de (M+l) tane egitlikten olugan bir sistem olarak
M * 0 4 izo,l,.-.'M
1§0aM'M~1.r(l~i) = (3.44)
PM r i=M
big¢iminde g&sterilebilir. Bu son iki egitlide, geri yénde ongdrii hata

slizgecinin genigletilmig normal denklemi denir.

3.5. LEVINSON-DURBIN YiNELEMES1

Bu kisimda, daha Once c¢ikarilan, genigletilmig normal denklem
yardimiyla &ngdrii hata siizgeci katsayilarini ve &ngdrii hata gilcinil
dogrudan hesaplamada kullanilacak bir yéntem g6sterilecektir. Bu yoéntem,
bir yineleme iglemidir ve iligki matrisinin Toeplitz yapisini kulla-
nilmasy ile gerceklegir. Bu y6ntem, ilk olarak Levinson(1947) tarafin-

dan kullanildigir, daha sonralari Durbin(1960) tarafindan yeniden
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diizenlendigi ig¢in Levinson-Durbin yinelemesi olarak adlandirilmigtair.
Yontem, m. dereceden bir #ngdrii hata sizgecinin uygun ¢dziimiind hesapla-
mak icin, (m-1). dereceden bir siizgecin genisletilmis normal denkleminin
¢ziimiinden yararlanir. Siizge¢ dereceleri m=1,2,...,M seklindedir ve M
sonuncu siizgecin derecesidir. Levinson-Durbin yineleme ybnteminin incele-
nebilmesi i¢in ileri ve geri ybnde tngbrillere ait matrisel ifadelerden
yararlanilacaktir. ap, m. dereceden bir ileri ybBnde Ongbri hata silizge-
cinin (m+1)*1 boyutlu tap adirlik vektdrii olarak tanimlanmaktadir. Geri
ybnde 6ngbrii hata siizgecinin de (m+1)*1 boyutlu tap afirlik vektdrii, an
vektdrinin elemanlarinin tersine dizilmig ve karmagik esleniklerinin
alinmig hali olan aB*’dir. Bu gosterimdeki m indisi, tap adarlik vekto-
riinin ait oldugu siizgecin derecesini gtstermektedir. Levinson-Durbin
tekrar: egdedger iki yoldan biriyle yapilabilir:

1. Bir ileri ydnde 6ngdrii hata sfizgecinin tap adirlik vektérii, bir
alt dereceli ileri ve geri ybnde &ngdrii siizgeglerinin tap agarlik

vektdrleri cinsinden

-1 0
an = + Ipe | Bx (3.45)
0 ap-1

big¢iminde yazilabilir. Burada, I'y sabit bir sayidir. Matrisel ifade
3,k = 8m-1,k * rm'a;-l,m-k  k=0,1,...,m (3.46)
acik bicimi ile de gbsterilebilir. Bu esgitlikte, 3m, ks M. derceden ileri
yénde 6ngdrit hata sizgecinin k. tap agirliga a;—l,m-k da, (m-1). derece-
den geri ybnde Ongdrii hata siizgecinin k. tap adarligidir. (3.46)
egitliginde ap-1,0=1 ve ay.1,p=0'd1r.
2. Benzer gekilde, bir geri ybnde &ngdrii hata siizgecinin tap adir-
lik vektorii de, bir alt dereceli ileri ve geri y8nde 8ngdrii silzgegleri-

nin tap afirlik vektdrleri cinsinden



30

B* 0 * | ay-1
ap = B* + Fm. (3.47)
am.. '1 0

bigiminde yazilabilir. Bu egitlik de
* % *
am,m-k = 2m-1,m-k * Tm-8n-1,k » kK = 0,1,...,m (3.48)
*
acik bigimi ile yazilabilir, Burada, am,m-ks M. dereceden geri yonde on-
gbrli hata sizgecinin k. tap adirlidaidir.

Levinson~Durbin yinelemesi, genellikle (3.45) ve (3.46) esitlik-
lerinde gdsterilen ileri ytnde 6ng6rii durumu ig¢in formiile edilmigtir. Iy
sabitinin yineleme yntemindeki anlamini belirmek i¢in asagidaki doért
tane aciklamadan yararlanilacaktir:

1. (3.45) egitliginin her iki yani m. dereceden ileri ydnde &ngdrii
sizgecindeki u(n),u(n-1),...,u(n-m) tap girislerinin iligki matrisi Rpy,q
ile carpilarak

Py
Rm+1-am = 0 (3.49)

elde edilir.
2. (3.45) egitliginin sa§ tarafindaki ilk terim igin Rpy,q iligki

matrisinin asadidaki pargalanmig bigimi

Ry rg*
Rp+1 = BT
T rﬁO)

kullanilair. Bu parcalanmig yapi, (3.49) esitliginde yerine konursa

B
" -1 Bp 1, ap-1
m+]1 =

0 rBT r&ﬂ) 0

m
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Bp.ap-1
- "B'T (3.50)
rm .am..l

elde edilir. Matristeki ilk satir, (m-1). dereceden ileri ybnde oOngdrit

hata siizgeci ig¢in

Pp-1
Rmcam..]_ = (3.51)

On-1

genigletilmig denklem geklindedir. Pp.1, bu siizgecin dngdrii hata giici ve

Op-1, (m-1)*1 boyutlu sifir vektdrdiir. (3.50) esitli§indeki ikinci satair

BT
Am-y = Im -3p-1
" b
am-1,0
a'm"‘l,l
= [r(-m),r(1-m),...,x(~1)] . (3.52)
am—].'m-].

m-1
Am-1 “kZom-1, k- ¥ (k-m)

olarak tanimlanmaktadir.(3.51) ve (3.52) egitlikleri, (3.50) egitliginde

yerine konursa (3.45) egitliginin sa§ tarafindaki ilk terim igin

ap-1 Pp-1
Rm+1- = 0m..1 (3-53)
0 m-1

yazilabilir.
3. (3.45) egitlidinin sa§ yanindaki ikinci terim igin Ry,q matrisi-

nin agagidaki parcalanmig bigimi

H
r&O) rm

Bpt1 =
rm Rm

kullanilir. Bu yapi (3.53) egitliginde yerine konursa
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0 r&O) rH 0
m
Bp+1-| B = B*
ap-1 I'm Bp| | 8m-1
r H B#
rm.am-l
= B% (3.54)
Rm.am-l
L
H B*
elde edilir. Matrisin ilk satir elemani rp.ap-7 agik olarak
S "
a*m_l 'm-l
H B* a p-1,m-2
Ip.ap-1 = [r(1),r(2},...,x(m)] .
* A d
a m"l,o
L o
m *
=1§1r(l) -a n-1l,m-1 (3.55)
*®
= Am-1

ile gosterilmektedir. (3.54) egitligindeki matrisin ikinci satir ele-
mani, (m-1). dereceden geri yonde Ongbrii hata stzgeci icin

B* On-1
Rm.ﬂ:m..l = (3.56)

Pp-1

genigletilmis normal denklem seklindedir. (3.54) ve (3.55) esitlikleri

(3.56) egitliginde yerine konursa esitlik

%
0 Am-1

Rp+1-| B* = | Op-1 (3.57)
ap-1 Pp-1

bicimini alir.

4. 1lk ic sikta elde edilen sonuglar yardimiyla (3.45) esitligi

*
P 1 Pp-1 Ap-1

= Om._l + rm- Om_l (3.58)
O | Am-1 Pp-1

-t
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biciminde yazilabilir. Egitligin solundaki ilk satir eleman:
Pp = Pp-1 + l‘m-A:.-l (3.59)
ve son satir eleman: ise
0 =Ag-1 + Tp.Pp-1 (3.60)
bigimindedir. Bu ikinci esitlikten Ip sabitinin
p = - %.;"'_1_ (3.61)
Pp-1
oldufunu bulunabilir. (3.60) ve (3.61) egitlikleri kullanilarak (3.59)
esitligindeki Am-1 yok edilirsa
Py = Pp-1.(1-|Ty|?) (3.62)
elde edilir.

Ongdrii hata siizgecinin derecesi arttikga, ilgili ongdri hata giici
deferi normalde azalir veya en azindan ayni kalir. Py, hi¢ bir zaman
negatif bir degerde olamaz. Pp'in sinirlara

0 < Pp € Pp-1 , m21 (3.63)
arasinda deJismektedir. 0. dereceden bir 6ngbrii hata sizgeci igin;
Pg=r(0) oldugundan (3.62) egitligi, M. dereceden Ongdrii hata siizgeci

igin genellegtirerek Pp
M
Py = Pomgl(l-lrmIZ) (3.64)

biciminde yazilabilir.

Eh ve‘Agtl Degiskenlerinin Yoruwu

Levinson-Durbin yinelemesinin M. dereceli, son 6ngdrii hata siizge-
cine uygulanmasindan g¢ikarilan sonugla, I'p defigkenleri yansima katsay:-
lara olarak isimlendirilir. (3.63) esitliginden yararlanarak yansima
katsayrlari igin

I'm <1 (3.65)

kosulu vyazilabilir. m. dereceden bir 6ngdri hata siizgeci igin yansima
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katsayisi [Ip'in siizgecin son tap afirligina esit oldudu, yani Iy=ap,p
oldugu gbérildr.

Ap-1 ic¢in ise, ileri ybnde 6ngbrii hatasi fy.j(n) ile bir gecikti-
rilmis geri ybnde Ongéri hatas: by-j(n-1) arasindaki c¢apraz iligki
seklinde bir yorum getirilebilir. Bu da

Apey = E[bm-un-l).f;-l(nn (3.66)
bigiminde gdsterilebilir. 0. dereceden bir {ngdrii hata siizgeci ig¢in :
fo(n) = bp(n) = u(n)
oldufu ay, =1 6zelli§i kullamilarak kolaylikla bulunabilir. 0 dereceli
siizgec icin gapraz iligki de§igkeninin .

Ay

"

*
E[bg(n-1).£9(n)]

u

E[u(n-l).ufn)]

r{-1)

oldugu bulunabilir. (3.61) egitligini ileri ve geri yénde éngdri hatalara
cinsinden yeniden yazilarsa

Elbg.1(a-1).£5.1(n)]

rm = - Vi (3.67)
E[|fp-1(n)|"]

elde edilir.

Levinson-Durbin Yinelemesinin Uygulamasi :

Ongdrii hata slizgeci katsayilar:i ay, k ile 6ngdrd hata gici Py'in
hesaplanmasi ig¢in Levinson-Durbin yinelemesinin kullanilmasinin milmkiin
oldugu iki yol vardir:

1, Giris degiskenlerinin 6ziliski fonksiyonu biliniyorsa, (3.52) ve
(3.62) esitlikleri yardimiyla, Ag=r(-1), Pg=r(0), ag, 0=1 ve k>m  igin
ag, k=0 alinarak hesaplama islemi m=M olana dek tekrarlanir. Bu uygulama,
Yule-Walker kestirimi olarak bilinmir.

2. Eger, TI'i,Tp,...,Iy yansima katsayilari ve 1r(0) oziligki

fonksiyonu biliniyorsa ¢ngérii hata slizgecinin katsayilari ve éngérii hata
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glicil

8m-1,k * rm~am-1,m-k ' k=0,1,...,m

2]
B
=

it

ve
_ 2
Pm-l-(l'lrmi )

formilleri yardimiyla hesaplanabilir,

o
=
l

Levinson-Durbin Yinelemesinin Ters Bigimi :

Levinson-Durbin yinelemesinin normal uygulamasinda yvansima
katsayilari I'y,I'2,...,Im verilir ve M. dereceden bir &ngdrii hata siizge-
cinin ilgili tap agirlaklari ay 1,...,89,M'in hesaplanilmasi istenir.
Fakat sik sik bu uygulamanin tersinin yapilmasi gerekir. Ters yineleme

islemini incelemek igin, (3.46) ve (3.48) egitlikleri matrisel yapida

am,k 1 rm a‘m"lyk
% = % % {3.68)
am, m-k Ip 1 ap-1,m-k
bigciminde birlestirilir. ap-j g, (3.68) egitligi yardimiyla
%
am,k - @m,m-8m,m-k
am..l’k = 2 Fd k-':o,l,..-,m (3.69)

1~ |am,m]
bigciminde elde edilir. Bu egitlikte I'p=apm p iliskisi kullanilmigtir. M.
dereceden bir Ongdri hata siizgecinin tap agirliklar: {aM,k} ile {3.69)
egitligi.kullanilarak derece sayisi m=M,M-1,...,2 olacak gekilde azalti-
lir ve m. dereceden 6ngdri hata siizgecinin katsayilari biylece bulunmug

olur., Bu ydntem ters Levinson-Durbin yinelemesi olarak adlandirilar.

3.6. YANSIMA KATSAYILARI ILE OZiLiSKi FONKSiYONU ARASINDAKi fL1SKi
r(0),r(1),...,r(M) 6ziligki dederlerini r(0),I'7,T2,...,I'y kimesinin
yvardimiyla bulunabilecegini gbstermek igin (3.52) wve (3.60) esit-

liklerinde Ap-1 yok edilirse

m-1
kéoam-l,k-r(k‘m) = -I'p.Pp-1 {3.70)
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bigiminde bir ifade bulunur. ap-j, o=1 ve r(m)=r*(-m) Ozellikleri kulla-
nilarak (3.70) esitligi diizenlenirse
% m-1 *

r(m) = ~I'yp.Pp-1 'kEIam-l,k-r(m'k) {3.71)
biciminde istenen yineleme iligkisi elde edilir. Bu esitlik yardimiyla
da gbrilebilecedi gibi verilem r(0),I'1,I'2,...,Iy kimesi ile (3.46) ve
(3.62) egitlikleri de kullanarak r(0),r(1),...,r(M) 6ziligki de§erleri
bulunabilir.

|Tm|<1 oldujundan herhangi bir m degerinde, girig igaretinin &zi-

ligki fonksiyonunun dederi r(m), merkezi

m=-1 *

‘k§13m—1,k-r(m'k)
olan ve yarigap: Pp-3 ile sinirlanam dairenin (sinirlar dahil olmak
iizere) ic¢inde bir yerdedir. Bu durum $ekil 3.3'te gbsterilmistir.

Simdi dziligki fonksiyonunun r(1),r(2),...,r(M) degerlerinin bilin-
digi farzedilsin. (3.72) egitligi, I'y igin yeniden dizenlenirse yansima
katsayilar:

1 n
I'p = = — k§oam-1,k-r(k'm) (3.72)
Pp-1

denklemi ile hesaplanir.

Im [rim)}

m -1
Im [—E E r(m—k)] _____ ‘
L -

0 Re[::-}:-:a,',,_ vy Fim = k)] Re [r(m]

Sekil 3.3 : |Ip|<l sart1 igin r(m)'in deg§isimi
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3.7. ILERL VE GERI YONDE ONGORD HATA SDZGECLERININ TRANSFER
FONKS1YONLARI ILE ARALARINDAKi ILiSKi
m. dereceden ileri ytnde Ongdrii hata siizgeci icin transfer
fonksiyonu Hy n(z) ile gbsterilir. Bu siizgecin impuls yanitlari, m=M
igin a;'k, k=0,1,...,m'dir. fleri ytnde 6ngbrii hata siizgecin transfer

fonksiyonu, impuls yanitlarinin z-doniigiimi olarak
g -k |
Hf’m(Z) -kgoam,k.z (3.73)

biciminde gbsterilir. (3.46) egitlifinde m. dereceden bu silizgecin
katsayilarinin (m-1). dereceden silizgecinin katsayilar: yardimiyla he-

saplanmasi gdsterilmisti. (3.46) ve (3.73) esitlikleri birlestirilirse

n -k Fm -k
Hf'm(Z) =kéoam'knz + rmkéoa.m_l'm..k-z

n X%, 1B -k
=k§0am'k.z + T'p.2 kgoam-l,m_k.z
elde ediliir. Bu egitlidin sag tarafindaki ilk terim, (m-1). dereceden
ileri yonde ¢ngbri hata stizgecinin transfer fonksiyonu He m-1(z)'e ve
ikinci terim de, (m-1). dereceden geri ybnde dngbri hata siizgecinin
transfer fonksiyonu Hb,m-l(z)’e esittir. Bu agiklama altinda (3.74)

esitligi

He g(2) = Hg p-1(2) + Tpez”t.Hp go1(2) (3.75)
big¢iminde yeniden yazilabilir.

Bu egitlikten de goéiriilebilecedi gibi m. dereceden bir ileri yonde
ongéri hata siizgecinin transfer fonksiyonu Hf p(z), (m-1). dereceden i-
leri yonde ve geri ybnde Ongbrii siizgegclerinin transfer fonksiyonlari ve
Im yansima katsayis: ile hesaplanabilir.

z-dizlemindeki birim daire iizerinde, Hf p-31(z) ve Hp p-1(z) trans-
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|Bf m-1(2)| = |Bp,m-1(2)| . |2|=1
sonucu elde edilir. Yansima katsayilarinin tdm m degerleri igin |Ip|<1
kosulunu yerine getirdidi kabul edilirse, z- diizlemindeki birim daire
izerinde
|Tm-Bb,m-1(2)| < {Hf m-1{z)| = |Bp,m-2(2)} , |2}=1 (3.76)
kosulunu sagladigi bulunur.
impuls yamiti, ag m-k, k=0,1,...,m katsayilari ile gbsterilen, . m.
dereceden bir geri ydnde ©ngdrii hata slizgecinin tramsfer fonksiyonu
Hb'm(z) ile gbsterilir. Geri ydnde t6ng&rii hata siizgecin transfer fonk-

siyonu, impuls yanitlarinin z-dbnilgimi olarak
m ~k
By, m(2) =k§03m,m—k-z - (3.77)

biciminde g8sterilebilir. (3.75) ve (3.48) egitlikleri yardimiyla

Hp,m(z) = 2 By g-1(2) + Tp.He, p-1(2) (3.78)
yazilabilir. Bu egitlikten de g8riilebilecedi gibi m. dereceden geri ydn-
de Ongdri hata slizgecinin transfer fonksiyonu, (m-1). dereceden ileri
ybnde ve geri ybnde ©&ngéri stizgeg¢lerinin transfer fonksiyonlara ve
yansima katsayisi I'p ile bulunabilir.

ileri yonde Ve Geri ybnde Ongbri Hata Sizgeclerinin Transfer

Fonksiyonlar: Arasindaki 1ligki :

Esit dereceli ileri ve geri ydnde éngdrii hata siizgeg¢lerinin
transfer fonksiyonlar:i arasindaki iligki bulunursa, bu transfer fonksi-
yonlarindan bir tanesi verildiginde diger transfer fonksiyonu kolaylikla
bulunabilir. Bunun igin m. dereceden ileri yonde o6ngbrii hata silizgecinin

transfer fonksiyonunun karmagik eslenigi alinarak
* n % =k
He m(z) = anm,k'(z ) (3.79)

yazilip, bu egitlikte z yerine (l/z*) konulursa
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* * m k
He m(1/2 ) =4 Z,8m, k-2
elde edilir. Daha sonra da k yerine m-k yazilarak
* * m I -k
Hf’m(l/z ) = Z kgoam'm-k.z (3-80)

esitligi bulunur. Bu egitligin sad tarafina dikkat edilecek olursa,
Hp,m(z) transfer fonksiyonunun z" ile garpilmig hali oldugu gorilir.
Buradan istenen iligki
Bp,m(2z) = z ".Hf n(l/z) (3.81)
geklinde yazilabilir. '
fleri Ve Geri ydnde Ongbrii Hatalari Arasindaki 1ligki :

m. dereceden bir geri yonde Ongdrii hata silizgecinin transfer fonk-

siyonu Hp p(z)

(3.82)

geklinde tanimlanir. Burada By(z), silizgeg¢ g¢ikisindaki, geri ybnde o6n-
géri hata dizisi, {bp(n))}'in z-d6nigtmidir. U(z) ise, siizgece uygulanan

slizgecine ait transfer fonsiyonu da

Fn(z)

U(z)

Hf m(z} = (3.83)

gseklinde tanimlanir. Buradaki Fp(z), slizge¢ cikigindaki ileri ybnde &n-
gbri hata dizisi {fp(n)}'in z-d6nistmidir. (3.82) ve (3.83) esgitlikleri
yardimiyla

Bp,m(2)
Bp(2z}) & —— . Fpl(z) (3.84)
Hf'm(Z)
vazilabilir. Hf’m(Z)/Hb'm(Z) orani, ileri ve geri ongdri hata siizgeci-

nin transfer fonksiyonlarina ait sifirlarin c¢arpimi bigiminde
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-1 *
By m(z) m (27 - zj)

n

I (3.85)

Hp m(z) 1 (l-z5.z 1))
yazilabilir. Tim i de§erleri igin |zj|<1 olarak kabul edilir. Transfer
fonksiyonunun kutuplar: ve sifirlari, z-diizlemindeki birim daireye gbre
birbirinin tersidir. Yani kutuplar birim dairenin i¢inde, sifirlar
diginda yer alir. Bu durum Sekil 3.4'de gOsterilmistir. Bu tir bir
transfer fonksiyonuna sahip siizgeg tim geciren siizge¢ olarak
isimlendirilir. Silizgecin genlik cevabi birim daire i{izerindeki tim =z
dederleri icin "1" olacaGindan bu adi alir. Yani tim frekanslari, genlik
bozulmasina ufratmadan gecirir. |

ifleri yénde ongbrii hata dizisi, Sekil 3.5'de gosterildigi gibi, m.
dereceden bir tim gegiren silizgegten gecirilerek geri ybnde Ongbrii hata
dizisine c¢evrilebilir. Bu siizgeg¢, tim kutuplari birim daire iginde
oldugundan kararlidir. Ancak bunun tersi uygulama agisindan miimkiin
degildir. Cinki kutuplar birim dairenin disinda yer alacagindan siizgeg
kararl:i olmaz.

Sekil 3.5'te gbsterilen slizgecin genlik cevabi tim frekanslar icin
"1" cldugundan dolayi, ileri ve geri ybnde 6ngdri dizileri ayni spektral

giic dagalimina sahiptirler.

Im {2]

- 1
Birin AT

. P4
daly Pid
2, 7
,{
I'd

Sekil 3.4 : Tim geg¢iren siizgecin kutup-sifir gbésterilimi
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fn(n) | m. dereceden bp(n)
—— tim geciren |

siizgeg
{a)
FES o) =) -
> ? Y A\
4 4+

-1

©

(b}

ekil 3.5 {a)ileri ydnde 8ngdrii hata dizisinin geri yodnde 6ngdri
hata dizisine tim gegiren siizgec .yardimiyla cevrilmesi

(b)Tim gegiren siizgecin i. boliimi, i=1,2,...,m

3.8. ONGORD HATA SUZGECLERININ OZVEKTOR GOSTERILiMLER:

Bir ongdrii hata slizgecinin tap agirliklarini, tap girislerine ait
iligki matrisinin &zdeJerleri cinsinden gbsterebilmek igin, (3.17)
esitligi kapali matris bigiminde

Rys1.ay = Py.Opy1 (3.86)
yazilabilir, Bu egitlikteki Ru+1, tap giriglerine ait (M+1)*(M+1) boyut-
lu iligki matrisi, ay, siizgecin (M+1)*1 boyutlu tap agarlik vektdri, PM
6ngbrii hata glici ve &y4q

6Ms1 = [1,0,...,0]7

(3.87)
bigiminde, ilk elemani 1, diJer elemanlari sifir olan (M+1)*1 boyutlu
birim vektdridiir.
(3.86) esitliginin sol tarafinda ap'i yalniz birakilirsa
ay = PM-R;I11~5M+1 (3.88)

elde edilir. Daha 6nceden iliski matrisi, Ozvektdrler ve &6zdederler
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cinsinden yazilmist:i. Bundan yararlanilarak
_1 _
RM+l =Q.A 1-QH (3.89)
yazilabilir. A, 6ziligki matrisipin ®6zde§erlerinin diagonal matrisi,

A = diag[Ag, ... AM]| (3.90)
ve O ise

0 = [gp,91,---rqu] (3.91)
bigciminde bu matrise ait siitunlarin dzvektdrleridir.

(3.88) esitligi, (3.87), (3.89), (3.90) ve (3.91) egitliklerinden

yararlanilarak
-1 H
aM = PM.Q.A .Q .GM.‘.l r H‘ 3 7
I -1 | 9og| | 1
= PM.[Gp,q3,---,Qu]-diag[rg, M, ... Anl.| Q1 .| O
af | ¢
%*
M 9k0
= Pyply — Gk (3.92)
Mx

bigciminde diizenlenebilir. qkg, iliski matrisinin k.6zvektorinin ilk e-
lemamidir. 1leri ydnde 6ngdrii hata siizgeci vektori ay'in ilk elemam:
"1"e egittir. Bu 8zellik kullanilarak 6ngdrt hata gqiicii

1 N
Py = (3.93)

M 2 . -1
xZo |9k | Ax

olarak yazilabilir. (3.92) ve (3.93) esitlikleri yardimiyla gb6riillecedi
gibi M. dereceden bir Ongérii hata siizgecinin tap agirliklari, sadece i-
liski matrisinin o6zdeferleri ve 6zvektbrleri cinsinder ifade edilebilir.

(3.92) esitliginde bulunan ileri ydnde 6ngéri hata siizgecinin tap
adirliklari yardimiyla, geri ybnde o6ngbérit hata siizgecinin tap agir-

liklarini bulmak igin
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B* M -1 B*
ay = PupZo,dk0-Mk-9k (3.94)

esitligi kullanilar.

3.9. KAFES(LATTICE) ONGOROCULER?

ileri ve geri ybnde dngbri hata siizge¢ yapilarinmin biraraya ge-
tirilmesi ile olusan sisteme kafes Ongdriiclileri ad: verilir. Kafes 6ngd-
riicilerini olusturan bloklar arka arkaya baglanmigtir ve her bir blok
kafes seklindedir. Kafes Ongdriiciistindeki blok sayisi, O6ngdrii hata siiz-

gecinin derecesine egittir.

Ong6rii Hatalarinin Derecelerinin Gincellestirilmesi :

Kullanilan bir kafes 6ngbriicisii igin girig-¢ikis iligkileri Levin-
son-Durbin yinelemesi kullanilarak birgok sekilde gergeklenebilir. ince-
leme yapabilmek igin (3.45) ve (3.47) egitlikleri ile verilen ileri ve
geri yonde bngdri hata siizgeglerinin uygulamalarina ait matrisel yapi-
daki egitlikler kullanilacaktar.

Tap girigleri u(n}),u(n-1),...,u(n-m) olan m. dereceden ileri ybdnde

6ngbri hata siizgeci ele alinmirsa, bu slizgecin tap giris vektéri upi(n)

up(n)
Upe1(n) = |===e—--- (3.95)
u(n-m)
veya esdeger yapida
u(n)
Ups1(n) = |=memme—- (3.96)
Up(n-1)

parcalanmig sekilleri ile yazilabilir. Up+1(n) vektdri  (3.45)
esitliginin Hermitian eslenidi ile carpilirsa esitlidin sol tarafi

H
In(n) = ap.ups1(n) (3.97)
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bicimini alir. Egitlidi, (m~-1). dereceden siizge¢ katsayilariyla gbstere-
bilmek igin sa§ taraftaki ilk terimde up,1(n)'in (3.95) esitliFindeki
bigimi, ikinci terim de ise igin (3.96) esitligindeki Dbicimi

kullanilacak olursa bu terimler igin

u

H
{ap-1 | 01.| up(n)

H
[ag-1 | O].up41(n)

u{n-m)
H
= ag.1.up{n) {3.98)
= fp.1(n)
ve
BT BT
[0 | ap-1].upsa(n) = [0 | ap-37.| u(m)
um(n"'l)
BT
= agp-1.vp(n-1) {3.99)
= by-1(n-1)

ifadeleri yazilabilir. (3.97), (3.98), ve (3.99) egitlikleri yardimiyla
{3.45) egitliginin Hermitian eglenidinin up,;j(n) vektdrii ile c¢arpilmig
sekli

fp{n) = fpo1(n) + P;.bm_l(n-l) (3.100)
big¢iminde yazilabilir. Bu egitlikteki fy(n) ve fp.j(n), sirasiyla m. ve
(m-1). dereceden Ongbri hata slizge¢leri c¢ikigindaki ileri ybnde &ngbri
hatalaridir. bgp-i(n-1) ise {m-1). dereceden geri ydnde Ongdri hata
slizgeci cikigindaki geciktirilmis geri yénde Ongbri hatasidir.

§imdi de tap girigleri u(n),u(n-1),...,u(n-m) olan m. dereceden i-
leri ybnde Ongdrii hata silizgeci ele alinirsa, bu siizgecin tap giris
vektoéri upyi(n) icin de (3.95) ve (3.96) egitliklerindeki pargalanmis
yapilar kullanilacaktir. up,j{(n) vektdri (3.47) esitliginin Hermitian

eslenigi ile carpilirsa esitligin sol tarafi

BT
bm(n) = ag.upsi(n) . (3.101)
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bi¢cimini alir. Egitligi, (m~1). dereceden siizge¢ katsayilariyla gbster-
mek igcin, sa§ tarafindaki ilk terimde icin up.i(n)'in (3.96) esitligin-
deki bic¢imi, ikinci terimde ise ig¢in (3.95) esitligindeki bigimi kulla-
nilacak olursa bu terimler igin

BT BT
[0 | ap-11.upe1(n) = [0 | ap-1]1.| u{n)

um(n'l]

= ap-1.p(n-1) {3.102)

= bp-3(n-1) '

ve
B H
[ag-1 | 0].upei(n) = [ag-1 | O0].| up(n)
u(n-m)
H e
= 8p-1-Up(n) (3.103)
= fp-1(n)

ifadeleri yazilabilir. (3.101), (3.102), ve (3.103) esitlikleri vyarda-
miyla (3.47) egitliginin Hermitian eglenidinin up,i(n) vektdrleri ile
garpilmg gekli
bp(n) = bg-1(n-1) + Ip.fp-1(n) (3.104)
biciminde yazilir. (3.100) ve (3.104) egitlikleri, m bloktan olusan
kafes Ongbriicislinin istenilen derece giincellestirme ciftidir. Bu iki
egitlik, bir matris altinda birlegtirilerek
*
fn(n) 1 Ty fp-1(n)
= ,m=1,2,...,M (3.105)
bp(n) T'm 1 bp-1(n-1)
elde edilir. Geciktirilmig geri yb6nde Ongdri hatasi, bp-j(n-1)
bp-1(n-1) = 2 L.bp-1(n) (3.106)
seklinde yazilabilir. (3.105) ve (3.106) esitliklerini kullanarak kafes

ongdriicisiniin m. bloguna ait isaret akis diyagrami Sekil 3.6(a)'daki
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gibi gbsterilebilir. z %

ile igaretli bloga ait dal haric¢ bu isaret akisg
diyagrami bir kafese benzediginden kafes 6ngoriciisi adini alir. m=0 igin
temel yapinin
fp(n} = bg(n) = u(n) (3.107)
oldugu kolaylikla bulunur.
Sekil 3.6(b)'de gbsterilen kafes esdeder modeli ele alinarak
algoritmaya m=0'la baslanir ve siizgecin derecesi M. dereceden bir &ngérii
hata siizgecinin c¢ikislari elde edilinceye kadar diizenli olarak 1

arttarilar. Bu sgekilde her bir blok igin bilinmesi gereken tek sey

yansima katsayilaradir.

3.10. KAFES SUZGECLERININ BAGINTILARI
Sekil 3.6(b)'deki kafes siizgeci, siizgecin defisik bloklarinda o-
lugan ileri ve geri yonde Ongbrii hatalari, aralarinda bazi ilging¢ bagin-
tilar igerir. Temel olarak, bu bagintilar diklik kuralinin sonug¢laridar.
Bu bagiptilarin her birisi bir 8zellik olarak gbsterilebilir:
Ozellik-1: 1leri ybnde Ongdri hatas: fph(n) ile girig isareti wu(n)
birbirine diktir. Bu durum
Elfp(n).u (n-k)] =0 , 1 sk s m (3.108)
biciminde gdsterilir. Ryni sekilde geri yénde Ongorii hatasi bp(n} ile
girig igareti u{n) de birbirine diktir. Bu durum da
E{bg(n).u (n-k)] = 0 , 0 s k < m-1 (3.109)
bigiminde g8sterilir. (3.108) ve ({3.109) egitlikleri diklik kuralinin
yeniden yazilmig bicimleridir. Tanim geregi, ileri ybnde &ngdrii hatas:
fm(n), u(n) ile u(n)'nin Ongériisi arasindaki farka egittir. Diklik
kuralina gbre hata fy(n) ile u(n-k) k=1,2,...,m birbirlerine diktir. Bu
(3.108) esitliginin dogrulufunu kanitlar.

Geri ybnde Ongbri hatasi bp(n), u(n-m) ile u(n-m)'nin Ongbriisi
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[ £, in)

t4
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Sekil 3.6 (a) m bloktan olusan kafes bngbriiciisti icin isaret akig
diyagrami, (b) M. dereceden Ongdrii hata slizgecinin kafes
esdeder modeli(kafes siizgeci)

arasindaki farka egittir. Diklik kuralina gbre hata bgp(n) ile u(n-kj,
k=0,1,...,m-1 birbirine diktir. Bu, (3.109) esitliginin doJrulugunu
;an1tlar.

Ozellik-2: ileri yonde ongdrii hatasi fg(n) ile girig u(m) arasinda-~
ki c¢apraz iligki, geri ydnde ©Bngdri hatas: bp(n) ile zaman ftelenmig
girig u(n-m) arasindaki ¢apraz iligkiye yani hata giiciine egittir. Bu

Elfg(n).u*(n)] = Elbg(n).v” (n-m)] = Py (3.110)

bigiminde gbsterilir.



48

Ozellik-3: Geri yOnde &ngbrii hatalari
* ; m=i
E[bp(n).bj(n)] = (3.111)
0, mfi
biciminde birbirlerine diktir. Ileri yonde 6ngbrii hatalary ise ayn:
diklik 6zelligini
E[fm(n).f:(n)] = Py , m2i (3.112)
kosulu icin saglar. (3.111) esitliginin dogrulugunu kanitlamak igin,
geri ybnde Ongdri hatasi bj(n), girig elemanlarinin katlama toplam:

olarak

i
bi(n} =k§0ai,i_k.u(n-k) o (3.113)
bigiminde yazilir. Bu egitlik kullanilarak
* i % *
E[bp(n).bj(n})] = E[bm(n)kgoai'i-k.u(n-k) (3.114)

yazilabilir. (3.109) esitliginde gtisterilen Ozellik-1 kullanilarak m>i

ve 0sks<i kosullari igin (3.114) egitliginin sag tarafinin
E[bm(n).b:(n)] =0, m#i

seklinde sifira egit oldugu bulunur. EJer m=i olursa egitlik
E{bm(n)-bz(n)] E[bm(n)-b;(n)]

=Pm 7 m=i

geklini alar. Bu da (3.111) egitliginin dogrulugunu kanitlar.
(3.112) esitliginin dogrulugunu kanitlamak icin ise, ileri ybénde

ongbri hatasi fj(n), giris elemanlarinin katlama toplami olarak
i %
£i(mn) =k§0ai,k.u(n—k) (3.115)
bigiminde yazilir. Bu esitlik kullamilarak

* 3 %
E[£n(n).£3(n)] = E[fn(n) Eyas, k-u(n-k) (3.116)
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i *
= E{fy(n).u" ()] + Ega1,k-Elfn(n).uln-k)]

yazilabilir. Bu egitlikte aj, =1 6zelligi kullanilmistir. (3.108) esit-
liginde gbsterilen Ozellik-1 ve (3.114) esitligindeki O0zellik-2, (3.116)
esitliginde kullamilarak
E[fm(n).fi(n)] =Pp, m21
yazilir. Bu da (3.112) esitliginin dogrulugunu kanitlar.
Ozellik-4: Ileri ve geri ybnde 6ngérii hatalari ile bunlarin zéman
dtelemeli halleri birbirlerine diktir. ileri ydnde ongdréi hatalari icin
E{fm(n).f:(n—l)] = E[fm(n+l).f;(n)] z20,1<51¢<mi - (3.117)
m> i
geri yénde &ngdrii hatalari igin
E[bm(n).b:(n—l)] = E[bm(n+l).b:(n)] =0, 0s1smi-1 (3.118)
‘ m>i
yazilabilir.

Ozellik-5: 1ileri ve geri ybnde O6ngbrii hatalarinin zaman Otelemeli

halleri
P Pm, m=i
E[fp(n+m).f;(n+i)] = {3.119)
0, m#i
*
E{by(n+m).bj(n+i)] = Py , m2i (3.120)
biciminde birbirlerine diktir.
Ozellik-6: 1leri ve geri ybnde 6ngori hatalar:
*
* ri.Pm ? m>i
E[fp(n).bj(n)] = {3.121)
0 , WM<

biciminde bir capraz iligki 6zellidine sahiptir. Bu 5zelligi kanitlamak

igin (3.113) egitligi kullanilarak
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* i % *
E[fm(n).bi(n)] E[fm(n)kgoai,i_k.u(n-k)]

(3.122)
* % i =% * '
aj,i.E[fp(n).u (n)] +.E,aj i-k-Elfg(n).u{n-k}]

esitligi yazilabilir. (3.122) esitliginin ikinci satirimain ikinci terimi
{3.108) esitligindeki Ozellik-1 uyarinca sifira egittir. Ilk terimi icin

de, (3.112) esitligindeki Ozellik-2 ve ai'i=ri dzellikleri kullamilarak

m2i igin
* *
E[fg(n).bij(n)] = I'y.Pq
yazilir., m<i igin ise
*
E[{fn(n).bj(n)] = 0

olur. Bu da (zellik~6'nin do§rulugunu kanitlar.

3.11. GERI YONDE ONGORD HATA DiZiSININ ORETILMESININ GRAM-SCHMIDT
YONTEMI iLE GOSTERILMESi

Geri ybnde oOngdrii hata dizisi {bp(n)}, m bloktan olusan, arka
arkaya baglanmis bir yapida, giris Ornekleri wu(n),u(n-1),...,u(n-m)'e
Gram-Schmidt ybéntemi uygulanarak elde edilebilir.

Gram-Schmidt ybntemi;

"(m+1) adet bagimsiz rastlanti degiskeni ug,uj,...,uy yardimiyla bu
dedigkenlerin bir do§rusal birlesimi olan (m+l) adet rastlant: degis-
keni, wvg,v1,...,Vp'in olusturdugu birbirine dik bir sistem kurmak
miimkiindiir" seklinde tanimlanmaktadir.

u(n) girigi, M bloktan olugan bir kafes siizgecinin girisine
uygulanarak geri ybnde Ongtrii hatalar: bg{(n),bj(n),...,by(n) elde
edilebilir. Bu uygulamada, geri yb6nde ¢éngdrii hatalaranin birbirine dik
olma 6zelliginden yaralanilir.

Tap girig wvektérid u(n)'i geri ybtnde O&6ngdri hata wvektdri b(n)'e
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gevirmek igin, ana diagonali "1" ve bu diagonalin altindaki elemanlar
geri ybnde otngdri hata slizgecinin tap afirliklarindan olusan bir L

matrisi ile

b(n) = L.u(n) (3.123)
biciminde g¢arpilir. Bu egitlikte b{(n)

b(n) = [bp(n),bi(n),...,by(n)1" (3.124)
u(n},

u(n) = [u(n),u(n-1),...,u(n-M)]" (3.125)

ve L matrisi

10 0
aj,1 1 . 0
L= . ) L (3.126)

aM,M aM,M-1 - - - 1

biciminde agik sekilleri ile gbsterilebilir.
L matrisinin determinanti bire esittir. Bundan dolay:r L matrisi

tekil olmayan bir matristir.

3.12. KAFES YAPISI KULLANILARAK TERS SUZGECLEME iSLEMi
Sekil 3.6(a)'daki gok bloklu bir kafes 6ngbriciisii, bir ¢b6zimleyici

olarak gérilebilir. Bu ¢ok bloklu kafes Ongbriiciisi Sekil 3.7'de

.

vin) uln)

¥.Blok
Sekil 3.7 : Ters kafes siizgeci
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gbsterildigi gekilde, bzyinelemeli(AR) siireclerde kullanilmak iizere ters
bigime getirilir. Bu yeni yapi ters siizge¢ ya da birlegtirici olarak
kullanilir. Sekil 3.7'deki yapinin girigsine bir beyaz giirtiltli isareti
uygulandiginda, verilen yansima katsayilari {I'p} yvardimiyla gergcek u(n)

isareti elde edilir.

3.13. BIRLESIK SUREC KESTiRiMi

Bu bO6limde, karesel beklendik defer anlaminda birlegik sﬁreg
kestirim problemlerinin en uygun ¢Ozimlerini elde etmek igin kafes
ongbriiclilerinden nasil yararlanildig: gisterilecektir. Ozellikle {u(n)}'
in iglenmesiyle elde edilen istenen yanit {d(n)}'in 6ngbriisiiniin en kiigiik
karesel beklendik deferli kestirimi kullanilacaktir. {d{(n)} wve {u{(n)}
birlesik duraan kabul edilir. Birlegik siire¢ Ongériiciisiinin yapisi Sekil
3.8'de gbsterilmektedir. Bu Ongbriicli, iki tane kestirimi birlikte ger-
ceklestirir. Bu kestirimlerden ilki, yamsima katsayilariyla girigsin o&n-
gérilerini saglayan birbirinden bagimsiz M blokun arka arkaya baglanmasa
sonucu olusur. ikincisi de, geri domiis siizgecinin istenen yanit d(n)'in
bir kestirimini elde etmek ig¢in, giris olarak geri ybnde Ongbérii
hatalari bg(n}, bj(n),..., by(n) ve tap adirliklari clarak Kg,Ki,...,Km
katsayilarin: kullanmasi ile sadlanir. kullanilir. Sonuctaki kestirim bu

iki kiimenin i¢ ¢arpimlarinin toplami
- M
d{n/Uq) =i§0Ki-bi(n) {3.127)

biciminde gbsterilir.
Bu egitlikteki K vekt®ri, kestirim sfizgecipin (M+1)*1 boyutlu geri donis
katsayilarinin olusturdugu

K = [Kp,Kq,... Kyl (3.128)

biciminde bir wvektdrdir. Geri yotnde doniis hatalarinin (M+1)%(M+1)
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boyutlu iligki matrisi D

D = E[b(n).b%(n)] (3.129)

diag(Pg,P1,.-.,PM)
ile gbsterilir. Geri ybnde doéniis hatalar:1 ile istenen yanit d{(n)
arasindaki capraz iliski vektori s de

s = E[b(n).d (n)] (3.130)
biciminde gdsterilir. Bu buluman esitlikler, normal denkleme uygulanirsa

D.K, = 5 (3.131)
elde edilir. K, ile gbsterilen optimum tap adirlik vektdrd (3.131) esgit-
1iginin sad tarafinda yalniz birakilirsa egitlik

K, = D 1.8 (3.132)
bigimini alir. Ky, geri dbniis vektOriinlin, optimum Wiener c¢Ozimi, wy ile
olan arasindaki iligkiyi bulabilmek i¢in (3.129) egitliginde (3.123)

esitlidi yerine konursa

E[b(n).b%(n)] = E[L.u(n).ub(n)].LE
= L.E[u(n).ub(n)].LE (3.133)
D= L.R.LH

elde edilir. D matrisinin tersi

p? = L.rlad (3.134)
oldugundan bu egitlik, (3.131) esitliginde yerine konursa

K, = LR L.1E.s (3.135)
bulunur. (3.123) egitligi ile verilen ifade, (3.130) esitliginde vyerine

konursa

tn
"

L.E[u(n).d" (n)] (3.136)
: Llp
elde edilir. (3.135) egitliginde, s vektdrii yerine (3.136)'daki esdegeri

konursa
L Lp

LR Llp (3.137)

Ko
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= L.WO
bigiminde bulunur. Bu egitlik K, vektdriiyle, wy, vektorleri arasindaki

iligkivi acik sekilde gbsterir.

3.14. BLOK KESTIRIMi

Bu bolimde, dogrusal dngbriicii veya onun dogal bir uzantisi olan
6ngdrii hata siizgecinin vapim i¢in iki temel yapi incelenecektir. Bu iki
yapi, doJrusal siizge¢ ve kafes siizgegleridir. Dogrusal silizge¢ tap a&lr-
laiklari, kafes siizge¢ ise yansima katsayilarindan meydana gelir. Her iki
yapi da siizge¢ katsayilarinin sayisi, Ongbrii derecesi ile belirlenir.
Dogrusal siizgecin tap adirliklar:i ile kafes Ongbriicisiiniin yansima
katsayilar: arasindaki baglanti Levinson-Durbin algoritmasiyla salanar.

Segilen yap: ne olursa olsun, siizge¢ katsayilarinin kestirimi igin
kullanilan iki ybntem wvardar:

1. Blok kestirimi

2. Uyarlamali kestirim.

1.Blok
foln) ) filml fa_yim) fy in)
O/ o
3
uln)
il |
.
b°(73 = L by () s bM_}‘fjrr - by (n)
o/ ”
A
@
din i)

»{ T P T -

Sekil 3.8 : Birlesik siire¢ icin kafes tabanli yapi
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Blok kestirimde eldeki bilgi, herbirinin uzunludu N olacak sekilde
pargcalanilir. Blok uzunlugu N, genellikle uzunlugu N'den biyik olan bir
giris siireci duragan kabul edilebilece§i kadar kiigiik olacak sekilde se-
¢ilir. Bu kosul altinda siizge¢ katsayilari blok-blok hesaplanir.

Blok kestirim algoritmalar: su sekilde siniflandirilabilir:

1. Dolayli yoOntemler: Her bir bilgi blofgu icin girisin o6ziligki
fonksiyonun kestirimleri hesaplanir. Levinson-Durbin algoritmasi, ilgi-
lenilen uygulamaya bagl: olarak, dogrusal Ongdrici icin ilgili tap aélr-
liklarini veya kafes Ongériiclisii i¢cin yansima katsayilarini hesaplamak
igin kullanaliair.

2. Dolaysiz ybntemler: Her bir siire¢ blogu icin kafes Ongériiclistiniin
farkl: bloklarinin yansima katsayilarinain kestirimileri, dolaysiz olarak
giris bilgisinden hesaplanir. Yansima katsayilari, genis anlamda duragan
siiregler ig¢in kafes Ongbriiciisiisiintin bloklarinin birbirinden badimsiz ol-
ma 6zelligine uygun olarak hesaplanir.

tlgilenilen uygulamada yansima katsayilarinin bulunmasi gerekiyorsa
dolaysiz yontemler dolayli ydntemlere gore daha etkilidir. Fakat dider
taraftan eger dogrusal slizgecin tap agdirliklariyla sistem &zyinelemeli
model olarak tanimlanmissa, dolayl:i ybntemlerin kullanilmasi daha
uygundur. Bu kisimda dolaysiz blok kestirim yOntemi olarak sinif-
landarilan Burg algoritmasi clarak bilinen ve gok kullanilan bir algo-
ritma incelenecektir.

Sekil 3.6(b)'de gbtsterilen M bloktan olusan kafes o6ng8riiciisiiniin
girisinin genis anlamda duradan oldudu durumda, her bir blok tarafindan
iiretilen geri y6nde Ongbrii hatalarinin birbirlerine dik olmasindan do-
lay:r yapinin her bir blogu i¢in, yapilan incelemelerden faydalanilarak
¢ok bloklu kafes ongériiciileri ig¢in bir genellestirme yapilabilmektedir.

Bu durumda, yap: geligtikce bu gelismeden oOnceki yapi etkilenmedigi
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igin, blok sayis: istenildigi kadar arttirilabilir.

Sekil 3.6(b)'de gbsterilen m bloklu kafes 6ngbriiciisii icin matrisel
yapidaki (3.105) esitligi ile verilen girig-cikig iligkileri, parcga-
lanmis yapida, ileri &6ngdrii hatasi igin

fm(n) = fp-1(n) + r:t-bm—l(n'l) (3.138)
ve geri o6ngbri hatasi igin ise
bp(n) = bg-1(n-1) + T'y.fp-1(n) (3.139)
biciminde yeniden yazilabilir. Bu bloklarin en uygun sekilde tasar-
lanmas: ig¢in bir gok 8l¢i kullanilabilir. Ozellikle ileri ve geri ybnde
6ngbrii hatalarinin karesel beklendik dederlerinin toplamini en Kkiicik ya-
pacak sekilde yansima katsayisi [y segilir. m bloklu kafes Ongbrii-
ciisiinin ¢ikisindaki bu toplam
Jn = E[|£g(n)|?] + E[|bn(n)|?] (3.140)
ile daha Onceden gOsterilmigti. (3.140) egitliGinin sa§ tarafindaki
terimlerin yerine (3.138) ve (3.139) esitliklerindeki de§erleri konulup
diizenlendiginde
In = (E[|fp-1(0){%] + E{Ibm-l(n'l)] 13.(1 + |Ipf?)
+ 2. Fm-E[fm-1(n) bm—l(n'lll {3.141)
+ 2. Pm.E[bm- (n-1). fm- (n)]
bulunur. Yansima katsayisi, 'y karmasik degerli olarak
= ag + j.Bp {3.142)
seklinde yazilarak Jy fonksiyonunun karmagik dederli gradyan: bulunup
sifira egitlenirse

An T - g
o1 e Om (3.143)

= Z.Fm.{E[[fm_l(n){z] + E[ybm-1(n-1){2]}

%
+ 4.E[bp-1(n-1).fp-1(n)]
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yansima katsayisinin optimum degeri

%
2.E[bp-1(n-1).£fp-1(n)]
Tmo = - , m=1,2,...,M (3.144)

r0 Z 2
E[{fp~1(n)|" + |bp-3(n-1}|"]

bigiminde bulunur. (3.144) egitligi yansima katsayilar: igin Burg

formiild olarak bilinir. Bu formil iki Onemli 6zelligi gergeklestirir:
1. Yansima katsayilari Iy o
Irm,ol <1, tim m'ler igin (3.145)
kogulunu saglar. ‘
2. m. blogun ¢ikisindaki ileri ydnde o¢ngbrii hatasinin karesel or-
talama degeri
E[|£a(n)[*] = (1 = |Tn,0]?)-El|fp-1(0)]?] (3.146)
ve geri yonde ¢ngérii hatasinin karesel ortalama dederi
E[bg(n) |*] = (1 - |Tm,o0]®).El |bp-1(n-1)|?] (3.147)
egitligi ile gﬁsteridiﬁi gibi bu blogun girigleriyle ilgilidir.
(3.144) egitliginde tanimlanan Burg formiilii genel bir ortalama ice-
rir. {u(n)} giriginin ergodik olduu kabul edilerek ortalamalar icin

zaman ortalamalari yerine konulursa m.blogun yansima katsayilarinin,

Burg kestirimi

N *
_ 2 ﬁ=§+1bm_1(n'1}.fm..1(n)
Ty = - ,m=1,2,...8 (3.148)

3 [|£ (n)}2 + |bp-1(n-1) 2]
n=i+1t M1 -1 ’

bigiminde elde edilir.

m. yansima katsayisi icin ;m kestirimi N uzunlvguna gbre dedigir. N
uzunludu, giriltiniin cikigtaki etkilerini hesaplamada yok etmek icin
yeterince biyiik, girigin istatistiksel bakimdan duradanlidini sadlaya-

cak sekilde yeterince kiiclik segilmelidir.
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4. EN DIK iNiS YONTEMI(METHOD OF STEEPEST DESCENT)

Bu blimde, gradyan tabanl: uygulamalar i¢in eski bir teknik olan
ve en dik inig ydéntemi olarak bilinen yéntemin incelenmesi yapilacaktar.
Bu ybntem, uygulamada gelistirilen gradyan tabanli uyarlama ydntemleri-
nin daha kolay anlasilmasi igin temel olma 6zelligi tasir. En dik inig
yontemi, bir yineleme islemi olup, tap agirlik vektdri ic¢in baza keyfi
baslangis deferlerinden baglayarak yineleme isleminin ilerlemesi ile dii-
zenlenir. Tap agirlik vektOrili igin hesaplanilan son de§er, Wiener gézﬁ—
miine yakinsar. Yontemin en fSnemli 6zelligi, ortalama hata bagarim yiize-
yinin en kiiglik noktasinin, yizeyin kendisi bilinmeden bulunabildidi
bir, ¢ok deJigkenli kapali gevrim kontrol sistemi olmasidir. Bu yiizden
ilerki bblimlerde incelenecek En Kiigiik Karesel Ortalama Algoritmasi
(least-mean square(LMS) algrithm) icin yineleme vyazilimlarinda bu
yontemin incelenmis olmasi tnemli kolayliklar sadlayacaktir.

§imdi, tap girisleri u(m),u(n-1),...,u{n-M+1) ve tap afirliklara
wo(n),wi(n),...,wy-1(n) olan bir siizge¢ ele alinsin. Bu tap girigleri,
genis anlamda duragan, sifir ortalamali kabul edilmektedir ve giriglerin
iligki matrisi R ile gOsterilir. istenen yanit d{(n)'nin eklenmesi ile
olugan siizge¢ Sekil 4.1'de gbsterilmistir.

Kestirimin, é(nlun) istenen yanitin gergek degeri d(n) ile karsi-
lastirilmas: sonucu

d(n) - d(n/Uy)

L]

e(n)

d(n) - wi(n).u(n) (4.1)
bigiminde bir kestirim hatas:i olusur. Buradaki wH(n).u(n) terimi w(n)
vektorinin elemanlari ile u(n) vektdriinin elemanlar:i arasindaki bir ig
garpimi gbstermektedir.

Eger tap girigs vektdrilt u(n) ile istemen yanit d(n) birlesik

duragan slirecler ise, karesel ortalama hata fonksiyonu J(n), daha once
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(2.52) esitliginde vyazildidi gibi tap agirlik vektbriiniin ikinci
dereceden bir fonksiyonu olarak
J(n) = ag - wH(n).p - pH.w(n) + wH(n).R.u(n) (4.2)

biciminde yazilabilir. Tap agirlik dederleri, n aniyla degistiginden
karesel ortalama hata J(n)'de dodal olarak de§isir. Karesel ortalama
hatanin dedigsmesi kestirim hatas: de§igkeni {e(n)}'nin duragan olmamasi
anlamina gelir. Ortalama karesel hatanin tap agirlik vektériinin
elemanlarina gbére de§isimini, bir noktada en kiiciik degere sahip ikinci
derecéden bir fonksiyonun egrisi olarak gOsterebiliriz. Bu egriyi
uyarlamali  siizgecin hata basarim yizeyi olarak- kabul _edeceﬁiz.
Uyarlamali iglemede, bu yiizeyin en alttaki ya da diJer bir deyisle en
kiicik noktasindaki tap agirlik deerleri, Wiener-Hopf denklemleri ile
tanimalanan optimum wy deferleridir. Bunu

R.wy = p (4.3)
esitligi gosterebiliriz. En kiicik karesel ortalama hata da

Imin = cg -pH.wo (4.4)

bigciminde gerceklesir.

uln) uln - 1)

uln—M+2) uln—-M+1)
! 2-! > Z-"w———-’- . ’

— 2"}

Sekil 4.1 : Uyarlamali siizgecin yapisi
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4.1. EN DIK INi§ ALGORITMASI

Bir uyarlamali slizgecin yerine getirmesi gereken sey, =normal
denklemi saglayan tap adirlik vektériine sahip dederleri bulmaktir. Yani
optimum deferler ile caligmasidir.

En eski uyarlamali ydntemlerinden biri olan en dik inig yontemi ile
Jpin'i bulmak igin su yollar izlenir:

1. Agarlik vektori igin keyfi sec¢ilen bir baslangi¢ deferi, w(0)
ile baglanir. Bu deger, hata basarim yiizeyinin en kiicilk noktasinda yer
alabilecek sekilde bir basglangic¢c tahminidir. Genelde w{0), sifir vektdri
olarak alainir.

2. Bu baslangi¢ tahmini kullanilarak n amindaki tap agirlik
vektdrii, w(n)'nin gercel ve karmagik kisimlarina bagli olarak hesap-
lanan, karesel ortalama hata, J(n)'nin defisimi olarak tanimlanan grad-
van vektdrin gercel ve karmasik kisimlari hesaplanir.

3. Bu hesaplanan gradyan vektoriine ters ybnde, baglangi¢ ya da ge-
cerli olan tap afirlik vektdrinde bir degigiklik yaparak vyeni bir
hesaplama yapilir.

4. Tekrar ikinci adima déniiliir ve iglem yinelenir.

Gradyan vektdri V(J(n)) ve tap agirlik vektOri w(n), n anindaki
degerlerdir. En dik inig yontemine badli olarak (n+l) anindaki tap agar-
11k vektdriiniin gﬁncelles:irilen degeri

1
w(n+l) = w(n) + Y B[-V(J{n))] (4.5)
ile hesaplanir. Burada p, pozitif ve gergel bir sayidir. 1/2 katsayisi
sadece yakinsama igin kullan:ilmistir. Daha onceki bélimlerde V(J(mn))
V{J(n)) = -2.p + 2.R.w(n) (4.6)
olarak bulunmustu. En dik inis algoritmasinin uygulamalarinda (4.6)

esitligindeki iliski matrisi R ve capraz iligki wvektdérii p biliniyor



61

Sekil 4.2 : En dik inis algoritmasinin isaret akis diyagram

olarak kabul edilir ve tap agirlik vektdriiniin verilen bir dederi icin
gradyan vektdr hesaplanabilir. (4.6) egitligi, (4.5) esitliginde yerine
konursa

w{n+l) = w(n) + pu{p -~ R.w(n)} , n =0,1,... (4.7)
biciminde w(n+l) ic¢in daha sade bir egitlik elde edilebilir. u degig-
keninin kontrolii ile tap agirlik vektdriniin artan dogrulukta hesaplan-
di1g1 gOriliir. Bu yiizden p, adim uzunludu ya da adirlik verme sabiti ola-
rak isimlendirilir. Baska bir ilging nokta da, (4.7) esitligi ile
verilen algoritma bir geri besleme modeli olarak gbériilebilir. Bu durum

Sekil 4.2'de isaret akis diyagram: ile gbsterilmistir.

4.2. EN DIK iNIS ALGORITMASININ KARARLILIGI

En dik inigs algoritmasinin Sekil 4.2'den de gbriilebilece§i gibi
geri beslemeler igerdigi goriilir. Bu geri beslemelerden dolay:r algo-
ritmanin kararsiz olma olasilig: vardir. Algoritmanin kararlilik basa-
riminin, adim uzunlugu p ve tap giris vektdrinin iligki matrisi R ile
incelendigini  $ekil 4.2'den gbrebiliriz. Bu iki etken transfer
fonksiyonunun geri besleme cevrimini tamamen kontrol altinda tutar.

Kararlilik kosulunu incelemek i¢in, algoritmanin doal modlarina

bakilir. Ozellikle tap agirlik vektdriiniin doniismiis halini tanimlamak
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igin iliski matrisi, R'nin dzde§erleri ve Ozvektbrleri ile gdsterimi
kullanilir. iIncelemeye agirlik hata vektériinlin n anindaki degeri

c(n) = w(n) - wo(n) (4.8)
ile baslanilir. (4.3) esitligindeki capraz iligki wvektérii, p'nin esde-
geri, (4.7) esitliginde yerine konarak bu egitlikteki p yok edilirse
agirlik hata vektéri c(n) igin

c(n+l) = (I - p.R).c{n) (4.9)
biciminde yeni bir egitlik elde edilir. Burada I, birim matristir. (4.9)
esitligi, geri besleme modeliyle Sekil 4.3'te gdsterilmektedir. Bu sgekil
algoritmaninin kararlilidinin aslinda p ve R ile kontrol edildigini
gOsterir. |

1ligki matrisi R'nin 6zdeferler ve zvektSrler cinsinden egdederi,

(4.9) esitliginde yerine konursa

c(n+1) = (I - p.0.AQ%).c(n) (4.10)
bulunur. Egitligin her iki yam: Q' ile carpilip, @'=0"! &zelligi
kullanilirsa

o.cn+1) = (I - p.A) .0 .c(n) (4.11)
elde edilir. Simdi,

v(n) = QH.c(n)

(4.12)
= g%, (w(n) - Wo)

cln+1) e(n)

Sekil 4.3 : En dik inig algoritmasinin agirlik hata vektbriine gdre

¢izilmis igaret akis diyagrami
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biciminde yeni bir koordinat sistemi tanimlamnsin. (4.11) esitligi, bu

yeni koordinat sistemi kullanilarak yeniden yazilarsa

v(n+l) = (I - p.A).v(n) {4.13)
bigimini alir. v(n)'nin basglangi¢ dederi

v(0) = Q7. [w(0) -wg] (4.14)
bigiminde tanimlanir. w(0), sifira egit vektdr oldugundan, v(0)

v(0) = -0f.ug (4.15)

degerini alair. En dik inig algoritmasinin k. dogal modu icin

vg(n+l) = (1 - p.Ag).vk(n) , k=1,2,...,M (4.16)
ya2111r.‘lk, iligki matrisinin k. 6zdeferidir. Bu egitlik, Sekil 4.4'te
sayisal dederli geri besleme modeliyle gésterilmigtir. Bu sekildeki z"l,
birim geciktirme operatdriidiir. Bu modelin vyapisinin Sekil 4.2'deki
haline gbre ¢ok daha basit oldugu agikg¢a gdriilmektedir.

(4.16) esitligi birinci dereceden diferansiyel denklemin bir homo-
jenidir. vg(n)'nin wvi(0) ile gbsterilen bir baslangig¢ deJerine sahip
oldugu farzedilerek ¢6ziim icin

vg(n) = (1 - pAg) ovie(0) , k=1,2,...,M (4.17)
elde edilir,

Iligki matrisi R'nin biitin dzdeferleri pozitif ve gercel oldugu
igin, cevap vi(n) bozulmaya ugramayacaktir. Sekil 4.4'te gosterilen
(4.17) esitligi ile iiretilen sayilar, (1-p)g)'ya egit geometrik orana

sahip geometrik bir seridir. Algoritmanin yakinsamasi vya da kararl:

1= ud,

P
vln+1) PAT)]

Sekil 4.4 : En dik inis algoritmasinin k. dogal moddaki isaret akasg

diyvagram:
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kalmas:i igin bu geometrik oranin tim k dederleri igin birden kiiciik
olmasi gerekir. Bu kogul

-1 <1 -p.Ag <1, tim k'lar igin
big¢iminde gbsterilebilir.

Yineleme igleminde, n sonsuza yaklasirken algoritmanin tim dogal
modlar:i baslangi¢ kosullarina bagl: olmaksazin soéner. Tap agarlik
vektbrii w(n), n sonsuza yaklasirken optimum ¢dziime yani wgy'a yaklas-
ti§in: soylemek yanlis olmaz.

fligki matrisi R'mnin 6zdegerlerinin timii gergel ve pozitif oldudu
igin, algoritmanin kararlilig§i ya da yakinsamasi ig¢in adim uzunlugunun

2

0 <p<— (4.18)
max

kosulunu yerine yetirmesi gerekir. xmmx: en biiyilk 6zdeGerdir.
Sekil 4.5'te bir yinelemenin olabilmesi igin gerekli birim zamanda
geometrik serinin listsel zarfi ty ile gbsterilen bir zaman sabiti olarak

kabul edilebilir. Segilen zaman sabiti vty

1 - phg = exp(-1/t)

-1
Tk & ———— {(4.19)
In(1-nAg)
v,(0) m
\
\
\
v (n)
N\
AN
]\\
T=v—o
0 3 2 3 4 5

Zaman,n
Sekil 4.5 : (1-pAg)'nin birden kiicik olma kosulu altinda en dik

inis algoritmasinda k. dogal modun defisimi
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olarak gésterilebilir. Zaman sabiti tg, k. dodal mod vi(n) igcin baglan-
gi¢ degeri vk(0)'in genligdinin 1/e kadar azaldigi ana kadar gegen siire
olarak tanimlanir. Yavag uyarlamalar i¢in adim uzunludunun g¢ok ¢ok kiigiik
olmasi durumunda zaman sabiti ty
1

Tg = — , B <1 {4.20)

nAx

olarak kabul edilebilir.
Simdi tap agirlik vektérinin gegici davranisina inceleyebili}iz.
Ozellikle (4.12) esitliginin her iki yami Q ile c¢arpilir ve Q.QH=I

62zelligi kullanilirsa w(n) icin istenen sonug

w(n} = wy + Q.v{n) - -
vi(n)
vz(n)
= Wg + [q1,92,.-.,9u] . (4.21)
vnfn)

H

M
Wo +pZ,9k-Vk(n)
bigiminde elde edilir. (4.17) esitligi (4.21) esitliGinde yerine konursa

i. tap agirlanin geg¢ici davranig:
N n .
wi(n) = woj +k§1qki'vk(°)-(1 - pAg) , i=1,2,...,M (4.22)

bigiminde bulunabilir. Bu esitlik, her bir tap agirli@inin algoritmada
(1-p7hk)n degerindeki bir agirlikli istsel toplamla yakinsadigini
gbsterir.

Toplam zaman sabiti ty, (4.22) egitligindeki toplam terimi igin
baslangi¢ dederinin 1l/e katina diistiidii ana kadar gegen siire olarak
tanimlanir. (4.22) esitliginde ty'nin en kiiclik ve en biyilik degerler
almasi ile toplam zaman sabiti de deder deigtirir. Buna gbre tz'min

dedistigi sinirlar
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~1 -1
S Ty £
ln(l - u-xmax) ln(l - no)\min)

bigciminde belirlenir.

(4.23)

4.3. KARESEL ORTALAMAR HATANIN GECICI DAVRANISI
En dik inig yonteminin uygulamasina i1sik tutmak igin ortalams
karesel hatanin gegici davranigi incelenebilir. Herhangi bir n aninda

karesel ortalama hatanin dederi J(n)
M 2
J(n) = Jpin +k§1Xk.|vk(n){ (4.24)

olarak verilir. k. dogal modun gecici davranigi, vg(n) (4.17) esitligi

ile tanimlanmigti. Buna gbre (4.24) egitligini yeniden
M
3(m) = dmin HEMe (1 - BA) R jvg(0) |2 (4.25)

olarak yazilabilir. Adim wuzunlugu p, (4.18) esitliginde belirtilen
sinirlar icinde se¢ildigi takdirde algoritmanin baglangi¢ kogullarina
bagli olmaksizin

nlig@J(n) = Jmin (4.26)
dederine vyakinsadid: goriilliir. Karesel ortalama hatanin, yineleme
sayisinin dedisimine gbre ¢izilen egri, 6§renen bir edri olarak adlan-
dirailir. Baglangi¢ deferi J(0)'dan son deder Jpip'e giderken, k. dogal
mod igin istsel azalma bir sabite egittir

-1

Tk,mse * (4.27)
2.1n(1 - p.Ag)

Cok kiiclik p dederi icin bu zaman sabiti yaklasik olarak
1

Tk,mse = (4.28)

2.0.Ag

kabul edilebilir.
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5. EN KOCORK KARESEL ORTALAMA ALGORITMASI

Bu bbfliimde, uygulamada genis bir sekilde kullanmilan ve en kigiik
karesel ortalama(least-mean square(LMS)) algoritmasi olarak bilinen ydn-
tem incelenecektir. En kiiciik karesel ortalama(LMS) algoritmasi, gradyan
tabanli algoritmalarin 6nemli bir {iyesidir. Algoritmanin en O&nemli
6zelligi iliski <fonksiyonunun bulunmasina ya da iligki fonksiyonunun
tersinin bulunmasina gerek duymamasidir. Bu 0Ozelliginden dolay: LMS
algoritmas:r diger uyarlamalia slizgecleme algoritmalarina gdre ¢ok éaha
bagittir.

Bu bblim igerisinde, algoritmanin, durajan ortamlarda uygulanisi,
genel vyapisi, kararliligi, tap adirlik vektdriinin davranigi, karesel
ortalama hatanin davranigi ve duragan olmayan . ortamlara uygulanmasi
incelenecektir. Bu b&lim, gelecek bdliimde, dogrusal bir kanal igin
yapilacak bilgisayar benzetiminin incelenmesine bir hazirlik niteligi

tasimaktadar.

5.1, EN KOCOK KARESEL ORTALAMA ALGORITMASININ UYGULAMASI VE
YAPISININ GENEL GORONOSO

LMS algoritmasi aslinda, geri beslemeli bir kontrol sistemidir.
Temel olarak iki temel islemin gergeklesmesi gerekir. Bunlar uyarlama ve
siizgegleme iglemleridir. Uyarlama islemi, tap agairliklarinin kendili-
ginden ayarlanmasidir. Siizgecleme islemi, tap girisleri ile uyarlama isg-
lemi sonucunda elde edilen tap agirliklaranin i¢ c¢arpimi ve istenen
yanitin gergek degeri ile bu degerin kestiriminin karsilastirilmas:
sonucu bir kestirim hatasinin firetilmesi bigiminde tanimlanmaktadir. Bu
kestirim hatasi, uyarlama igleminde geri besleme cevrim elemani olarak
kullanilair.

LMS algoritmasinin yapisi, $ekil 5.1(a)'daki blok diyagramda iki
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temel parca bigiminde gosterilmistir. Birincisi, siizgegleme igleminin
gerceklenmesi gdrevini yerine getiren ve LMS algoritmasinin
gerceklestigi siizgegtir. 1Ikincisi Sekil 5.1(a)'da uyarlamali agarlik
kontrol mekanizmasi: adiyla gbsterilen ve siizgecin tap agirliklarini
uyarlama iginde kullanilan mekanizmadair.

Siizge¢ elemanlari, ayrintili olarak Sekil 5.1(b)'de gbsterilmistir.
LMS algoritmasi kullanilarak hesaplanilan tap adirlik vektdrii w(n)'min
elemanlari, genis anlamda durajan ortamlar igin yinelemede n sonsuza
yaklasirken Wiener ¢Ozimii olan wy'a yaklagar.

Slizgecleme iglemi sirasinda, istenen yanit d(n) ile tap girisg
vektéri u({n) birlikte islemin gergeklegmesini saglarlar. Vérilen bu
girigsle slzgecin c¢ikiginda istenen yanitin bir kestirimi olan a(n|un)
tiretilir. istenen yanit ile kestirim arasindaki fark bir kestirim hatasi
e(n)'i meydana getirir. Elde edilen bu kestirim hatasi ve tap giris
vektdri wu(n) tap agirliklarinin kontrollinde kullanilan mekanizmada
kullanilir.

Durafan ortamlar igin, en dik inig yéntemiyle hesaplanan tap
adarlik vektdri w(n), hata basarim ylzeyinin altinda hesaplanan ybriinge
boyunca hareket ettirilerek Wiener ¢dziimi olan wy'da sonlandiralair. LMS
algoritmasi, Wiener c¢dziimiinde islemi sonlandirmaktan ziyade hata basarim
yiizeyinin en kigilik noktasi civarinda rasgele bir hareket wyiiriitiirken tap
agirlik wvektdrd ;(n) hesaplanir. Bu rastgele hareket, LMS algoritmasi
igin iki yakinsama halinde kendini gbsterir:

1. Ortalamada yakinsama:

E[w(n)] —»wWy , D —» @
bicimindedir.

2. Karesel ortalamads yakinsama:

J(n) —»Jdf{e} , n w0
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biciminde kendini gbsterir.

J(=), herzaman en kiiclik karesel ortalama hata, Jyjp'den Dbiyiiktiir.
Adim uzunlugu p, iliski matrisinin 6zdegerlerinin farkli dederler almas:
halinde dahi bu iki yakinsamay: saglamalidair.

J(») 1ile Jyip arasaindaki fark, artik karesel ortalama hata olarak
isimlendirilir ve Jgg(®)}/Jpin orani da uyumsuzluk olarak isimlendirilir.
Bu oran LMS algoritmasi ile hesaplanan c¢Oziimiin Wiener c¢bziimiinden ne

kadar uzak oldugunun bir 8lc¢iistdiir.

5.2. EN KOCDK KARESEL ORTALAMA ALGORITMASI INCELENMESI

Eer her yinelemede gradyan vektdrin tam olarak Slcilmesi miimkiin
olsaydir ve eger adim uzunludu p uygun segilebilseydi tap afirlik vek-
tOrii, en dik inis ybntemiyle optimum ¢dziime yakin olacak sekilde hesap-

lanabilirdi. Fakat gradyan vektdriiniin gercek dederipin Olgimi mimkin

V.

uln) Do@msal sﬁzge; _ é(n!‘ui)
#(n)
Uyarlamals afirlik eln)
kontrol mekanizeasi 4
din}
(a)
uin) ) -l u(n.—H . ”(".—2) o u(n-M+2L - u(n-M+1)
!i diniL,)
(b} e({n)
Sekil 5.1 (a) Uyarlamal: siizgecin blok diagrami din)

(b} Silizge¢ elemanlarinin ayrintili yapis:
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de§ildir. Bu yiizden, eldeki mevcut bilgilerden bir kestirimin yapilmasi
gereklidir. Diger bir deyigle tap agirlik vektodriinin, gelen bilgiler isi-
§inda, bir algoritmayla degistirilerek giincellestirilmesi gerekir. Bu
tir algoritmalardan birisi de LMS algoritmasidir. Bu algoritmanin iligki
matrisine veya bu matrisin tersinin bulunmasina gerek duymamas:
algoritmay1 basit hale getirir.

Kestirimin basitligi ig¢in, tap giris vektoriiniin ve istenen yanitin
drnek deJerlerini kullanarak R ve p igin bir anlik kestirimleri
kullanilir. Bu da

R(n) = u(n).v¥(n) (5.1)
ve

p = utn)-d*(n) {5.2)
bigiminde gbsterilir. Gradyan vektoriin bir anlik kestirimi de
V(3(@)) = - 2.u(n).d*(@) + 2.0(n).uR(n).w(n) (5.3)
biciminde olmaktadir. Bu tap adirlim kestirim vektdrii w(n) tap giris
vektdrii uv(n)'e bagli olarak defisir.

(5.3) esitlidi, en dik inis ydnteminde gradyan vektdr icin yazilmis
olan (4.5) esitliginde yerine konursa

w(n+l) = w(n) + u(n).[d*(m) - w(n).w(n)] (5.4)
bigimini alir. Bu egitlikte tap agirlik vektdriinde "~" igareti kullanil-
masinin nedeni en dik inig algoritmasiyla bu algoritmay: ayirdetmek
igindir. Sonug ii¢ temel iliski halinde yazilirsa

1. Siizge¢ cikig: igin

y(n) = wi(n).u(n) (5.5)

2. Restirim hatasi igin

e(n) = d(n} - y(n) (5.6)

3. Tap agirliklari igin uyarlama islemi igin

- -~

w(n+l) = w(n) + p.u(n).e (n) (5.7)
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elde edilir.

(5.5) ve (5.6) egitlikleri ile tanimlanan e(n)'nin hesaplanmasi,
tap agirlik vektdrinin o an gegerli kestirimine etki eder. (5.7) esit-
liginin sag yanindaki u.u(n),e*(n) terimi bunu kanitlar. Yineleme islemi
;(0) baslangi¢ dejeri ile baglar. Bu bagslangig¢ deGeri igin uygun secgim
safir vektbrﬁdﬁr(;(0)=0).

Sekil 5.2, LMS algoritmasinin geri besleme modelli bir isaret akis
diyagramidir. Bu model daha Once $ekil 4.3'te en dik inis ydntemi igin
¢izilmig model ile yakin benzerlik gbsterir. Sekil 5.2 incelendifinde
LMS algoritmasinin basitli§i kolayca gbriilir. Algoritma igin her yi-
nelemede, M tane tap sayisina sahip silizge¢ kullanildiginda, 2M tane kar-
magik yapida toplama ve 2M+1 tane karmasik vyapida carpma islemi
gereklidir.

Ilk bakigta IMS algoritmasai igin , R ve p'nin bir anlik
kestirimlerini kullandidindan dolayi, iyi basarim veremeyecedi sanila-
bilir. Buna radmen LMS algoritmasinin, uyarlamanin devam: esnasinda
kestirimlerin ortalamalarini alarak sonu¢ ¢ikaran doJal yapida bir

yineleme iglemi oldufunu unutmamak gerekir.

5.3. LMS ALGORITMASININ KARARLILIGININ iNCELENMESi

LMS algoritmasinin ¢ok dediskenli dofrusal olmayan geri besleme
sistemi oldudu, Sekil 5.2'deki isaret akig diyagramindan da gérilmektedir.

Algoritma, ¢ok degiskenli bir yapiya sahiptir. Ciinki tap adirlik
vektdri ;(n) genelde birden biiyiik bir M boyutuna sahiptir.

Dogrusal def§ildir. Ciinkdi giris vektdrine gére geri besleme cevrimi
ayarlanir. Tap adirlik vektdriiniin baslangi¢ degeri biliniyor olmasina
ragmen, LMS algoritmasinda tap agirlik vektériiniin sonraki degerleri

girigin rastgele olmasindan dolayi rastgele bir yayilimda bulunur.
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Sekil 5.2 : LMS algoritmasinin igaret akig diyagram:

Pogrusal olmama ve rastgelelik LMS algoritmasinin kararlili@inin
incelenmesini zor bir matematiksel yapiya domigtiriir. Adim uzunludu y,
geri besleme cevriminin bir parcasi oldujunda, bu incelemede Gnemli rol
oynar. Ozellikle LMS algoritmasinin kararli olmasi igin b8lim 5.1.'in
sonundaki iki yansimay: saglayacak gekilde segilmek zorundadir.

LMS algoritmasinin yakinsamasini matematiksel olarak inceleyebilmek
icin, yakinsama icin gerek ve yeter kosullarin belirtilmesi gerekir. Bu
kosullar dort tanedir ve temel kabuller olarak isimlendirilir:

1. Tap giris vektdrleri u(n),u(n-1),...,u(l), istatistiksel bagim-
s1z vektbrlerdir. Badimsizlik

Efu(n).u(k)] =0, k = 0,1,...,n-1 (5.8)
ile gisterilir.

2. n aninda, tap giris vektdri u(n), istenen yanitin 6nceki biitin
dederlerinden

E[u(n).d (k)]

"

0, k=0,1,...,n-1 (5.9)
bigiminde bagimsizdir.
3. n anindaki istenen yanit d(n}, ©o&nceki biitiin degerlerinden
istatistiksel badimsizdir. Bu bafimsizlik
E{fd(n).d (k)] = 0 , k = 0,1,...,n-1 (5.10)

ile gosterilir.
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4. Tap girig vektodrii u(n) ve istenen yanit d(n), n'nin biitin de-
gerleri icin Gauss dagilimli raslanti de§igkenleridir.

LMS algoritmasinin incelenmesine dayali bu temel kabuller, iligki-
sizlik kurami olarak isimlendirilir.

(5.4) esitliginden de gbriilecedi gibi n+l anindaki tap adarlik
vektérii ;(n+1), u(n+l) ve d(n+l1)'in her ikisinden de badimsizdir.

Gtze carpan bir baska nokta da, temel kabullerde O&rneklerin
iligkisizliginden ¢ok istatistiksel bagimsizlidinin vurgulanmasidir.
Ornekler Gauss dafilimli oldufundan bagdimsiz Srnekler iligkisiz Ornek-
lere egdegerdir.

Gelecek iki bolimde, tap agirlik vektoriiniin iki momentini g¢ikarmak
icin temel kabuller kullanilacaktir. Bu momentler ortalama defer ve
iligki matrisidir. Tap agirlik vektdriinin kendisinden ¢ok, afirlik hata
vektbriiyle c¢alismak onun bulummasi i¢in daha uygundur. LMS algorit-
masiyla, en dik inig yontemi arasinda bir karisiklifa olanak vermemek i-
¢in agirlik hata vektdri

g(n) = ;(n) - Wy (5.11)

bi¢iminde gdsterilmektedir.

5.4. ORTALAMA TAP AGIRLIK VEKTORUNOUN DAVRANISI

(5.4) esitlifinin her iki yanindan optimum tap adirlik vektdri wg'a
cikartip (5.11) esitliginde kullanilan tanimlama yvardimiyla, (5.4)
esitliginin sad tarafindaki ;(n) terimi yok edilirse, LMS algoritmas:
tap agirlik hata vektdri e€(n) kullanilarak

g(n+l) = [I - u.u(n).uH(n)}.e(n) + u.u[n).e:(n) (5.12)

bigiminde yeniden yazilabilir. eg(n) optimum Wiener ¢dziiminde elde
edilen kestirim hatasidir.

Temel kabuler uyarinca tap agirlik vektériniin girig vektériinden
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bagimsiz oldudunu gbrebiliriz. Dolay:isiyla adarlik hata vektéri de gi-
rig vektérinden bagimsizdir. (5.12) egitliginin her iki vyaninin bek-
lendik degerleri alimirsa

Ele(n+1)] = E[(I - p.u(n).u’(n)).e(n)] + n.E[u(n).en(n)] (5.13)
bulunur. €(n)'in u(n)'den bagimsizlig§: kullanilarak sag§ taraftaki ilk

terim igin

[}

E[(I - p.u(n).u(n)).g(m)] = (I - p.Efu(n).u¥(n)]).E[e(n)] 514

{I - p.R).E[e(n}]

yazilir. (5.13) egitliginin sa§ yanindaki ikinci terim ig¢in diklik ku-
rali
*

Efu(n).eq(n)] = 0 (5.15)
gecerlidir. (5.14) ve (5;15) esitlikleri yardimiyla (5.13) esitligi

E[e(n+l}] = (I -~ p.R).E[&(n)] (5.16)
bi¢iminde daha sade bir sekilde yazilabilir. (4.9) ve (5.16) esitlikleri
karsilastirildigainda, bu iki esitligin tam olarak ayni matematiksel
yapiya sahip olduklari g8rilér. Her iki algoritmada kullanilan c(n) ve
Efe(n)] ayni gbrevdedirler. Daha Omnceden c(n) igin yakinsama sart:
(4.18) esitliginde verilmisti. c(n) ve Efe(n}] ayni yapida olduklarindan
n sonsuza yaklagirken E[&(n)]'nin de sifira yakinsayacadi ve ayni kosulu
saflayacagis gbriliir. Bu kosul,

2
D << — (5.17)
. Mmax
bigimindedir.
LMS algoritmasi kullanilarak hesaplanan tap agirlik vektdriniin

ortalamasi, n sonsuza yaklagirken optimum Wiener cézimine yaklagir.

5.5. AGIRLIK HATASININ iLiSKi MATRISi
Agirlik hata vektdri £(n)'nin iligki matrisinin zaman degisimi igin

bir vyineleme denklemi geligtirelim. Bu iliski matrisinin n anindaki
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de§eri K{n)

K(n) = E[e(n).£5(n)] (5.18)
ile gBsterilmektedir. Yineleme denklemini elde etmek igin (5.18) esgit-
liginde €(n) yerine £(n+l1) konularak K{n+l) hesaplanir. Bunun igin ilk
6nce. (5.12) esitliginin her iki yaninin Hermitian tranzpozu alinirsa

a1y = elm). 11 - poun).olm)] + poeg(n).ufm) (5.19)
bulunur.

K(n+l) iligki matrisini bulabilmek igin a(n+1).eﬁ(n+1) garp1m1ﬁdan
elde edilecek terimlerin sirasiyla beklendik de§erleri alinir. Bu
hesaplama islemi, carpim sonunda olusacak dbrt genel terim ic¢in adim
adim gbsterilebilir:

1.Adim: Ilk terim

Ef(I - p.u(n).uH(n)).e(n).eH(n).(I - u.u(n).uH(n))] =

E[e(n).€8(n)] - p.E[u(n).u¥(n).c(n).e8(n)]

- w.E[e(n).e5(n).u(n).ub(n)]

+ uz.E[u(n).uH(n).s(n).aH(n).u(n).uH(n)]

K(n) - p.E[u(n).u(n).£(n).e5(n)] (5.20)
- n.E[e(n).c%(n).u(n).uf(n)]
+ pZ.E[u(n).uH(n).a(n}.aH(n).u(n).uH(n)]

K(n) - p.R.K(n} - p.K(n).R
+ pz.E{u(n).uH(n).a(n).eH(n).u(n).uH(n)]
biciminde bulunur. Bu egitlidin sad tarafindaki son terim, girigin Ornek
vektbrierinin dérdiincii dereceden bir momentini igerir. Bu yiiksek de-
receleri momentleri, Gauss momentleri c¢arpanlarina ayirma Kkuramini
kullanarak bulabiliriz.

X1,%2,%3,ve x4; sifir ortalamal: karmasik dederli Gauss degigken-
leri olsunlar. Gauss momentleri g¢arpanlarina ayirma kurami uyarinca

* * % * * *
E{x7.27.%X3.%4] = E[X7.x2].E[%3.x4] + E[27.%4].E[X7.%3] {5.21)
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yazilar. u(n).uH(n).s(n}.eH(n).u(n).uH(n) ifadesinin beklendik deferini
alabilmek i¢in vektbrler parcalanmis vektdrlerin bir toplam:i olarak MiM
boyutlu matris halinde yazilirlar. {xij(n)} bu matrisi, xij(n)'de,

i,j=0,1,...,M-1 olmak lzere matrisin elemanlarini g@isterirler. xj4(n)

{%35(n)) = u(n).v'(n).£(n).e¥(n).u(n).u%(n) (5.22)

4]

M M H H K
{11 pE(un).u(n))s1.(e(n).&7(n))1p- (u(n).u"(n))pj}

seklindedir. Buradaki elemanlar

(u(n).uH(n))il = u(n).uH(n)'in i. satir ve 1. siitun elemami

= u(n-i).u’ (n-1) (5.23)
(e(n).£%(n))1p = e(n).e8(n)'in 1. satir ve p. siton eleman:

= el(n).s;(n) (5.24)
{ﬁ(n).uﬂ(n))pj = u(n).uH(n)'in p. satir ve j. siitun elemam

u(n-p).u" (n-) (5.25)

n"

olarak tanimlanmaktadir. (5.22) esitliginde cift toplam iceren ifade
beklendik deder alindiinda temel kabuller uyarinca iki parca biciminde
yvazilabilirler. Birinci kisim sadece tap girislerini
u(n-i).u*(n—l).u(n—p).u*(n-j)

igerir. ikinci kisim ise tap adirlik hatalarini

= al(n).s;(n)
igcerir. Temel kabullerin bir sonucu olarak bu iki pargca bibirlerinden
bagimsiz olarak incelenebilmektedir. Birinci kismin beklendik degerini
bulmak igin, (5.21) egitligi igin

E[u(n-1).u" (n-1).u(n-p).u (n-i)] =

E[u(n-i).u" (n-1)].E[u(n-p).u" (n-j)]

+ E[u{n-i).u"(n-1)].E[u" (n~1).u(n-p)] (5.26)

r(l-j).r{j-p) + r(j-i).r(1-p)
kullanilir. Ikinci kismin beklendik deferi, afirlik hatasinin iligki

matrisi K(n)'nin 1. elemanina
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klp = E[el(n).ep(n)] {5.27)
egittir. Yeniden
E[{x3i(n)}] = {E[%4§(n)1} (5.28)
bigiminde bir tanimlama yapilsin.Buradan da goriilecedi gibi beklendik
deder alma islemi ile ¢ift toplamin yer deJistirmesi sonucu etkilemez.
Buna géire
_ ... M M
E[{x3§(n)}] = {r(j-i);F; Z;r(1-p).k1p(n)}
M M _ , {5.29)
+ {12 pEr(1-1).1(3-p)-k1p(n)}
yazilabilir. Bu egitlifin sa§ tarafindaki ilk terim R.tr[R.K(n)] olarak
ifade edilir. Buradaki tr{[.], matris iz operattridir. ikinci terim ise
R.K{n).R olarak tanimlanir. Bu agiklamalar altinda 1.Adim igin genel
ifade
E[u(n).vi(n).e(n).e0(n).u(n).u(n)] = R.tr[R.K(n)] + R.K(n).R (5.30)
bigiminde tanimlanir.
2.Adim: fkinci terim igin
*
B.E[(u(n).eo(n)).&(n).(I - p.u(n).u(n))]
yazilir. Bu ifade, p ve uz ile baglayan iki kisimdan meydana gelir. g
ile baslayan kisim
* E * H
p.E{(u(n).eg(n)).€(n)] = p.Efu(n).eq(n)].Efe"(n)] {(5.31)
egitligi ile gdsterilir. Bu esitlikte e&(n)'nin, u(n), d{(n) ve dolayisa
ile optimum kestirim hatasindan badimsiz olmasindan yararlanilmaktadar.
*
Diklik kurali wuyarinca E[u(n).eg(n)l=0 oldudunda p'ld kisim sifira
egittir.
uz ile baslayan kisim igin, eksi isareti gbz Oniine alinmadan 1.Adim’
daki yol izlenir. Bunun igin
2 ooy H H
p”.E[lu(n).eg(n).e"(n).u(n).u (n}]

2 * o
= p".E[{u(n-i}).eg(n).g1(n).u(n-1).u (n-3)1}1]
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*
n®. (Efu(n-i).eq(n).e1(n).u(n-1).u" (n~3)1} (5.32)

n

it

w2 (Efu(n-1).eq(n) .u(n-1).u*(n-1)].Ele1 (n) 1)
yazilabilir. Bu esitligin son satirinda iligkisizlik kuramindan fayda-
lanilmaktadir. Simdi Gauss momentleri carpanlarina ayirma kurami
E[u(n-i}.eZ(n).u(n—l).u*(n-j)]
= E[u(n-1).en(n)].Elu(n-1).u"(n-1)] (5.33)
+ E[u(n-i).u*(n-j)].E[e:{n).u(n-l)]
big¢iminde yeniden uyqulansin. Diklik kurali uyarinca
E[u(n-i).e;(n)] =0,1i=0,1,...,M-1 (5.34)
oldugundan dolayi (5.33) egitlinin sad tarafindaki ilk terim tiim i de-
gerleri igin sifirdir. Benzer gekilde ikinci terimde tim 1 degerleri

2 ile baglayan kisim da slflra esit olur.

igin sifirdir. BBylece p
J.Adam: Uclncii terim igin
p.E[(I - p.u(n).u(n)).e(n). (eg(n).ut(n))]
yazilir. Bu ifade 2.Adim'daki ifadeye benzerdir. Bu ifade de diklik ku-~
rali uygulandiGinda sifira egit oldugu goriilir.
4.Adim Dordiincii terim igin
u2.E[u(n).es(n).eo(n) .08 (n)]
yazilir. 1.Adim'daki yol izlenerek yukaridaki ifade
p2.E[u(n) . en(n)-eo(n) . uh(n)] = nZ.{E[u(n-1).en(n).eq(n).u* (n-1)1} (5.35)
bicimine getirilir. Gauss momentleri c¢arpanlarina ayirma kuramini kulla-
narak esitlik igin
E[u(n-i).e;(n).eo(n).u*(n-j)] = E[u(n—i).e:(n)].E[eo(n).u*(n-j)] 5 36
. E[u(n—i).u*(n-j)}.E{eo(n)e:(n)] (5-36)
vazilabilir. (5.34) esitligi ile wverilen diklik  kurali:, {(5.36)

egitliginin sag tarafindaki ilk terim icin uygulanirsa, bu terimin tiim i

ve j dederleri igin sifir oldugu bulunur. ikinci terim ise
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* .. .
E[u(n-i).u (n-j)] = r(j-i) (5.37)
£ 3
E[eo(n)e)(n)] = E[|eg(n)|?1 = dnin
terimlerinden olusur. (5.35) esitligi yeniden yazilirsa

n? . dgin- (r(i-1)}

2
= B .dmin-R

%
p? E[u(n).eq(n).eq(n) .uf(n)]

(5.38)

elde edilir. §imdi dbért adimda buluman sonu¢lar birlestirilerek agirlik

hatasinin iligki matrisinin yineleme egitligi
K(n+1) = K(n) - p.[R.K(n) - K(n).R] + p°.R.tr[R.K(n}]
2 2 {5.39)
+ .R.K(n).R + B -Jmin.R

bi¢ciminde yazilabilir. Egitligin son terimi, uz.Jmin.R, bu esitligin
cbzliminin baslangicta K(n)=0'dan baslamasini 6nler. Bu terim yardimiyla
iligki matrisi K(n)'nin sifira gitmesi énlenmig olur. £(n} sifira yakla-
sirken sifir civarinda kiigiik dalgalanmalar gdsterir.

§imdi, (5.39) egpitligindeki iligki matrisinin pozitif tanimlilig:

gbsterilsin. Bunun igin (5.39) esitlidinin sad taraf:

(I - p.R).K(n).(I - u.R) + p2.R.tr[R.E(n)] + u2.Jgin.R (5.40)

olacak bigimde yeniden yazilir.
R, pozitif tanimli oldudundan, K(n) pozitif tanimli oldugunda esgit-

1igin ilk terimi sifar olur. fkinci terimi uz olmadan yeniden yazilirsa

1/2 1/2, p1l/2

R 2 tr(r?/2 g(n).RY %] .R (5.41)

1/2. pinin karekokidir. Burada

1/2' 172

bulunur. R
tr[R.K(n)] = tr[R .K(n)] = tr[RY/%.K(n).RY/?]
6zellidi kullamilmistir.

K(n) pozitif tanamli oldudunda RI/Z.K(n).Rl/2

'de pozitif
tanimlidir. §imdi, "e§er bir X matrisi pozitif tanimli ise, o =zaman
tr[X].I - X matriside pozitif tanimlidir" 6zelligini kullanarak (5.40)
esitliginin ikinci terimi igin, K(n) matrisi pozitif tanimliysa, pozitif

tanimli bir matris cldugu sOylenebilir. K{0)'in pozitif tanimli oldudunu
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1]

K(0) = £(0).£%0)
- - {5.42)

H
[W(0) - wol.[w(0) - W]

ile kanitlandigindan (5.39) yineleme egitligi ile bulunan K(n) degerleri

de pozitif tanimlidar.

5.6. KARESEL ORTALAMA HATANIN DAVRANISI

(5.40} esitligi, LMS algoritmasinin karesel ortalama hatasinin
gecici davranisini incelemek i¢in yararli bir denklemdir. {5.5) ve (5.6)
egitlikleri, LMS algoritmasinda firetilen kestirim hatasi e(n)'i gbster-

mek icin kullanilir. (5.5) esitligi, (5.6) esitliFindeki yerine konursa

e(n) = d(n) -wi(n).u(n)

H H
d{n) - wp.u(n) - £°(n).u(n) (5.43)

epl(n) - eH(n).u{n)

bulunur, LMS algoritmasinin n anindaki karesel ortalama hatasi J(n) ile
gbsterilsin. J(n), (5.43) esitli§i yardimiyla, iligkisizlik kuramindan
da yararlanarak

3(n) =E[ |e(n) |?]

%
E[(eg(n) - £:(n).u(n)).(en(n) - u'i(n).e(n)] (5.44)

Ipin + E[8(n).u(n).vb(n).e(n)]

1]

bigiminde bulunabilir. (5.44) esitliginin son satirindaki beklendik
degerli ifadeyi geligtirmek igin, rastlanti deJiskenlerinin beklendik
de§erleri, ii¢ katli vektdr carpimi olarak

Efel(n).u(n).u(n).e(n)] = E[tr{ei(n).u(n).v (n).e(n)]]

E[tr{u(n).ub(n).e(n).e8(n)}]

tr{E{u(n).ut(n).e(n).e5(n)])

biciminde gbsterilir. &(n)’'nin u(n)'den bagimsiz olmasindan dolay:

Efef(n).u(n).ub(n).e(n)]

"

tr{E[u(n).ui(n)].E[e(n).ei(n) 1}
(5.45)

tr{R.K(n)]



81

yazilabilir. (5.44) esitligi, (5.45) esitligindeki yerine konursa

J(n) = Jgin + tr[R.K(n)] (5.46)
esitligi elde edilir. Bu esitlikten de gbriilecegi gibi karesel ortalama
kestifim hatasi iki kisimdan olusur. Birincisi, en kiigiik karesel
ortalama hata ve ikicisi de, afirlik hatasinin iliski matrisi K(n)'nin
gegcici davranisina géfe dedisen kisimdir. S6zlii edilen bu kisimlar,
n'nin tim degerleri igin pozitif tanimli oldugundan, LMS algoritmasi en
kiigiik karesel ortalama hata Jpip dederinden biiylik bir karesel ortaiama
hata J(n)} uretir. Karesel ortalama hata J(n) ile en kilgiik karesel
ortalama hata Jpip arasindaki fark artik karesel ortalama hata olarak

igimlendirilir ve Jegx(n)

n

Jex(n) = J(n) - Jpin

(5.47)

tr{R.K(n)]
biciminde gdsterilir,
Yakinsamada kullanmak lizere, iligki matrisi R'nin OzdeJer ve &z-

vektdrler cinsinden gbsterilmesinin

QH R Q=4 (5.48)
bigiminde oldugu hatirlanirsa buradan
o%.R(n).0 = X(n) (5.49)

tanim: yapilabilir. X(n), diagonal olmayan bir matristir. (5.48) wve

(5.49) esitlikleri kullanilarak

tr[R.K(n)] = tr[Q.A. QHQ.X(n).QH]
(5.50)
= tr[Q.A.X(n).QH]

bulunur. Matris izindeki c¢arpimlarin yer degistirebilme 6&zelligini
kullanarak H

t[R.K(n)]= tr[Q Q.A.X(n)] (5.51)
= tr[A.X(n)]

yazilar. A, diagonal bir matris oldufundan esitlik
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M )
Jex = ZAj.xi(n (5.52)

i=1 ~ )
olarak yvazilabilir. Yine (5.48) ve (5.49) esitlikleri yardimiyla (5.39)
vineleme egitlifinde gerekli diizenlemeler yapilirsa

X(n+1) = X(n) - p.[A.X(n) + X(n).A]
2 2. 2

+u” At A X(0)]+p " A X(0). A + 1= T min A (5.53)
elde edilir. (5.52) egitliginden goriilebilecedi gibi, Jgx{n) yalnizca
Xj(n)'nin defisimine badlidir. Bu yiizden, (5.53) esitliginin diagonal
elemanlarina bakilmalidir. Diagonal elemanlar

xi(n+1) = 5 (1) - 2.0 4. % () + p 22, 5 Ajoxi(n) + r203. x5 (0) + 4 2 min . A
j=1 (5.54)
bi;imindadir. Sadece bu egitlidin diagonal elemanlari kullanilacadindan
esgitlik matris yapisinda
x(n+1)=B.x(n)+u2ijn.?» (5.55)
biciminde yazllabilir. Burada ﬁ, M*M boyutlu, elemanlari

2 2 ..
I (DR e = B

y=! 2 .
HoAiA 5, 1#]

olan, gercel, pozitif ve simetrik bir matristir.
(5.55) esitlifi, matris yapisinda birinci dereceden bir diferansi-

yvel denklemdir. Baslanglg degeri, x{0) kabul edilerek bu ésitlik igin

n-1 .
x(n) = B"x(0) + p? T pmin = B'A (5.57)
i=0 n-1_j
ifadesi yazilabilir. Bu esitliktekii2__2031 sonlu toplami
n-1 ; -
B = @ -Bh.a-m7 (5.58)

olarak gdsterilebilir. (5.58) esitligi, (5.57) esitligindeki yerine ko-

nursa egitlik

x(n) = BP|x(0) + u2T i (1 — B)‘lk]+ 1) i (1- B) ™12 (5.59)

bicimini alir. Esitligin sag tarafindaki ilk terim, =(n) vektdriinin

gegici kasmidir. 1Ikinci terim ise deJismeyen kismidir. B matrisi
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simetrik oldudundan

6 .B.G = C (5.60)
yazilabilir. C matrisi, elemanlar: c¢j, i=1,2,...,M olan B'nin &zdeJerle-
rini iceren diagonal bir matristir. G matrisi, i. sitununda &zvektérleri
gi'yl iceren ortanormal bir matristir. Ozellik uyarinca

6.6l =1 - (5.61)

oldugundan
B® = g.ct.¢T (5.62)

yazilabilir. Bu esitlik yardimiyla [5.59) esitligi
x(n) = G.C*G|x(0) + p2T pin A -B) |+ 2T i A-B) 1A (5.63)

olarak yeniden yazilabilir. {5.63) esitligi yalmiz ve yalniz B matrisi-
nin OzdeJerlerinin tiimiiniin birden kiigik olmasi ile kararli olur. Ozde-
gerler, B matrisi pozitif tanimli oldugundan pozitiftirler. Kararlilik
igin gerekli kogul

0 <ecg <1 , timi'ler igin {5.64)
olarak yaz:llf. Bu kosul gergeklestiginde, {5.63) esgitliginin gecgici
kismi, yinelemenin ilerlemesiyle sifira dogru diiser, n sonsuza yaklasir-
ken yalnizca durafan hal kismi kalir. Bu durum ic¢in

x(0) = p2T i (T-BY 12 (5.65)
yazilabilir. (5.65) esitligini (5.63) esitliginde yerine koyarak

x(n) = 6.C".G7.[x(0) - x(=)] + x(=) (5.66)
bigiminde daha sade olarak yazilabilir. c? matrisi diagonal gbriiniisli ve
G matrisinin situnlarinda B matrisinin oOzvektdrleri yer aldidindan

G.Cn.GT matris carpimi
T M n T
6.C°.6" =.I,ci-9i.9i (5.67)

olarak gbsterilebilir. Bu egitlik vyardimiyla, (5.66) esitligi

M n T
x(n) =,5,¢;5.95.95-[X(0) - X(=)] + x(=) (5.68)
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biciminde bir kez daha diizenlenebilir. Artak karesel ortalama hatanin
JCX (n) = ka(n)

n
-z P AT g [x(0) — x()] + ATx(0) (5.69)
1= .

n ‘
= ¥ P aTg; gl [x(0) - x(0)]+ Tex ()
i=1
oldugu bulunabilir. Esitligin sag tarafindaki ilk terim artik karesel
ortalama hatanin gec¢ici davranisini gésterir. itkinci terim ise uyarlama~
nin sona erdidi andaki degeridir.

Simdi, defismeyen kisim Jpx(n)'i incelemek icin,. iligki matrisi R'
nin ozdegerleri kullanilarak bir ifade yazilmaya ¢aligilsin, Bunun igin
(5.65) esitligi A! ile garpilirsa

M
‘Zp..hi/(Z—u.ki)
Jex () = Tmin 1= ‘ (5.70)
1= ZuAi/(2-phg)
i=1

elde edilir. En son olarak (5.70) egitligi, (5.69) egitlifinde yerine

konarak LMS algoritmasi igin karesel ortalama hatanin zamanla de§isimi

M
J(n)= 3 yi.cP+ I min (5.71)
‘ 171 i M
1= 1- Tphi/(2-wy)
i=1

esitligi ile ifade edilebilir. Burada i¢in N

vi=2Tgigl [x(O-x()], i=12..M (5.72)
kullanilir. =x(0) baslangi¢ dederinin i. elemani ile airlik hata
vektdriniin baglangi¢ deferi e(0)=;(0)-wo'dan yararlanilarak

%1(0) = Efas.£(0).e8(0).a3] , 1=1,2,...,M (5.73)

olarak yazilir.

5.7. KARESEL ORTALAMA HATANIN GECICt DAVRANISI

Bu bOlimde, karesel ortalama hata J(n)'nin gegici davranisinin
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tzelliklerini Ozetleyebiliriz. Bu bzellikler, LMS algoritmasinin genis
anlamda duradan ortamlardaki uygulamasinin daha iyi bir gekilde anlasil-
masin1 saflayacaktir. Biitén bu 6zellikler, (5.71) egitligine g&ire yazil-
mrgtir.

Karesel ortalama hatanin gegici kismi, degisim gOstermez. J{(n)'nin
gecici kasmi, kglxi.c?'e egittir. 'Xi'ler sabit katsayilardir ve cj,
i=1,2,...,M, B matrisinin dzdegerlerleridir. Biitiin 6zdegerler, B gercgel,
simetrik ve pozitif tan1m11 bir matris oldujundan gergel pozitif
sayilardir. n'nin dedisimiyle birlikte genel ortalama alinmadan ¢izilen
efri, glriltiyli de icerir. Giiriltiiniin genligi, adim uzunludu p'niin
azaltilmas: ile kigulir. |

Karesel ortalama hata J(n), yalniz ve yalniz adim uzunlugunun iki

kosulu yerine getirmesi sonucu duragan hal dederi J(«)'a yakinsar. Bu

kogullar,
(i} 0<nc« z (5.74)
max
M .
W.Aj
.« ___<1

ile gbsterilir. Bu iki kosul saglandiginda LMS algoritmasinin karesel
ortalama da yakinsadigini sdyleyebiliriz.

Ozdegeri ¢ olan B matrisinin 6zvekttrii g olsun. Tanim geredi

B.g = c.g (5.76)
ya da egsdeder olarak

M .

jglbij.gj =c.gy , i-=1,2,...,M {5.77)

olarak yazilabilir. B matrisinin elemanlari igin ({5.56) esitligi

kullanilarak (5.77) egitligi

M
2 2 .
(I-p2) gi+p"A X Ajgj=cgj, i=1,2,..M (5.78)
J=1
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bigiminde yazilir. Bu egitlidi g; icin gOzersek

ey M -
g = s X hjgy, i=12..M (5.79)
c—(1-p2y)" j=1

olarak bulanabilir. Kararlilik kogulunun sinir dederi olarak ¢ dzdegeri-
ne "1" defderi verilsin ve bu andaki adim uzunlu§unun kritik dederi perit

ile gosterilsin. Bu kogullarda (5.79) esitligi

M
n .
gi=—— T Aigj, i=12..,M (5.80)

2-Uerit-Ay j=1
bigimini alacaktir. gj'nin tiim i dederleri igin yalniz ve yalmiz

2

B < (5.81)

;"max
icin pozitif olacag: agikca goridlilr. (5.80) esitliginin her iki yama
Aj ile ¢arpilip, i=1,2,...,M olacak gekilde toplam biciminde yazilip
sadelestirilirse

MM’»i\:l (5.82)
i=1(2~perit A4)
sonucu elde edilir. p'nin dederi, pozitif ve kritik deder ucrit'ten
kiigiik olmalidrr. LMS algoritmasinin karesel ortalamada yakinsamasi igin
gerek ve yeter kosullarin ancak (5.81) ve (5.82) esitlikleri ile saflan-
di1gina gérﬁlﬁ:.

Eger adim uzunlugu p yeterince kiiclik secilirse,(z-—u”xi) ikiye esit
kabul edilerek

2
0 <p<M {5.83)
Zh

1=1
kosulu yazilabilir. r(0) wuyarlamala sizgecin M tane tapinin her
birisindeki girisin karesel ortalama hatasina esit olacadindan
= M.r(0)

= £ E[|u(n-k)|%]
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yazilabilir. Sekil 5.1(b)'deki tap girislerinin karesel ortalama deger
toplamlari igin, toplam girig giici ifadesi kullanilarak, {5.83)
ésitliéi ILMS algoritmasinin karesel ortalamada yakinsamasi icin

2

0 <p« (5.84)
toplam giris giici

bigiminde yeniden tanimlama yapilsin.

LMS algoritmasi ile iiretilen karesel ortalama hatanin son dederi

J(e) = — T min (5.85)
1- XA/ C—-wA{)
i=1
olacaktar.

Uyumsuzluk, artik karesel hata Jggx(«)'nin en kiicik karesel ortalama
hatasi Jpip'e orani olarak tanimlanir. Uyumsuzluk, uyarlamanin ne 81~

glide saflandiGinin bir 8lgiisGdilr. Uyumsuzluk igin

M = Jex(©) (5.86)
Jnﬁn
M
WA/ (2-pAg)

__i=l

M
1= XA/ (2-phg)
i=1

tanim: yapilmaktadir. Efer adim uzunludu p, (2—u.Aj) a gbre kiigiikse, u-

yumsuzluk

Mi= ¥ {5.87)

0=
LM

1
big¢iminde yazilabilir.

Mi, ylzde olarak gbsterilir. Ornegin uyumsuzluk %10 deniyorsa, bu
LMS algoritmasinin, uyarlama tamamlandiktan sonra en kiigilk karesel orta-
lama hatadan, %10 fazla bir karesel ortalama hata {iretti§i anlamina

gelir.
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5.8. LMS ALGORiTMASININ DURAGAN OLMAYAN ORTAMLARDAKI UYGULAMASI

LMS algoritmasinin duragan ortamlardaki sinirlamalari daha onceki
béliimlerde belirtilmigti. Simdi LMS algoritmasinin durafan olmayan
ortamlara uygulanma yeteneklerinden kisaca bahsedilecektir.

Uyarlamali silizgeg, duragan olmayan bir ortamda kullanildiginda op-
timum tap agairlik vektbriiniin degerleri her tekrarda de§isiyor olarak ka-
bul edilir. LMS algoritmasi, yalnizca hata basarim yiizeyinin en kiigiik
noktasinin aranmasa dedil, ayni zamanda siirekli dedigen en kiigiik nok-
tanin ayarlanmasi gtrevini de yerine getirir.

Wo(n), duragan olmayan ortamda kullanilan slizgecin, zamanla de§igen
optimum tap adirlik vektdrii olarak gdsterilmektedir. LMS algoritmasi,
kestirilen tap agirlik vektdri ;(n)‘i bilinmeyen optimum tap agirlik
vektSrli wo(n)'e en iyi sekilde uydurulmasini saglar. n.anda tap agirlik
hata vektorii

g(n) = w(n) - wy(n)
- - - (5.88)
={w(n) - E[w(n)]} + {E[w(n)] - wg(n)}
olur. Egitligin ikinci satiranin ilk terim, tap adirlik vektériniin ele-
manlari ile genel ortalamalari E{;(n)] arasindaki fark {;(n)—E[;(n)]},
kestirimdeki hatalarina gbére gradyan vektérleri icin kullamilir. Bu
fark, agairlik vektér qiiriiltiisii olarak isimlendirilir ve
€1(n) = w(n) - E{w(n)] (5.89)
ile gbsterilir.

tkinei terim olan E{;(n)] ile hedef de§er wy(n) arasindaki fark

€2{n) = E[w(n)} - wy(n) (5.90)

bi¢iminde bir hata olusturur. )
LMS algoritmasi duradan bir ortamda kullanildiginda, wg(n), E[w(n)]'
a esit sabit bir deder olarak kabul edilir. Sonugta £3(n) sifir olur.

£2(n)'nin si1fir ya da sifirdan farkl: olup olmadidinin kontrol edilmesi
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ile LMS algoritmasinin hangi ortamda ¢aligtidi belirlenir.

Bilinmeyen sistem ile LMS uyarlamali siizgeci $ekil 5.3'te gbsteril-
migtir. Bu sekil igin;

(i) Bilinmeyen sistem, birbirinden bagimsiz, duradan birinci dere-
ceden Markov sﬁreglerine* maruz kalmis M tane tap agirligindan olusmus
siizgectir. Bu silizgecin tap adirlik vektdri wy(n)'in elemanlarinin her-

.biri, transfer fonksiyonu 1/(1—a.z-1)'e esit, tek kutuplu algak 'gegiren
sayisal siizgece, bir beyaz giiriltid uygulanmasi ile elde edilmigtir. Bu
beyagz glirtilti, sifir ortalamali ve cz de§igintilidir. -

{(ii) Duragan, sifir ortalamala ve iligki matrisi R olan tap girisg
vektéri u(n), bilinmeyen sistem ile LMS uyarlamali silizgecinin her ikisi-
ne birden uygulanair.

(iii) Bilinmeyen sistemin g¢ikigi, sifir ortalamali ve degisintisi
03 olan beyaz giiriiltliniin eklenmesi ile bozulur. Bu qiiriilti bilinmeyen
sistem ile LMS uyarlamali siizgecinin mikemmel bir sekilde uydurumasini
engeller.
kogullara: kabul edilmektedir.

Bilinmeyen sistemin zamanla defigen tap adirlik vektdrii wp(n) ile
gbsterilen hedef defere LMS uyarlamal: siizgeciyle ayarlanir. Her zaman
LMS uyarlamali siizgecinin tap agarlig: ;(n) wo(n)'e en kigidk karesel
ortalama hata Jmin=°3 iken egittir. Bilinmeyen sistemin zamanla dedisen
tap adirlik vektdri ;(n), hedef deder wg(n)'e LMS uyarlamal: siizgeci

yardimiyla ayarlanar.

Efer bir rastgele vektdr wy{mn); kosullu birlegik olasillk
yogunluk fonksiyonunu
fw(wo(n)|u°(n-1),...,wo(1)) = fw(wo(n)]wo(n-l))
olacak gekilde her n deferi igin sagliyorsa, wo(n)'e; birinci dereceden

Markov siireci ya da sadece Markov siireci denir.
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Beyaz giiriilti

Bilinzeyen zamanla
dedigen sisten
Wo(n)

iligkisiz &rmeklerden
olusan —_

girig bilgisi ,/’)(

L__._LHS uyarlamaly siizgeg

Hata igareti

_w(n)

Z

Sekil 5.3 : IMS uyarlamal: slizgeci ile bilinmeyen bir sistemin

modellenmesi
Uyarlamali siizgece uygulanan d(n), bilinmeyen sistemin c¢ikigsinda,
sistem girisindeki degerine esittir. Sistem zamanla degigtiJinden,
istenen vyanit da dogal olarak durafan degildir. Tap girisleri, zamanla
dedisen ikinci dereceden bir hata basarim yﬁzeyinin en kiiclilk noktasinda
bulundugu andaki, O&zdeder ve OzvektSbr degerlerine sahip bir iligki
matrisi R'ye sartlanmisgtir.

n aninda, artik kareeel ortalama hata

Jex(n) J(n) - Jmin (5 91)

E[aH(n).u(n).uH(n).a{n)]

bigimindeydi. e(n)=g1(n)+e2(n), (5.91) esitliginde yerine konursa Jeg(n)
icin
H H H H
Jex(n) = E[gg(n).u(n).u"(n).e1(n)] + E[ez(n).u(n).u (n).e2(n}] 92)
H H
+ E[£1(n).u(n).u(n).£2(n)] + Efez(n).u(n).u(n).e1(n)]
elde edilir.

(4.45) esitligi yardimiyla esitligin sag tarafindaki ilk iki terim

igin
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H H
E[ej(n).u(n).u (n).g1(n)]

tr[R.K1(n)]
H H
E[ez(n).u(n).u " (n).e2(n)]

tr{R.Kz(n)}
ve son iki terim icin de
Efe(n).u(n).ul(n).e5(n)] = E[eg(n).u(n).vi(n).e1(n)] = 0
yazilirsa (5.92) esitligi
Jex(n) = tr[R.Ki(n)] + tr[R.Kz(n)] (5.93)
bigiminde sadelestirilir. '

Herhangi bir anda, £3(n) ve &2(n)'nin artik karesel ortalama hata-
daki etkileri incelenebilir.

(5.93) esitliginde yer alan &£1(n)'nin etkisini incelemek igin;
£2(n)=0 yapilir. Bu durumda, E[w(n)]=wy(n) olmaktadir. Bu anda, (5.93)
egitligindeki artik karesel ortalama hata Jex(n); tr[R.Kj(n)]'e egittir.
Burada belirtilmesi gereken en 6nemli nokta; yavas uyarlamalar ic¢in adim
vzunlugu p'ye gdre bu etkinin dogru orantili deFisecegidir.

g2(n)'nin etkisini incelemek igin, €3(n)=0 yapilir. Bu durumda,
Efw(n)]}=w(n) olmaktadir. Bu anda, adim uzunludu p kiiciik ve zaman sabiti

biiydktiir. Bu kosullar altinda, tr[R.Kz{(n)], adim uzunlufu p ile ters o-

rantili degisgir.

\ Toplap Uyumsuziuk
\
\ -
= \ ;// pread
e N T
é AN ///
£ . //, Y £1(n)'e gbre uyumsuzluk
>rl " gy(n)'e gore uyumsuzluk
- | ~ e~
- T ’_/_ _—
- |
///// :
0 Ho

Adiz Uzunludu, p
Sekil 5.4 : Toplam uyumsuzlu§un adim uzunlugu p ile de§igimi
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(5.93) esitliginden gbriilen artik karesel ortalama hata Jgjp'in,
g1(n) ve &(n)'in bir toplami bigiminde oldugudur. Buradan, LMS uyar-
lamali siizgecinin toplam vyumsuzludunu olusturan ifadelerden birisiyle
adim uzunlugu p dogru digeriyle ters orantila olarak dedismektedir. U-
yumsuzludun en kiiciik dederinde adim uzunluGu u, optimum dederi py'ya
esittir. Bu durumda her iki orantili kismin uyumsuzluklari birbirine

egittir. Bu durum, Sekil 5.4'te gOsterilmektedir.
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6. DOGRUSAL BiR KARALIN DENKLESTIRILMESi
Simdiye kadar, LMS algoritmasi i¢in gerekli 6n bilgiler ile LMS al-
goritmasinin kendisi ayrantili olarak incelendi. LMS algoritmasi Kkisaca

w(0)=0 olmak {izere n=0,1,2,... igin

e(n)

w(n+l)

d(n) - wH(n)-u(n)

w(n) + u.u(n).e*(n)

egitlikleri ile 6zetlenebilmektedir.

Simdi dogrusal bir kanaldam gecen ve daha sonra fizerine, degisin-
tisi bilinen bir beyaz gliriiltii isareti eklenen igareti, LMS algoritmasi-
nin uygulandigi bir uyarlamal: denklegtiriciden geg¢irerek, yeniden elde
eden bilgisayar benzetimi yapilacaktir. Sekil 6.1, bu islemin yapi1ldi§:
sistemin bir gbsterimidir. Burada kullanmilan tim igaretler gergel
degerli olarak alinmigtir. Rastgele igaret {ireteci, kamalin girigine uy-
gulanacak igsaret a(n)'i firetmektedir. Rastgele giirlilti dreteci, degisin-
tisi, istenilen deJerde segilen ve 03 olan bir beyaz gqiiriiltd isareti
v{n) dretmektedir. Bu iki isaret ireteci birbirinden istatistiksel
bagimsazdir.

Rastgele igaret dizisi {a(n)}, kanal girisine uygulanmaktadir.

isaret, sifir ortalamali ve dederi, a(n)=*1'dir. Kanalin impuls yaniti

Gecikae
Rasgele Dyarlamali - gt
igaret Kanal | denklegtirici
iireteci ap u(n)

v(n) £ e(n)

L

Rasgele

giiriilti

iireteci

Sekil 6.1 :Uyarlamali denklestirmenin blok diyagram:
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hin)

{b)

Sekil 6.2 (a) Kanalin impuls yaniti (b) Optimum siizgecin impuls yanita
0.5[1+cos(="- (n-2))] , n=1,2,3
hy = W (6.1)
0 , difer degerler igin :
bigimindedir. W, kanaldaki genlik bozulmasini kontrol eder. Ayni zamanda
slizgecin tap girislerimin iliski matrisine ait 6zdeger dagilimina da
kontrol eder. W'nin azalmasi ile Ozdefer dagilimi da azalir. Giriltd
igaretinin degigintisi bu uyqulama igin genel olarak 03=0.001 olarak
segilecektir.

Denklegtiricinin tap sayisi M, ayarlanbilmekle beraber, bu
uygulamada genel olarak M=11 segilecektir. Sekil 6.2'de kanalin impuls
yanit ve silizgecin optimum tap agirliklari genel olarak deger verilmeden
gisterilmigtir. $ekilden de gdriilebilecedi gibi, kanalim impuls vyanit:
n=2'ye gire simetrik oldugundan denklestiricinin optimum tap agirliklari
da n=5'e gore simetriktir. Bu simetrik yapidan dolay: istemen yanit
d(n), kanalin giris isareti a(n)'e gbre

d(n) = a(n-7) (6.2)
bi¢iminde geciktirilmis bir yapidadar.

Benzetim vyapilirken, Ozdeger dagilimi, gliriiltiiniin de§isintisi wve
adim uzunludu p dedistirilerek, LMS algoritmasikullanilan denklegtiri-

cinin ¢ikigindaki karesel ortalama hata de§istirilebilir.
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6.1. DENKLESTiRICi GIRigiNIN ILigKi MATRiSI
n anindaki demklestirici girigi
u(n) =kglhk.a(n-k) + v(n) (6.3)
bicimindedir ve biitiin dedigkenler gergel degerlidir. Dengelestiricinin
11 tap girisi u(n),u(n-1),...,u(n-10)'nun iligki matrisi R, 11%11
boyutlu simetrik bir matristir. {hp} impuls yamnitlari, sadece n=1,2,3
icin sifirdan farkli oldudundan ii¢ tame iligki dederine sahiptir.
Kanala ait, dedisik W deferleri ig¢in impuls yanitlari hi,hz,h3'in aldid:
dederler, tablo 6.1'de gOsterilmektedir.
tliski dederleri u(n) gercel degerli oldugundan
r{j) = E[u(n}.u(n-j)] , j=0,1,...,M-1 (6.4)

ile hesaplanir. (6.4) esitliginde (6.3) egitlidi konursa

3 2
r{j) E[(kélhk.a(n—k) +v(n)).(l§1h1.a(n-j-l) + v(n-j))1

3 3
E{kgl lglhk.hl.a(n-k).a(n-l-j)] + E[v(n).v(n-j)} {6.5)

+ E[kglhk.a(n-k).v(n-j)] + E[lglhl.a(n-j-l).v(n)]
bulunur. Esitliin sa§ tarafindaki ikinci terim, beyaz qiiriiltindn
iligkisizlik 0Ozelliginden dolayi sadece j=0 iken 03 de§erine sahiptir.
Oclincii ve ddrdiincii terimler, giiriiltii ile igaret birbirlerinden istatis-
tiksel badimsiz olduklarindan sifira esittir. Bu durumda (6.5) esitligi
sadelegtirilerek

r(j) = E[kg1 lglhk.hl.a(n-k).a(n-l-j)} + E[fvi{n).vi{n~j)] (6.6)
biciminde yazilabilir. Uretecteki istenen yanit dizisi {a(n)}, birbir-

lerinden bafimsiz olduklarindan

TABLO 6.1 : W'ya gbre hy'nin aldigi degerler

W 2.9 1.1 3.3 3.5
by 0.2194 0.2798 0.3365 0.3887
hy 1 1 1 1

hy 0.219%4 0.2798 0.3365 0.3887
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1 , k=0
Efa{n}.a(n-k)] = (6.7)
0 , diger k'lar igin

bi¢iminde tanimlanabilir. Beyaz qiriiltd i¢in de benzer bigimde

2
oy » =0
E{v(n).v(n-j)] = (6.8)
0 , diger j'ler igin

yazilabilir. (6.7) ve (6.8) esitlikleri yardimiyla iligki dederleri

2 2 2 2
hy +hy +h3 + oy

r{0) =
r{l) = hyj.hy + hz.h3
(6.9)
r(2) = hj.hj
r(3) = r(4) = ... = r(10) =0

olarak bulunur. Oziligki degerleri gergel oldugundan r(j)=r(-j)'dir.

Buna gbére iliski matrisi R

B 1

r{0) r(1l) r(2) O . . . 0
r(1) r{0) r(1) «r(2) . . . 0
r{2) r(1) =r(0) «r(1}) . . . 0
R = 0 r{2) r(l) r(0) . . 0 (6.10)

* - (3 .

6 o0 0 0 . . . oro

biciminde bir matristir. Bu iliski matrisi R'ye ait, (6.9) egitliginden
hesaplanilan 6ziligki dederleri, em kiigilk ve en biiyilkk 0Ozdeferler ile

~ Ozdeder dagilimi tablo 6.2'de gbsterilmektedir.

2
TABLO 6.2 : Oy=0 iken, W'ya gbre 6ziligki deferleri

§ 2.9 1.1 1.3 1.5
r(0)  1.0963 1.1568 1,2264 1.3022
r(1) O 0.4388 0.5596 0.6729 0.7774
r(2) 0.0481 0.0783 0.1132 0.1511
En kililk dzdeder 0.3339 0.2136 0.1256 0.0656
En biiyik dzdeder 2.0295 2.3761 2.7263 3.0707

Ozdeder dadalim 6.0782 11.1238 21.7132 46.8216
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6.2. OPTIMUM DENKLE§TIRiC1 KATSAYILARI VE EN KOCUK KARESEL ORTALAMA
HATANIN KURAMSAI, OLARAK INCELENMESi
Bilgisayar benzetimine baglanmadan dnce, elde edilmesi gereken
optimum denklestiricinin tap agirliklari wgy ile en kigik karesel
ortalama hata Jpjn'nin, kuramsal olarak hesaplanmasi yapilacak olan
benzetimin sonu¢larinin dedgerlendirilmesi agisindan Gnemli kolayliklar
sadlayacaktir. Optimum denklegtiricinin tap agirlik vektdri wg'i bulmak
icin (2.38) egitligi ile verilen
wo = R L.p (6.11)
Wiener-Hopf denkleminden vyararlanilacaktir. Capraz iligki vektdri p,

Sekil 6.1'deki denklesgtirici igin (6.2) egitliginden de yararlanilarak

H

p = E[u(n).d(n)]

[ Efu(n).a(n-7)]

E[u(n-1).a(n-7)]
. (6.12)

L E{u(n-10).a(n-7)]
olarak gosterilebilir. Kullamilan de%erler gercel oldudundan eslenik
kullanilmamigtir., (6.12}) esgitliginde u{n),u(n-1),...,u(n-M+l) vyerine
(6.3) esitligindeki egdederi konursa

2
TABLO 6.3 : 0y=0.001 ve M=11 igin optimum tap agirliklari ve en ki-
¢lk karesel ortalama deder Jpyij'nin kuramsal dederleri

W 2.9 1.1 1.3 3.5

Wy - -0.0006 -0.0026 -0.0081 -0.0222
o 0.0031 0.0101 0.0275 0.0683
Ho2 -0.0135 -0,0339 -0,0755 -0.1602
W3 0.059 0.1117 0.1988 0.3493
Hog -0.2560 -0.3671 -0.5182 -0.7446
Wo5 11110 1.2037 1.3462 15748
h: -0.2560 -0.3671 -0.5182 -0.7446
Wy 0.0590 0.1117 0.1988 0.3493
he -0.0135 -0.0339 -0.0755 -0.1602
g 0.0031 0.0101 0.0275 0.0683
Wol0 -0.0006 -0.0026 -0.0081 -0.0222

Jxin 0.001375 0.001753 0.002374 0.004156
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| hy.Efa(n-1).a(n-7)] + hp.E[a(n-2).a(n-7)] + h3.E{a(n-3).a(n-7)] |
hi.E[a{n-2).a(n-7)] + hz.E[a(n-3).a(n-7)] + h3.E[a(n-4).a(n~-7)}]

hi.Efa(n-11).a{n-7)] + hz.E{a(n-IZ).a(n-7)] + h3.E[a{n-13).a(n-7)]

bigiminde yazilabilir. (6.7) esitlifinden yararlanarak ¢apraz iligki

vektéri p
p(0) 0
p(-1) 0
p(-2) 0
p(-3) 0
p(-4) hj
p(-5) = { hy {6.13)
p(-6) h
p(-7) 0
p(-8) 0
p(~9) 0
p(-10) 0

olarak bulunur. (6.13) esitli§inden de goriilece§i gibi ¢apraz ilisgki
vektdrid, kanalin katsayilarindan ve sifairlardan olusmustur.
Bulunan capraz iliski vektdri p ve EK-2'de verilen bilgisayar prog-

ram1 ile hesaplanan iliski matrisi R'nin tersi r!

; (6.11) esitligindeki
yerlerine konulunca, optimum denklegtiricinin tap agirliklari wg bulunur.
M=1l1l wve 03=0.001 icin W dedigkeni ile wy'in elemanlarinin ve en kicik
karesel ortalama hata Jpjn'nin aldigi kuramsal deferler tablo 6.3'te

verilmistir.

6.3. BiLGISAYAR BENZETiM SONUCLARI

EK-1'de, BASIC programlama dilinde yazilmis, dofrusal bir kanalin
LMS algoritmas: kullanilarak denklestirilmesinin yapildig: bilgisayar
programi verilmektedir. Bu bilgisayar benzetiminde, kanalin katsayilari
defigtirilerek denklestiricinin girigindeki igaretlere ait iligki
matrisi R'nin d8zdefer dagilimi, giirtiltiniin defisintisi 03 ve algorit-

manin adim uzunludu p defistirilerek karesel hatanin yineleme sayisiyla



99

defisimi ve denklestiricinin tap agirlik deferleri incelenmektedir.
Benzetim sonuclari dedistirilen bu ili¢ etken gercevesinde degerlendiri-
lecektir.

Ozdeder Dagiliminin Etkisi :

OzdeJer dagiliminin, algoritmaya etkisini inceleyebilmek i¢in adim
uzunlugu p ve giiriiltiinin dedigintisi 03 dederlerinde hi¢ bir degisiklik
yapilmadan sadece W deferi degigtirildi. Bdylece sadece dengeleyici
girisinin dzdeJerleri degistirilmig oldu. Her bir 6zdeder dagilimi igin
bir anlik karesel hata "ez(n)" dederi, birbirinden bagimsiz 100 farkl:i
deder olarak hesaplandi ve her n ani igin genel ortalamasi alindi. Aym
iglem tap aJirlik deferleri wy'lar igcin de gergeklestirildi. Buna gbre
tap sayisi M=11 ve giiriltlniin dedisintisi 03=0.001 alinip, W'va; 2.9,
3.1, 3.3 ve 3.5 degerleri verilerek ¢izilmig, ortalama karesel hata
J(n)'nin yineleme sayisi n'ye gbre dedisimini gdsteren egri Sekil 6.3'te
gbsterilmistir. Sekil 6.4'te de her W degerindeki silizgecin tap
agirliklari gosterilmektedir.

Adim Uzunluguoun Etkisi :

Adim uzunlugu p'niin LMS algoritmasina etkisini inceleyebilmek igin
bu sefer tap sayis:i M=11, 03=0.001 alindi ve W; 2.9 ve W=3.3 degerle-
rinden biri olarak alinip adim uzunluduna sirasi ile; 0.075, 0.04 ve
0.025 degerleri verildi. Yine her bir p dederi ig¢in bir anlik karesel
hata "ez(n)" degeri birbirinden bagimsiz 100 farkl: deder olarak
hesaplandiy ve her n ani icin bu dederlerin ortalamas: alindi. Bu durum
icin elde edilen, ortalama karesel hata J{n)'nin yineleme sayisi n ile
degigimleri Sekil 6.5 ve Sekil 6.6'da gOsterilmektedir.

Giriltiniin Etkisi :

2
Girdltiniin degisintisi oy de§istirerek algoritmaya etkisinin

incelenmesi igin tap sayisi M=11l, W=2.9 ve W=3.1 alindi. Degisinti dege-
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ri oé'ye sirasy ile 0, 0.01 ve 0.001 deferleri verilerek egri

¢cizdirildi. Elde edilen dedisimler Sekil 6.7 ve Sekil 6.8'de

gosterilmektedir.

6.4. BILGISAYAR BENZETiM SONUCLARININ DESERLENDIRILMESI

Kanal parametresi olan W de§eri, direk olarak o6z2defer dagilimini
etkilemektedir. Dolayisiyla 6zdeder dagilimi W dederi ile degistirile-
bilmektedir. Ozdegerler, 6zde§er dagilimi kiicildiikge artik karesel orta-
lama hata kiiglilmektedir. Bu da, karesel hatanin duragan haldeki degeri-
nin, en kiicik karesel hata Jpjn'e yaklasmasini saflamaktadir.

Benzetimde, denklestirici girislerinin 6zdefer dagiliminin en kiiciik
dederi W=2.9 igin 6.0782 olarak gergeklesmistir. Bu anda hatanin karesel
ortalama degeri 0.002 civarinda gerceklesmigtir. Karesel hatanin bu
dederi alabilmesi i¢in yaklagik 100 yineleme geg¢migtir. En biiyilk dzdeger
dagilimi, W=3.5 degeri icin 46.8216 olarak gerceklesmistir. W'nin bu
degerinde karesel hatanin ortalamasinin 0.03 civarinda gerceklestigi
gbzlemlenmigtir. Karesel hatanin bu dederi alabilmesi igin ise yaklasik
250 yineleme gegmistir. Egrilerden de gdriildigi gibi, dzdefer dagilim
arttikga artik karesel ortalama hata ve egrilerdeki dalgalanmalar
artmaktadir. Ayrica yakinsama i¢in daha ¢ok yineleme gegmektedir.

Adim uzunlugu, algoritmanin en kiigiik karesel defere vakinsama hizi-
n1 degistirmektedir. Adim uzunlufu, iist sinira yaklastik¢a algoritmanmin
karesel ortalama hatasy da durafan hal degerine daha gabuk
vakinsamaktadir. Ancak bu hizli yvakinsama hizi, elde edilen artak
karesel hata de@erinin artmasina neden olmaktadir. Adim uzunludunun
kiciik se¢ilmesi, belki hatanin yakinsamasini yavaglatmaktadir, ama artik
karesel ortalama hata kiglildigiinden, en kiigiik deJere daha yakin olarak

gerceklesmektedir.
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Benzetimde adim uzunluguna 0.025, 0.04 ve 0.075 deferleri wverildi.
Elde edilen sonuclara gbre, 0.04 dederi icin elde edilen karesel hata
0.002'ler civarina yaklasik 300 yineleme, 0.075 degeri igin 0.007'ler
civarina yaklasik 100 yineleme ge¢tikten sonra dismiistiir. 0.025 degeri
igin ise 500 yineleme ge¢mesine ragmen bir yakinsama gdriilememistir.

Giriltinin degisintisinin artmasi, kuramsal olarak ilk tap girisinin
6ziligki degerinin artmasina, dolayisiyla toplam girig giiciniin artmasaina
neden olur. Toplam giris giiciiniin artmas:i ise kullanilan adim uzunlugu
degerini, ilist sinira yakinlastirdigindan, algoritmanin hizli yakinsama-
sina neden olmakta ve elde edilen karesel ortalama hatanin biiylimesine
neden olmaktadir.

Benzetim yapilirken 03 igin 0, 0.01 ve 0.001 dederleri verildi.

8

2 -
Giriltdi yokken, yani oy=0 iken elde edilen karesel hata 10 "'ler

2 -
civarinda elde edilmigtir. o, arttike¢a karesel hata degeri 10 3'1er,

2

hatta 10 “'ler seviyesine ulagmistir. Giriltiiniin defisintisi arttikes,

denklegtirmede olusan karesel ortalama hata artmistair.

i
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Sekil 6.3 : p=0.075, M=11 ve 0Oy=.001 igin karesel ortalama hatanin

W'ya gore dedigimi
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1.264
U= 3.1
= .B75
= 11
oZ= 881
#.111 B.111
B.889 g.888
1 L
-f.881 w(5) -8.882
-8.831 -H8.633
-6 .364 -8.,367

2
Sekil 6.4(b) : p=0.075, M=11, 0y=.001 ve W=3.1 icin elde edilen tap

agirlik degerleri
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2

1.566
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. i @ i .
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: p=0.075, M=11, Oy=.001 ve W=3.5 icin elde edilen tap

gekil 6.4(d)

agirlik deferleri
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11 ve 0y=0.001 i¢in karesel ortalama hatanin
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Sekil 6.5 : W=2.9, M

adim uzunludu p'a gbre degigimi
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Sekil 6.7

giriiltinin defigintisi oy'ye gbre dedigimi
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SONUC

Bu ¢alismada, dofrusal bir kanalin En Kiicik Karesel Ortalama (LMS)
algoritmasi yardimiyla denklestirilmesi yapilmigtair.

Kanal denklegtirmede amag¢, kanal girigsindeki igareti yeniden elde
edebilmekti. Bu igslem ic¢in bir kanal ve bu kanali denklegstiren bir model
kullanilmigtir. Model, kanalin g¢ikigina yerlegtirilmig ve bdylece kanal
cikigi modelin girigi olarak kullanimistir. Bu modelin ¢ikigi ile
kanalin girigi arasindaki fark, uyarlamali bir algoritmada kullanilarak
kanalin denklegtirilmesi yapilmistir. Kanal girigi ile model ¢ikig:
arasindaki farkin karesel dederi, LMS algoritmasi kullanilarak en kicgik
yapilmaya c¢alagilmigtir. Bdylece modelin transfer fonksiyonu, kanalin
transfer fonksiyonunun tersi olacak gekilde elde edilerek kanalin
denklegtirilmesi sajlanmigtar.

LMS algoritmasi kullanilarak bilgisayar benzetimi kanal denkleg-
tirme yapilirken 8zdeder dagilimi, giiriiltli defisintisi ve algoritmanin
adim uzunluu parametreleri degistirilerek ortalama Kkaresel hatanin
yinelemeyle degigim edrileri elde edilmisgtir.

Ozdeder dadilimi, direk olarak kanal impuls yanitiyla iligkilidir.
Bu ylizden, impuls yaniti degistirilerek 6zdeder dagilimr degistirilmig-
tir. Ozdeder dagdilima kiigiildiikge olusan artik karesel ortalama hatanin
dederi kiiciilmiigtiir. BOylece elde edilen karesel ortalama hata en kiiglik
degere yaklagmigtir. Ayrica 6zdeder dafilimina bafli olarak edrilerdeki
dalgalanmalarda degigmigtir. {zde§er dadilimi biyidiikce, dalgalanma ve
elde edilen karesel ortalama hatanin yakinsamasindaki yineleme sayisi
artmigtar,

Adim uzunludu, algoritmanin artik karesel hatanmin en kiicik dege-
rine yakinsama hizini degigtirmigtir. Adim uzunlufu arttikca, yakinsama

hizy da artmig, fakat duragan halde ulagilan karesel ortalama biyiimiig,
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yani artik karesel ortalama hatanin artmis oldudu gdzlenmigtir. Adim
uzunludu c¢ok kigiik secildigi zaman, efrilerden de g6riilecedi gibi,
yakinsama icin yapilan yineleme sayisi yetmemigtir.

Girilltinin dedigintisinin artmasi, kuramsal olarak ilk tap girisinin
0ziligki dederinin artmasina, dolayisiyla toplam girig giicliniin artmasina
neden olur. Toplam girig gficiiniin artmasi ise kullanmilan adim uzunlugu
dederini, lst sinira yakinlagtirdidindan, algoritmanin hizli yakinsama-
si1na neden olmugtur. Giirtiltd de§igintisinin artmasi, elde edilen karesel
ortalama hatanin biiyimesine neden olmugtur.

Bilgisayar benzetimleriyle elde edilen sonuglarin, tezde ele alinan

kuramsal sonuc¢lara uydudu gbzlenmigtir.



113

KAYNAKLAR:
BERSHAD, N. J.(1986). "Analysis of normalized LMS algorithm with

Gaussian inputs," IEEE Trans. Acoust. Speec Signal Process.,

vol. ASSP-34, pp. 793-806.

BERSHAD, N. and 0. MACCHI (1989). "Comparision of RLS and LMS
algorithms for tracking a chirped signal," Proc. ICASSP,

Glasgow, Scotland, pp. 896-899.

BERSHAD, N. J. and 0. MACCHI (1991)."Adaptive Recovery of Chirped
Sinusoid in Noise, Part 2: Performance of the LMS Algorithm",

IEEE Trans. Acoust. Speec Signal Procces., vol. ASSP-39.

BOX, G. E. P. and G. M. JENKINS (1976). Time Series Analysis: Fore-

casting and Control, Holden-Day, San Fransisco.

BURG, J. P. (1968). "A new analysis technique for time series
data," NATO Advanced Study Institute on Signal Processing,

Enschede, The Netherlands.

BURG, J. P. (1975). "Maximum entropy spectral analysis,"” Ph.D.

dissertation, Stanford University, Stanford, Calif.

CHILDERS, D. G., ed (1978). Modern Spectrum Analysis, IEEE Press,

New York

DORNY, C. N. (1975). R Vector Space Approach to Models and

Optimization, Wieley-Interscience, New York.

DURBIN, J.,(1960). "The fitting of time series models," Rev. Int.

Stat. Inst., vol. 28, pp. 233-244



114

FISHER, B. and N. J. BERSHAD (1983). "The Complex LMS Adaptive Al-
gorithm-transient weight mean and covariance with applications
to the ALE," I1EEE Trans. Acoust. Speec Signal Procces., vol.

ASSP~31' ppv 34—44 ¢

GARDNER, W. A. (1984). "Learning characteristics of stochastic-
gradient-algorithms: a general study, analysis and critique,"

Signal Process., vol 6, pp. 113-133

GARDNER, W. A. (1987). "Nonstationary learning characteristics of
the LMS algorithm," IEEE Trans. Circiuts Syst., vol. CaS-34,

pp. 1199-1207

GRENANDER, U. and G. SZEGO (1958). Toeplitz Forms and Their App-

lications, University of California Press, Berkeley, Calif.

GRIFFITHS L. J. (1977). "A continiously adaptive filter implemented
as a lattice structure," Proc. ICASSP, Hartford, Conn.,

pp. 683-686.
HAYKIN, S. (1989a). Digital Communications, Wieley, New York

HAYKIN, S. (1989b). "Adaptive filters: past, present, and future,"

Proc. IMA Conf. Math. Signal Process., Warwick, England.

HAYKIN, S. (1991). Adaptive Filter Theory, 2/E, Prentice-Hall,

Englewood Cliffs, N.J.

- KAILATH, T. (1968). "An innovations approach to least squares esti-
mation: Part 1. Linear filtering in additive white noise, "IEEE

Trans. Autom. Control, vol. AC-13, pp. 646-655.



115

KAILATH, T. and P. A. FROST (1968). "An innovations approach to
least-squares estimation: Part 2. Linear smooting in additive

white noise," IEEE Trans.Autom.Control, vol.AC-13, pp.655-660.

KAILATH, T. (1970). "The innovations approach to detection and esti-

mation theory," Proc. 1EEE, vol. 58, pp. 680-695.

KAILATH, T. and R. A. GEESEY (1973). "In innovations approach to
least-squares estimation: Part 2. Linear smooting in additive

white noise," IEEE Trans.Autom.Control, vol.AC-18, pp. 435-453

KAILATH, T. ed. (1977). Linear Least-Squares Estimation, Benchmark
Papers in Electrical Engineering and Computer Science, Doeden,

Hutchinson & Ross, Stroudsburg, Pa.

KOLMOGOROV, A. N. (1939). "Sur 1'interpolation et extrapolation des
suites statiomairs," C. R. Acad. Sci., Paris, vol. 208, pp.
2043-2045 [English translation reprinted in book edited by

Railath (1977)].

KREIN, M. G. (1945). " On a problem of extrapolation of A. N.
KOLMOGOROV," C. R. (Dokl.) Akad. Nauk SSSR, vol. 46, pp. 306-

309.

LEV-ARI. H., T. KAILATH and J. CIOFFI(1984). "Least-squares adap-
tive lattice and transversal filters: A unified geometric

theory," IEEE Trans. Inf. Theory, vol.IT-30, pp. 222-236.

LEVINSON, N. (1947). "The Wiener RMS(root-mean-square) error
criterion in filter design and prediction," J. Math. Phys.,

vol. 25,pp. 261-278.



116

LUENBERGER,D. G. (1969). Optimization by Vector Space Methods,

Wiley, New York.

MACCHI, O. (1986). "Optimization of Adaptive Identification for
Time~varying Filters," IEEE Trans. Automatic Control, vol. AC-

31, pp. 283-287.

MAKHOUL, J.(1975). "Linear Prediction: a tutorial review," Proc.

IEEE, vol. 63, pp. 561-580

MARPLE, S. L., JR.(1987), Digital Spectral BAnalysis with

Applications, Prentice Hall, Englewood Cliffs, N.J.

MAZO, J. E. (1979). "On the independencetheory of equalizer

converce," Bell Syst. Tech. J., vol. 58, pp. 963-993.

MONZIGO, R. A. and T. W. MILLER (1980). Introduction to Adaptive

Arrays, Wiley-Interscience, New York.

OPPENHEIM, A. V. and R. W. SCHAFER (1975). Digital Signal

Processing, Prentice- Hall, Englewood Cliffs, N.J.

ROBBINS, H. and §. MONRO (1951). "A stochastic approximation

method," Ann. Math. Stat., vol. 22, pp. 400-407.

ROBBINSON, E. A. (1967). Multichannel Time-Series BAnalysis with

Digital Computer Programs, Holden-Day, San Fransisco.

SOLO, V. (1989). "The limiting behavior of LMS," IEEE Trans.

Acoust. Speech Signal Process., vol. 37, pp. 1909-1922.



117

UNGERBOECK, G. (1972). "Theory on the speed of convergence in
adaptive equalizers for digital communication," IBM J. Res.

DEV-' VOl. 16' ppn 546-555-

WIDROW, B. and M. E. HOFF, JR. (1960). "Adaptive switching

circuits," IRE WESCON Conv. Rec. pt. 4, pp. 96-104.

WIDROW, B. (1966). "Adaptive Filters," in Aspects of Network and
System Theory, ed. R. E. Kalman and N. DeClaris, Holt,Rinehart

and Winston, New York.

WIDROW, B., J. MCCOOL, and M. BALL (1975a). "The complex LMS

algorithm," Proc IEEE vol. 63, pp. 719-720.

WIDROW, B., et. al. (1976). "Stationary and nonstationary learning
characteristics of the LMS adaptive filter," Proc. IEEE, vol.

64, pp.1151-1162.

WIDROW, B. and S. D. STEARNS (1985). Adaptive Sigmal Processing,

Prentice-Hall, Englewood Cliffs, N.J.

WIENER, N. and E. HOPF (1931). "On a class of singular integral

equations," Proc. Prussian Acad. Math-Phys. Ser., p. 636.

WIENER, N. (1949). Exrapolation, Interpolation and Smoothing of
Time Series, with Engineering Applications, MIT Press,

Cambridge, Mass.

WOLD, H. (1938). A Study in the Analysis of Stationary Time Series,

Almqgvist and Wiksell, Uppsala, Sweeden.



118

ER-1

5 REM %*%%%% LMS ALGORITMASI #*¥¥%¥%

10
15
20
25
30

35
40
45
50
60
70
90
100
110
120
130
140
150
160
170

180

185
190

200

REM %%¥%%% SERDAR CANKURTARAN ¥¥%¥¥¥
REM sekkk®¥% 93]16008%%kkk*

REM DURAGAN BIR KANALIN LMS ALGORITMASI

REM YARDIMIYLA OZDESLENMESI
REM ISTANBUL-1996

CLS

PI = 3.1415926544#: TRI = 100

KUCUK = 1: BUYUK = 0: KUC = 0
REM *%%%% KANALIN IMPULS YANITI #%¥¥¥*
PRINT "h(n)=.5(1+cos(2*P1%(n-2)/W))}, n=1,2,3"
PRINT "0, disinda u
INPUT "W KRITIK SAYISINI GIRINIZ"; W
IF W <= 0 THEN BEEP: PRINT "SAYI SIFIRDAN BUYUK OLMALI": GOTO 90
INPUT "TAP SAYISINI GIRIN"; M
IF INT(M) <> M THEN BEEP: PRINT "SAYI TAM SAYI OLMALI": GOTO 110
IF M <= 0 THEN BEEP: PRINT "SAYI SIFIRDAN BUYUK OLMALI": GOTO 110
M1 = INT((M - 1) / 2)
IF M1 <> ((M ~ 1) / 2) THEN BEEP: PRINT " TEK SAYI OLMALI": GOTO 110
INPUT "GAUSS GURULTUSUNUN VARYANSINI GIRIN"; VAR
IF VAR < 0 THEN BEEP: PRINT "SAYI SIFIRDAN BUYUK OLMALI": GOTO 160

ORTA = (M - 1) / 2 + 2

REM #*%%%* KANALIN KATSAYILARI BELIRLENIYOR #¥k%%
FORA =1TO 3

H(A) = .5 * (1 + COS(2 * PI * (A - 2) / W))
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210 NEXT
211 REM #%%%% DENGELEYICI GIRISININ OZDEGERLERI %#%¥%

215 DIM RW(M, M)

220 FOR A = 1 TO 3
230 FOR B = 1 TO 3
240 FORC =1 TO 3

250 IF B = (C~-A + 1) THEND = 1 ELSED = 0

260 R(A - 1) = R(A - 1) + H(B) * H(C) * D

270 NEXT: NEXT

280 IF A = 1 THEN R(0) = R(0) + VAR

290 PRINT "h("; A; “)="; H(A); TAB(40); "r("; A - 1; ")="; R(A - 1)
300 NEXT

305 GOSUB 4000

310 MU = 2 / (R(O) * M): MUl = INT(1000 * MU} / 1000

320 PRINT "fcirit="; MUl

330 INPUT "LUTFEN f DEGERINI GIRINIZ"; MUY

340 IF MUY >= MUl OR MUY <= 0 THEN BEEP ELSE GOTO 350

345 PRINT "SAYI SIFIR ILE fcirit ARASINDA OLMALI": GOTO 330

350 INPUT "LUTFEN ALGORITMANIN KAC KEZ TEKRARLANACAGINI GIRIN"; N
360 IF N < 1 THEN BEEP: PRINT "SAYINIZ BIRDEN KUCUK OLAMAZ": GOTO 350

370 IF INT(N)} <> N THEN BEEP: PRINT "SAYI TAM SAYI OLAMALI": GOTO 350

375 REM #%%%% ALGORITMA BASLIYOR #d#wk%

380 DIM P(M): DIM D(N): DIM U(N + 1)

385 DIM F(N, M): DIM ER(N): DIM J(N, M)

390 DIM E(N): DIM Q(N + 1, M): DIM QX(N + 1, M)
395 DIM K(N): DIM V(N): DIM Es(N)

400 FOR TR = 1 TO TRI



420
430
440
450
460
470
480
490
500
510
520
530
540
550
560
570
580
610
620
630
640
650
660
662

664
665
666
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G=0:2Z=20:E(0)=0

FORA=0TON

RANDOMIZE TIMER

D(R) = RND

IF D(A) < .5 THEN D(A) = -1 ELSE D(A) = 1
FORB =1 T0 3

IF A - B < 0 THEN GOTO 500

G = H(B) * D(A - B) + G

NEXT
GOSUB 2500
UA) =G+ V(A): G =0

FORB =1 TO M
IF (A - B+ 1) < 0 THEN F(A, B) = 0 ELSE F(A, B) = U(A - B + 1)
Z =% + Q(A, B) * F(A, B)

NEXT

IF (A - ORTA) < O THEN K(A) = O ELSE K(A) = D(A - ORTA)

E(A) = K(A) - Z: Z = 0: ER(A) = ER(A) + E(R) ~ 2

FORB =1TO M

IF (A~ B+ 1) < 0 THEN J(A, B) = 0 ELSE J(A, B) = U(A - B + 1)
Q(A + 1, B) = Q(A, B) + MUY * J(A, B) * E(A)

OX(A + 1, B) = QX(A + 1, B) + Q(A + 1, B)

NEXT

NEXT

NEXT

REM ¥%%%% KARESEL HATALARIN VE TAP AGIRLIKLARININ %%¥¥%
REM *%&k%kkk¥kkk¥% ORTALAMALARI ALINIYOR #d %%k kdek k%

FORA =1TON
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667 IF A < ORTA GOTO 669

668 Es(A) = ER(A) / TRI: IF Es(A) < KUCUK THEN KUCUK = Es(A)
669 FOR B = 1 TO M

670 Q(A + 1, B) = QX(A + 1, B) / TRI

671 IF A = N THEN PRINT "w("; B - 1; ")="; Q(A + 1, B)

672 NEXT

673 NEXT

675 BUYUK = Q(N + 1, 1): KUC = Q(N + 1, 1)

680 FOR B = 2 TO M

690 IF Q(N + 1, B) > BUYUK THEN BUYUK = Q(N + 1, B) ELSE BUYUK = BUYUK
700 IF Q(N + 1, B) < KUC THEN KUC = Q(N + 1, B) ELSE KUC = KUC
710 NEXT

720 GOSUB 5000

740 REM *%%%% Wk DEGERLERI EKRANA CIZDIRILIYOR **%#%
750 SCREEN 9 ’
760 EK = INT(550 / M)

it

765 CAR = BUYUK - KUC: CARPAN = INT(200 / CAR)

766 CIZ

i

40 + INT(BUYUK * CARPAN)

770 FOR § = 1 TO M

780 P(S) = CARPAN * Q(N + 1, S)

790 LINE (0, CIZ)-(600, CIZ)

800 FOR A = 0 TO 2

810 LINE (EK * 8 + A -1, CIZ)-(EK * S + A - 1, CIZ ~ P(5))
820 NEXT: IF M > 13 THEN GOTO 860

830 IF (CIZ - P(S)) < CIZ THENR = -1 ELSE A = 1

840 X = INT((S * EK) / 8): Y = CINT((CIZ - P(S)) / 13.5) + A

850 LOCATE Y, X: PRINT USING "##.8##"; Q(N + 1, S)



860
870

871
872
873
874
875
876
877

880
885
890
900
910
920
1000
1005
1010
1020
1030
1031
1033
1034
1035
1036
1037
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NEXT

GOSUB 1500

LOCATE 23, 1: PRINT SPC(75);

LOCATE 23, 1

INPUT "w(4) VE w(6)'NIN DEGISIMINI GORMEK ISTERMISINIZ?(E/H)"; YANS$
IF YAN$ = "E" OR YAN$ = "e" THEN GOSUB 3000

LOCATE 23, 1

PRINT SPC(75);

GOSUB 5000

REM %#%x% KARESEL ORTALAMA HATA CIZDIRILIVOR #%##
CLS : DIM S(N)

LINE (35, 20)-(35, 300)

LINE (30, 20)-(600, 20)

LINE (600, 20)-(600, 300)

LINE (30, 300)-(600, 300)

JMI = LOG(JMIN) * .4342944811#%

IF VAR = 0 THEN BOL = 10 ELSE BOL = 5

BOLUM = INT(280 / BOL)

FOR A = BOLUM + 20 TO 20 + (BOL * BOLUM).STEP BOLUM
LINE (30, A)-(40, A)

LINE (595, R)-(605, A)

FOR B = 9 TO 2 STEP -1

PL = LOG(B) * .434294481#

LINE (33, A - PL * BOLUM)-(37, A - PL * BOLUM)
LINE (598, A - PL * BOLUM)-(602, A - PL % BOLUM)

NEXT



1038
1039
1040
1046
1050
1060
1065
1066
1067
1070
1075
1080
1081
1085
1090
1100
1110
1500
1505
1510

1520

2000
2010
2011
2012
2013

2020
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Y = INT(A / 14) + 1: LOCATE Y, 1: US = ((A - 20) / BOLUM) ~ 1

IF US = 0 THEN PRINT US ELSE PRINT "-"; US

NEXT

LINE (35, 20 + BOLUM - JMI * BOLUM)-(600, 20 + BOLUM - JMI * BOLUM)
FOR A = ORTA TO N

S(A) = LOG(Es(A)) * .434294481%

X1 =35 +A

Y1 = BOLUM - S(A - 1) * BOLUM
Y2 = 20 + BOLUM - S(A) * BOLUM
LINE (X1 - 1, Y1)-(X1, Y2)

CO = A MOD 50

IF A > 49 AND CO = 0 THEN LINE (X1, 16)-(X1, 25) ELSE GOTO 1085
X = INT((X1) / 8): LOCATE 1, X: PRINT A

IF A > 49 AND CO = 0 THEN LINE (X1, 296)-(X1, 305)

NEXT

GOSUB 1500

END

LOCATE 23, 1

INPUT "GORUNTUYU PRINTER'DAN CIKARMAK ISTERMISINIZ (E/H)"; YANIT$
IF YANIT$ = "E" OR YANIT$ = "e" THEN GOSUB 2000

RETURN

REM *%%% PRINTER'DAN CIKTI ALMA ###%
LOCATE 23, 1: PRINT SPC(75);

FORA =1TO 8

LPRINT

NEXT

LOCATE 3, 60: PRINT "W="; W



2030
2040
2045
2050
2060
2070
2080
2090
2100
2110
2120
2130
2140

2150

2500
2510
2520
2530
2540
2550
2560

3000
3005
3010
3020
3030

124

LOCATE 4, 60: PRINT "p="; MUY
LOCATE 5, 60: PRINT "M="; M
LOCATE 6, 60: PRINT "o="; VAR
DIM A%(2)

DEF SEG = VARSEG(A%(0))

FORI = 0 TO 2

READ D

POKE VARPTR(A%(0)) + I, D
NEXT

DATA 205,5,203

CALL ABSOLUTE(VARPTR(A%(0)))
DEF SEG

RESTORE

RETURN

REM *%#%% GAUSS GURULTUSU URETIMI ¥#¥¥¥

RANDOMIZE TIMER

V1 = RND(1)

RANDOMIZE TIMER

V2 = RND(1)

V(A) = SQR(VAR) * (-1 * LOG(V1)) * COS(2 * PI * V2)

RETURN

REM *%%%% w(4) ve w(6) ¥**¥xx
CLS

LINE (10, 10)-(10, 335)

LINE (10, 80)-(630, 80)

LINE (10, 240)-(630, 240)



125

3040 FOR A = 0 TO N

3042 WX = A + 10

3044 WYl = 80 - 100 * Q(A, ORTA - 3)

3046 WY2 = 80 - 100 * Q(A + 1, ORTA - 3)

n

3050 LINE (WX, WY1l)-({WX, WY2)

3053 WY3 = 240 -~ 100 * Q(A, ORTA - 1)

3056 wWy4

it

240 - 100 * Q(A + 1, ORTA - 1)

3060 LINE (WX, WY3)-(WX, WY4)

3065 CO = A MOD 50

3070 IF A > 49 AND INT(A / 50) ~ CO = O THEN LINE (WX, 75)-(WX, 85)
3080 IF A > 49 AND INT(A / 50) - CO = 0 THEN LINE (WX, 235)- (WX, 245)
3090 NEXT

3100 GOSUB 1500

3110 RETURN

4000 REM ***%%* Jmin DEGERININ HESAPLANMASI #¥kk*
4010 FOR B = 1 TO M
4020 IF B < 4 THEN RW(1, B) = R(B -~ 1) ELSE RW(1, B) =0

4030 NEXT
4040 FOR A = 2 TO M
4050 FOR B = 1 TO M

4060 RW(A, B} = RW(1, ABS(A - B) + 1)

4070 NEXT

4080 NEXT

4090 DIM Pr(M): DIM ID(M): DIM Y(M, M): DIM B(M, M, M)
4095 DIM EW(M, M, M): DIM N(M, M)

4100 FOR N

1]

1 TOM

4110 FOR A = 1 TO M
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4120 IF N = 1 THEN Y(N, A) = RW(A, N): GOTO 4170
4130 FOR B = 1 TO M

4140 SA = B(N - 1, A, B) * RW(B, N) + SA

4150 NEXT

4160 Y(N, A) = SA: SA = 0

4170 NEXT

4180 FOR A = 1 TO M

4190 IF A <> N THEN N(N, A) = -Y(N, A) / Y(N, N) ELSE N(N, A) = 1 / Y(N, N)

4200 NEXT

4210 FOR A = 1 TO M

4220 FOR B = 1 TO M

4230 IF B = N THEN EW(N, A, B) = N(N, A): GOTO 4250
4240 IF B = R THEN EW(N, A, B) = 1 ELSE EW(N, A, B) = 0
4250 IF N = 1 THEN B(N, A, B) = EW(N, A, B)

4260 NEXT

4270 NEXT

4280 IF N = 1 GOTO 4370

4290 FOR A = 1 TO M

4300 FOR B = 1 TO M

4310 FORC = 1 TO M

4]

4320 TOPL = TOPL + EW(N, A, C) * B(N - 1, C, B)

4330 NEXT

4340 B(N, A, B} = TOPL: TOPL = 0

4350 NEXT

4360 NEXT

4370 NEXT

4380 FOR A = 1 TO M

4390 IF A < ORTA -~ 2 OR A > ORTA THEN Pr(A) = 0 ELSE Pr(A) = H(A + 3 - ORTA)
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4400 NEXT
4405 PRINT "OPTIMUM FILTRENIN TAP GIRIS AGIRLIKLARI"

4410 FOR B = 1 TO M
4420 FORC = 1 TO M
4430 ARATOP = B(M, C, B) * Pr(C) + ARATOP

4440 NEXT

4450 ID(B) = ARATOP: ARATOP = 0: PRINT "w("; B; ")="; ID(B)
4460 NEXT

4470 FORA = 1 TO M

4480 FARK# = Pr(A) * ID(A) + FARK#

4490 NEXT

4500 JMIN = 1 - FARK#: FARK#§ = 0

4510 RETURN

5000 LOCATE 23, 1: PRINT "DEVAM ETMEK ICIN BIR TUSA BASINIZ"
5010 DO WHILE INKEY$ = "*

5020 LOOP

5030 RETURN
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EK-2
5 CLS
10 INPUT "TAP SAYISINI GIRIN"; M
20 DIM R(M, M)
30 FORB =1 TOM
40 PRINT "R(1,"; B; ")": INPUT R(1, B)

50 NEXT

60 FORA = 2 TO M

70 FORB = 1 TO M

80 R(A, B) = R(1, ABS(A ~ B) + 1)
90 NEXT

100 NEXT

110 DIM p(M, 1): DIM ID(M): DIM Y(M, M)
115 DIM B(M, M, M): DIM E(M, M, M): DIM N(M, M)

120 FOR N

i

1TOM

i

130 FORA = 1 TO M

140 IF N = 1 THEN Y(N, A) = R(A, N): GOTO 180
150 FOR B = 1 TO M

160 SA = B(N - 1, A, B) * R(B, N) + SA

170 NEXT

175 Y(N, A) = SA: SA = 0

[

180 NEXT
190 FORA = 1 TO M
200 IF A <> N THEN N(N, A) = ~Y(N, A) / Y(N, N) ELSE N(N, &) =1 / Y(N, N)

210 NEXT
220 FORA = 1 TO M
230 FORB=1TOM

240 IF B = N THEN E(N, A, B) = N(N, A): GOTO 260



250
260
270
280
290
300
310
320
340
350
360
370
380
390
410
420
430
440
450
460
465
466
470
480
490
500
510
515
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IF B = A THEN E(N, A, B) = 1 ELSE E(N, A, B) = 0
IF N = 1 THEN B(N, A, B) = E(N, A, B)
NEXT

NEXT

IF N = 1 THEN GOTO 390

FORA =1 TOM

FORB=1TOM

FORC=1T0M

TOPLAM = TOPLAM + E(N, A, C) * B(N - 1, C, B)
NEXT

B(N, A, B) = TOPLAM: TOPLAM = 0

NEXT

NEXT

NEXT

FORA =1T0M

FORB=1TOM

PRINT R(A, B), B(M, &, B)

NEXT : GOSUB 1000

NEXT : GOSUB 1000

FORA=1TOM

PRINT "p("; A; ",1)": INPUT p(A, 1)
NEXT

FORB =1TOM

FORC =1TOM

TOP = B(M, C, B) * p(C, 1) + TOP
NEXT

ID(B) = TOP: TOP = 0

PRINT "w("; B; ")="; ID(B)
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520 LPRINT "w("; B; ")="; ID(B)
530 NEXT

550 END

1000 PRINT "BIR TUSA BASIN"
1010 DO WHILE INKEY§=""
1020 LOOP

1030 RETURN
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