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OZET

Dogrusal kanallarm 6zdeglenmesi, son yillarda bir ¢ok aragurmanm ilgi odag
haline gelmigtir. Bu konuda olduk¢a fazla sayida yaym bulunmaktadir. Bu ¢ahgmada,
Ozyieli En Kiigiik Kare Kafes Algoritmasi (RLSL) kullanilarak dogrusal kanallarm
6zdeglenmesi problemi incelenmektedir.

Uyarlamah bir ahcmm tasarlanmastyla ilgili yaklagimlardan biri olan “ kanal
6zdegleme” de amag, 6nce ilgili kanal parametrelerinin kestirilmesi ve daha sonra bunlarm
kullamlmastyla alicmin kendisinin iletim ortamina uyarlanmasmm saglanmasidir. Burada,
bilinmeyen kanah 6zdeglemek iizere, bir model kullanmilmaktadir. Bu modelin girisi, kanal
giris isareti olmak tizere elde edilen ¢ikig isareti ile kanal gikin arasimdaki fark bir
uyarlamah algoritmada kullanilarak, kanal ile model arasindaki sapma giderilmeye
cahgilmaktadir. Boylece modelin, bilinmeyen kanah 6zdeslemesi saglanmig olur.

Uyarlamah kanal 6zdeglemesiyle ilgili olarak bir gok alic1 model kullamilmaktadir.
Uyarlamah algoritmalarm ¢ikarilmasi igin, ii¢ temel yontem tanimlanabilir. Bu yontemler,
Wiener Siizge¢ Kuramu, Kalman Siizgeg Kuramu ve En Kiigiik Kareler yontemidir.
Wiener Siizgecleme probleminin ¢ozimii optimumdur ve Wiener ¢6ziimii olarak
belirtilmektedir. Bu kuram tizerine kurulan uyarlamah algoritmalardan bazlan; En
Kiigiik Karesel Ortalama Algoritmas: (LMS), Ozyineli En Kiigiik Kareler Algoritmasi
(RLS) ve Uyarlamah Kafes Algoritmalandir. Bu galismada kullamlan Ozyineli En Kiigiik
Kareler Kafes Algoritmasi, siizgeg katsayilarmmn giincellenmesinde kullanilmak iizere, dik
igaret bilegenleri kiimesi olugturarak yakmsama hizinn artmasm saglayan oldukga verimli
bir yapiya sahiptir. Bu bilesenlerin elde edilmesi Gram-Schmidt diklestirme yéntemiyle
saglanmaktadur.

Bu galiymada, 6zdeglemek iizere bir kanal modeli segilmekte ve kafes algoritmasi
kulanilarak bu kanalm 6zdeglenmesi saglanmaktadw. Yapilan bilgisayar programmda,
kanal, giiriilti ve algoritmaya iligkin parametreler degistirilerek algoritmanm bagarimi, en
kiigiik karesel ortalama hata anlammda incelenmektedir. Bilgisayar simiilasyonuyla elde
edilen sonuglar yorumlanmakta ve sistemin bagarimi degerlendirilmektedir.



ABSTRACT

In recent years, channel identification has received a great deal of attention from
investigators. There are many studies on this subject. In this study, the identification of
linear channels using Recursive Least Squares Lattice Algorithm (RLSL) has been
investigated.

One of the approaches to design an adaptive receiver is the “channel
identification”, in which, first the relevant channel parameters are estimated and then fed
to an optimum receiver to adjust itself to the transmission medium. Here, in order to
identify the unknown channel, a model is used, which has the channel input as its input,
and the difference between its output and the channel’s output is used in the adaptive
algorithm to compensate the deviation between the channel and the model, so obtaining a
model which identifies the unknown channel.

For adaptive channel identification, several types of adaptive receivers are used.
Basically, there may be identified three distinct methods for deriving recursive algorithms
for the operation of adaptive receivers. These methods are based on Wiener Filter
Theory, Kalman Filter Theory and Method of Least Squares. The solution of the Wiener
filtering problem is optimal. Some of the adaptation algorithms based on these theories
are the Least Mean Square Algorithm (LMS), the Recursive Least Squares Algorithm
(RLS) and the Adaptive Lattice Algorithms. The Adaptive Lattice Algorithms represent a
highly efficient structure for generating a set of orthogonal signal components, which is
used for updating the tap weights, so making the convergence rate faster.

In this thesis, Recursive Least Squares Lattice Algorithm is used for the
identification of a channel. In the computer simulations, by changing some parameters of
the channel, noise and the algorithm, the performance of the algorithm, based on the
mean square error, is investigated. The results obtained is the simulations are interpreted,

and the performance of the system is discussed.

vii



BOLUM 1. GIRiS

Bu c¢alismada, Ozyineli En Kiigiik Kareler Kafes (RLSL) algoritmasi kullanarak
dogrusal kanallarm 6zdeglenmesi problemi incelenmektedir. Dogrusal bir kanal modeli
secilerek, bu kanahn Ozyineli En Kiigiik Kareler Kafes (RLSL) algoritmast yardimuyla
Ozdeslenmesine iligkin  bilgisayar simiilasyonu yapilmaktadir.Yapilan bilgisayar
simiilasyonunda, kullamlan parametreler degigtirilerek sonuglarin degigimi gézlenmekte
ve yorumlanmaktadar.

Uyarlamah siizgegler, ilgili igaretin karakteristiklerinin tiimiiniin bilinmedigi bir
ortamda siizgecin yeterli olarak gahgmasmi saglayan bir 6zyineli algoritmaya dayanir.
Algoritmanin gahgmasi i¢in, ortamdan tamamen bagimsiz olan baz baglangig kosullarmm
onceden belirlenmesi gerekmektedir. Uyarlamah siizgeclere iligkin bu 6zyineli
algoritmalarmn ¢ikanlmasmda kullanilan yaklagimlar ti¢ temel grupta toplanu:

1. Wiener Siizge¢ kuramma dayal yaklagim
2. Kalman Siizge¢ kuramma dayah yaklagim
3. En Kiigciik Kareler yéntemine dayah yaklagim

Bu yaklagimlardan biri olan Wiener Siizge¢ kurami, giriglerin duragan olmasi
halinde iyi sonuglar vermektedir Wiener Siizges kurammin yetersiz oldugu, giriglerin
duragan olmadip: durumlarda ise Kalman Siizgeg kuramu kullanihr. ilk iki yaklagm,
istatistiksel kavramlara dayahdir, yani istatistiksel 6nbilgi kullanirlar. En Kiigiik Kareler
yontemine dayah yaklagm ise deterministik yapisi itibariyle diger iki yaklagimdan
farkhdur. ’

Uyarlamal siizgecler, bilmmeyen bir ortamda etkin gahgma yetenegi ve aym
zamanda girig istatistiklerinin degisimlerini izleyebilme 6zelligi sayesinde farkh bir gok
alanda basanyla uygulanirlar. Uyarlamal siizgeglerm haberlesme, kontrol, radar, sonar,
deprem bilimi, goriintii igleme ve 6mek tamima gibi farkh bir ¢ok alanda uygulamalan



mevcuttur. Bu alanlarda uyarlamah stizgeglerin kullamlmasi, bir kag temel baghk halinde
su sekilde verilebilir:

1. Sistem 6zdesleme (System identification)

. Uyarlamah dengeleme (Adaptive equalization)

. Yanki giderme (Echo cancellation)

4. Uyarlamah bigimlendirme (Adaptive beamforming)

5. Isaret dedeksiyonu (Signal dedection)

6. Ozbaglanimh spektrum analizi (Autoregressive -AR- spectrum analysis)

[R5

(73]

Kanal dengeleme probleminin ¢éziimiinde kullanilan uyarlamah siizgecler; sistem
ozdegleme, ses igareti isleme, yanki giderme gibi problemlerin ¢oziimiinde de oldukga iyi
sonuglar vermektedir. Ozellikle Ozyineli En Kiigiik Kareler Kafes siizgeg yapisy, hem
yakmsama, hem de dogru sonuca gabuk ulagmas: bakimmdan daha ¢ok tercih edilir bir
siizgeg tiriidiir. Bu durum Satortus ve digerlerinin (1979) cahgmalarindan agikga
goriilmektedir. Falconer ve digerleri de (1978) diger bir yontem olan Kalman Siizgeg
kurammu kullanarak kanal dengeleme problemini incelemiglerdir.

Tip alaminda hastahklarm teghisinde kullanilan EP (Evoked Potentials)
kestiriminde uyarlamah siizge¢ yapisi Thakor ve digerleri (1987) tarafindan kullamilmugtir.

Bu ¢alismada, Ozyineli En Kiigiik Kareler Kafes (RLSL) algoritmas: kullanarak,
dogrusal bir kanalm 6zdeglenmesi problemi incelenmektedir. Bu amagla 6ncelikle, kanal
ozdesleme probleminin ne oldugu ve bu problemin ¢éziimiiniin Ozyineli En Kiigiik
Kareler Kafes (RLSL) algoritmas: kullanilarak nasil gergeklestirilecegi incelenmektedir.
Tiim bunlar saglandiktan sonra, 6zdeslemek iizere bir kanal modeli segilmekte ve kafes
algoritmast kulamilarak bu kanalm o6zdeglenmesi saglanmaktadir. Yapilan bilgisayar
programmda, kanal, giirilti ve algoritmaya iligkin parametreler degistirilerek
algoritmanm bagarmu, en kiigiik karesel ortalama anlammda incelenmektedir. Bilgisayar
simiilasyonuyla elde edilen sonuglar yorumlanmakta ve sistemin bagarm
degerlendirilmektedir.



Bu tezin diizenlenig bigimi ve boliimlerin igerikleri 6yledir:

Bélim 2’ de, uyarlamal sizgeglerdeki 6zyieli algoritmalarm gikarilmasma temel
teskil etmesi bakimmdan Wiener siizgeg kuramn tamtilmakta ve Wiener-Hopf esitlikleri
verilmektedir.

Botiim 3’ de, Wiener siizgeg kuramu kullanilarak Ileri ve Geri Yonde Dogrusal
Ongorii (Forward and Backward Linear Prediction) incelenmektedir. Ayrica Levinson-
Durbin algoritmalan yardimiyla kafes siizgeg yapisi olugturulmaktadir. Son olarak, bu
boliimde Birlegik Siireg kestirimi (Joint-Process estimation) verilmektedir.

Boéliim 4, genel olarak bir uyarlamah siizgecin yapisi ve isleyisi ile ilgilidir.

Béliim 5° de, bir optimizasyon teknigi olan ve hata bagarim yiizeyinin kendisini
bilmeksizin onun minimum noktasm bulan En Dik Inis (Steepest Descent) yontemi
incelenmektedir. Bu yOntemin burada verilmesinin nedeni; diger algoritmalarm daha
kolay anlagilmasmm saglanmasidir.

Bolim 6° da, En Dik Inig algoritmasmdan faydalanilarak, Wiener Siizgeg
kuramma dayah bir yaklagim olan En Kiigiik Karesel Ortalama (Least Mean Square,
LMS) algoritmas: ¢tkariimakta ve karesel ortalama hata kavrami incelenmektedir.

Bélim 7° de, En Kiigiik Kareler (Least Squares, LS) yontemine dayah bir
yaklagim olan Ozyineli En Kiigiik Kareler (Recursive Least Squares, RLS) algoritmasma
iligkin 6zyinelemeler ¢ikarilmakta ve RLS algoritmasmin karesel ortalama olarak
yakmmsama analizi yapimaktadir. Son olarak bu bolimde, RLS ve LMS algoritmalart
kargilagtmimaktadir.

Bélim 8’ de, En Kiigiik Kareler yontemme dayah bagka bir yaklagim olan
Ozyineli En Kiigiik Kareler Kafes (Recursive Least Squares Lattice, RLSL)
algoritmasma iligkin derece ve zaman giincelleme §zyinelemeleri ¢ikariimaktadir.

Bélim 9, Kkafes algoritmasi kullanarak kanal o6zdegleme probleminin
incelenmesine iligkindir. Bu bélimde, degisik kanal modelleri segilerek bilgisayar
simiilasyonlariyla kanal 6zdeslemeleri yapilmakta ve yorumlanmaktadar.

10. B6lim’ de ise bu ¢aliymada uygulanan yéntem ve elde edilen sonuglar kisaca
verilmektedir.



BOLUM 2. WIENER SUZGECLER

Bu bolimde, optimum dogrusal ayrik zamanh stizgeglerin bir simfi olarak bilinen
Wiener Siizgegleri tanitiimaktadir. Burada, dogrusal siizgegleme probleminin ¢6ziimii
i¢in, baz1 istatistiksel parametrelerin bilindigi varsayilmaktadir. Dogrusal bir siizgeg,
¢ikigmda giiriiltiiniin etkisini, bazi hata kriterlerine gére, minimum yapacak sekilde
olusturulur. Ornegin, hata isaretinin karesel ortalama degerinin minimum yapiimas: gibi.
Hata igareti, istenen yanitla siizge¢ ¢ikisi arasmdaki fark olarak tamimlanir. Duragan
girigler i¢in elde edilen sonug¢ Wiener siizgectir. Bu siizgeg, karesel ortalama anlammda
optimumdur. Wiener siizgeci duragan olmayan girigler s6z konusu oldugunda yetersizdir.
Bu problemin ¢6ziimii Kalman siizgecinde s6z konusudur. Gergekte, Wiener siizgeci
Kalman siizgecinin 6zel bir durumudur.

Wiener siizgecleri tlizerindeki cahgmammza optimum dogrusal siizgegleme

problemini ele alarak baglayacagiz.
2.1. Optimum Dogrusal Siizgecleme Problemi

Dogrusal ayrik zamanh bir siizgecn blok diyagrammm Sekil 2.1° deki gibi
oldugunu diigiinelim. Stizge¢ girigi, #(0), #(1), #(2), ... bigiminde bir zaman serisinden
olugmakta ve siizgeg, wo, Wy, W», ... impuls yamtlartyla karakterize edilmektedir.

Siizgeg, y(n) ile gosterilen ¢ikis1 iiretmektedir. Oyle ki, bu ¢ikis d(») ile gosterilen
istenen yamitm kestirimidir. e(#) ile gosterilen kestirim hatasi, istenen yanit d(r) ile siizgeg
¢ikis1 y(n) arasmdaki farktir. Kestirim hatasi e(#)’ nin miimkiin oldugunca kiigiik olmas1
gerekir. Bu problem optimum siizgegleme problemi olarak adlandinhr. Optimum
siizgecleme probleminin matematiksel ¢oziimii igin kullanilan temel kurallardan birisi

diklik kurah olarak bilinen énemli bir teoremdir.



Giris Dogrusal Cikig Istenen yanit
u(0),u(1),u(2),... | ayrik-zamanl M) d(n)
slizgeg - (: ) +
W, Wi, W, s, l
Kestirim
hatast e(n)

Sekil 2.1 Istatistiksel Siizgegleme Probleminin
Blok Gésterilimi

2.2. Diklik Kurah

Istatistiksel siizgegleme probleminin Sekil 2.1 ile tammlandigmi diigiinelim. #(0),
u(1), u(2), ... zaman serisi ile gosterilen siizge¢ girisinin ve wy, Wi, Wy, ... ile gosterilen
siizge¢ impuls yamtmmn karmagik degerli ve sonsuz siireli oldugunu kabul edelim. »
anmdaki siizgeg ¢ikig1 y(n) dogrusal konvoliisyon toplamu,

y(n) = iwk *u(n-k), n=12,.. (2.1)

k=0

ile tammmlanmaktadur.
Siizge¢ girisi ile istenen yantt d(n)’ nin sifir ortalamali, birlesik genis anlamda
duragan rasgele siiregler olduklari kabul edilmektedir. Istenen yanit d(n) ile gergek siizgeg

¢ikist y(n) arasmdaki fark,
e(n)=d(n)-y(n) (2.2)

kestirim hatasi olarak adlandirihr.



Kestirim problemi, istenen yanit d(n) ile gercek siizgeg ¢ikist y(n) arasmdaki fark
istatistiksel anlamda miimkiin oldugunca kiigiik olacak bigimde siizgecin tasarlanmastyla
¢Oziilmektedir.

Wiener siizgeg teorisinde siizgecin optimizasyonu igin ° en kiigiik karesel
ortalama hata kriteri’ kullanilmaktadir. Yani siizge¢ tasarmmm optimize etmek igin,

kestirim hatas1 e(7)’nin karesel ortalama degeri,

J = E[e(n)e *(n)|

= E[le(n)[zl 2.3)

minimum olacak gekilde segilir. Burada £ beklendik deger islemcisini gosterir.

.....

Wi, gercel ve sanal olmak tizere
w, =a, + jb,, k=0,1, .. (2.9)

bi¢iminde iki kisimdan olugur.
Gradyen iglemcisi V’ nmn £. siizgeg katsayisi i¢in degeri

o b
v, =0 b, k=0,1,.. (2.5)

bigimindedir. J° ye V gradyen iglemcisinin uygulanmasi ile gok boyutlu karmagik
gradyen vektor V(J)’ nin £. elemans,

oJ oJ
V,‘(J)=a;—+j5;“ , k=0,1,.. (2.6)
k k

bigiminde yazlabilir.



J’ nin minimum degerini elde etmek igin, gradyen vektér V(J)’ nin biitiin
elemanlan sifira egitlenerek,

v.(J)=0, k=0,1,.. (2.7)
elde edilir. Bu kogulun saglanmasi durumunda, siizgeg karesel ortalama hata anlaminda
optimumdur denir.

Buradan (2.3) esitliginin (2.6) esitlifinde yerine konulmasiyla,

Oe(n)  _Oe*(n)
_—ab,‘ + je(n)——-—abk } (2.8)

Oe(n) Oe*(n)
2, +e(n)—-——a + je*(n)

:
v,(J)= El_e*(n) P

esitligi elde edilir.
(2.2) ve (2.1) esitlikleri kullanmlarak,

a;‘(:: ) _u(n—)
= =)
-a%%fﬂ: —ju*(n—k) (2.9)

elde edilir. (2.9) esitlikleri (2.8)’ de yerlerine yazlirsa,

V,(J) = 2E[u(n— k)e* (n)] (2.10)

sonucu elde edilir.



Simdi J° nin minimize edilmesi igin uygulanmas1 gereken durumlan belirtebiliriz.
Siizgeg, optimum c¢alisma durumundayken kestirim hatasmi e, ile gosterelim. (2.7)
esitliginde belirtilen durum bulunduktan sonra ,

E[u(n~k)e, *(n)| =0, k=0, 1 .. (2.11)

esitligi yazilabilir. (2.11) egitliginden su sonucu ¢ikarabiliriz: /” nin minimum degerinin
elde edilmesi igin gerek ve yeter kosul, bu degere kars1 diigen kestirim hatasi e,(72)’ nin,
girig isaretinin her dmek degerine dik olmasidir. Bu durum, optimum siizgegleme
probleminin temel kurallarmdan olan diklik kuralmi olugturur.

Kestirim hatas1 e(n) ve siizgeg ¢ikis1 y(#) arasmdaki iligkinin incelenmesi ile diklik
kuralmm bir sonucu tiiretilebilir. (2.1) esitligi kullanilarak,

E[y(n)e - (n)] = gwk *u(n—k)e* (n)]

= iwk * Elu(n- k)e* (n)] (2.12)

yazilabilir.

Karesel ortalama hata anlamnda optimize edilmig siizgecin iirettigi gikis y, ile bu
durumdaki kestirim hatas1 ise e, ile gosterilsin. (2.11) eitligi ile tammlanan diklik kurah
kullanilarak,

Ely,(me, *(n)| =0 (2.13)
sonucu elde edilir. Boylece, siizgeg optimum durumunda gahgirken, sizgeg ¢ikiginda

iiretilen istenen yanitn kestirimi y,(n) ve bu durumdaki kestirim hatas: e,(#)’ nin birbirine
dik oldugu sonucuna varihr.



n anim kadar (7 dahil) olan giri§ verileri U, igin, karesel ortalama hata anlammnda
optimize edilmig istenen yanitin kestirimini,

d(n!U,)=y,(n) (2.14)

ile gosterelim. Burada, c?(n/Un) kestirimi sifir ortalamahdw. Ciinkii tap girigleri sifir
ortalamah olarak kabul edilir. Bu durum istenen yanit d(»n)’ nin sifir ortalamah kabul
edilmesi ile uyumtudur.

2.3. Minimum Karesel Ortalama Hata

Sekil 2.1° deki dogrusal aynk zamanh siizgeg, optimum durumda gahstigmmda
esitlik (2.2),

e, (n)=d(n)-y,(n)
=d(n)-d(n/U,) (2.15)

o0zel formuna déniigiir. Bu egitlik yeniden diizenlenirse,
d(ny=d(n/U,)+e,(n) (2.16)

esitligi elde edilir.

Jmin minimum karesel ortalama hatay gosterir ve

T = E]le, (] (2.17)

ile tamimlanir. Burada (2.16) esitlifinin her iki yaninm karesel ortalama degerleri alinir ve
(2.13) esitligi ile tammlanan diklik kurahnmn sonucu uygulanirsa,
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elde edilir. Burada o7 istenen yantn degisintisi, o) ise d(n/U,) kestiriminin

degigintisidir. Bunlarm her ikisi de sifir ortalamal olarak kabul edilmigtir. (2.18)
esitliginden minimum karesel ortalama hatanmn ¢6ziimii,

Jminzo-zd' G‘ZQ (219)

seklinde bulunur. Bu iligkiden optimum siizgegleme igin minimum karesel ortalama hata
degerinin, istenen hatanmn degisihtisi ile siizge¢ cikiginda iiretilen kestirimin degisintisi
arasmdaki farka esit oldugu goriiliir.

(2.19) esitliginin her iki yam o’ ye béliiniirse,

S %
Srel-— (2.20)
d d

esitligi elde edilir. Goriiliiyor ki, bu esitlik istenen yamit d(n)’ nin her n degeri igin sifir
oldugu 6zel durum disinda, o”, degeri asla sifir olamayacagmdan

(2.21)

oldugu kabul edilir ve € niceligi normalize karesel ortalama hata olarak adlandinl. (2.20)
esitlifinden,

g=1- (2.22)

ﬁ.»qN l D.q\'

o
elde edilir. € asla negatif olamaz ve ;2‘1 daima pozitiftir. Béylece,

d
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0<e<1 (2.23)

yazilabilir. Eger € sifira esitse, optimum siizgeg gok iyi gahgryor demektir. Oyle ki
c?(n/U") ile d(n) arasmda tam bir uyusma vardir. Eer € bire esitse, bu en koti
durumdur yani d(n/U ) ile d(n) arasmda hig bir uyum s6z konusu degildir.

2.4. Wiener-Hopf Esitlikleri
(2.11) esitligi ile tanimlanan diklik kurah siizgecin optimum ¢aligmasi igin gerek

ve yeter kogulu belirtir. (2.1) ve (2.2) esitlikleri (2.11) esitliginde yerlerine konulursa
optimallik i¢in gerek ve yeter kogul

E{u(n-k)(d*(n)—iwm.u*(n—i)ﬂ=0, k= 0,1, ..

bigiminde yeniden formiile edilebilir. Burada, w,; optimum siizgecin impuls yanitmm 7.
katsayisini gosterir. Bu esitligin genigletiimesi ve terimlerin yeniden diizenlenmesi ile,

iwm.E[u(n— kyu*(n—i)| = E[u(n- k)d *(n)], k=0,1 .. (2.24)

elde edilir. (2.24) esitligindeki iki beklendik deger asagidaki sekilde yorumlanabilir:

1. E[u(n—k)u*(n—i)] beklendik degeri, (i - k) gecikmesi igin siizge¢ girisinin dziligki

fonksiyonuna egittir:
r(i~k)= E[u(n-k)u*(n-i)| (2.25)

2. Elu(n-k)d *(n)] beklendik degeri, (-k) gecikmesi igin istenen yanit d(n) ile siizgeg
girisi u(n-k) arasindaki gapraz iligki fonksiyonuna egittir:
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p(=k) = E[u(n-k)d *(n)] (2.26)

(2.25) ve (2.26) egitlikleri (2.24) esitliginde yerlerine konulursa,

iwoir(i—k)= p(=k), k=10,1, .. (2.27)

i=0

bigiminde, siizgecin optimallifi igin gerek ve yeter kogul olan esitlik elde edilir.

Bu esitlik, optimum siizgeg katsayilarmm iki iligki fonksiyonundan yararlanarak
elde edilmesini gosterir. Bu iligki fonksiyonlan slizgeg girisinin $ziligki fonksiyonu ve
istenen yanit ile siizgec girisi arasindaki ¢apraz iligki fonksiyonudur. Bu egitlik Wiener-
Hopf esitlikleri olarak adlandirihr.

2.4.1. Dogrusal Enine Siizgegler I¢in Wiener-Hopf Esitliklerinin Cozimi

Wiener-Hopf esitliklermin ¢oziimii, siizge¢ dogrusal enine (transversal) siizgeg
(sonlu siireli impuls yamth -FIR (Finite Impuls Response)-) bigiminde oldugu ozel
durumlar igin oldukga basitlesir. Enine bir siizgeg yapis1 Sekil 2.2’ de verilmektedir.

Sekildeki enine siizgecin impuls yamti, smirh sayidaki tap agichklan we, wy, ...,
Wy ile tammmhidir. Buna gére, (2.27) Wiener-Hopf egitlikleri,

M=-1

Xw,r(i~k)=p(-k), k=01, .., M-1 (2.28)
i=0

bigimine déniigiir. Burada, w,, Wi, ..., Woari, Siizgeg tap agwhklarmm optimum

degerleridir.



13

B e il B il ey e Fil S
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[wren | [wre ] S L) [ 1*(n)|

———»
d(n/b )

dn)

Y
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Y

Sekil 2.2 Enine Siizgeg

2.4.2. Wiener-Hopf Egsitliklerinin Matris Formu

R, Sekil 2.2° deki enine siizgegteki u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap giriglerinin
MXM boyutlu iligki matrisini gosterir:

R = E[u(n)u” (n)] (2.29)

Burada tap girigleri
u(n) = [u(n),u(n-1),...,u(n- M+1)|" (2.30)

bigiminde A/X 1 boyutlu tap girig vektorii seklinde gosterilebilir.

Genigletilmis formda iliski matrisi,
r(0) r(1) e H(M=-1)]
r*(1) r(0) e FH(M=2)
R= ' ) : ' (2.31)

FEM-T) rEM-2) .. r(0) |
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seklinde yazlabilir.
Buna uygun olarak p, istenen yanit d(n) ile siizgeg tap girigleri arasmdaki A/X1
boyutlu ¢apraz iligki vektoriinii gosterir:

p = E[u(n)d *(n)] (2.32)
Genigletilmig formda ise
p=[p(0), p(-1), ..., p(1- M)| (2.33)

bigiminde yazlabilir.
(2.28) ile verilen Wiener-Hopf esitligi kapah matris formunda,

Rw, =p (2.34)

bigiminde yazlabilir. Burada,
T
w, = [woo,wol,...,wo.M_I] (2.35)

olmak iizere enine siizgecin A/X 1 boyutlu optimum tap agirhk vektoriinii géstermektedir.

Wiener-Hopf esitliginin ¢oziimii i¢in, iligki matrisi R’ nin tekil olmadigmi kabul
ederiz. Boylece (2.34) esitliginin her iki tarafimi iligki matrisinin tersi R ile onciil
garparsak,

w,=R7p (2.36)

elde edilir.
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Optimum tap agirhik vektorii w,” nin hesaplanmas: iki nicelik gerektirir: (1) tap
girig vektorii u(n)’ nin iligki matrisi R ve (2) tap giris vektorii u(n) ile istenen yanit d(n)
arasmdaki gapraz iligki vektorii p.

2.5. Hata Basarim Yiizeyi

Wiener-Hopf esitlikleri Kisim 2.2° de verilmig olan diklik kurah ile izlenebilir.
Wiener-Hopf esitliklerini, /> nin Sekil 2.2° deki enine siizgecin tap agirliklarma gére
bagimhiligm inceleyerek de tiiretebiliriz. Ik olarak kestirim hatasm,

e(n)=d(n)- Afwk *u(n—k) (2.37)

bigiminde yazahm. Burada d(n) istenen yantt, wo, wy, ..., W sSiizgecin tap agirliklan ve
u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap girigleridir. Sekil 2.2’ deki enine siizgeg yapisi igin,
J = E[e(n)e*(n)]

= E[|d(n)l2] - gwk * Elu(n~ k)d *(n)] - gwkE[u *(n—k)d(n)]

M-1M-1

+Z Zw,‘ *w,.E[u(n—k)u*(n—i)] (2.38)

k=0 i=0 -

tanimlanabilir,
Simdi (2.38) esitligindeki dort beklendik degeri tantyalim:

1. Ik beklendik deger igin,

6% = E[dtny| (2:39)
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yazlabilir. Burada ¢’ ,sifir ortalamah olarak kabul edilen istenen yamit d(n)’ nin
degigintisidir.

2. Ikinci ve tigiincii beklendik degerler igin sirastyla,

p(=k) = E[u(n-k)d *(n)] (2.40)

ve
p*(~k)= E[u*(n-k)d(n)] (2.41)

yazlabilir. Burada p(-k) istenen yanit d(n) ile tap girisi u(n-k) arasmdaki gapraz iligkiyi

g(’istermektedir.
3. Son olarak, dordiincii beklendik deger i¢in,

r(i—k)= E[u(n—k)u*(n-i) (2.42)
yazlabilir ve burada r(i-k), i-k gecikmesi igin tap girislerinin 6zligki fonksiyonudur.

Boylece (2.38) esitligi yeniden yazlirsa,

M-1 M-1 M-1M-1
== 2w, p=k) = 2w, p*(~k)+ 2 D ow, *wr(i—k)  (2.43)
k=0 k=0 k=0 i=0

elde edilir.

(2.43) esitligi, enine siizgecin tap girigleri ile istenen yanitm birlesik duragan
oldugu durumu belirtir. Karesel ortalama hata J, siizgeg tap agirhklarmm ikinci dereceden
bir fonksiyonudur. Bu nedenle, J” nin wo, wy, ..., Wiz, tap aguhiklarma bagmmlihgm: M+1
boyutlu kase seklinde bir yiizey olarak diigiinebiliriz. Bu yiizey tek bir minimum ile
karakterize edilir. Sekil 2.2’ deki enine siizgecin hata bagarim yiizeyi bu gekilde

diigiiniiliir. Hata bagarnim yiizeyinin dip ya da minimum noktasmda karesel ortalama hata
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JImin il gosterilen minimum degerine ulagir. Bu noktada gradyen vektér V(J) sifira esittir.
Bagka bir deyigle,

V,(J)=0, k=0,1.. M-1 (2.44)
yazlabilir. Burada V (), gradyen vektoriin £. elemanm gésterir. k. tap agirhgs,
w, =a, + jb,
bigimindedir. Béylece, (2.43) esitligi kullamlarak V (/) ifadesi,

oJ oJ
(2.45)

M-1

=-2p(-k)+2 2 wr(i-Fk)
i=0
bigiminde yazlabilir. (2.44) esitligi, (2.45) esitliine uygulanursa, Sekil 2.2° deki enine
siizgeg igm,

M-1
D ow, (i —k) = p(-k), k=0,1...M-1

i=0

elde edilir. Bu egitlik sistemi ile optimum tap agirhklart wy, W,1, ..., Woar bulunabilir.
Ayrica, bu egitlik sistemi, Kisim 2.4° de tiiretilen Wiener-Hopf esitlikleri (2.28) ile
Ozdegtir.

2.5.1. Minimum Karesel Ortalama Hata

istenen yamit d(n)’ nin Kestirimi olarak tammlanan d(n/U,), karesel ortalama
hata anlaminda optimize edilmig bigimde Sekil 2.2° deki enine siizgecin gikiginda iiretilir.
Sekil 2.2’ den anlagildigy gibi,
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M-1

d(niU)= D.w,, *u(n-k)
k=0
= wfu(n) (2.46)
olur. Burada w,, elemanlart wyo, W, ..., Woar1 Olan optimum tap agirhk vektoriidir ve

u(n), (2.30) esitligi ile tammlanan tap giris vektoridir. w,”u(n); optimum tap agrhk
vektorii w, ve tap giris vektdrii u(z)’ nin i¢ ¢arpimimi gésterir. u(n) ve c?(n/ U,)’ nin sifir
ortalamah oldugu kabul edilmektedir. Bundan sonra, d(nlU ,)’ nin degisintisini
hesaplamak igin (2.46) egitligi kullanilabilir ve

cf? = E[wf u(n)u” (n)wo]
=wZE[u(n)u” (n)|w, (2.47)

N §
=w, Rw,

elde edilirr Burada R, tap agirhk vektori u(n)’ nin iligki matrisidir. (2.34) esitligi
kullamlarak 63 degigintisinin optimum tap agirhik vektori w,” a bagmlihg ortadan
kaldinilabilir. Boylece (2.47) esitligi,

o =wr
4 Hp (2.48)
Pw,

bi¢iminde yeniden yazlabilir.
Enine siizgeg ile iiretilen minimum karesel ortalama hatanm hesab1 i¢in (2.48) ve

(2.19) egitlikleri kullanilarak,

J. =0 -p'w,
. ’ (2.49)
=o;-p"R7p

bigiminde istenen sonug elde edilir.
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2.5.2. Hata Bagarim Yiizeyinin Kanonik Bigimi

(2.43) esitligi enine siizgeg ile tiretilen karesel ortalama hata J” nin agik formunu
belirtir. Bu esitlik (2.31) ve (2.33) esitliklerinde verilen iligki matrisi R ve gapraz iligki
vektorii p kullanilarak,

J=0c.-wip-pw+w'Rw (2.50)

bi¢iminde yeniden yazlabilir. (2.49) esitliginin ilk satirmi (2.50)’de yerine yazar ve (2.34)
esithgnin optimum ¢6ziimiing kullanirsak, bu islemlerin sonucunda esitlikte p gapraz
iligki vektoriinii ortadan kaldumis oluruz. Béylece karesel ortalama hatanmn ikinci

dereceden bir formu olan,
J=J +(w-w_ ) R(w-w,) (2.51)

esitligi elde edilir. Bu egitlik minimize edilmis tap agirhk vektorii w,” nin optimalliginin
tek oldugunu agikga gosterir. (2.51) esitligmin sag tarafindaki ikinci dereceden form
olduk¢a bilgi vericidir. Bununla beraber, hata bagarim yiizeyinin gosteriliminin oldukga
basitlegtirilmesi i¢in tabanlarin degistirilmesi gerekir. Bunu yapmak i¢in, R ozligki
matrisinin 6zelliklerinden biri olan 6zdegerleri ve 6zvektérleri cinsinden ifade edilebilmesi

ozelligi kullamlacaktir:
R = OPAD” (2.52)

Burada A iliski matrisimin A,, A,, ..., A,, 06zdegerleri ile olusturulmus kosegen bir matris
ve Q bu oOzdegerlere karst diisen qi, d2,..., du Ozvektorlerinden olugmug bir satir

matrisidir;
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A, 0 0 0
0 &, O 0
0 0 A )
A= 3 X , =l a1 @ ..an ]
0
0 0 ... 0 A,

(2.52) esitligi (2.51) esitligine yerlestirilirse,
I = Jpin+ (W - Wo) TDADT (w - w,) (2.53)
elde edilir. Su sekilde bir v vektorii tanimlansin:
v=0%w-w,) (2.54)
Bu ifade (2.53) esitliginde yerine yazlirsa,

J=J,, +VAv (2.55)
M

J=J o+ 2 AV,
k=1

|2

M
J = o ¥ 2 Mulv, (2.56)
k=1

karesel ortalama hatanin kanonik formu elde edilir. Burada v;, v vektériinin £
elemamdir.

Hata basanm yiizeyinin gosterilimini gok daha kullamgh yapan, bu kanonik form
ozelligi ile v vektoriinin elemanlann hata bagarim yiizeyinin temel eksenlerini
olusturmaktadir.



21

BOLUM 3. DOGRUSAL ONGORU

Zaman serilerinin analizinde kargilagilan 6nemli problemlerden biri, dogrusal aynk
zamanh rasgele bir siirecin verilen ge¢gmis degerlerini g6z 6niine alarak gelecek degerinin
ongorilmesidir. u(n), u(n-1), ..., u(n-M) seklinde diigiiniilen bir zaman serisi, o ana kadar
ki (M+1) tane degeri, n zamam i¢in temsil eder. Omegin ongori islemi, u(n)’ nin
kestirimini yapmak i¢in u(n-1), w(n-2), ..., u(n-M) 6meklerinin kullanimmi igerebilir.
u(n-1), u(n-2), ..., u(n-M) ile olugan M boyutlu U,., uzayi, u(n)’ nin 6ngoériilen degeri
#(n/U,)’ nin hesaplanmasmda kullaniir. Dogrusal éngériide, bu ongoriilen degeri
u(n-1), u(n-2), ..., u(n-M) dmeklerinin dogrusal bir kombinasyonu olarak diigiinebiliriz.
Bu islem, n-1 anma gore olgiilen “ gelecege tek adimh ongorii” olarak adlandirihr. Bagka
bir 6ngori bigimindeyse wu(n), u(n-1), .., wu(n-M+1) omekleri gegmisteki u(n-M)
Omegmin 6ngoriisiinii yapmak i¢in kullamilir. Buna da “geri yonde tek admmh 6ngérii”
denir.

Burada, Wiener Siizge¢ kurami kullamlarak, ileri ve geri yonde éngoriiciiniin
tasarlanmasmda minimum karesel ortalama hata g6z oniine almacaktir. Wiener Siizgeg
Kurammi uygulayabilmek igin rasgele siirecin genig anlamda duragan ve ortalamasmm
sifir oldugu varsayilacaktir. Bu sartlar altmda béyle bir siirecin iligki matrisi Toeplitz
yapidadr.

3.1. 1ileri Yonde Dogrusal Ongorii

Dleri yonde dogrusal ongodrii islemi, yukanda da agiklandipn iizere, u(n-1),
u(n-2), ..., u(n-M) omek degerleri kullanilarak #(») 6megmin 6ngoriisiinii elde etme
iglemidir. Sekil 3.1 (a), tap girisleri u(n-1), u(n-2), ..., u(n-M) ve tap agirhklart w,,, w,,
. Way olan bir dogrusal enine siizgegten olugan bir ileri yonde Ongériiciyii

gostermektedir.
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Sekil 3.1 (a) Tek Adimh fleri Ongoriicii
(b) Ileri Ongorii Hata Siizgeci
(c) Dleri Yonde Ongoriicii ile Ileri Yénde Ongorii Hata
Siizgeci Arasmdaki Iligki

Siizgecin tap girigleri sifir ortalamali, genig anlamda duragan bir rasgele siiregtir. Bilinen
omek degerleri,

U, =[u(n-1) uw(n-2) ... u@n-u)] (3.1)

olmak iizere, bu degerler yardimiyla 6ngoériilen u(r) degeri,
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wn/U,)= iwok *u(n-k) (3.2)
k=1 .

ile tanimlanir. Burada tammlanan durum igin, istenen yanit d(n), u(n)’ e eittir:
d(n)=u(n) (3.3)
Tleri. 6ngorii hatasy, fi(n) ile gosterilir ve
Su@=ur)—in/U,) (3.4)

seklinde ifade edilir. Burada, M ongoériiciiniin derecesidir ve 6ngorii igleminde kullanilan
gecikme elemanlarmm sayismi ifade eder.

Py, minimum karesel ortalama 6ngérii hatasm géstersin:
ey - E[|fM(n)l'] (3.5)

Tap girigleri sifir ortalamal kabul edildiginden, ileri 6ngérii hatasi fi{n) de sifir
ortalamahdir. Bu durumda, P,, degeri, ileri 6ngorii hatasmin degigintisine egit olacaktir.
Ww,, ileri 6ngoriiciiniin optimum tap agirhklarmdan olusan,

w, = [wol,woz,...,woM]T (3.6)

bigiminde MX 1 boyuthu bir vektordiir.

Wiener-Hopf egitliklerini w, vektorii igin ¢6zmek i¢in iki nicelik hakkmnda bilgi
gerekir: (1) u(n-1), u(n-2), ..., w(n-M) tap giriglerinin AMXM boyutlu iligki matrisi ve (2)
bu tap girigleri ile istenen yanit u(n) arasmdaki MX1 boyutlu gapraz iliski vektoridiir.

Ayrica Py, nin belirlenmesi igin de, tigiincii bir nicelik olarak #(n)’ nin degisintisine gerek

duyulur.
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Bu ii¢ biyiiklik agagidaki bigimde tanimlanabilir:
1. u(n-1), u(n-2), ..., u(n-M) tap girisleri ile tanimlanan A7X 1 boyutlu tap giris vektori,
u(n-1) = [u(n-1),u(n-2),...,u(n- M) (3.7)
oldugundan tap giriglerinin iligki matrisi ,

R = E[u(n-u” (n-1)|

[ #0) (1) . HM=D]
r(-1) r(0) . r(M-=2)
R= ' ' . ' (3.8)
H=M+1) r(=M+2) ..  r0)

bigiminde ifade edilir. Burada r(k), & gecikme i¢in igaretin 6ziliski fonksiyonudur.
2. Tap girigleri u(n-1) ve istenen yamit u(r) arasmdaki A/X 1 boyutlu gapraz iligki vektorii

r = E[u(n- Du*(n)]

[ r*) ] [ r-D) ]
r*@2) | | 7(=2)
. . (3.9)

IRrary
bigiminde ifade edilir.

3. u(n) sifir ortalamah oldugundan %(7)’ nin degisintisi 7(0)’ a esittir.
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Tablo 3.1 Wiener-Siizgeg Degiskenlerinin Ozeti

Nicelik Wiener-Siizgeci lleri Yonde Geri Yonde
(Sekil 2.2) Ongoriicii Ongoriicii
(Sekil 3.1(a)) (Sekil 3.2(a))
Tap Girig Vektorii u(n) u(n-1) u(n)
Istenen Yant d(n) u(n) u(n-M)
Tap Agirhik Vektori W, W, g
Kestirim Hatas1 e(n) § ) bidn)
Tap Girislerinin Iligki R R R
Marisi
Tap Girigleri Ile Istenen
Yanit Arasmdaki Capraz P r r
Thgki Vektorii
Minimum Karesel Imin Py P
Ortalama Hata

Bu tabloyu kullanarak daha once elde edilen Wiener-Hopf esitliklerini duragan
girigler igin ilert yonde dogrusal 6ngorii probleminin ¢6ziimiinde kullanilmak tizere,

Rw,=r (3.10)
seklinde degistirebiliriz. Benzer bigimde (2.49) esitligini kullanarak ileri yonde 6ngori

hatasi giicii

Piu=H0) - r'w, (3.11)

seklinde hesaplanabilir.
3.1.1. Ileri Yonde Ongorii Hata Siizgeci

(3.2) esitliginin (3.4) esitliginde yerine konulmasiyla ileri yénde 6ngorii hatasi,

Jor () = u(n) - fw(,,‘ *u(n—k) (3.12)

k=1

bigciminde ifade edilebilir.
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Ak , K0, 1, 2, ..., M, yeni bir enine siizgecin tap agirhklar olarak

{1 ’k=0
o = W, k=12,...M (3.13)

bigiminde tantmlanirsa, ileri ongdri hatasi
M

fi(m) = kZam *u(n—k) (3.14)
=0

seklinde ifade edilebilir. Bu giris gikig ihigkisi Sekil 3.1 (b)’ deki gibi bir enine siizgeg ile
gosterilebilir. Bu siizgeg, ¢ikiginda ileri 6ngdrii hatas1 fi(n)’ 1 liretmek i¢in u(n), u(n-1),
..., u(n-M) dmekler kiimesini igler ve ileri yonde ongérii hatas: siizgeci olarak adlandirihr.
Ayrnica, Sekil 3.1 (c), ileri yonde oOngoriicii ile ileri yonde 6ngoriicii hata siizgeci

arasmdaki iligktyi blok diyagram olarak gosterir.
3.1.2. Ileri Yonde Ongorii Igin Genisletilmis Wiener-Hopf Esitlikleri

(3.10) ve (3.11) esitliklerini tek bir matris iligkisi ile,

SN 019
r R lL-w, Lo ’

bigiminde gésterelim. (3.8) , (3.9) ve (3.13) esitliklerini kullanarak bu ifade daha agik bir
sekilde,

F r(O) r(l) .ee r(M) ] Pa‘ua | FPM—
I‘(—l) r(O) I‘(M— 1) Ay 0
. . . . SR P (3.16)
My r-M+ty .. ) lay, | Lol

seklinde yazilabilir, veya (M+1) tane esitlik kullanarak,
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ia r(l—i)={PM =9 (3.17)
praiale 0 ,i=12,...M )

biciminde de ifade edilebilir. Tiim bu egitlikler A/ dereceli ileri yonde ongorii hatasi
siizgecinin genigsletilmis Wiener-Hopf esitlikleridir.

3.2. Geri Yonde Dogrusal Ongorii

Geri yonde dogrusal ongori islemi, u(rn), u(n-1), ..., u(n-M+1) 6mek degerleri
kullamlarak #(n-M) 6meginin ongoriisinii elde etme islemidir. Sekil 3.2 (a), tap girigleri
u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) ve tap aguwhklan g, g», ..., g olan bir dogrusal enine
siizgecten olugan bir geri yonde ongoriiciiyt gosterir. Bilinen 6rmek degerleri

U, =[u(n) u(n-1) ... u(n-M+1)" (3.18)

olmak tizere, bu degerler yardimiyla 6ngorilen u(n-M) degeri,

M
an—MIU)=D. g *u(n—k+1) (3.19)

k=1
ile tantmlanir. Burada tanimlanan durum igin istenen yamit d(n), u(rn-M) degerine esittir:
d(n) = u(n-M) (3.20)
Geri yonde ongorii hatas1 by(n) ile gosterilir ve
b,(Wy=u(n—-M)-t(n-M/U)) (3.21)

seklinde ifade edilir. Minimum karesel ortalama 6ngorii hatasi,
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Py = E[p, [ (3.22)

ile ifade edilebilir. Geri yonde 6ngériiciiniin optimum tap agwhklarmdan olugan A/X1
boyutlu vektdr ise,

T -~
g=[g. &, - &ul (3.23)
bigiminde gosterilebilir.

u(n) @u(n-l) C u(n=MA1) l I uln-M)

Y ‘
2*

i
wn—-M/IU,)

u(m) IZ' u(n-1) u(n-\+1) - u(n-M)

Y Y

c*u0 ¥y TRV *u M

é % % by ()
(b)
un) l’z} u(n-1) UM u(n-M)
\ Y Y \/

am, M au,M-1 a1 0

CZS by (m)

Sekil 3.2 (a) Tek Adimh Geri Ongériicii
(b) Geri Ongoru Hata Siizgeci
(c) Tleri Ongorii Hata Siizgecinin Tap Agrliklan
fle Tammlanmg Geri Ongorii Hata Siizgeci
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Wiener-Hopf egitliklerinin g vektorii igin ¢dziilmesi igleminde iki nicelik hakkmnda
bilgi gerekir: (1) u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap giriglerinin A<M boyutlu iligki matrisi ve
(2) bu tap girigleri ile istenen yanit #(n-M) arasmdaki MX 1 boyutlu ¢apraz iligki vektorii.
Aynica P,/ nin belirlenmesi igin de, iiglincii bir nicelik olarak u(n-M)’ nin degigintisine
ihtiyag vardur.

Bu ii¢ biiyiikliik asagidaki bigimde tanimlanabilir:

1. u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1) tap girisleri ile tanimlanan A 1 boyutlu tap girig vektorii ,
u(n)=[u(n) u(n-1) ... up-M+1)" (3.24)
bigiminde oldugundan, tap girislerinin iligki matrisi

R = E[u(n)u” (n)]

(3.25)
r(0) r(1) r(M- l)q
r(—l) r(O) I‘(M—-?-)
R = . : ¥ '
FMAY) reM+2) . H0)

seklinde gosterilebilir.

2. Tap girigleri u(n) ile istenen yamit w(n-M) arasmdaki AMX1 boyutlu gapraz iligki

vektorii,
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r’* = E[u(n)u*(n—- M)|

(3.26)
[ r(M) ]
r(M-1)

r* =

L (D)
biiminde ifade edilir.
3. u(n-M)’ nin degigintisi 7(0)’ a eittir.

Tablo 3.1 kullamilarak, geri yonde dogrusal ongérii probleminin ¢éziimii icin
Wiener-Hopf egitligi,

Rg = r’* (3.27)
biciminde degistirilebilir. Benzer gekilde geri yonde ongdri hatas: giicii

Py=r0)-r"g (3.28)
seklinde hesaplanabilir.

3.2.1. Geri Yénde ve Ileri Yonde Ongoriciiler Arasindaki Iliskiler

Strastyla ileri yonde ve geri yonde ongoériiciiye ait matris bigiminde yazlan (3.10)
ve (3.27) ifadeleri kargilagtirldiginda, egitliklerin sagmda kalan vektorlerin iki agidan
birbirlerinden farkh olduklann gorikir: (1) Geri yonde oOngoride ¢ikanlan vektor
elemanlan geriye dogru dizilmigtir. (2) Elemanlan birbirine gore kompleks egleniktir.
Birinci farkliid: gidermek i¢in (3.27) esitliginin sagmdaki vektoriin elemanlarmin sirastyla
ters gevrilmesi gereklidir. Bu iglem, esitligin sol tarafinn R’g® seklinde degistirilmesiyle
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saglamr. R’, R iligki matrisinin transpozu ve g’ de tap vektorii g’ nin geri yonde
diizenlenmig halidir. Yani,

R7g% =r* (3.29)
bigiminde yazlabilir. Esitligin her iki tarafinn kompleks eslenigi alinirsa,
R H gB *® r

ifadesi elde edilirBurada R, Hermitian matris oldugundan R” = R dir.Bu ifade
kullamlarak geri yénde 6ngoriniin Wiener-Hopf esitligi,

Rg’*=r (3.30)

haline gelir. (3.30) esitligi ile (3.10) esitligi karsilagtirilarak, geri ve ileri yonde tap

vektorleri arasmda
gi*=w, (3.31)
seklinde bir iligki bulunabilir. Bu denklem aracihgiyla, ileri ve geri yonde ongdriiciiler
birbirlerine déniigtiiriilebilir.
Goriildiigii gibi, geri yonde éngoriiciiyii ileri yonde éngoriiciiye gevirmek igin tap
agirhklan ters gevrilir ve kompleks eglenikleri alimir. Ayrica,
rBT g = rT gB

esitlifi g6z 6niine almarak, (3.28) esitligindeki geri yonde dngorii hatas: giicii

P,=r(0)-r'g® (3.32)
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seklinde yazlabilir. Bu esitligin her iki yanimn kompleks eglenigi almdiginda,

P, =r(0)-rfg?* (3.33)
elde edilir. Bulunan bu esitligin (3.11)" deki ileri yonde 6ngoérii hatas: giiciine esit oldugu
goriilecektir. Bu nedenle, birbirine esit olan ileri ve geri yonde 6ngoérii hatalarmm her
ikisinin giicii de Py, ile gosterilir.

3.2.2. Geri Yonde Ongorii Hata Stizgeci

(3.19) esitliginin, (3.21) egitliginde yerine konulmasiyla geri yonde 6ngérii hatast
M
b, (n)=u(n— M)—D.g, *u(n—k+1) (3.34)
k=1

bigiminde ifade edilebilir.
cuk > k=0, 1, ..., M, yeni bir enine siizgecin tap agirhklarn olarak,

~g1 k=01 M-1 .
cM,‘={1 ""k=M (3.35)
tammlanir. Geri yonde 6ngorii hatasi
M
By (M) = D.c\ . *u(n—k) (3.36)
k=0

seklinde ifade edilebilir. Bu giris ¢ikig iligkisi Sekil 3.2 (b)’ deki gibi bir enine siizgeg ile
gosterilebilir. Bu siizgeg, geri yonde ongorii hata siizgeci olarak adlandinlir.

(3.31) esithiginde ileri ve geri yonde 6ngoriicii tap vektorleri arasmdaki iligki
verilmigti. Bu egitligin skaler bigimi goz 6niine alinarak
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Eag-in™ = Wop k=12, ... M
ya da benzer ifadeyle

. %
gk - wo.M-k+l >

olugturulabilir. (3.37) esitligi (3.35) esitlifinde yerine yazlirsa,

W, Sk=0L.. ,M-1 .
Corrx ={1 (3.38)

k=M

ifadesi bulunur. Boylece, geri yonde ongodrii hata siizgeci tap agirhklan, ileri yénde
Ongorii hata siizgeci tap agirhklan cinsinden,

Crk = Artm-k (3.39)
bigiminde yazlabilir. Benzer sekilde ileri yonde dngorii hata siizgeci tap agirhklan da geri
yonde ongérii hata siizgeci tap aguhklan cinsinden yazlabilir. Béylece ileri ve geri
ongorii iglemleri arasmda gegis saglandif gibi, hata siizgegleri arasinda da gegis saglanir.

(3.36) esitligi, (3.39) esitligi kullamlarak yeniden yazilirsa, geri yonde 6ngorii

hatas1
M
b, (n)= kZaM'M_ku(n— k) (3.40)
=0

seklinde ifade edilebilir.
Sekil 3.2 (c), ileri yonde oOngorii hata siizgeci tap afwhklarn kullamlarak
olugturulmug geri yénde 6ngorii hata siizgecini gostermektedir.
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3.2.3. Geri Yonde Ongoru Igin Genisletilmis Wiener-Hopf Esitlikleri

(3.27) ve (3.28) esitliklerini tek bir matris iligkisi ile

= ol 2
r ro)lL1] LR, (3.41)

bigiminde gosterelim.
(3.25), (3.26) ve (3.39) esitlikleri kullanilarak bu ifade daha agik bir gekilde

Fr©  r@® . (M) J[ay,*] [0]
r(-1) r(0) e F(M=-Djja ., * 0
=| . (3.42)
Lr(-M) r(-M+1) .. r0) Il ay,* ] LP,]
yazilabilir veya (M+1) tane esitlik kullanilarak
i _— {o i=01.. M-1 "
I=oaM.M—l r(l-i)= P, =M (3.43)

bigiminde de ifade edilebilir.
Tim bu egitlikler, M dereceli geri yonde ongorii hatasi siizgecinin genigletilmis
Wiener-Hopf esitlikleridir.
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3.3. Levinson-Durbin Algoritmasi

Ongorii hata siizgeci tap agirhklarmm ve ongori hata giictiniin hesaplanmasi icin,
genisletilmis Wiener-Hopf esitliginin ¢6ziimiyle dogrudan bir yontem tanimlanabilir. Bu
yontem, Ozyineli yapidadir ve siizge¢ tap giriglerinin iligki matrisinin Toeplitz yapida
olmasi ozelligini kullanir. Levinson-Durbin algoritmasi olarak bilnen bu yodntem,
oncelikle Levinson (1947) tarafindan tamitiloug ve Durbin (1960) tarafindan tekrar
formiile edilmigtir.

m. dereceden ileri yénde ongori hata siizgeci tap agirhiklarim, (m+1)X1 boyutlu
bir a,, vektorii ile tammlayalm. m. dereceden geri yonde hata siizgeci tap agirhklarim da,
a, vektorimiin degerlerinin geri diizenlenip kompleks eglenikleri almmis olarak, a,’*
vektéri geklinde gosterebiliriz. (m-1). dereceden ileri ve geri yonde Ongérii hata
siizgeglerinin mX 1 boyutlu tap agulk vektorleri de swasiyla, a,.; ve an..°* seklinde
gosterilebilir. Levinson-Durbin 6zyinelemesi sonug olarak iki esas iizerine oturtulmugtur:

1. Ileri yoénde éngorii hata siizgecinin tap agirhk vektorleri,

L5 bl
a,=| T AT s (3.44)

m-1

bigiminde derece giincellegtirilebili. Bu ifadedeki I',, bir sabittir. Bu derece
giincellemesinin skaler formu,
k=0,1,....m (3.45)

ta

a,,=a m—Lm—k

m-1,
seklindedir. Burada a,; , m. dereceden ileri yénde 6ngorii hatas1 siizgecinin k. tap
agirh@idir. 4™ ise, (m-1). dereceden geri yonde ongoérii hatas: siizgecmin . tap

agirhgdir. Aynica (3.45) esitliginde, a,.10=1 ve ay.1,=0 dir.
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2. Geri yonde ongorii hata siizgecinin tap agirhk vektérleri,

By 0 s am—l
a,”= Q% * +I, 0 (3.46)
m~1

bigiminde derece giincellegtirilebilir. Bu derece giincellemesinin skaler formu,

*:a

a *+1, *a, ., k=0,1,...,m (3.47)

m-m—k m—1.m-k

seklindedir. Burada a,m+*, m. dereceden geri yonde Gngorii hata siizgecinin k. tap

agirhgidir. Diger elemanlar da benzer bigimde tanimlanabilir.

Levinson-Durbin 6zyinelemesinin gegerliliginin ispatmda, I'y, sabitinin saglamasi
gereken sartlan belirlemek amaciyla agagidaki dort agamay1 gercgeklegtirelim:

1. R,.; , m. dereceden ileri yonde ongérii hata siizgecinin tap girigleri u(n), u(n-1), ...

u(n-m)’ nin (m+1)X(m+1) boyutlu iligki matrisidir. (3.44) esitliginin her iki tarafin1 Ry,
ile garpalm. Esitligin sol tarafi igin, (3.15) esitlifinden yararlanilarak,

Pm
Rm+lam = O (3'48)

yazlabilir.

2. R iliski matrisinin par¢alanmug bigimi (Haykin, 1991),

R r2*
R = m m
e r(0)
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seklinde gosterilebilir. Burada R,, , u(n), u(n-1), ..., u(n-m+1) tap girigleri i¢in iligki
matrisi ve r, ¥, tap girisleri ile istenen yamit u(n-m) arasmdaki gapraz iliski vektoriidiir.
(3.44) esitliginin saj tarafindaki ilk terim igin,

ok ol
R 0 i r™ ro)JL O

m

[R”‘a”‘“] 3.49
- r:T am-l ( . )
ifadesi elde edilir.
(m-1). dereceden ileri yonde 6ngorii hata siizgeci igin genigletilmis Wiener-Hopf
esitligi,
P m—1
R,a,, = 0 (3.50)
ile verilebilir. Burada,
m-1
A, = rnltﬂam—l = Zam—l.kr(k —-m) (3.51)
k=0
seklinde bir skaler tanimlanarak,
P m-1
am—l
R[ . ]= 0, (3.52)
Am—l

ifadesi bulunur.

3. R, iligki martisinin pargalanmig bigimi (Haykin, 1991),
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r(0) .
R =’: r R ]

m m

seklinde de gosterilebilir. Burada R, , u(n-1), u(n-2), ..., u(n-m) tap girigleri igin iligki
matrisi ve r,,, bu tap girigleri ile istenen yamit #(») arasmdaki gapraz iligki vektoriidiir.
(3.44) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim igin,

R{o} #(0) r:}[O}
™ az—l* B l.m Rm az-l*

r,a,,*
= (3.53)

R aZ *

m® m—1

ifadesi elde edilir. r,,"a,..>* skaler degeri igin,

m

r:llaft—l *= r(l)am—l,m—l *= Am-l * (354)
I=1

esitligi yazilabilir.
(m-1). dereceden geri yonde 6ngérii hata siizgeci i¢in genigletilmis Wiener-Hopf
esitligi,
0,
Rmafﬂ*=[ Pm_i] (3.55)

seklinde verilebilir. (3.54) ve (3.55) esitliklerinin (3.53) esitliginde yerine yazilmasiyla,

0 I—A m-1 *
Rm+l B % = qu (3.56)
am—l P
m-1
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ifadesi bulunur.

4. Bu ii¢ adimda elde ettifimiz sonuglar, (3.44) esitliginin her iki yanmnm R,., ile
carpilmasi durumu igin yerlerine yazarsak,

P Pm-l Am—l *
L)”‘]: o, |+l O, (3.57)
" Am—l Pm—l

ifadesi elde edilir ve bu son esitlikten iki 6nemli sonug ¢ikarilabilir:

1. (3.57) esitligmin sag ve sol tarafindaki vektérlerin ilk elemanlarindan,

P =P _+T,A,  * (3.58)

esitligi elde edilebilir.
2. Aym sekilde, aym egitligin sag ve sol tarafindaki vektorlerin son elemanlarmdan,

0=A, +I, P _, (3.59)
esitligi ¢cikanlabilir. Bu egitlik yeniden diizenlenirse, I',, sabitinin degerini
r,= By 3.60)
m — Pm_l ( *

seklinde buluruz. (3.60) esitliginden A,.; degeri gekilir ve bu ifade (3.58) esitliginde
yerine yazilirsa ongorii hatas1 giici,

B, =P, (1-[0.]) (3.61)
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seklinde ifade edilebilir. Ongorii hata siizgecinin derecesi m artarken, P, degeri
azalacaktir. P,, degeri hig bir zaman negatif deger alamayacagmdan her zaman igin,

m>1 (3.62)

bagmmtis1 saglanacaktir. Aym1 zamanda sifir anindaki hata giiciiniin, girig siirecinin dziligki
fonksiyonunun sifir gecikmesi degerine esit oldugu bilinmektedir:

Py= I’(O)

(3.61) esitliginde, m=0" dan baglayip, birer birer arttirilip 6ngorii hata siizgecinin
son derecesi M’ e gelindiginde 6ngorii hatasi giici,

P, = R,ﬁ(l—ll"mlz) (3.63)

ifadesiyle verilebilir.
3.3.1. I',, ve A, Parametrelerinin Agiklanmasi
1<m< M arahgmda I',, parametreleri, son derecesi M olan 6ngorii hata
siizgecine Levinson-Durbin 6zyimelemesinin uygulanmas: sonucunda elde edilen yansima
katsayilandir. (3.62) esitliginde verilen gii¢ degerinin smir araliklarmdan faydalanilarak,
Ir,|<1 , biitin m (3.64)
bagmtis1 yazilabilir.

m dereceli bir 6ngorii hata siizgecinin yansima katsayist bu siizgecin son tap

agirhgma esittir:
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A1 degeri ise, ileri yonde ongorii hatast f,..1(») ile geciktirilmig geri yénde 6ngorii
hatasi b,,.1(n-1) arasmdaki gapraz iligkiyi gosterir:

A= E[bm—l(n “Dfps* (n)] (3.65)

Burada fm-l(n), u(n), u(n-1), ..., u(n-m+1) tap girisleri igin (mm-1). dereceden ileri yénde

ongori hatasi siizgecinin ¢ikigidir. b,.1(n-1) ise, u(n-1), u(n-2), ..., u(n-m) tap girigleri igin
(m-1). dereceden geri yonde ongorii hatas: siizgecinin ¢ikigidwr. Ayrica,

Jo(ny=bo(n)y=u(n)

oldugundan, (3.65) esitliginden yararlanarak sifir amndaki A,,., degeri

A, = Elb(n=1)f, *(n)]
= E[u(n—lyu*(n)]
=r*(1)
=r(-1)

bi¢iminde elde edilir. (3.60) ve (3.65) eitliklerinden faydalanilarak yansima katsayilarma,

- =_E[b,,._l(n—nfm.z,*(n)] (.66
| AR

bigiminde yeniden formiile edebiliriz. Esitlifin sag tarafi, negatif igaret harig, kismi iligki
katsayis1 (Partial Correlation, PARCOR) olarak bilinir. Sonu¢ olarak, yansima
katsayisimm, PARCOR katsayisinm negatifi oldugu goriiliir.
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3.3.2. Levinson-Durbin Ozyinelemesinin Uygulanmasi

Son 6ngérii derecesi M igin, 6ngdrii hatasi giicli Py, ve 6ngori hatas: siizgeci tap
agrhklan ape , 40, 1, .., M, degerlermin hesaplanmasi i¢in Levinson-Durbin
Ozyinelemesinin iki gekilde uygulanmas: s6z konusudur:

1.Girig igaretinin 6ziligki fonksiyonunun #(0), (1), ..., (M) degerleri zamana gore
ortalamasi alinan bir formiil ile hesaplanabilir:

1 N-k
FR)= 57 > u(nyu*(n-k), k=0,1,... M (3.67)
n=1

N degeri, N>>M kogulu altnda girig serismin toplam uzunlugudur. Yukandaki ifadeden
elde edilen dziliski degerleri ile, (3.51) esitligi kullamlarak A,.; degeri ve (3.61) esitligi
kullamlarak da hata giicii P,, hesaplanabilir. Ozyinelemenin baglamg degeri m =0 igin Py=
H0) ve Ao = r*(1) kullamilir. Aynica a,,o = 0 (her k>m igin) esitlikleri kullaniir. Ongérii
hata siizgeci katsayillan ve 6ngorii hata giiciiniin kestiim degerlerinin bulundugu bu
yontem Yule-Walker kestirimi olarak bilinir.

2. Yansima katsayilan Iy, I»,..., I/ degerleri ve 6zligki fonksiyonunun sifir gecikmesi
igin degeri 7(0)’ nin kesin olarak bilindigi durumlarda uygulanir. Bu degerler,

a,,=a, . +l,a

%
m. m-1m—-k *

)

ifadelerinde kullanilarak 6zyineleme gergeklestirilir. Ozyineleme m = 0’ dan baglar ve M

P, =P,(1-Ir,

son degerinde biter.
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3.3.3. Levinson-Durbin Ozyinelemesinin Ters Bigimi

Levinson-Durbin 6zyinelemesinin normal uygulamasinda I'y, Is,..., T, degerleri
verildiginde a1, Az, ..., Guar tap agirhklarmm hesaplanmas istenir. Bazen bunun tersi
gerekebilir. Yani; ay 1, ayz, -.., auar tap agirliklan verldiginde I'y, Is,..., [y yansmma
katsayllarmm hesaplanmasi istenebilir. Bu problem ters oOzymeleme olarak
adlandirabilecegimiz Levinson-Durbin 6zyinelemesinin tersi uygulanarak ¢oziilebilir.

Ters 6zyinelemenin elde edilmesi igin (3.45) ve (3.47) esitliklerindeki skaler
ifadeler ortak bir matriste birlegtirilirse,

r a”‘*k 1 I‘m-I am——l,k
I-am—m—k* ~Lr, * l_l a * k=0, 1...,m (3.68)

m m—1.m~k

esitligi elde edilir ve bu ifadeden tap agirhiklarmm ¢6ziimii igin,

Gt s * (3.69)

ifadesi elde edilir.
Ters ozyineleme ile ¢oziime baglarken I, = @m» kosulu esas almip, tap
agirhklarmm hesaplanmasi i¢gin m = M, M-1, M-2, ..., 1 siras1 takip edilerek ¢6ziim

gerceklegtirilir.



3.4. Kafes Ongoriiciiler

Kafes ongoriiciiler, bir ¢ok ileri ve geri yonde oOngorii hata siizgegleme
iglemlerinin tek bir yapida birlegtirilmesiyle gergeklestirilirler. Bir kafes ongériiciisii,
admdan da anlagilacag: gibi, ardarda baglanmig kafes seklindeki yapilardan olugur. Kafes
ongoriiciilerdeki katlarin sayis1 6ngorii derecesine esittir. Yani, 7 dereceli bir 6ngérii hata

siizgecini gergeklestirmek i¢in 7 kath bir kafes yapisi olugturmak gerekir.
3.4.1. Ongoru Hatalannin Derece Gincelleme Ozyinelemeleri

Kafes ongoriiciilerin giris ¢ikis bagmtilan, Levinson-Durbin algoritmasmdan
faydalanilarak, gesitli yollarla ¢ikartilabilir. Bu isleme, 6ngorii hata siizgeglerinin ileri ve
geri iglemlerine ait matris formundaki (3.44) ve (3.46) esitliklerinden faydalanarak
baglayalim. Bu egitlikler asagida verildigi bigimde ifade edilmisti:

a, 0
a,= 0 +T, QF (3.70)
m-1
By 0 % am—l
3,%=| 5 & +T, 0 (3.71)
m-1

(m+1)x1 boyutlu a,, ve mX 1 boyutlu a,,, vektorleri sirasiyla m. ve (m-1). dereceden ileri
yonde 6ngori hata stizgeglerine kargihk diisen tap agwhklandir. (m+1)X1 boyutlu a,”*
ve mX 1 boyutlu a,,,** vektorleri de sirasiyla m. ve (m-1). dereceden geri yonde 6ngorii
hata siizgeglerinin tap agirhklarma kargihk diiger. I, degeri ise yansima katsayisi olarak
adlandirlir.

Oncelikle m. dereceden ileri yonde ongorii hata siizgecinin u(n), u(n-1), ...,
u(n-m) ile gosterilen tap giriglerini ele alahm. Bu siizgecin (m+1)X1 boyutlu tap girig
vektoril u,+1(n)’ 1 agagidaki formda gorilldugi gibi pargalayalim:
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u,(n)
u, (#7)=| .......... (3.72)
u(n—m)
Ya da egdeger formda,
u(n)
u,, (@)= ... (3.73)
u,(n-1)
yazilabilir.

(3.70) esitligindeki a, vektoriiniin Hermitian déniigiimii almip, bu esitligin her iki tarafi
U1 vektorii ile garpihirsa;

1. Esitligin sol tarafindaki ilk terim igin,
fm (n) = agum-l-l (n) (3’74)

ifadesi elde edilir. f,(n), m. dereceden ileri yonde ongérii hata siizgecinin gikismda

tiretilen ileri yonde 6ngérii hatasidar.
2. Esitligin sag tarafindaki ilk terim ig¢in (3.72) esitliginde verilen w,.,; vektoriiniin
pargalanmig bigimi kullanilarak,
[aZ, 0] u,,,.(n)=[a” 0] [ .......... J
u(n—m)

= aIlr{—lum(n)

= fua () (3.75)



46

ifadesi elde edilir. Burada f,, ((r), (m-1). dereceden ileri yonde 6ngorii hata sizgecnin

cikignda iiretilen ileri yonde ongorii hatasidir.

3. Esitligin sag tarafindaki ikinci terim igin (3.73) esitli§inde verilen u-(7) vektoriintin
pargalanmig bigimi kullamilarak,

0 a%]u.m=[0 a~, { .......... J

=a¥u, (n-1)
=b _(n-1) (3.76)

ifadesi elde edilir. Burada b,..(r~1), (m-1). dereceden geri yonde ongorii hata siizgecinin
gikiginda iiretilen geri 6ngérii hatasmmn geciktirilmisidir. (3.74) ,(3.75) ve (3.76) esitlikleri
birlestirilerek,

fu®)= fram)+T, %5, (n=1) (3.77)
elde edilir. Benzer sekilde, m. dereceden geri yonde ongorii hata siizgecinin u(r),
u(n-1), ..., u(n-m) ile gosterilen tap girislerini ele alahm. (3.71) esitligindeki a,’*

vektoriiniin Hermitian déniigiimii almip, bu esitligin her iki tarafi w,.(n) vektorii ile
garpilirsa,

1. Egitligin sol tarafindaki ilk terim igin,

b (my=alTu,, (n) (3.78)
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ifadesi elde edilir. Burada b,(n), m. dereceden geri yonde Ongorii hata siizgecinin

¢ikiginda tiretilen geri yonde dngorii hatasidir.

2. Esitligin sag tarafindaki ilk terim ig¢in (3.73) egitliginde verilen w,«(n) vektériiniin
pargalanmig bigimi kullamlarak,

( u(n)
o aZ]u,.m=[0  aZ]| ...
tum(n—l)
=a u, (n-1)
=b, (n-1) (3.79)

elde edilir.

3. Esitligin sag tarafindaki ikinci terim i¢in (3.72) esitliginde verilen u,.\(#) vektoriiniin

pargalanmig bigimi kullanilarak,
[aZ, 0] w,,,.(m)=[a%, V| p—
u(n—m)
=a fn{—lum (n)
= f. . (n) (3.80)

elde edilir. (3.78), (3.79) ve (3.80) esitlikleri birlegtirilerek,

bm(n)zbm—l(n_l)+rmfm—l(n) (3'81)
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elde edilir. (3.77) ve (3.81) egitlikleri, m. dereceden kafes éngoriiciisii igin diizenlenen
derece giincelleme o6zyinelemeleridir. Bu esitlikler birlegtirilerek matris formda
yazlabilirler:

Sa() 1 L* ()
'ibm(n):]={1"m 1 Mbm_l(n—l)]' m=12,..,M (3.82)

Bu matrislerde gegen b,,.1(n-1) terimi b,,.,(n) cinsinden,
b, (n)=Z"[b,.,(n)] (3.83)

bigiminde yazilabilir. Boylece, (3.82) ve (3.83) esitliklerinden yararlanilarak olugturulan
kafes ongoriiciiniin 7. katmm yapis: Sekil 3.3 (a)’ da gosterilmigtir.
Baglangig am, m=0 i¢in,

Jo(n) =b,(n) =u(n) (3.84)

yazlabilir. #(n), n anindaki girig isaretidir. m = 0’ dan baglayarak ve siizgecin derecesini
birer arttirarak, Sekil 3.3 (b)’ de de gosterildigi gibi, son katmm derecesi M olan bir
Ongori hata siizgeci igin egdeger kafes yapisi elde edilebilir. Bu siizgecin iglevinin
anlagilmas1 ve yerine getirilebilmesi i¢cin I'y, I3, ..., Iy yansmma katsayilarmm bilinmesi
gerekir.

Bir kafes siizgeg asagidaki 6zelliklere sahiptir:

1. Bir kafes siizgeg yapisi itibariyle ileri ve geri yonde 6ngorii hatalan dizilerini aym anda
iretir.

2. Bir kafes siizge¢ modiler yapidadir. Eger ongoriiciiniin derecesi arttinlmak
isteniyorsa, daha onceki hesaplamalara dokunmadan, istenen dereceye ulagmak igin
gereken katlar eklenebilir.
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Jm 1(1)
| 4
T,*
A
bm-l(n) .| : |

(2)

Jo(m :2 Q) S a () Ju @)

u() _|

L7 ’
bo (n) by (1) by () byr(n)
(b)

Sekil 3.3 (a) Bir Kafes Ongoriiciiniin 7. Kat:
(b) M Dereceli Bir Kafes Ongoriicii

3.4.2. Kafes Siizgeglerin iliski Ozellikleri

Ozellik 1. 1leri yonde ongorii hatasi £,() ile girig vektorii u(r) birbirine diktir:

E[f,(mu*(n-k)] =0, 1Sk<m

(3.85)

Benzer sekilde, geri yonde ongoérii hatas: b,(n) de giris vektori u(z)’ e diktir:

E[b, (myu*(n-k)] =0, 1<k<m-1

(3.86)
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Ozellik 2. Tleri yonde ongoérii hatas f,(r) ile giris isareti ()’ nin gapraz iligkisi, geri
yonde 6ngori hatasi b,(n) ile zamanda kaydmnlmig girig isareti u(r-m) arasmdaki gapraz
iligkiye esittir ve bu deger 6ngorii hata giicii P, e egittir:

E[ £, (myu*(n)] = E[b, (myu*(n~m)| = P, (3.87)
Ozellik 3. Geri yonde 6ngorii hatalan birbirine diktir:

m=i

E[b,,(m)b, *(n)] = {P (3.88)

m?
0, m=#i

Ileri yonde 6ngorii hatalan ise bu 6zellige uymazlar. Aralarmda asagidaki sekilde
gosterildigi gibi bir iligki s6z konusudur:

E[f,(mf,*m|=P,  mxi (3.89)

Ozellik 4. 1leri ve geri yonde ongorii hatalarmm zamanda geciktirilmigleri birbirlerine

diktir:
E[f, () f, *(n=D)| = E[f,(n+])f, *(m)]| =0 1<i<m—ive m>i (3.90)
E[b,(mb, *(n-1)| = E[b,(n+Db,*(n)| =0 0<I<m~i-Ive m>i (3.91)

Ogzellik 5. Zamanda geciktirilmis ileri yonde ongorii hatalan f(n+m) ve f(n+i)
birbirlerine diktir:

E[f, (n+m)f, *(n+i)| = {5"‘ e (3.92)

JMED
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Zamanda geciktirilmis geri yonde Ongérii hatalan b,(n+tm) ve b{n+i) ise
asagidaki gibi iligkilidir:

E[b, (n+m)b, *(n+i)| = P, m2i (3.93)

Ogzellik 6. 1leri ve geri yonde éngorii hatalan asagidaki capraz iliski 6zelliklerine sahiptir:
I,*F,
E[ fu(mb *(m)] =1 (3.94)

3.5. Gram-Schmidt Diklestirme Yontemiyle Ileri Ve Geri Yinde

Ongorii Hata Dizilerinin Olusturulmasi

Kafes siizgeclerdeki 7 kath yapiya karsihk gelen geri yonde 6ngérii hata degerleri
bo(n), bi(n), ..., bu(n) yerine, Gram-Schmidt diklegtirme 6zelliginin, giris degerleri u(n),
u(n-1), ..., u(n-m)’ e uygulanmastyla degisik bir bakug ac1s1 elde edilebilir.

Gram-Schmidt diklegtirme ozelligi genel olarak su sekilde ifade edilebilir:
Birbirleriyle dogrusal olarak bagmsiz (iligkili) (m2+1) tane rasgele degisken uy, uy, ..., Ux
kullamilarak, vo, vy, ..., v, gibi birbirlerine dik (iligkisiz) (7+1) tane rasgele degisken
olusturulabilir. Bu degigkenler, baglangigta verilen uo, uy, ..., u, degerlermin dogrusal bir
kombinasyonudur. Bu 6zellik kullamlarak, su gekilde bazn genellemeler yapmak
miimkiindiir:

1. M kath bir kafes 6ngoriicii igin bo(n7), bi(n), ..., bi{r) degerlerinin olusturulmas: ile
Gram-Schmidt diklegtirme oOzelliginin, giriy degerleri u(n), u(n-1), ..., w(n-M) e
uygulanmasi birbirine egdegerdir. Bu genelleme geri éngorii hata degerlerinin birbirine

dik olma 6zelliginin bir sonucu olarak diigiiniilebilir.
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2. Tap giris degerleri vektorii u(z)’ nin, geri yonde 6ngorii hata degerleri vektérii b(n) e
gevrilebilmesi igin, bir L {iggen matrisi ile carpilmasi gereklidir. Bu matrisin sifir
degerlerinin kargismda, bulundugu satirdaki dereceye ait siizgeg tap agirliklan yer alir.

b(n) = Lu(n) (3.95)
[ 1 0 0]
a, 1 0
L=| . L (3.96)
Ay Cyppra oo 1]

3. u(n) vektorii ile b(n) vektorinin elemanlarmm birebir kargilagtinlmas: yontemiyle,
birinden digerine gegiste bilgi kaybma ugramamaya cahgilir.

Ashnda u(7n) vektoriiniin b(n) vektoriine déniigiimiinde pek ¢ok kangiklik ortaya
¢ikacaktir. Bu kangikliklan giderebilmek igin 6zellikle birlesik siire¢ kestirimi kullanilir.

3.6. Birlesik Siire¢ Kestirimi

Karesel ortalama anlamda optimum olan birlesik siire¢ kestirim probleminin
¢Oziimii i¢in, 6ncelikle altyap: olarak kafes 6ngériicii kullanilir, Bunun yaninda, iligkili bir
slireg olan {u(n)} den tiretilen gézlenebilir kiime kullanilarak olugturulan ve istenen yanit
olarak adlandinlan {d(n)} siirecinin minimum karesel ortalama kestirimini diigiinelim.
{u(n)} ve {d(n)} siireglerinin birlesik duragan oldugu varsayilr. Bu kestirim problemi bir
temel fark digmda Béliim 2° deki kestirim problemine benzer. Bskim 2° de, {u(r)} siireci
omek degerleri dogrudan go6zlenebilir degerler olarak kullamlmigtir. Burada ise,
gozlenebilir degerler olarak, girisinde {u(n)} siireci 6mek degerleri olan gok kath kafes
ongoriicii ile elde edilen geri yonde 6ngorii hatalan dizisi kullanilmaktadir. Geri yonde
ongori hatalarmm her birinin birbirime dik olmasi 6zelligi, problemin g¢6ziimiinii

basitlestirmektedir.
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Jo(m)

u(n)

Sekil 3.4 Birlesik Siireg Kestirimi Igin Kafes Yap:

Sekil 3.4° de birlesik siireg kestirimi igin diizenlenen kafes yap1 gosterilmigtir.Bu
yap1 iki optimum kestirim gergeklestirir:

1. Kafes ongoériicii, ardarda baglanmug M Kattan olusmustur ve I't, I,..., Iy yansima
katsayilan ile karakterize edilir. u(n), u(n-1), ..., u(n-M) giris dizisini (iligkili) , bo(7),
by(n), ..., badn) geri dngorii hatalan dizisine (iligkisiz) doniistiirmede kullanilr.

2. Coklu regresyon siizgeci, ko, ki,..., ky degerleriyle karakterize edilir. bo(n), b1(n),...,
brdn) geri 6ngori hatalan degerleri, istenen yanit d(7)’ nin kestiriminde kullanilir.
Sonug olarak, istenen yanitm kestirim degeri,

M
dniU,)= Dk *b(n) (3.97)
i=0

dniU,)=k"b(n) (3.98)
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bi¢iminde toplamsal veya matris formda ifade edilebilir. U, degeri, giris degerleri u(n),
u(n-1), ..., u(n-M) ile boyutlandmlmig uzaydw. k ise, k, ki, .., Ky regresyon
katsayilarindan olugmus,

kT = kol kll 2an ,kM (3.99)

bigiminde (M+1)X 1 boyutlu bir regresyon vektoriidiir.
b(n)’ nin (M+1)X(M+1) boyutlu iligki matrisi D ile, istenen yanitla geri 6ngorii
hatalan arasmdaki gapraz iligki vektorii de s ile gosterilsin:
D = E[b(n)b"(n)] (3.100)
s = E[b(n)d*(n)] (3.101)
Wiener-Hopf esitligi bu degerlere ungsa,
Dk,=s (3.102)
yazilabilir. Optimum tap vektorii k,” nm ¢6ziimii igin,
k,=Dls (3.103)
yazlabilir. (3.100) esitliginde b(r2) yerine (3.95) esitliginin sag tarafindaki terim yazhrsa,

D =LRL" (3.104)

elde edilir.
Ters matris D™ diagonaldir ve

D'=LR'L¥ (3.105)
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yazilabilir. (3.105) esitligi (3.103) esitligine yerlegtirilirse,
k,= LR'L’s (3.106)
elde edilir. (3.101) esitliginde b(») yerine (3.95) esitliginin sag tarafindaki terim yazhrsa,

s = LE[u(n)d*(n)]
=Lp (3.107)

elde edilir. Boylece, (3.107) esithigi (3.106) esitliginde yerine yazilirsa,
k~=LR'L"Lp
=LRp

=Lw, (3.108)

elde edilir. Burada L, (3.96)’ da tammmlandifi gibi geri Ongori hata siizgeci tap
agirhklarmdan olugmus bir matristir.
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BOLUM 4. UYARLAMALI SUZGECLERIN YAPISI

Uyarlamah siizgegler, Sekil 4.1° de gosterildigi gibi iki temel bélimden olugur:
(1) » anmdaki wi(n), wa(n), ..., wadn) degerleriyle gosterilen ayarlanabilir tap agirliklarmi
igeren bir enine siizgeg, ve (2) bu tap agirhiklarmi uyarlamal bir yéntemle ayarlayan bir
mekanizma. Siizme siireci esnasinda, Boliim 2’ de agiklanan ve istenen yanit olarak
adlandmlan ilave bir isaret d(n), siizgecin tap agrhklarmm ayarlanabilmesi igin gereklidir.
n anmdaki giris vektérii u(n) ile siizgeg ¢ikiginda istenen yanitm uygun kestirimi de
diniU ) ile gosterilmigtir. Istenen yanit d(r)’ nin gergek degeri ile kestirim degerinin
kargillastiriimas1 sonucu elde edilen kestirim hatasi, daha 6nce Bolim 2’ de (2.15)
esitligiyle verilen ifadede w(n) katsayilan kullamlarak yeni bigimiyle,

e(n)=dn)-d(niU,)
= d(n) - w(n)u(n) 4.1)

Seklinde yazilabilir.
Tap agrhik vektoriiniin genigletilmis bigimi,

wi(n) = [wi(n), wa(n), ..., wadn)] 4.2)
seklinde tammlanir, Girig vektoriiniin genigletilmis bigimi de,
u'(n) = [u(n), u(n-1), ..., u(n-M+1)] (4.3)

seklindedir.
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_”(_")_n-l) - un-M+2)»@ u(n-M+1)
Y L

y
o [wef el [weer

/ dn/U,)
-I | Uyarlamali |e(n -
' Kontrol
Algoritmasi + T
d(m)

Sekil 4.1 Uyarlamah Enine Stizgeg Yapist

Eger giris vektori u(n) ile istenen yanit d(rn) birlesik duragan ise, n» anmdaki
karesel ortalama hata, daha once elde edilen (2.50)’ deki ifadeye benzer bigimde

Jn) = o - w(n)p - pw(n) + w(n)Rw(n) (4.4)

yeniden yazlabilir.

Boylece karesel ortalama hata J(n)’ nin, tap agirhk vektorii w(z)’ nin
elemanlarma bagimhhg, tek minimumlu kase bigimli bir yiizey gibi diigiiniilebilir. Bu
yiizey, uyarlamah siizgecin hata basarim yiizeyi olarak kabul edilir. Uyarlama siireci, bu
yizeyin en altim veya minimum noktasm devamh olarak arama iglemi yapar. Hata

basarim yiizeyinin minimum noktasmda tap agirhk vektorii,

Rw,=p 4.5)
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normal esitligi ile tanimh w, optimum degerini alir.
Minimum karesel ortalama hata ise (2.49) esitliginde ifade edildigi gibi,

Jmin=Gd" = p'W, (4.6)

bigimindedir.

Duragan bir ortamda uyarlamah bir enine siizgecin gahgmas: i¢in hata bagarim
yiizeyi, yonlendirme yapilabilecek kadar giizel sabit bir sekilde olmahdir. O zaman
problem, uyarlamah siizgecin bu yiizeyin minimum noktasmda veya ona yakm bir
noktada galigabilecek bigimde tasarlanmas: olarak basitlegir. Bununla birlikte uyarlamah
sizge¢ duragan olmayan bir ortamda ¢ahstirlirsa, hata basanm yiizeyinin egriligi ve
yonlendirmesi degisirken yilizeyin enalti da devamh olarak hareket eder. Bu yiizden
girigler duragan olmadigi zaman, uyarlamah siizge¢ sadece yiizeyin enaltmi arama
iglemini degil, aym zamanda devamh olarak onu izleme iglemini de iistlenir.
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BOLUM 5. EN DIK iNIS YONTEMI

Uyarlamali siizgeglerde iki temel siireg yer alr:

1. Uyarlamah siireg: Uyarlamah siizgecin tap aguhklarmm bir algoritma
yardimiyla etomatik olarak ayarlanmasim igerir.

2. Siizme siireci: Bu siireg, i) istenen yanitin Kestirimini iiretmek igin uyarlamah
siiregten elde edilen uygun tap agirhklan ile giriglerin ¢arpimim ve ii) istenen yanitm
gergek degeri ile kestirimin kargilagtirimasi sonucu elde edilen kestirim hatasm {iretmeyi
igerir. Bu kestirim hatast uyarlamah siirecin iglemesinde kullanilir.

Uyarlamalt siirecin gergeklestirilmesi igin gesitli algoritmalar gelistirilmigtir. Bu
boliimde, eski bir optimizasyon teknifi olan ve hata basanm yiizeyinin kendisini
bilmeksizin onun minimum noktasmi bulan yinlemeli bir yontem olan En Dik Inig
Yonteminden bahsedilecektir. Ciinkii bu y6ntem, diger algoritmalarm anlagtlmasinda
kolayhk saglayacaktir.

5.1. En Dik Inis Algoritmas:

Bir enine siizgecin gergeklenebilmesi i¢in, (4.5) normal esitligini gergekleyen tap
agirhklan vektérlerinin bir ¢dziimiiniin bulunmas gereklidir. Bunu yapmanm bir yolu, bu
esitligi analitik yollarla ¢6zmektir. Bu iglem olduk¢a agik gdriinmesine ragmen, siizgeg
gok sayida tap aghg igerdiginde ve giris veri hiz gok yiiksek oldufu zaman ciddi
hesaplama zorluklan ile kargilagilmaktadar.

Alternatif bir uygulama, en eski optimizasyon yontemlerinden olan en dik inig
yénteminin kullanilmasidir. Bu yéntemle karesel ortalama hatanin minimum degeri Juin'i

bulmak igin gu adimlar uygulanir:
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1. Keyfi olarak segilen, tap agirliklan vektorii baglangic degeri w(0) ile baglanacaktir. Bu
w(0) degeri, hata basarim yilizeyinin minimum noktasmm nerede olabilecegi gibi bir
baglangi¢ kestirimi yapar. Genellikle w(0), sifir vektdriine esit segilir.

2. Bu baglangig degeri veya simdiki kestirim kullamlarak gradyen vektor hesaplanir. Bu
vektoér, karesel ortalama hata J(n)’ nin » anndaki tap agirhk vektérii w(n)’ e gére tiirevi
olarak tamimlanir.

3. Tap agurlik vektoriiniin bir sonraki kestirimi hesaplanir.

4. 2, adima geri doniilerek islem tekrarlanir.

Tap aguhklan vektérii, gradyen vektoriniin negatif yoniinde ardarda diizeltilmesi
sonucu optimum deger olan w, degerine ulasgtiginda, karesel ortalama hatanmn da
minimum degeri J,.;,’ € yakmsayacag diiginiiliir.

V(n), gradyen vektorimin » anmndaki degerini, w(r) ise tap agirliklar1 vektériiniin
n anmdaki degerini gostersin. Tap aghklan vektorinin #+1 ammdaki giincellenmis
degeri,

win+1) = w(n)+%u[-—V(n)] (5.1)

bi¢ciminde 6zyineli bir iligki kullamlarak hesaplanabilir. Burada p, pozitif gergel degerli bir
sabittir.

Gradyen vektor igin, (4.4) esitlifinde verilen karesel ortalama hata J(#)’ nin tap
agirhk vektorii w(n) e gore kismi tiirevi almirsa

0J(n)
ow(n)

= -2p + 2Rw(n) (5.2)

V(n) =

elde edilir.
En dik inig yéntemi uygulamalarmda, verilen bir tap agirhk vektoérii w(n) i¢in
gradyen vektor V(») hesaplanabilmesi igin, iligki matrisi R ve ¢apraz iligki vekt6rii p’ nin
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bilindigi varsayilir. (5.2) esitligi (5.1)’de yerine konulursa, tap agirliklan vektoriiniin
giincellenmig degeri,

win+1) = w(n)+u[p—Rw(n)], n=0,12,.. (5.3)
bigiminde elde edilir. Bu esitik en dik mi§ yonteminin matematiksel ifadesini
gOstermektedir. Burada, | parametresi, bir iterasyon ¢evriminden digerine gegerken tap

agirhklarma uygulanacak artimsal diizeltmenin miktarmi kontrol eder. Bu yiizden .,
adim uzunlugu parametresi olarak bilinir.

5.2. En Dik Inis Algoritmasimn Kararhhig
n ammdaki agirhk hata vektori e(n),
c(n) =w(n) - w, (5.4)

bigiminde tanimlansm. Burada w,, Wiener-Hopf egitligi (4.5) ile tammlanan optimum tap
agirlik vektoriidiir. Benzer sekilde,

cn+l)=wn+l-w, (5.5)
esitligi yazilabilir. (4.5) ve (5.3) esitlikleri kullanilarak,
e(n+1) = (I- pR)e(n) (5.6)

ifadesi yazlabilir. R iligki matrisinin asagidaki ifadesi (bakimz esitlik (2.52)) géz oniine

alinsm:

R=QAQ" (5.7)
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Bu esitlik (5.6) esitliginde kullanilarak,
¢(r+1) = (1-pQAQ" ) () (5.8)

yazlabilir. Esitligm her iki tarafi Q" ile onciil garpilir ve QY degerinin Q™' e esit olmasi
ozelligi kullanihrsa,

Q" e(m+1) = (1-pA ) Q" e(n) (5.9)

esitligi elde edilir.
Asagidaki gibi yeni bir koordinat grubu tanimlansim:

v(n)= Q" ¢(n)
= Q" [w(n)-w,] (5.10)

Bu durumda (5.9) esitligi kullamilarak,
v(r+1) = (1-pA ) v(n) (5.11)
yazlabilir. v(n)’ nin baglangig degeri,
v(0) = Q[ W(0) - w, ] (5.12)

seklindedir. Tap agirhk vektériiniin baglangic degeri sifir olarak kabul edilirse (5.12)
esithig,

v(0)=-Q"w, (5.13)

bigimine doniigiir. En dik inig algoritmasi £. dogal mod i¢in (Widrow, 1970),
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vir+1) = ( 1 -phe ) viln), k=1,2,..M (5.14)

seklindedir ve burada A, , R iligki matrisinin k. 6zdegeridir. (5.14) esitligi 1. dereceden
homojen bir fark denklemidir. vi(n)’ nin ilk degerinin vi(0) oldugu g6z oniine almarak,
bu esitligin ¢oziimii olarak,

vin) =(1-uk ) v(0), k=12,..,M (5.15)
esitlii yazilabilir. » sonsuza giderken v(rn) degerinin, her £ degeri i¢in, sifir olmasi i¢m,

-1<1-pA, <1

esitligi saglanmahdir. Iliski matrisi R poztif ve gercel oldugundan, en dik inig
algoritmasmm kararhilifs ya da yakinsamasi i¢in gerek ve yeter kosul, adim uzunlugu

parametresi [’ niin

0< <—2—- (5.16)
m<o :

max

ifadesini saglamasidir. BuradaA__ , R iliski matrisinin en biiyiik 6zdegeridir.



BOLUM 6. EN KUCUK KARESEL ORTALAMA (LMS: LEAST
MEAN SQUARE) ALGORITMASI KULLANILARAK
GERCEKLESTIRILEN UYARLAMALI ENINE
SUZGECLER

Bu boliimde, ¢ok yaygm olarak kullamlan ve en kiigiik karesel ortalama (LMS)
algoritmasi olarak bilinen algoritma incelenecektir. LMS algoritmasmin en biiyiik 6zelligi
basit olmasi, yani ilgili iligki fonksiyonlarmm 6lgiimlerini ve matris tersi almayi
gerektirmemesidir.

Burada, LMS algoritmasinm duragan ortamlardaki ¢algmas: incelenecektir. Bu
inceleme, sadece LMS algoritmasmnm igleyiginin anlagilmasma degil, aym1 zamanda, daha
karmagik uyarlamal siizgeg algoritmalarmin anlagilmasma da yardimer olacaktir.

6.1. En Kiiciik Karesel Ortalama (LMS) Uyarlama Algoritmasi

Eger her iterasyonda gradyen vektér V(J(rn)) tam olarak odlgiilebilseydi ve adim
uzunlugu parametresi | uygun segilseydi, en dik inig yontemi kullanilarak hesaplanan tap
agirhk vektorii gergekten optimum Wiener ¢oziimine yakmsayacakti. Ancak gergekte
gradyen vektériinii tam olarak dlgmek miimkiin degildir ve gradyen vektér elde edilen
veriden kestirilmek zorundadir. Diger bir deyigle tap agihk vektori, gelen veriye
uyarlanan uygun bir algoritma ile giincellestirilir. En Kiigiik Karesel Ortalama (LMS)
algoritmasi1 boyle bir algoritmadar.

Gradyen vektér V(J(n))’ nin kestirimini geligtirmek igin en agik yéntem, iligki

matrisi R’ nin ve gapraz iligki vektorii p’ nin kestirimlermin,

V(J(n)) = —2p + 2Rw(n) (6.1)
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ifadesinde kullamimasidir. R ve p igin kestirim degerlerinin en basit segimi, tap girig
vektorii ve istenen yanitin 6rnek degerlerine dayah olarak

R(n) = u(nju” (n) (6.2)
p(n) = u(n)d * (n) (6.3)

bigiminde ani kestirimler kullamlmaktadir. Bu durumda gradyen vektoriinin ani
kestirimi,

V(J(n)) = —2u(n)d * (n) + 2u(n)u” (n)Ww(n) (6.4)

bi¢ciminde yazilabilir.
(5.1) esitliginde tanimlandir gibi, en dik inis algoritmasmda gradyen vektoriin
kestirimi olan (6.4) esitligi kullanilirsa, tap agirhk vektoriiniin gincellenmesi igin,

Ww(n+1) = W(n) + pu(n)[d * (n) - u” (n)W(n)] (6.5)
bigiminde yeni bir 6zyineli iligki elde edilir. Egdeger olarak,

e(n) =d(n) - w (n)uln) (6.6)

oldugundan
win+1) = win) + pu(nje * (n) (6.7)

yazilabilir. (6.6) esitligi, tap agirhk vektorii w(n)’ nin simdiki kestirimine dayah olarak
kestirim hatast e(n)’ i tanimlar. (6.7) esitlifinin sag tarafindaki ikinci terim pu(n)e * (n),
w(n)’ nin gimdiki kestirimine uygulanan dizeltmeyi gosterir. Iteratif iglem, baslangic
kestirimi w(0) ile baglatihr. Bu baglangic kestirimi i¢in ahgilagelmis se¢im sifir
vektoriidiir, yani w(0)= 0 ahmr.
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(6.5) esitligiyle veya esdeger olarak (6.6) ve (6.7) esitlikleri ile tamimlanan
algoritma, uyarlamah En Kiigiik Karesel Ortalama (LMS) algoritmasinn karmasik
bigimidir.

R ve p ani kestirimleri, goreceli olarak biiyiik degigimlere sahiptir. Bu yiizden ilk
bakigta LMS algoritmasi ani kestirimler kullamldigindan iyi bir bagartya sahip degilmis
gibi goriinebilir. Ancak, LMS algoritmasmm yapis1 itibariyle ozyineli oldugu
unutulmamalhdir.

6.2. LMS Algoritmasimin Kararhlik Analizi

LMS algoritmasmm kararlih$: i¢in adim uzunlugu parametresi 1’ niin agagidaki
iki bigimde yakmsamay1 saglayacak sekilde segilmesi gerekmektedir.

1. Iterasyon sayis1 n sonsuza yaklagirken tap agihk vektorimiin kestirimi W(z)’ nin
optimum Wiener ¢oziimii w,” a yakinsamas: olarak diigtiniilen ortalamanin yakmsamasi.
2. Karesel ortalama hatanin son degeri (kararh durum) J(eo)’ nin sonlu bir degere

ulagmasi olarak diigiiniilen karesel ortalama anlamda yakmsama.

LMS algoritmasmin matematiksel olarak kolayca iglenebilir istatistiksel analizini
yapmak igin, agagidaki dort boliimii igeren temel varsaymmlar kullandacaktir:

1. u(1), u(2), ..., u(n) tap giris vektorleri istatistiksel olarak birbirinden bagimsiz vektorler
dizisinden olugur:

Elu(nyu” (k)] = 0, k=0,1,.., n-1 (6.8)

2. n ammndaki tap girig vektorii u(n), daha onceki tiim istenen yanit dmeklerinden, yani
(1), d(2), ..., d(n-1) degerlerinden bagimsizdir:

E[u(n)d * (k)] = 0, k=01, .., n-1 (6.9)
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3. n anndaki istenen yantt d(r), tap giri§ vektorii u(z)’ e bagimhdir ancak, istenen yamitin
onceki tiim 6rneklerinden istatistiksel bagimsizdir.

4. Tap giris vektorii u(n) ve istenen yanit d(n), her »n ig¢in kargthkh Gauss dagihmh
degiskenler igerir.

Bu temel varsayimlara dayah LMS algoritmasinm istatistiksel analizi, Bagimsizlik
Teorisi diye adlandirilir.

(6.5) esitliginde, n+1 anmda sadece su g girige bagh tap agirlik vektori w(n + 1)

gozlensin:

1. Giris iglevinin 6nceki 6mek degerleri, u(n), u(n-1), ..., u(0).
2. Istenen yanitin 6nceki 6mek degerleri, d(n), d(n-1), ..., d(0).
3. Tap agirhk vektoriiniin baglangig degeri, w(0).

Varsaym 1 ve 2’ ye gore w(n+1) tap agirhk vektori, w(ntl) ve d(n+1)’ den
bagimsizdir. Gelecek iki boliimde, tap agirhk vektériiniin kestiriminin ilk iki ammi

¢ikarmak igin temel varsaymmlar kullanilacaktir: (i) ortalama deger ve (i) iligki matrisi.
Tap agirhk vektoriiniin kendisinden ¢ok,

g(n) = wln)-w, (6.10
bigimindeki agirhik hatas1 vektorii ile gahsmak daha uygun olacaktir
6.3. Ortalama Tap AZirlik Vektoriiniin Davransi
(6.5) esitliginin her iki yanndan w, ¢ikariir ve bu esitligin sagmdaki diizeltme

teriminden w(n)’ 1 yok etmek i¢in (6.10) esitligi kullanilirsa, LMS algoritmast agirhk

hatas1 vektorii cimsinden,
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e(n+1) = [1- pu(nju” (n)]e(n) + p[u(n)d * (n) — ulnju” (njw | (6.11)

bigiminde yazihr. Burada, I birim matristir. Temel varsaymlarm sonucu olarak, tap
agirhk vektori w(n), girly vektori u(z)’ den bagimsizdir. Aym zamanda, agirhik hatasi
vektorii €(n) de u(n)’ den bagimsizdir. (6.11) esitliginin her iki tarafimin matematiksel
beklendik degerleri almip, £(n)’ nin wu(n) ile bagmsizh@ kullambhr ve iligki matrisi
R = E[u(n)u”(n)] ve capraz iligki vektérii p = E[u(n)d*(n)] yerine konursa,

Ele(n+1)] = (1 - uR)E[e(n)] + u(p - Rw,) (6.12)
elde edilir. Normal esitlik Rw, = p idi. Bu durumda, (6.12) esitligi
Ele(n+1)] = (I - pR)Ele(n)] (6.13)
bigimine doniigiir. (6.13) esitligi en dik inig algoritmasi i¢in gegerli olan,
e(n+1) =(I-pR)eln)
esitligi ile kargilastiriirsa, matematiksel olarak tamamen aym oldugu gérilir. LMS

algoritmasma ait olan E[e(n)] ile en dik ini§ algoritmasmda tammh olan ¢(n) aym role
sahiptirler. En dik ini§ algoritmasinda,

2
0<u<r (6.14)

ifadesine uygun olarak c(n), n sonsuza giderken sifira yakmsamaktaydi Yukardaki
benzesimden dolayr LMS algoritmasi i¢in de (6.14) ifadesi uygulanirsa €(n), n sonsuza
giderken sifira yaknsayacaktir.
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Adim uzunlugu parametresi u, (6.14) ifadesiyle tanimlanan smirlar i¢inde
tutulursa, LMS algoritmas: ile hesaplanan tap agirhk vektorii w(n), iterasyon sayis1 n
sonsuza yaklagtifi zaman optimum Wiener ¢6ziim w,” a yakmsar. Bu kogullar altmda
LMS algoritmasi ortalama olarak yakmsamgtir denir.

6.4. Agrhk Hatasmn Iliski Matrisi

Agrrlik hatasi vektorii €(n)’ nin iligki matrisinin zamanla degisimini belirten bir
ozymeli egitlik gelistirmek i¢in, #» annda bu iligki matrisini belirten,

K(n) = E[e(n)e” (n)] (6.15)

ifadesi kullaniimaktadir. Ozyineli esitligi elde etmek igin (6.15) esitligi kullanilacak ve bu
esitlikte e€(n+1) ign (6.11) egitligi yerine konulacak ve ayrica temel varsaymmlar
kullanilarak toplamsal ortalama almacaktir. Tim bu islemler yapihrsa (Haykin, 1991),
sonugta agirhik hatasi iliski matrisinin zamanla degigimi,

K(n+1) = K(n) - Y RK(n) + K(n)R] + u’Rer[RK(n)] + W’ RK(n)R +1*J R
(6.16)
bigiminde elde edilir. Sag taraftaki son terim u*J,, R, esitligin tek bir ¢6ziimiiniin olmas
yani K(n) = 0 olmasm engeller. Ozyineli bir iligki olan (6.16) esitlii ile K(r) iliski
matrismin pozitif belirli olmasi karakteri korunur. Bundan dolayrn K(0) da pozitif
belirlidir.

K(0) = €(0)e"(0)

6.17
= [w(0)-w,] [W7(0) - w,] ©17
Sonug olarak (6.16) esitligi, agwhk hatasi iligki matrisi K(n)’ 1, n = 0 igin K(0)’ dan
baslayarak ozyineli olarak, giincellemek igin bir iliski saglar. Ustelik bu iligki her
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iterasyondan sonra agirlik hatasi iligki matrisinin giincellenmis degeri igin pozitif belirli bir

yanit verir.
6.5. Karesel Ortalama Hata Davramsi

(6.16) esitligi, Kistm 6.2° deki temel varsaymmlara dayanan LMS algoritmas:
karesel ortalama hatasmm gegici hal davramgmm hesaplanmasi i¢gin yararh bir aragtir.
LMS algoritmas: ile kestirim hatasi e(n) ifadesini elde etmek igin (6.6) ve (6.10)
esitliklerinden yararlanilarak,

e(n) = d(n)- w" (n)u(n)
=d(n)- wu(n)-&" (n)u(n)

=e, (n)—&" (n)u(n) (6.18)

elde edilir. Burada e,(n), optimum Wiener ¢6ziimii i¢in kestirim hatasidir.
Karesel ortalama hata J(n), Kisim 6.2° deki temel varsayimlar da kullamlarak,

J(n) = E[e(n)’|
= E[(e,(n)-&" (mu(n))(e, *(n) - u” (me(n))|
=J,, +E[e" (n)yu(m)u” (n)e(n)] (6.19)

seklinde ifade edilir. Burada J,;, , optimum Wiener siizgeg ile iiretilen minimum karesel
ortalama hatadur. Esitligin sag tarafindaki ikinci terim i¢in agagidaki egitlikler yazilabilir:

Ele" (mu(m)u” (ne(n)] = E[r{e” (mu(mu” (ne(n)]]
= E[tr{u(n)u” (n)s(n)eﬂ(”)}]
= tr{E[u(n)u " ()| E[e(n)e” (”)]}
- H{RK()] (6.20)
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Buna gére (6.19) esitligi yeniden yazilirsa, karesel ortalama hata,
J(n)y=J , +tr[RK(n)] (6.21)

bigiminde elde edilir.
LMS algoritmasinda, kestirim hatasmin karesel ortalama degeri iki bilegenden

olugur: Minimum karesel ortalama hata J,,; ve agirlik hatas: iliski matrisi K(»)’ nin gegici
hal davramigma bagh bir bilegen. Mademki her » degeri i¢in sonraki eleman pozitif
belirlidir, LMS algoritmas1 daima minimum karesel ortalama hata .J,,;,” den daha biiyiik

bir karesel ortalama hata tretir.
Uyarlamah algoritmanm 7 amnda tirettigi karesel ortalama hata J(n) ile optimum

Wiener ¢oziim ile elde edilen minimum deger J,.;,, arasmdaki fark artik karesel ortalama

hata olarak tanimlamir ve

J(n)y=Jn)y~-J,_,
= tr[RK(n)] (6.22)

ile gosterilir. K(»)’ i hesaplamak i¢in, (6.16) esitlifinin 6zyineli iligkisi kullanilacaktir.
Bununla birlikte Birim Benzerlik Déntigiimiinii kullanmak faydah olacakti] ]:

Q"RQ=A (6.23)

A iligki matrisi, R’ nin 6zdegerlerini igeren bir kdgegen matris, Q ise bu 6zdegerlere
ilisgkin 6zvektorleri igeren matristir. Ayrica,

Q"K(n)Q=X(n) (6.24)

olsun. Genelde X(») kosegen matris degildir. (6.23) ve (6.24) esitlikleri (6.22)’ de yerine

konulursa,
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#r[RK(n)] = r{QAQ” QX(n)Q"]
= | QAX(n)Q” | (6.25)

elde edilir. Burada Q7Q = I 6zelligi kullamilmgtir. Buna gore,

#r[RK(n)] = 7{QQ" AX(n)]

= tr[ AX(n)] (6.26)

yazilabilir. Daha uygun bir bigimde,
J, (n) = tr[ AX(n)] (6.27)
Jo(n)= 2 A, (n) (6.28)

yazilabilir. Burada x{n), i = 1, 2, ..., M olmak iizere, X(») matrisinin kdsegen elemanlan
ve A; iligki matrisi R’ nin 6zdegerleridir. Daha sonra (6.23) ve (6.24) esitliklerinde
tanimlanan déniistimler kullanihirsa, (6.16) 6zyneli esitligi X(n) ve A cinsinden

X(n+1) = X(n) — Y AX(n) + X(m)A] + 0> Atr| AX(n)] + W> AX()A +p2J,, A
(6.29)
bigiminde yazlabilir.
Jex(n) nin sadece x{n)’ e bagh oldugu (6.28) esitliginden goriilir. Bu, (6.29)
Ozyineli esitligin kosegen elemanlarma bakmay1 6nerir:

M

x,(n+1) =x,(n)— 2uA,x,(n) + WA, Z?ujxj(n) +Wx,(m)y+u*J N, i=12, ..., M
=

(6.30)

MX1 boyutlu x(n) ve A vektorler,
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X(n) = [ x1(n), o), ..., 0sdm) I’ (6.31)
A=[AL Az o s T (6.32)
bigimindedir.
(6.30) esitligi matris bigiminde

x(n+1)=Bx(n)+u’J A (6.33)

olarak yazlabilir. B matrisi elemanlar1 asagidaki gibi tanimh olan AMXM boyutlu bir
matristir:
1-pd,)  +0%,  i=
b, = (, k) i / (6.34)
WA, i#j

(6.34) esitliginden, B matrisinin simetrik, elemanlan 5;’ lerin tiimiiniin pozitif ve gergel
degerli oldugu goriliir.

(6.33) esitligl, matris bigiminde 1. dereceden fark denklemidir. x(0) baslangig
degeri olarak kabul edilirse bu esitligin ¢6ziimi,

n-1

x(n) = B"x(0)+pJ,. O B'A (6.35)

i=0

sekline doniigiir. Geometrik serilerin toplami i¢in kullamlan formiile benzetilerek, sonlu

n—=1

toplam D B’ sdyle ifade edilebilir:

i=0

n-1

Y B =(I-B"XI-B)™ (6.36)

i=0

(6.36) esitligi (6.35)’de yermne konulursa,
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x(n) = B"[x(0) - u*J,,, (I~ B) A +u*J,, (I-B)™A (6.37)
elde edilir. (6.37) esitlifinde sag taraftaki ilk terim, x(n7) vektoriiniin gegici hal elemam,
ikinci terim kalic1 hal elemamidir. B matrisi simetrik oldugundan B matrisine, benzer
olarak (6.23) esitli§i ile tammlanan Birim Benzerlik Déniigiimii uygulanirsa,

G'BG=C (6.38)

elde edilir. C matrisi kdgegen matristir ve elemanlann B’ nin 6zdegerleri olan ¢, lerdir.
(i=1,2,.., M) G matrisi birim matristir ve dolayistyla

G'G=1 (6.39)

yazilabilir. G matrisinin /. kolonu ¢; 6zdegerlerine iliskin, B’ nin g; 6zvektoriidiir.
(6.39) esitligindeki 6zellik nedeniyle,

B"=GC'G’ (6.40)
yazilabilir. Boylece (6.37) esitligi su bigimde yazilabilir:
x(n) = GC"G[x(0) - p*J,,,,(1-B) A +uJ,, (1- B) A (6.41)
C kosegen matris oldugu igin,
C'=diag (", ¢, ..., af) (6.42)
yazlabilir. (6.41) esitlifinin ve buna bagh olarak (6.37) esitliginin ¢oziimleri, asagida

gosterildigi gibi sadece B matrisinin tiim 6zdegerleri 1” den kiigiik bir bityiikliige sahip ise

kararhdir:
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-1<¢;<1,  tim ’ler igin (6.43)

Bu kogul yerine getirildi§i zaman, (6.41) veya (6.37) esitlifindeki gegici hal eleman,
iterasyon sayist # sonsuza yaklagirken sifira gider ve sadece eleman olarak kahci hal
elemani kalir.

x(0)=pu>J,, (I-B)"'A (6.44)
(6.44) esitligi (6.41) esitlifinde yerine konursa ¢oziim,
x(n) = GC"G[x(0) - x(o0)] +x(c0) (6.45)

seklinde bulunur. C" matrisi kogegen matris oldugundan ve G birim matrisi siitunlari B’
nin 6zvektorlerini igerdiginden, GC"G” matris garpima,

M
GC'G™ = Zc,"g,.g,.r (6.46)
I=1
bigiminde yazlabilir. (6.46) esitligi (6.45) de yerme konulursa,

x(n) = 2 c'g,g " [x(0) - x(0)] + x(o0) (6.47)

i=1

elde edilir. Artik karesel ortalama hata degeri,

J..(n)= A"x(n)

= 2 crATg,87[x(0) - x(e0)] + AT x(0)

i=1

M
= D e\ g, g7 [x(0) - x(e0)] + J,, () (6.48)

i=1

bi¢iminde yazlabilir. Burada,
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J , (0) = ATx(c0) (6.49)
M
= 2h,%, ()
j=t
ifadeleri gecerlidir. (6.48) esitliginde sag taraftaki ilk terim, artik karesel ortalama hatanm
gecici hal davramigmi tanimlar, oysa ikinci terim, onun uyarlamadan sonraki degerini,
diger bir deyigle kahci hal degerini gosterir.

Kahc hal elemam J,, () igin, iligki matrisi R’ nin 6zdegerleri cinsinden bir ifade
gikarilmak istensin. Bu, (6.44) esitligindeki x(0), A’ ile onciil garpilarak ve baz
diizenlemelerle yapiir. Bununla birlikte daha basit bir yaklagim, (6.30) esitliine geri
doniip, » = oo koyarak, her iki tarafin ° ye gore toplamm almaktir. Bu durumda,

2Hh, /(2 - uh,)
J (o) =J,, — (6.50)
1~ 2, /(2 ud,)

i=1

yazlabilir. Sonug olarak, (6.48) esitliginde (6.50) yerine konur ve (6.22) esitliginin ilk
satin kullamlirsa, karesel ortalama hata su sekilde ifade edilebilir:

M
Jmin
J(n)= Dy, el +— (6.51)

1- D pA, /(2- pd,)

i=l

Burada,
v, = A"g,g7[x(0) - x(o)], i=12,....M (6.52)

yazlabilir. Baglangig degeri x(0)’ in /. elemanmm, agirhk hatas: vektérii baglangig degeri
€(0) = w(0) — w_ ile agagdaki gibi bir iligkisi vardur:
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x,(0) = E[q"e(0)e” (0)q,, i=12, ..M (6.53)
Burada q; , A; 6zdegerlerine bagh R iligki vektoriiniin 6zvektoriidiir.

6.6. Karesel Ortalama Hatanm Gegcici Hal Davramsimin Ozellikleri

JM
1. Ozellik: Karesel ortalama hata J(n)’ nin gegici hal elemam Zyic,." dalgalanmalar

i=l

icermez. Burada v; sabit katsayilar, c; ise B matrisinin 6zdegerleridir. B, simetrik matris
oldugu igin bu 6zdegerlerin tiimii gergel sayilardir. Bu yiizden, iterasyon sayis1 n° ¢ gore
karesel ortalama hatanmn beklendik degeri E[./(n)]’ nin ¢izilmesi ile elde edilen toplamsal
ortalamali 63renme egrisi sadece 6mekleri igerir.

Bununla birlikte, ortalamasi almmaksizm, karesel ortalama hata J(n)’ nin n’ e
gore ¢izilmesi ile elde edilen 6grenme egrisi, giriiltili 6mekler igerir. Adim uzunlugu
parametresi p azaldikga, giiriiltiiniin genligi daha kiigiik olacaktir.

2. Ozellik: Karesel ortalama hata J(r), sadece adim uzunlugu parametresi p asagidaki iki
kosulu sagladigmda, .J(c0)’ nin kalic1 hal degerine yakmsamaktadr:

0< <—2—
’ P (6.54)
%K, '

=12 — UA, <l
Adim uzunlugu parametresi u, 2/, ° dan kiigiikse, (2-pA;) ifadesi tiim i* ler
igin 2° ye yaklagir ve ortalamanm iyi bir gekilde yakmsamasi elde edilir. Boylece, (6.54)
esitligi,
O<pu< _MZ__ (6.55)

Z i

i=1
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bigiminde basit hale gelir. (6.55) ifadesindeki kogul, LMS algoritmasmm tiim kararhhg
i¢in gerek ve yeter koguldur.

3. Ozellik: LMS algoritmasmda karesel ortalama hatanm son degeri,

i
J(@0)=—7; (6.56)

1- 2 uA, /(2 ud,)

i=1

bigimindedir. Bu egitlik, kararhlik i¢in ¢;<1 olmasi sart1 ile, (6.51) esitliinde n=co
konulmasi ile elde edilir.

6.7. LMS Algoritmasmm Ozeti

Parametreler:
M ; Siizgeg derecesi veya tap girigleri sayisi
i ; Adim uzunlugu parametresi

Baslangi¢c Kosullan:
w(0)=0
Veri:
(a) Verilen : u(n) ; n anmdaki MX 1 boyutlu tap giris vektorii

d(n) ; n anndaki istenen yanit
(b) Hesaplanacak olan: w(n+1) ; n+ 1 anindaki tap agirhk vektoriiniin
kestirimi
Hesaplamalar:
n=0,1,2,... i¢n
e(n) = d(n)—w" (n)u(n)
w(n+1) = w(n) + pu(n)e *(n)
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Uyar: Tap aguhk vektoriiniin baglangic degeri w(0), sifira esit almdigmdan ve ayrica
enine siizgecin baglangigtaki biitiin girigleri sifir almdigmdan, ikinci ifadeden w(1)’in de
sifir olacag goriilmektedir. Buna gére LMS algoritmasmm ilk iterasyonundan sonra
daima e(1) = d(1) bulunur.
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BOLUM 7. OZYINELI EN KUCUK KARELER
(RLS: RECURSIVE LEAST SQUARES)
ALGORITMASI KULLANILARAK
GERCEKLESTIRILEN ENINE SUZGECLER

Bu boliimde, uyarlamah enine siizgeglerin tasannmmda kullamlan Ozyineli En
Kiigiik Kareler (RLS) algoritmast sunulmaktadir. Bu algoritmada, siizgecin tap agirhk
vektoriiniin 7 - 1 amndaki kestirimi kullanilarak, bu vektériin gelen yeni veri tizerinde »
anindaki giincellenmis kestirimi hesaplanmaktadr.

RLS algoritmasmimn ¢ikarilmasma gegilmeden 6nce, En Kiigiik Kareler metoduna
ait bazs temel ifadeler gosterilmektedir. Sonra, Matris Tersi Alma Yasast olarak bilinen
matris cebrindeki bir bagintidan yararlanarak RLS algoritmasi geligtirilmektedir.

RLS algoritmasmm en 6nemli 6zelligi, algoritmanm baglangi¢ anina kadar uzanan
giris verisindeki tiim bilgiyi kullanmasidir. RLS algoritmasmm yakinsamasi, LMS
algoritmasmn yakinsamasmdan daha hizhdir. Bu basansi, hesaplama karmagikhgmdaki
biiyiik arti sonucu elde edilmigtir.

En Kiigiik Kareler metodunun 6zyineli gergeklemelerine, baglangi¢ kogullari
olarak bilinen hesaplamalarla ve yeni veri 6rneklerinde eski kestirimleri giincellemeyi
kapsayan bilginin kullanim ile baglanmaktadir. Bu yiizden gézlenecek verinin uzunlugu
degiskendir. Uygun olarak, Basan Gostergesi £(n),

E(n)= ; B(m, )G (7.1)

minimize edilmektedir. Burada n, gdzlenecek verinin defisen uzunlugudur. Aym
zamanda basan gostergesi £(n)’ nin tammmndaki Agirhk Faktorii veya [hmal Etme
Faktorii de tanttilmaktadur.
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u() . u(i-1) u(i-M+2) . u(i-M+1)

y Y i Y
| wi*(n) | [w*e) | ... |owa*@) Wi *(n)

Y
—

Sekil 7.1 Enine Siizgeg
Sekil 7.1° de enine siizgeg yapist verilmektedir. i anmdaki girigleri u(7), u(i-1), ...,
u(i-M+1Y dir. e(i) ise g6yle tanimlanur:

e(i) =d(i) - y(@)
=d(i)- w” (n)u(i) (7.2)

Burada u(7), i anmdaki giris vektoriidiir ve

u” (i) = [u(@), w(i=1), ..., u(i- M+1) ] (7.3)
bigiminde tamimlanir. w(r) ise, 7 anmndaki tap agirhik vektdriidiir ve

w (1) =[w,(n), w, (), .., w, (m)] (7.4)
bigiminde tammlanr. Enine siizgecin tap afirhklan, 1<i<n aralifmdaki gozlem
esnasmda sabit kalmaktadar.

(7.1) esitligindeki agirhik faktord B(n,7),

0<B(ni)<1, i=1L2,..,n (7.5)
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sartm saglamaktadir. Agirlik faktori P(n,/), sizgeg duragan olmayan ortamlarda
calisirken, gozlenecek verinin istatistiksel degigimlerini takip edebilmek igin, daha énceki
veriyi temin etmek igin tasarlanmigtir. Agirhik faktoriiniin yaygmn olarak kullanilan bigimi,
Ussel Agirhik Faktoriidiir ve

B(n,i)= ", i=L2,...,n (7.6)
bigiminde tammlanir. A, 1’ e yakm ama 1’ den kiigiik pozitif bir sayidir. A, 1’ e esit
oldugu zaman, ahgilagelmis En Kiigiik Kareler metodu elde edilir. 1 - A’ nm tersi,

yaklagik olarak algoritmanmn bellegmin bir 6lgiisiidiir. A = 1 6zel durumu, sonsuz bellege
kargilik gelir. Bu yiizden Ussel Agirlikh En Kiigiik Kareler metodunda,

&= 20 ef

bigimindeki basan gostergesi mmimize edilecektir. (7.7) esitlifindeki bagari gostergesini
minimum degere ulagtiran, tap agiwhk vektérii w(z)’ nin optimum degeri,

D(nyw(r) = 6(n) (7.8)

seklindeki normal egitlikle tanimlanmaktadir. @(n), AM/X M boyutlu iligki matrisidir ve
B(n) = 2 X" u()u" (i) (7.9)
i=]

bi¢iminde tanimlanir. 6(n), enine siizgecin girigleri ile istenen yanit arasmdaki MX1

boyutlu ¢apraz iligki vektoriidiir ve

o) = 3 ¥ u(i)d * (i) (7.10)

i=1
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bigiminde tammlanir. i = » terimi, (7.9) esitliginin sag tarafindaki toplamdan ayrihrsa,

n-1

®(n) = N 2N u(u” (i)} +u(n)u” (n) (7.11)

i=1

elde edilir. (7.11) esitliginde kogeli parantezin igindeki ifade, iliski matrisi &(n—1)" ¢
esittir. Bu yiizden, giriglerin iligki matrisinin giincellenmesi i¢in

®(n) = AD(n— 1) +u(n)u” (n) (7.12)

bigiminde 6zyineli esitlik elde edilir. u(n)u’(7) matris garpimi diizeltme terimi gérevini
gOoriir.
Benzer olarak (7.10) esitligi kullanilirsa, gapraz iliski vektoriiniin giincellenmesi

i¢in,
0(n) = A0(n— 1)+ u(n)d *(n) (7.13)

bi¢iminde 6zyineli esitlik elde edilir.

(7.8) esitligine gore, tap agirlik vektoriiniin en kiigik kareler kestirimi w(z)’ nin
hesaplanmast igin, iligki matrisi @(»)” nin tersimin bulunmas: gereklidir. Pratikte, gok
zaman harcayacag igin boyle bir iglemin uygulanmasmndan kagmihr. Ozellikle tap
agirhklan sayis1 M biiyiik oldugu zaman bdyle bir iglemin uygulanmas: daha da zorlagr.
Burada, Matris Tersi Alma Yasast olarak bilinen matris cebrindeki bir temel sonug
kullanilacaktir. Baslangig kosullarmun, iligki matrisi @(7)” nin tekil ¢oziimiiniin olmamas:
i¢in uygun segildigi varsayilacaktir.
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7.1. Matris Tersi Alma Yasasi
A ve B, pozitif belirli MXM boyutlu iki matris ise,
A=B'+cp'cY (7.14)

yazlabilir. Burada, D pozitif beliri NXN boyutlu bir bagka matris, C ise MXN boyutlu
bir matristir. Matris tersi alma yasasma gore, A’ nm tersi,

A'=B-BC(D+C’BC)'C’B (7.15)

bicimindedir. Bu yasa, (7.14) ve (7.15) esitliklerinin ¢arpimlan ile kanitlanabilir. Ciinkii,
bir kare matris ile tersinin ¢arpinu birim matrise egittir.

7.2.  Ussel Agirhikh Yinelemeli En Kiiciik Kareler Algoritmasi

Tligki matrisi ®(7)” nin pozitif belirli ve dolaystyla tekil ¢oziimiiniin olmamasmm
varsayilmasi ile, (7.12) 6zyineli esitlifine matris tersi alma yasasi uygulanirsa,

A=d(n)
B'=Ad(r-1)
C=u(n)
D=1

tammmlamalan yapilabilir. Bu tammlamalar, (7.15) egitligindeki matris tersi alma yasasinda

yerine konulursa, iligki matrisinin tersi igin,

A0 (n-Du(mu? ()@ (n-1)
1+ 3w (@7 (12— Du(n)

O ' (n)=N"'"0 (n-1)- (7.16)
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bigiminde 6zyineli esitlik elde edilir. Hesaplama kolayli: igin,

P(n) = ®'(n) (7.17)
k(m) = 1+7C};:5§Z)-P21u—(nl))u(n) (7.18)

tammlamalan kullantlr ve bu tanmlar (7.16) esitliginde yerine konursa,
P(n) = N'P(n-1)- A 'k(n)u” (n)P(n-1) (7.19)

esitligi elde edilir. Burada, P(n), MXM boyutlu bir matris, k(n) ise MX1 boyutlu bir
Kazang Vektoriidiir. (7.18) esitliginde diizenleme yapihrsa,

k(n) = N'P(n— Du(n) - X 'k(n)u” (n)P(n- Du(n)
= [N'P(n - 1) - X'k (n)u " (n)P(n ~ 1)]u(n) (7.20)

elde edilir. (7.19) esitliginden, (7.20) deki koseli parantez i¢indeki ifadenin P(n)’ e esit
oldugu gériiliir. Bu durumda (7.20) esitligi,

k(n)=P(n)u(n) (7.21)
bi¢imine doniigiir. Boylece (7.17) esitligindeki tamim kullamlarak,
k(n) = @' (n)u(n) (7.22)

esitlii yazlabilir.
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7.2.1. Tap Agirlik Vektoriiniin Zaman Giincellemesi

Tap agirhk vektoriiniin en kiigiik kareler kestirimi w(#)’ nin giincellenmesi igin
bir 6zymeli esitlik geligtirilmektedir. Bunu gergeklemek icin (7.8), (7.13) ve (7.17)
esitlikleri kullanilmaktadir. Tap agirhik vektorimiin # anindaki en kiigiik kareler kestirimi,

W(n) = @ (n)(n)
= P(n)B(n)
= AP(n)0(n— 1)+ P(n)u(n)d *(n) (7.23)

bigimindedir. (7.23) esitlignin sag tarafindaki sadece ik terimde, (7.19) esitligindeki P()

yerine konursa,

w(n) = P(n-1)0(n-1)—k(n)u” (n)P(n-1)8(n-1) + P(r)u(n)d * (n)
=@ (n-1)08(n-1)-k(n)u” (1)@ (n- 1)8(n- 1)+ P(n)u(n)d *(n)
= w(n-1)-k(n)u" (n)W(n- 1)+ P(n)u(n)d * () (7.24)

esitligi elde edilir. (7.21) egitligine gore P(n)u(n) garpimi, kazang vektérii k() e esittir.
Sonug olarak tap agirlik vektorii giincellemesi igin istenen 6zyineli esitlik,

W(n) = W(n—1) +k(n)[d * (n) - u” (n)W(n - 1)|
= w(n-1)+k(n)a*(n) (7.25)

bigiminde elde edilmis olur. Burada a(#n), énciil kestirim hatasidir ve

a(n)=d(n)—u’ (n)W*(n-1)
=d(n)-w" (n-1u(n) (7.26)
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bigiminde tanimlanir. Burada, W” (n— )u(r) garpmn, tap agulik vektorinin 7 - 1 anmda
elde edilmis eski en kiigiik kareler kestirimine dayah olarak, istenen yanit d(n)’ nin
Kkestirimini gosterir.

Onciil kestirim hatas1 genelde,

e(n) =d(n)— W (n)u(n) (7.27)

seklindeki Ardil Kestirim Hatasmndan fakhdir. Ciinkii Ardil Kestirim Hatasi, tap agirhk
vektoriiniin 7 anmdaki, simdiki en kiigiik kareler kestirimini igerir. Gergekte a(n), e(n)’
nin tap agirlik vektorii giincellenmeden onceki ‘deneme’ deferidir. Bununla birlikte tap
agirhk vektori igin, (7.25) esitliginin 6zyineli algoritmasma gotiiren en kiigiik kareler
optimizasyonunda, o(n)’ e degil de e(n)’ e dayah olarak basan gdstergesi minimize
edilmigtir.

7.2.2. Baslangig Kosullan

RLS algoritmasm uygulayabilmek i¢in, iliski matrisi ®(»)” nin tekil ¢dziimiiniin
olmamasm saglayan P(0) baslanglg degerinin segilmesiyle (7.19) esitliginin
Ozyinelemesinin kosullandinlmas: gereklidir. Bu,

[ B
L;k’lu(i)uﬂ(i):l

bigimindeki ifadenin tersinin almmasi ile saglanabilir. Buradaki u(7), —n, <i < 0 baglangig
veri blogundan elde edilir. Daha basit bir yol, iliski matrisi &(»)’ nin ifadesinde,

D(n) = il""u(i)u”(i)+87{'l (7.28)

i=1
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bigimde énemsiz sayilacak kiigiik bir degigiklik yapmaktir. Burada I, AM/XM boyutlu birim
matris ve § , kiigiik pozitif sabit bir sayidir. Bu degisiklik baglangig degerini etkiler, RLS
algoritmasmm ozyinelemelerine dokunmaz. Genellikle, bityiik veri uzunlugu 7 igin, &’

nin segimi énemsizdir. » = 0 igin,

ax0) = 51 (7.29)
ifadesi soz konusudur. P(n), iligki matrisi ®()’ nin tersine esit olduguna gore, baslangig
degeri

P(0)=5""1 (7.30)
bi¢imindedir. Sonugta, tap agirhk vektori icin bir baglangic degeri segmek kalr.
Ahsilagelmis bigimiyle,

Ww(0)=0 (7.31)

seklinde bir segim yapilir. Burada 0, A/x 1 boyutlu sifir vektoriidiir.

Tablo 7.1 RLS Algoritmasmm Ozeti

Algoritma gunlarla kogullandurilir:
P(0)=3""I 5, Kiigiik pozitif sabit bir say1
W(0)=0

Her, n=1, 2, ... ,i¢in agagidakiler hesaplanir:

A'P(n-Du(n)
1+ X u® (n)P(n- Du(n)

a(n)=d(n) - w" (n— Du(n)
w(n)=w(n-1)+k(n)a*(n)
P(n) = X'P(n-1) - A k(m)u” (n)P(n-1)

k(n) =
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RLS algoritmasmin hesaplamalarmda kullanilan baglangi¢ kogullarmm ve 6zyinelemelerin
bir zeti Tablo 7.1 de verilmistir.

7.3. Agirhkh Hata Kareleri Toplaminin Giincelleme Yinelemeleri

Tap agirlik vektorii, en kiigiik kareler kestirimi w(n)’ e esit ayarlandigi zaman,
agirhkh hata karelerinin toplami, minimum degeri &..(n)’ de sonuglanir. &,.(n) yi
hesaplamak igin

&(n) = Edn) ~8" (n)W(n) (7.32)

iligkisi kullanihr. Burada £(n),

Edn)= D

i=1

= Aedn-1)4d(n)" (7.33)

dGi)

bigiminde ifade edilir. (7.13), (7.25) ve (7.33) esitlikleri (7.32) de yerine konursa,

Emin()= A[EAn-1)-8" (n— D)W(n-1)]
+d(n)[d * (n) - u” (n)W(n~1)] - 07 (Wk(n)a *(n) (7.34)

esitligi yazilabilir. Son terimde 0(n), orjinal bigimine getirilmigtir. (7.34) esitliginde sag
taraftaki ilk kogeli parantezin i¢indeki ifade, tammm geregi &,x(n-1)" e esittir Aym
zamanda ikinci koseli parantez i¢indeki ifade, tanim geregi o * (1)’ e esittir. Son terimde,
07 (n)k(n) ¢arpimm asagdaki gibi ifade edebilmek icin, kazang vektérii k(z)’ nin tanmi
kullanilirsa,

07 (n)k(n) = 6" (M@ (n)u(n)
=@ ()" u(n)
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= w(n)u(n)

esitligi elde edilir. ikinci satirda iligki matrisi ®(n)’ nin Hermitian 6zelligi ( yani,
@7 = @) ve iigiincii satirda @' (n)0(n)’ nin en kiigiik kareler kestirimi w(n)’ e esit
oldugu gercegi kullamimigtir. Buna gére, (7.34) esitligi,

Emin1)= . Emin(n-1)+d () * (n) = W™ (mu(n)o * (n)
=& Emal(n-1)+a* (m)]d(n) ~ %" (myu(n)]
= A Epin(n-1)+a * (n)e(n) (7.35)

bigiminde basitlestirilebilir. Burada e(n), ardil kestirim hatasidir. (7.35) esitligi, agirhkh
hata karelerinin toplamm giincellemekte kullanilan 6zyinelemelerdir. Boylece o * (n)e(7)
carpmmnm , bu giinceleme 6zyinelemesinde diizeltme terimini temsil ettigi gorilmektedir.
Bu garpimm, gergel degerli olduguna ve

a(n)e * (n) = o *(n)e(n) (7.36)
ifadesini gergekledigine de dikkat edilmelidir.

7.4. RLS Algoritmasimin Karesel Ortalama Olarak

Yakinsama Analizi
RLS algoritmasmm karesel ortalama olarakyakmsama analizi igin, istenen yanit
d(n)’ nin ve girig vektorii w(n)’ nm, Sekil 7.2’ de verilen Coklu Dogrusal Regresyon

Modeli ile iliskili oldugu varsayilacaktir. Ozellikle daha dnce kullamlan esitlik

d(n)=e,(n)+wu(n) (7.37)
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burada yine sézkonusudur. MX1 boyutlu w, vektdrii, modelin regresyon parametre
vektonidiir. e (n) ise, olgii hatasidir. Olgii hatasi siireci {eo (n)}, sifir ortalamah, o°
degigintili beyaz giiriiltiidiir. Duragan bir ortam i¢in, tap agirhklan, A =1 secilmesine
uygun bir kogul ile yavag yavas uyarlandigi zaman, en iyi kalic1 hal sonuglan elde edilir.

RLS algoritmasmda, onciil kestirim hatas:s a(n) ve ardil kestiim hatasi e(n)
olarak tanmimlanmusg iki hata igareti vardir. Kisim 7.2 de verilen baslangi¢ kosullan dikkate
almirsa, bu iki hatammn karesel ortalama degerlerinin » anmda farkh gekilde degistigi
bulunur. » = 1 anmda, o(z)’ nin .karesel ortalama degeri, istenen yanit d(n)’ nin karesel
ortalama degerine esit olan, bityiik bir degere erigir ve sonra »’ nin arttinlmasiyla esas
degerine iner. Diger yanda e(n)’ nin karesel ortalama degeri, » = 1 anmda kiigiik bir
degere vanr ve sonra #’ nin arttinlmasi ile esas degerine yiikselir. RLS algoritmasmda
Ogrenme egrisini elde etmek i¢in hata isareti olarak, LMS algoritmasmdakilerle aym genel
sekle sahip olan o(#) segilir. Bdylece, RLS ve LMS 6grenme egrileri arasmda dogrudan
bir kargilastirma yapabilme imkam dogmus olur. Bu yiizden RLS algoritmasmm karesel
ortalama olarak yakmsama analizi, 6nciil kestirim hatas1 a(rn)’ e dayandmlacaktir. (7.26)
esitliginde (7.37) esitligi yerine konularak istenen yanit d(n) yok edilirse, onciil kestirim
hatasy,

a(n) =e,(m)-[W(n-1)-w,] " u(n)

=e,(n)—&" (n— Du(n) (7.38)

olarak bulunur. Burada €(n—1), n - 1 anindaki agirhk hatas1 vektoriidiir. Bu durumda

karesel ortalama hata,

J(n)= E[la(n)[Z] (7.39)
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bigiminde ifade edilir. J'(») terimindeki is isareti, a(n)’ nin karesel ortalama degerini,
e(n)’ nin karesel ortalama degerinden ayirt etmek i¢in kullanilmigtir. (7.38) esitligi (7.39)
esitliinde yerine yazilirsa,

J'(n) = E[

e, () | + E[u” (me(n - De” (n~ Lyu(n)]

~E[e” (n— u(n)e, *(n)| - Ele, (mu” (n)e(n-1)| (7.40)
elde edilir. Olgii hatas1 e (n) ile agrhk hatasi vektorii €(z2— 1)’ nin istatistiksel bagimsiz

olduklan ve e,(r)’ nin sifir ortalamah oldugu varsayilacaktr. o°, dlgii hatasi e,(n)’ nin
degigintisi olmak iizere karesel ortalama hata

J'(n) = +E[u” (n)e(n-De" (n-Du(n)] (7.41)
seklini alir. (7.41) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim igin,
E[u? (m)e(n- D" (n—Du(n)] = E[tr{u”(n)s(n - e (n- l)u(n)}]
= E[tr{u(mu” (ne(n - De” (n- D)
= tr{ E[u(n)u” (me(n - e (n- 1))} (7.42)
= tr{E[u(n)u” (n)|E[e(n— 1" (n- 1)]}
= r{RK(n - 1)}
yazlabilir. Bu esitlik esitligi (7.41) esitliginde yerine konulursa

J(n)=o +tr{RK(n-1)} (7.43)

elde edilir.
Kisim 6.4” den agirlik hatas: iligki matrisinin
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K(n) = E[e(n)e” (n)]
=" ®(n) (7.44)

oldugu hatrrlansm. Burada ®'(n), zaman degisimli iligki matrisinin tersidir. Biiyiik »
degeri igin &' (n), n'R™" degerine yaklagir ve

G
K(n) = -n—R’1 , biiyiik 7 degeri igin (7.45)

elde edilir. Burada R, girig vektorii u(z)’ nin toplamsal ortalamah iliski matrisidir. (7.45)
esitliginde » yerine n - 1 yazihr ve bu yeni esitlik (7.43) egitlifinde yerine yazlirsa

karesel ortalama hata

0_2

n-1

J'(n)=c* +——t[R'R]

=0‘2+

olarak bulunur. Bir kare matrisin izi kosegen elemanlarmm toplamma esit oldugu igin
tr[I], M e esittir. Aymi zamanda biiyiik » degeri i¢gin, n - 1 = n dir. Boylece RLS
algoritmas: ile iiretilen Karesel Ortalama Yenilik i¢in su basit formiil bulunur:

M¢®
n

(7.46)

J'(n)=o® +

Bu elde edilenlere dayah olarak, agagidaki sonuglar gikanlabilir:

1. RLS algoritmas: karesel ortalama olarak yaklagik 2M/ iterasyonda yakmsar, burada M
enine siizgegteki katsay1 adedidir. Bu demektir ki, RLS algoritmasmin yakmsama hiz,
LMS algoritmasmnm yakinsama hzmdan daha fazladir.
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2. Iterasyon sayisi n sonsuza yaklagirken karesel ortalama yenilik, dl¢i hatasi e ()’ nin
degisintisi > * ye esit olan sonug degerine yaklagir. Minimum karesel ortalama hata aym
zamanda o® ’ ye esit oldufundan, RLS algoritmas: teorik olarak sifir artk karesel

ortalama hata veya sifir hata oram tiretir.

Burada gunun belirtilmesi gerekir: RLS algoritmasmm LMS algoritmasma gore
yakmsama hizmdaki geligmigli§i, sadece olgii hatast e,(n) istenen yanit d(n) ile
kargilagunildigmda kiigiik oldugu zaman yani igaret~giiriiltii oram yiiksek oldugu zaman
gegcerlidir.
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BOLUM 8. OZYINELI EN KUCUK KARELER KAFES
SUZGECLER (RLSL: RECURSIVE LEAST SQUARES
LATTICE FILTERS)

Bu bolimde modiiler bigimde olan ¢ok asamah kafes dngoriicii yapisma dayah
En Kiigiik Kareler algoritmalarmm bir bagka cesidi tanitilacaktir. Hem derece giincelleme
Ozyinelemeleri, hem de zaman giincelleme 6zyinelemelerini igeren ve bir biitiin olarak
Ozyineli En Kiigiik Kareler Kafes (RLSL) Algoritmasi olarak bilinen bu algoritma, RLS
algoritmas1 kadar giighidiir. Ciinkii, RLS algoritmasinda oldugu gibi bu algoritma da,
giris isaretinin iligki matrisinin 6zdeger dagihmmdaki degisimlere tamamen duyarsizdir.

RLSL algoritmalarmdaki ilk gahgma, Morf (1974) tarafindan gergeklestirilmigtir.
Daha sonra, resmi olarak algoritmanmn elde edilmesi, Morf ve digerlerinin (1977 ve 1978)
¢aligmalan ile olmugtur. Bu 6nemli ¢aligma, daha detayh gahsmalara, genellestirmelere ve
bir ¢ok uygulamalara Lee ve digerleri (1981), Satorius ve digerleri (1981), Kailath
(1982), Friedlander (1982), Porat ve digerleri (1982 ve 1983), Lev-Arn ve digerleri
(1984), Ling ve digerleri (1985) onderlik etmistir.

Uyarlamah kafes oOngériiciilerin tasarnmmda sadece RLSL algoritmalan
kullanilmaz. Farkl igaret igleme uygulamalan igin bir gok uyarlamal kafes algoritmalan
¢ikarilmigtir. Bunlardan biri, ¢ok modiilki kafes ongoriiciilerin yansima katsayilarmmn
ozyineli olarak hesaplanmasi i¢in Griffiths (1977 ve 1978) tarafindan 6nerilen Gradyent
Uyarlamah Kafes (GAL) algoritmalandir. GAL algoritmalan geligtirilirken LMS
algoritmalarmdan esinlenilmigtir. Bu algoritmalarm temel 6zelligi, RLSL algoritmalan ile
kargilagtirildiginda hesaplama karmagikhgnmn azaltilmig olmasidw. Bununla birlikte
genelde, GAL algoritmalarmm bagarimi: RLSL algoritmalarmin baganmmdan daha alt
seviyededir. Ciinkii RLSL algoritmalar, her zaman adimmda dogrusal en kiigiik kareler
probleminin tam ¢éziimiinii verirken, GAL algoritmalar yaklagimlar kullanir.



96

i /
P @] [ )]

u(7) nin

— (T dogrusal
ongoriisii
(a)
u(i) _». u(i-1) o _uG-MED . u(i-M)
|aM,0*(n)J IaM,lf“(n)l . [aMM-I*(n)l laMM*(n)]
1leri 6ngéri
—_ (3 )—p hatasi
far (1)
(®)

Sekil 8.1 (a) M. Dereceden Ileri Ongériicii
(b) leri Ongorii Hata Siizgeci

En Kiigiik Kare tap agirhk vektorii a,(n) ile gosterilen m. dereceden bir ileri
ongorii hata siizgeci Sekil 8.1 (a)’ daki bicimde diigtiniilsiin. Tanim geregi a,(»)’ nin ilk
elemam birim defere esittir. w,+(i), siizgecin / anmdaki (m+1)X1 boyuthu tap giris
vektoriinii gosterir, burada 1<i<n’ dir. Sekil 8.1 (b)’ de goriilen ileri dngdrii hata
siizgecinin gikisnda, u,+(i) tap girig vektoriine yanit olarak iretilen ileri ardil kestirim

hatas1,
Su(®) =25, (M, (), 1<i<n (8.1)

bigiminde ifade edilebilir. Onpencerelemenin kullamldig: varsayilacak ve bu yiizden, i < 0
i¢in u(7) = 0 almabilecektir. Tleri ardil 6ngorii hata karelerinin agirhkh toplamy,

fm(i)[2 (8.2)

F(my= 20

i=1
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bigimindedir. Burada A, iissel agirhk faktoriidiir. Tap agirhk vektori a,.(rn), F,(n) basan
gostergesinin minimize edilmesinin sonucudur. F,(n), a,(n)’ nin ilk elemanm: birim deger
esitlemeye zorlar. a,(n), bu minimizasyon esnasmda sabit bir vektor olarak iglem

gormektedir.

Simdi, En Kiigiik Kareler tap agirhk vektorii ¢,(r) ile gosterilen m. dereceden bir
geri 6ngorii hata siizgeci Sekil 8.2 (a)’ daki bigimde diistiniilsiin. Tanim1 geregi ¢,.(r)’ nin
son elemam birim degere egittir. Sekil 8.2 (b)’ de goriilen geri 6ngorii hata siizgecinin

¢ikiginda, u,.(7) tap giri vektoriine yanit olarak iretilen geri ardil 6ngdrii hatasi,

5, ()= ¢, (M, (), 1<i<n (8.3)
bi¢iminde ifade edilebilir.
y o Af1 _
u(@) o1l u(i-1) .- u(i )> u(i-M)
A Y /
g1*(n) g2*(n) . gu*(n)

u(i-M) nin

— . — - dogrusal
Gngorisii

(a)

u(l)____») o u(z-M+l) @ u(I_A[)

y
|C‘M,o*(")l IC'M.lf"(”)I e IcM,M-l*(n)I ICM,M*(")I
hatas1
- .. — b ()
(b)

Sekil 8.2 (a) M. Dereceden Geri Ongériicii
(b) Geri Ongorii Hata Siizgeci
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Geri ardil 6ngorii hata karelerinin agirhkh toplamy,

b, (i) (8.4)

B, (n)= I n

i=1

bi¢imindedir. Tap agirhk vektorii c,(n), ikinci basan gostergesi B,(n)’ mn mimnimize
edilmesinin sonucudur. B,(n), ¢,(n)’ nin son elemanmi birim degere esitlemeye zorlar.
Burada da yine c,(n), bu minimizasyon esnasinda sabit bir vektér olarak iglem

gormektedir.
8.1. Derece Giincelleme Yinelemeleri

® . (n), m. dereceden ileri ongorii hata siizgecine uygulanan u,.(7) tap giris

vektoriiniin (m2+1)X(m+1) boyutlu iligki matrisidir, burada 1</ <’ dir. Bu siizgeg,

[F.(n)]
<I>m+l(n)am(n)=t 0 _I (8.5)

bigimindeki genigletilmis normal esitlik ile karakterize edilebilir (Bkz. (3.48) esitligi).
Burada, 0,,, mX1 boyutlu sifir vektoriidiir.

@ . (n) iliski matrisi, tap giri§ vektori u(7)’ nin ilk ve son elemanma bagh
olarak iki farkh bi¢imde pargalara aynlabilir. Kullanilacak olan pargalama bigimi, a,(r)
tap agirhk vektdriiniin m. dereceden 6mgodriye ait olarak iligkilendiren ve a,.i(n) tap

agirhk vektoriinii (m-1). dereceden 6ngériiye ait olarak iligkilendiren pargalama bigimidir:

2,(m) | 0,(n)]

m+1 (n) =[‘e;;-(;‘) : U2 (’l) (8.6)

Burada @, (n), tap giris vektorii u,(7)’ nin mXm boyutlu iligki matrisi, 0, (1), u.(i) ile

u(i-m) arasmdaki mX 1 boyutlu gapraz iligki vektorii, Ux(n) ise 1<i <n i¢in u(i-m) tap
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giriginin karesel degerlerinin agihkh toplamndir. Ux(n), n-m<0 igin sifirdr. (8.6)
esitliginin her iki tarafi, ilk m elemam a,.i(n7) vektorii ile belirlenen ve son elemam sifir
olan (m+1)Xx 1 boyuthu bir vektor ile ardil ¢arpilirsa,

{am-n (”)] [@.m )8, (.")] [_" (1)
(7 “lormiv,mll o |

8.7)

’<Dm(n)a,,,_l(n)]
_e‘f (n)a m-1 (n)

elde edilir. ®,(n) ve a,.i(n) her ikiside aym zaman degigkeni »’ e sahiptir. (m - 1).
dereceden ileri ongorii hata siizgeci igin, » amndaki genigletilmis normal esitlik, (8.5)
esitliginde m yerine m - 1 konularak,

P, 4 (n)] (8.8)

@, (n)a,,_ (1) =I: 0

m—1

bigiminde elde edilir. Burada, F,.(n), sizge¢ cikigmdaki ileri ardil 6ngdrii hata
karelerinin agirhkh toplami ve 0,.; ise, (7 - 1)X 1 boyutlu sifir vektordiir. $6yle bir skaler
tanimlansm:

A, (n)=07 (n)a,_(n) (8.9)
Bu durumda (8.7) esitligi,
{am—l (n)jl Fm—l (n)
@ . (n 0 = 0, (8.10)
Am—l (n)
bigiminde yazilabilir.

m. dereceden geri 6ngorii hata siizgeci,
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0
m+l(n)c (n) [B (n)] (8-11)

bigimindeki normal esitlikle karakterize edilebilir. Bu sefer, iligki matrisi @, (n)’ nin
agagidaki gibi, bir bagka pargalara ayrilmig bigimi kullamlacaktir:

_ _U_(_)| o' (n)
D,..(n)= [e (") L (1 1)] (8.12)

Burada Uy(n), 1<i < n igin u(7) giriginin karesel degerlerinin agwlikh toplami, 8, (#), tap
girig vektorii u,(i - 1) ile u(7) arasmdaki mx 1 boyutlu ¢apraz iliski vektorii, @, (n— 1) ise
w,(i - 1)’ nin mXm boyuthlu iliski matrisidir. (8.12) esitliginin her iki tarafi, ilk elemam
sifir olan ve geri kalan m elemam (m - 1). dereceden geri ongérii hata siizgecine ait

cn1(7 - 1) tap agirhk vektorii ile belirlenen (7+1)X 1 boyutlu bir vektér ile ardil garpilirsa,

[ o ] FUJ(n_)_: 07 (n) M ]

P (7 1. C,.(n— I)J |. 0,(n)  ®,(n-1)]Le, (n-1)
_[ 8/ (n)e,.,(n—1) }

®, (n-De, (n-1)

(8.13)
elde edilir. ®, (n—1) ve c,.1(n - 1) her ikiside aym zaman degiskeni »’ e sahiptir. (m - 1).
dereceden geri Ongorii hata siizgeci igin, # - 1 anmdaki genigletilmis normal egitlik (8.11)
esitlif§inde m yerine m - 1, n yerine n - 1 konularak,

0,, }
(8.14)

®,(n-1c,(n) =[ B _(n-1)

bi¢iminde elde edilir. Burada, B,.(n - 1), slizge¢ ¢ikiginda » - 1 anmdaki geri ardi
ongorii hata karelerinin agirlikh toplamidir. $6yle bir ikinci skaler tanimlansm:
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A, (n)=08](n)e, (n-1) (8.15)

Us igareti bu yeni skaleri, ilk skaler olan A, _,(n)’ den aymrt etmek igin kullamlmistir. Bu
tanumu ve (8. 14) esitligini (8.13) esitliginde kullanirsak,

0 A:n—l (n)
¢m-i-l (n{cm_l (n___ 1)}’: Om—l (8’16)

B, . (n-1)

elde edilir. (8.16) esitligi, A, (n)/B,_ (n—1) oram ile carpilarak (8.10) esitlifinden
¢ikarihrsa,

1) e ] ﬂ_ ()~ 2o )
Pl )l B_(n-Dle,. (n-1)|~ Bnan=D (8.17)

m

elde edilir.(8.5) ve (8.17) esitlikleri kargilagtirtlirsa,

[a,.(m)] A,_(m] o J
An() = 0 - B, (n- I)Lcm—l (n-1) (8.18)
Foy(n) =F () — 28 () (8.19)

B, (n-1)

bigimindeki derece giincelleme 6zymelemeleri elde edilir.
Benzer bigimde, (8.10) esitligi, A’ _,(n)/F,_,(n) oram ile garpilarak (8.16)

esitliginden gikartilirsa,
0, 1

l.
0 A;n—l (n) am—l (I’l) _ A Ar
o (H{[cm.l (n- 1)] "~ F, . (n) [ 0 ﬂ - {B,,,_x (n—1)- "”15,:_)1 (";;‘ @ ')J (8.20)

elde edilir. (8.11) ve (8.20) esitlikleri kargilagtirtlirsa,
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0 Al (n)]a, (n)
%“FLHM—J"aﬁm[o } (8.21)

A, (M)A, (n)
Foi(n)

B,(n)= B, (n-1)- (8.22)

bi¢imindeki derece giincelleme 6zymelemeleri elde edilir.
8.1.1. A,_,(n) ve A’ (n) Parametreleri Arasindaki ligki

(8.9) ve (8.15) esitlikleri ile A, (n) ve A’_ (n) parametreleri birbirlerinin
kompleks eslenigidir:

A, (n)=A,  *(n) (8.23)
Bu iligki, {i¢ agamada ispatlanacaktir:
1. (8.10) esitliginin her iki tarafi, satir vektorii
[0, el (n-D)]

ile 6nciil garpilirsa, elde edilen sonug skalerdir.

F,.(n)
[0: e (n- 1)](I)m+1 (r l{am_(l)(n)] = [0’ cZ-1 (n- 1)] 0,
A m~1 (n)
=A,_(n) (8.24)

elde edilen sonug skalerdir. Burada, c,.i( - 1) ‘nin son elemanmm birim degere esit
oldugu gergegi kullanildi.
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2. (8.16) esitliginin her iki tarafina Hermitian iglemi (transpoz ve kompleks eglenik alma)
uygulanirsa ve iligki matrisi ® ()’ nin Hermitian 6zelligi (yani, ®” = ®) kullamlrsa

m-1 m-1?

[0, ¢, (n-D]®, . (m) =[A,_, *(n), 0L, B, (n-1)
o IPPTon o o am—l (n) .
elde edilir. Bu esitligin her iki tarafi 0 ile ardil garpilirsa,

[0 eu(n- 1)]<I>,,,+1(n)[a'”'j,(n)]= (AL * (), 0L, Bm_l(n—l)][a'”'(l)(n)J
=4, *(n) (8.25)

elde edilir. Burada, a,.;(#)’ nin ilk elemaninm birim degere esit oldugu gergegi kullanilda.

3. (8.24) ve (8.25) esitlikleri karsilagtirilirsa, A, (n) ve A’ _ (n) parametreleri arasimdaki
(8.23) esitliginin ispat1 yapilmig olur.

8.1.2. Ardil Ongori Hatalaninin Derece Guncelleme Ozyinelemeleri

Tleri yansima katsayzsi,
Am—l (n)
=-—r = - 26

bi¢iminde tanimlanir. Burada M, kafes 6ngoériiciiniin son derecesidir.

Geri yansima katsayisi da,
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AL(n)
F,,(n)

=__Am‘lﬂ m=1 2 M

Fm—l (n) ’

L, .(n)=-

bigiminde tanimlamr. Bu tanimlar (8.18) ve (8.21) esitliklerinde kullanihirsa,

a, () 0
a'"(")={ 0 }”rf*"(”’[c (n—l)}

veE

_[ 0 ] Fam_l(n)J
cm(n)_ cm_l(”—l) +rb,m(n{ 0

yazlabilir. Buradam =1, 2, ..., M’ dir.

Tleri ardil 5ngérii hatasi £,.(7),

fu(m)=a, (nu,.(n)

(8.27)

(8.28)

(8.29)

(8.30)

m. dereceden ileri 6ngérii hata siizgecinin tap girig vektorii u,+(n) e yanit1 olarak elde

edilen ¢ikisa esittir. Tap giri vektori u1(#), su iki farkh bigimde pargalara aynlabilir:

[ w, (n) ]

uml(”) = | u(n—m)

[ u(n)
l'lm+l (n) = _llm(n" 1):|

(8.31)

(8.32)

(8.28) esitligi (8.30)’da yerine konulursa ve (8.28) esitliginin sag tarafindaki ilk terim igin
(8.31) deki parcalama bigimi, ikinci terim igin de (8.32) deki pargalama bigimi

kullanihrsa, ileri ardil 6ngorii hatas: igin
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Su®) = [ (m)+T,, *(n)b, (n-1), m=12,.,. M (8.33)

bigimindeki derece giincelleme 6zyinelemeleri elde edilir. f,.,(n), ileri ardil 6ngérii hatas:
ve bpa(n - 1), geri ardil ong6rii hatasmm geciktirilmis elemamdir. Her ikisi de kestirim
derecesi m = 1 igindir.

Geri 6ngorii hatast derece giincelleme dzyinelemeleri i¢in de, benzer bir iglem

uygulanacakur. Geri ardil 6ngorii hatast b,(n),
B(n) = €7 (M), (1) (834)

m. dereceden geri ongdrii hata siizgecinin tap giri§ vektorii u,+i(#)’ e yamtt olarak elde
edilen gikiga egittir. (8.29) esitligi (8.34)’da yerine konulursa ve (8.29) esitliginin sag
tarafindaki ilk terim i¢in (8.32) esitligindeki pargalama bigimi, ikinci terim igin de (8.31)
esitligindeki pargalama bigimi kullanilirsa, geri ardil 6ngdrii hatasi igin,

b, (n)=b,_ (n-1)+T,, *(n)f, (n), m=1,2,..,M (835

bigimindeki derece giincelleme 6zyinelemeleri elde edilir.

(8.33) ve (8.35) ozyinelemeleri, kafes goriiniimiine sahip, Sekil 8.3 (a)’ daki
igaret- akig diyagrammda gosterilmistir.

Ongorii derecesi m, degisken bir parametredir ve 0, 1, ..., M degerlerini ahr, A
burada 6ngérii derecesinin son degeridir. m = 0 oldufu zaman, girig verisi iizerine

islenecek hig bir 6ngorii yoktur. Bu ilk kogul,
Jo(n) =by(n)=u(n) (8.36)

baslangic degerine karsihik gelir. Ongorii derecesi m, sifirdan son degeri A e kadar
degisecegi icin, Sekil 8.3 (b)’ de gosterilen Cok Modiillii En Kiigik Kareler Kafes
Ongoriiciisii elde edilir. Bu yapidaki modiil sayis, 6ngorii derecesinin son degeri olan AL

¢ esittir.
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Jm (1)

0 (DL . Sy -
| y
un) |
4
1 LA, 1 N
bo (M)— by () Mﬁg}— by (1)

(b)

Sekil 8.3 (a) Tipik Bir En Kiigiik Kareler Kafes Modiilii
(b) Cok Modiillii En Kiigiik Kareler Kafes Ongoriiciisii
8.1.3. Ardil Ongori Hata Karelerinin Agirhkh Toplaminin

Derece Giincelleme Ozyinelemeleri

(8.19) ve (8.22) esitlikleri sirasi ile, ileri ardil 6ngérii hata kareleri F,(7)’ nin ve
geri ardil 6ngérii hata kareleri B,(7)’ nin derece giincelleme §zyinelemelerini gosterir.

(8.23) esitliginde A, (n) ile A’ _, (n) arasmdaki iligki kullanilirsa,

F.(n)=F (n)—-M (8.37)
mae T B, (n-1) '

ve
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B,(n)=B (n—l)—l—Ai'L")'Z— (8.38
" - o Fm—l(n) ) )

esitlikleri elde edilir.
(8.33), (8.35), (8.37) ve (8.38) egitlikleri, en kiigiik kareler kafes ongériiciisiiniin

temel derece giincelleme 6zymelemeleridir.

8.1.4. Donuistim Faktorii v, (n—1)"  in Derece Giincelleme Ozyinelemeleri

RLSL algoritmasinm derece giincelleme O§zyinelemelerini tamamlamak i¢in
gerekli bir bagka 6zyineleme de, gecikmis Kestiim Hatas1 veya Doniigiim Faktori
Y, (n-1) dir.

Kestirim hatast vy, (n-1), tap giriy vektori u,(n - 1)’ nin, tap agrhk vektori
kazang vektorii k(7 - 1)’ ¢ esit olan bir enine siizgece uygulanmas: ile elde edilir. Kazang

vektorii k(72 - 1)’ nin derece giincelleme 6zyinelemesi,

k, ,(n=-1| b5 _(n-1) .
km(n—1)=|: 0 :| mcml(n—l), m=12, .., M (839)

bi¢imindedir (Haykin, 1991). Bu egitlife Hermitian iglemi uygulanip, her iki tarafi u,(» -
1) ile ardil garpilirsa,

kZ(n-Du, (n-1) =k (n-1), Ou,(n-1)

bt "2 w0y 1 8.40
B,,,_l(n"l) cm-l(n— )um(n— ) ( . )

eld edilir. Su tanim yapilrsa,

k?(n-Du, (n-1)=1-7y,(n-1) (8.41)
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ve yerine konulursa,

" H U,y (7=1)
[km_l (n-1), O]um(n— D= [km_l(” -1), 0] [ u(n—-m) ]
= kz.l(n -Du,,(n-1)
=1-v,,(n-1) (8.42)

elde edilir.
(8.3) esitligindeki geri ardil 6ngorii hatasi ifadesinden yararlanilarak,

¢, (n=u,(n-1)=b, (n-1) (8.43)
yazlabilir. (8.41) ve (8.43) esitlikleri (8.40) esitliginde yerine konulursa,

(n-1)= (;1—1)—117—”'“‘@——1—)’2 m=12, .., M  (844)
Y m =Y et B (1)’ o, ..., .

derece giincelleme 6zyinelemelerinin sonuncusu olan, v, (72— 1)’ nin derece giincelleme

Ozyinelemesi elde edilmis olur.
8.2. Zaman Giincelleme Ozyinelemeleri

Kisim 8.1’ de, ileri ve geri ardil 6ngorii hatalann ve onlarm agirhkh karelerinin
toplamlarnm, baglangi¢ durumu m = 0’ dan baglayan 6zyinelemeleri gikarildi. Bununla
birlikte bu 6zyinelemeleri zamanda uyarlamak i¢in, derece giincelleme 6zymelemelerinin

hesaplanmasmda kullamlan A,_,(#) parametresinin zaman giincelleme &zyinelemesinin
¢ikanlmas1 gereklidir.
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am1(n - 1), (m - 1). dereceden ileri 6ngérii hata siizgecinin » - 1 anmmdaki mXx 1
boyutlu tap agrhk vektoriidiir. a,.(» - 1) vektoriiniin ilk elemam birim degere esit
oldugu igin, A ,_, () su bigimde ifade edilir [Bkz. (8.23) ve (8.25) esitlikleri]:

A (2 1)] (8.45)

A,,,._l (n) = [Am—l(n)a OT—U Bm—l (n_ ]‘)] [ 0

(8.16) esitliginin her iki tarafina Hermitian iglemi uygulamrsa ve iliski matrisi ®_,, (7)” nin
Hermitian 6zelligi (yani, ®” = @ ) ve (8.23) esitligindeki iliski kullanilirsa,

[0, el (n-D]®,.(m=[A, (), 0L, B, (n-D) (8.46)
elde edilir.(8.46) esitligi (8.45) esitliginde yerine konularak,

A [a, (n=1)]
A, (m=]o, cm_l(n-l)]d)mﬂ(n{ y J (8.47)

yazlabilir.
(7.12) esitliginden yararlanilarak iligki matrisi @, ,,(7)’ nin zaman giincellemesi,

®D,.. (7)) =AD,,,(n-1) +u,,, (Dul (n) (8.48)
bi¢iminde yazlabilir. Bu iligki (8.47) esitliginde kullanilirak
-1
A, (n)= }‘{0’ Cpi(n— 1)](Dm+1 (n- I{am-l ((;1 )]

a, (n- 1)]

+[0’ cr’nf—l (n - 1)]um+l (n)u:x,-x-l (n{ 0 (849)

yazlabilir. (8.31) esitliginden ve ileri onciil 6ngorii hatasmm tammindan faydalamlarak
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L(n-1 " (=1
ot o ., [0

= ug(n)am-l (n-1)

=Npy ¥ (1) (8.50)

esitlifi yazilabilir. Aym sekilde (8.32) esitliginden ve geri ongérii hatasmm tammmdan
yararlamhirak,

u(n) }

[0, e, (n=D]u,u(m =[0, cZ,(n-1)] [u (n-1)

=¢,,(n-Du,(n-1)

=5, ,(n-1) (8.51)

esitligi yazilabilir.
(8.10) esitliginde 7 terine » - 1 konularak,

o {am-l(n—l)]_ Fun=D)
e (7= 1 0 = 0,, (8.52)
Am—l(n—l)J

yazlabilir. (8.52) esitligi ve geri dngorii hata siizgecine ait tap agirhk vektori ¢,1(n - 1)’
nin son elemanmnm birim degere esit oldufu goz oniine almirsa, (8.49) esitliginin sag

tarafindaki ilk terim, A harig, su sekilde yazlabilir:

F, (n-1)
[0, c,f’,_,(n—1)]d>m+l(n-1{a""‘(:_D]:[o, ¢, (n-1]| O, }
IVAm_l(n_l)

=A, _(n-1) (8.53)
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(8.50), (8.51) ve (8.53) esitlikleri (8.49) esitliginde yerlerine konulursa A, _,(n)’ nin

zaman giincelleme 6zyinelemesi
A, (M)=2__(n-1)+b, (n-1m,_, *(n) (8.54)

elde edilir.

Tleri 6nciil 6ngrii hatasi 1,,_,(n) ile ileri ardil 6ngorii hatas1 £, (n) arasmda su

iligki vardir (Haykin, 1991):

o (559

T‘]m—l (n) =
(8.55) esitligi (8.54) esitliginde kullanilirsa, zaman giincelleme 6zyinelemesi

bm—l (I’l - l)f m-1 * (n)
Vs (1)

A, (n)=AA,_ (n-1)+ (8.56)

bigimine déniigiir. (8.56) egitligindeki diizeltme terimi, dontisiim faktérii y,_ (2 —1)’ nin
tersi kadar kuvvetlendirilir. Bu parametre, RLSL algoritmasmm, girig verisindeki ani
degisikliklere hizlica uyarlanmasim saglar. Kuvvetlendirme faktorii 1/y, ,(n—1) harig,
A, _,(n) parametresinin zaman giincellemesi gergekte, gecikmis geri 6ngorii hatasi
bp-1(n - 1) ile ileri ongorii hatasi f,,-1(n) arasindaki ¢apraz iligkinin zaman ortalamasidur.
Doniigiim faktéri y,_,(n—1), gergel degerlidir ve sifir ile bir arasinda
smirlandinlmigtr. 7y, (2—1) sifir oldugu zaman, (8.56) esitliinin 6zyinelemesi
duracaktir, yani bu durumda iligki matrisi ®,, ()’ nin tersinin almamayacag ortaya

cikar.
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8.3. RLSL Algoritmasimin Ozeti

RLSL algoritmasm igeren derece ve zaman giincelleme 6zyinelemelerinin
tamamu, Tablo 8.1 de verilmigtir. Bu tablo, (8.56), (8.26), (8.27), (8.33), (8.35), (8.37),
(8.38) ve (8.44) egitliklerinin 6zyinelemelerini ve iligkilerini yazlan sirada olmak iizere

kapsar.

Tablo 8.1 Ardil Kestirim Hatalarim Kullanan RLSL Algoritmasmm Ozeti

n=12,.. vem=1,2, .., M olmak iizere asagidakiler sirastyla hesaplanir:
bm—l (n - l)fm—l * (n)

A, (n)=2A, (n-1)+

Ym—l(n_ 1)
Am—l (n)
L= )
A %
"

Ju)= [, (n)+ rf.m *(n)b,,_,(n—1)
b,(n)=>b, (n—-1)+T,, *(n)f,..(n)

I m—l(n)|2
F,(n)=F,_ (n)- B _(n-1)
\Am—l(n)‘z
B,(n)=B, (n-1)- m
o1

Yu(n=D=v,,(n-1)- B_(n-1)

RLSL algoritmasm kosullandurmak igin, m = 0’ baglangig durumu ile
baslanacaktir. (8.30) ve ( 8.34) esitliklerinden yararlanilarak

Jo(n) =b,(n) = u(n)
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yazlabilir. Tleri ardil éngérii hata kareleri agirlikh toplami F,(7)’ nin zaman giincelleme
Ozymelemesi,

F,(n)=AF, (n—=D+ £, (nn, *(n) (8.57)

bigimindedir. f,,(n) 6ngorii derecesi m igin ileri ardil 6ngorii hatasi, n,, () ise ileri énciil

ongori hatasidir. m = 0 oldugu zaman,
So(m)=ny(n)= u(n)
oldugundan bu durumda (8.57) esitliginin 7 = 0 i¢in zaman giincelleme 6zyinelemesi,
F,(n) = AF,(n- 1) +|u(n)’ (8.58)
bi¢iminde olacaktir.
Benzer bigimde geri ardil 6ngorii hata kareleri agirhkh toplami B,,(n)’ nin, m = 0
i¢in zaman giincelleme 6zyinelemesi,
B,(n) = AB,(n—1)+}u(n) (8.59)
bigiminde gosterilebilir.
Doniigiim faktorii y,,_ (n— 1), sifir ile bir arasmda smirlandinimig oldugundan, bu
parametrenin 0. derece degerinin agagidaki gibi segilmesi mantiklidir:

Y, (n-1)=1 (8.60)

n = 0 i¢in asagidaki kosullandirmalar yapilirsa, RLSL algoritmasmm kosullandimlmas:
tamamlanmug olur:
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A,.(0)=0 (8.61)
F,(0)=B,(0)=5 (8.62)

Burada 8, kiigiik pozitif sabit bir sayidir ve 6zyinelemelerde sifira bélme olmamasi i¢in
yani iliski matrisi ®,,, ()’ nin tekil ¢oziimiiniin olmamas1 i¢in kullanihr.

Tablo 8.2 Ardil Kestirim Hatalarm Kullanan )
RLSL Algoritmasmm Kogullandirilmasmin Ozeti

1. Algoritma » = 0 aninda agagidaki degerlerle kogullandirihr:
A, ,(0)=0
F_(0)=38
B,,(0)=58
Y,(0)=1
2. Her 7> 1 aninda, 0. derece degigkenleri su sekilde elde edilir:
(1) = by (n) = u(n)
F,(n)= B,(n) = AF,(n—1)+[u(n)’
Yo(n—1)=1

o = Kiigiik pozitif sabit bir say1

Uyarni: Onpencerelenmis veri igin, giris #(r2) ve istenen yanit d(r), 7 < 0 igin sifirdur.

RLSL algoritmasinin kosullandinilmasinda kullanilan hesaplamalarn 6zeti Tablo
8.2° de verilmigtir.



115

BOLUM 9. UYARLAMALI KAFES ALGORITMASI
KULLANARAK KANAL OZDESLEME

9.1. Ozdesleme Kavram

Uyarlamah bir alicmm tasarlanmasiyla ilgili yaklagmlardan biri olan “ kanal
6zdegleme” de amag, once ilgili kanal parametrelerinin kestirilmesi ve daha sonra bunlarm
kullanilmastyla ahcmin kendisinin iletim ortamimna uyarlanmasmin saglanmasidir. Burada,
bilinmeyen kanah 6zdeglemek iizere, bir model kullanmilmaktadir. Bu modelin girigi, kanal
giris isareti olmak iizere elde edilen ¢ikig igareti ile kanal g¢ikisi arasindaki fark bir
uyarlamal algoritmada kullamlarak, kanal ile model arasmdaki sapma giderilmeye
cahgilmaktadir. Boylece modelin, bilinmeyen kanah 6zdeslemesi saglanmig olur. Sistem
0zdegleme yapis1 Sekil 9.1’ de goriilmektedir. Burada,

' u ; kanal girisi
¥ ; model ¢ikig1
¥ ; kanal gikigt
e=y-J ; kestirim hatas1
bi¢giminde verilmektedir.

A

Kanal girigi

Y

Sekil 9.1 Kanal Ozdegleme Yapist



116

Bilinmeyen bir kanalm parametrelerinin kestirimi igin bir gok farkh uyarlamah
siizgecleme algoritmalan kullanilabilir.

Bu problemin ¢6ziimiinde kullanilan algoritmalardan biri de uyarlamah en kiigiik
kareler kafes siizgeg yapisidir. Bu bokimde, 6nce bu algoritma incelenmekte ve 6rmek bir
kanalin 6zdeglenmesi iglemi bilgisayar simiilasyonu ile gergeklestiriimektedir.

9.2. Kanal Ozdesleme Probleminde Uyarlamal Kafes Siizgec
Kullaniimasi

Kanal 6zdegleme probleminde kullanacagimiz uyarlamah kafes (AL) algoritmast
(Satorius ve digerleri, 1979), giriy 6rnek degerlerini birbirine dik bir igaret bilegenleri
kiimesi olarak iiretir. Bu bilegenlerin iiretimi, 6nceki boliimlerde verilen Gram-Schmidt
diklestirme yontemi ile gergeklestirilir. Uyarlamah kafes algoritmalan isaret igleme,
giiriiltii giderme ve parametre kestirimi gibi pek ¢ok alanda kullamlmak {izere
olusturulmugtur .

M kath kafes yapist Sekil 9.2° de verilmigtir. #(n) dizsi siizge¢ yapmn giris dizisi
olmak iizere, bu algoritma ile bu diziden birbirlerme dik (iliskisiz) b,(72) ve f.(7) isaret
dizileri olugturulur.

S Q) Ju () Sus ()
Iy
Xn
I,
LT . =
by (n) + by (1) by (1) + bas +1 ()

Sekil 9.2 M Katli Temel Kafes Yapis1
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b,(n) = f,(n) = u(n) 9.1)
Son(®=f,(n)~-T b (n-1) (9.2)
b,,(n)=b,(n-1)-T,f (n) (9.3)

Buradaki 5,(n) ve f.(n), daha 6nceki bélimlerde agiklandigi gibi geri ve ileri yonde
ongori hatalandar. I, ¢ de yansima katsayisidir ve g6yle tanimlanir (Makhoul, 1977):

_ 2E[f, (n)b,(n-1)]
" E[f2(n)] +E[pi(n-1)]

1<m<M (9.4)

Ayrica, ileri ve geri yonde ongorii hatalar goyle de tanimlanabilir:

bun(n) = 1, — 2w ™, 1<m< M (9.5)
j=1

—-m+j °

n)=u - Sw™y 1<msM (9.6)
m+1 n = J n-j

Buradaki w j("’), asagidaki normal denklemden ¢ikarlan 1-adunh 6ngérii katsayilaridr:
2w, "(p-)=0p), 1sp<m (0.7)

Burada ¢(p), giris isaretinin 6ziligki fonksiyonunu gosterir.
En kiigiik karesel ortalama hata kriterine gore diklik kogulu,

Eu, pam|=0, 0<j<m-1 (9.8)
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bigiminde yazilabilir. (9.5) ve (9.8)esitliklerinden,

r0, Jj#*m
Elp,(mb,(m)| =1B,. j=m=2,3, ., M+

9.9
E[unz],j=m=1 ©-9)

sonuglan ¢ikarilabilir. Buradaki B,..;» m- noktah 1-adimh dogrusal 6ngorii siizgecinin en
kiigiik karesel ortalama hatasmi temsil eder. u,., ile b,(n) arasmdaki déniigiim matris

formunda
B =LU, (9.10)
bigiminde yazilabilir. L. matrisi,
_ i i
-w, (1) 1
L=| -w,(2) -w,(2) | 9.11)
L-w, (M) -w,, (M) -w, (M) - 1]

seklinde bir iiggen matris olarak tammlanir.

Sekil 9.3’ de anlatilan bu temel 6zelliklere dayandinlarak olugturulan uyarlamah
kafes oOzdesleyici gorilmektedir. Burada u(n), kanalm giris dizisini ifade etmektedir.
Sistem 6zdesleme yapismdan hatirlanacagi gibi (bkz. Sekil 9.1) hem kanalm hem de
uyarlama siizgecinin girigi aym dizidir. V) (n) degen ise, istenen yanmit yani kanal ¢ikis1
y(n) degeri olmalidur.
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I pyzorery RECLO MG s vy RIS
2 — M
by (m) a1 ()

Gus)

+ + Vits2 (1)

Y+ y +

+ Zy+ ()

Sekil 9.3 Uyarlamah Kafes Ozdesleyici

Sekil 9.3° e gore, G, Ga, ..., Gy +1 degerleri ayarlanabilir tap-kazanglarmi1 gostermek

lizere,
z,(n) = G(n)b,(n)
(9.12)
z (n) =z, (n)+G,(n)b,(n), 2<m<M+1
yazilabilir.
Uyarlamah siizgeg ¢ikiginda istenen yanitn kestirimi,
Y(n) =2z, () (9.13)
olarak bulunur.
Ozdesleyici ikt ise,

V..m=yn)-z,(n), 1<m<M+1 (9.14)
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olarak belirlenir.
Uyarlamah kafes kanal 6zdesleyici yapist agikh§a kavusturulduktan sonra, yapilan
bilgisayar simiilasyonunda kullamlan algoritma yapisim verelim:

fP(n)=5"(n)=u(n)

f™ 0 n) = f(n) =T, " ()b ™ (n-1)

5" (n)=5" (n-1)~T," (n) /™ (n)

L, (n+1) =T, (n)+25 " (n)b™ (n-1) f " (n)

Fb(m+1) (n+ 1) - rb(ml)(n) +28b(m+l) (n)f(m) (n)b(m+l) (i’l — 1)

m+1 a
o Gy

(m+1) — a
B G Gy

(0, (n+1))* =(1-aXo, ™ (n)* +ab™ (n-1)b"™ (n-1)

(0, (n+1D)* = (1-a),"™ ()* +af ™ (m)f ™ ()

Buradaki o, adim uzunlugunu temsil eder ve 0 < o < 1 aralifinda deger ahr.
Ayarlanabilir tap-kazanglan igin, Sekil 9.3’ den de ¢ikarlabilecek olan asagidaki

formiiller kullanilmigtar:
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G (n+ 1) = G (m) +25 ™ (n) ™ () ™ ()

mey oy _ &%
b} g (n) = (Og (m+1) ( n))z

(0, (n+1)* = (1- )0, ™™ (M) +a(V ™ (n))?

V(m+1) (n) = V(m) (n) _ G(m+l) (n)b(m+l) (n)

Bu programda, 6ncelikle #(n) giriglerine dik olan b,(rn) geri ongdri hatalan
hesaplanir. Daha sonra, AL (Uyarlamah kafes) algoritmasi bu b,(r) degerlerini, G,(r) tap
kazanglaryla degistirerek, referans isaretiyle faklarmi ahp, birbirleriyle dik V,(n)
bilesenleri haline getirir. Degisen bu hata degerleri ile istenen degerler dizisinin kestirimi

elde edilmig olur.
Bu programda ilk kosullar soyle segilmektedir:

r,""1)=0
L") =0
G™(1)=0

o, ") =1
o, " (1) =1

o, (=1
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9.3. Bilgisayar Simiilasyonu

Yapilan bilgisayar programmda, 6ncelikle iglenecek yani kanala girecek isaretlerin
rasgele Gretilmesi saglanmigtir. Bu igaret n = 1, 2, ..., S anlarmda {+1, -1} degerlerinden
olusan bir dizi seklindedir. Cok sayida deger atandigindan girig dizisi yaklagik olarak sifir
ortalamah olmaktadur.

u(n) = {un}, un={+1,-1}

Daha sonra isaretin bir iletim kanalmdan gegtifi diiginiiliip, ormek bir kanal
modeli segilmektedir. Kanaln birim 6rmek yaniti,

l(1+ Co:(ZL("ﬁD, 1<n<3
h(n) =12 W

0 , digern' ler

bi¢iminde segilmigticr (Haykin,1991)(Satorius ve digerleri, 1981). Bu kanal basit bir
dogrusal kanaldir. Burada, kanalin birim 6mek yanitmdaki W degeri, tap girislerinin iligki

matrisinin 6zdegerlerini kontrol edebilen bir parametredir.

_ Rasgele | u(n) x(m) Y
Isaret Ureteci Ij:g:;‘l
/ giiriilti
Uyarlamah D) - en
Kafes - 2O, o)
Ozdesleyici +

/

Sekil 9.4 Uyarlamah Kafes Algoritmasi ile Gergeklegtirilen
Kanal Ozdesleyici Blok Diyagrami
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Gergek anlamda iletim kanallarmda isarete rasgele bir giiriiltii bineceginden,
olusturulan model geregince, kanal ¢ikignda sifir ortalamah bir giiriiltii olusturularak
isarete eklenmektedir.

Bilgisayar programmnda gergeklestirilen yap: Sekil 9.4 de verilmistir. Hazirlanan
biligisayar programi Ek’ de, sonug grafik giktilar ise Sekil 9.5, Sekil 9.6, Sekil 9.7, Sekil
9.8, Sekil 9.9, Sekil 9.10 ve Sekil 9.11° de verilmigtir. Bilgisayar programi ¢ahgtirilirken
kafes derecesi M, adim uzunlugu o, kanal parametesi /¥ ve giiriiltiiniin degigintisi 0';,,
degistirilerek algoritma sonuglarmm degigimi, karesel ortalama hatanm iterasyon sayisi ile
degisim grafigme (6grenme egrisi) gore gézlenmistir.

9.3.1. Kafes Derecesinin Karesel Ortalama Hataya Etkisinin Incelenmesi

Kafes derecesi A in degisimlerine gore algoritma sonuglarmm degigimini

mcelemek tizere, diger parametreler sabit tutulmugtur:
Adim uzunlugu o = 0,0015
Kanal parametresi W' =29
Giiriiltiiniin degigintisi o, = 0,001

M =1 i¢in algoritma gahgtirddiginda, Sekil 9.5 (a)” dan goriildigi gibi karesel
ortalama hatada hi¢ bir azalma olmadifi yani modelimizin kanal hig bir gekilde
ozdegleyemedigi goériikiir.

M = 2 i¢in, Sekil 9.5 (b)’ den goriildiigi gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 800 iterasyondan sonra ulagmigtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J,, = 0,740’ tir.

M = 3 igin, Sekil 9.5 (c)’ den gorildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagtk 780 iterasyondan sonra ulagmistir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_, =0,00980° dir. (Minimum karesel ortalama hata degerleri
yaklagik olarak almmustir.)

Son olarak, M = 4 i¢in Sekil 9.5 (d) ve M =5 i¢in Sekil 9.5 (e) incelendiginde, bu
egrilerin yakmsama hizlarmm ve karali durumdaki minimum karesel ortalama hata

degerlerinin M = 3 degeri iin gizdirilen Sekil 9.5 (c) ile ayn1 oldugu goriiliir.
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M = 2 igin gizdirilen Sekil 9.5 (b) ve M = 3 igin ¢izdirilen Sekil 9.5 (c)
karsilagtrildigmda, M degeri arttikga yakmsama hizmm arttifa ve kararh durumda ulaglan
karesel ortalama hatanm azaldig1 goriilmektedir. Acaba belli bir kafes derecesi degerinden
sonra, grafiklerde bir iyilegme olmamasi normal midir? Bu sorunun yaniti, daha farkh
kanallarm 6zdeglenmeleri g6zlenerek verilebilir.
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Bu amagla ilk olarak agagidaki gibi bir kanal modeli segerek,

(03 n=1
02 n=2
h(n)=131 n=3
02 n=4
03 n=5

incelememize basladik.

M = 2 igin algoritma ¢ahgtinldifinda, Sekil 9.6 (a)’ dan gorildiigi gibi karesel
ortalama hatada hi¢ bir azalma olmadifi yani modelimizin kanah hi¢ bir gekilde
6zdesleyemedigi goriliir.

M = 3 ig¢in, Sekil 9.6 (b)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 810 iterasyondan sonra ulagsmigtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,830’ dur.

M = 4 igin, Sekil 9.6 (c)’ den goriildiigii gibi 6grenim egrisi M = 3 igin gizdirilen
Sekil 9.6 (b) ile aymdur.

M =5 igin, Sekil 9.6 (d)’ den goriildiigi gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 800 iterasyondan sonra ulagmigtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_;, = 0,0301” dir.

M = 6 igin, Sekil 9.6 (e)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 780 iterasyondan sonra ulagmigtir ve bu durumdaki minimum karesel

-ortalama hata degeri J_, = 0,0210° dur.

Son olarak, M = 7 igin Sekil 9.6 (f) ve M = 8 igin Sekil 9.6 (g) incelendiginde, bu

egrilerin yakinsama hizlarinin ve kararh durumdaki minimum karesel ortalama hata

degerlerinin M = 6 degeri i¢in ¢izdirilen Sekil 9.6 (e) ile aym oldugu goriiliir.
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Ikinci bir kanal modelini asagidaki gibi segerek,

(04 n=1
03 n=2
02 n=3
h(n)=131 n=4
02 n=S5
03 n=6
04 n=7

incelememize devam edelim.

M =3 i¢in algoritma gahgtirldifmda, $ekil 9.7 (a)° dan gorildiigi gibi karesel
ortalama hatada hi¢ bir azalma olmadifi yani modelimizin kanah hi¢ bir gekilde
ozdegleyemedigi goriiliir.

M = 4 igin, Sekil 9.7 (b)’ den goriildiigi gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 820 iterasyondan sonra ulagmistir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,447’ dir.

M =5 igin, Sekil 9.7 (c¢)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 810 iterasyondan sonra ulagmgtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,255’ dir.

M = 6 igin, Sekil 9.7 (d)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 800 iterasyondan sonra ulagmistir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,0820” dir.

M = 7 igin, Sekil 9.7 (e)’ den goriildiigi gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 780 iterasyondan sonra ulagmustir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,0477’ dir.

Son olarak, M = 8 igin Sekil 9.7 (f) ve M = 9 igin Sekil 9.7 (g) incelendiginde, bu
egrilerin yakmsama lzlarmm ve kararh durumdaki minimum karesel ortalama hata
degerlerinin M = 7 degeri igin gizdirilen Sekil 9.7 (e) ile aym oldugu goriliir.
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Ugiincii bir kanal modelini asagidaki gibi secerek,

(02  n=1
04 n=2
hn)=106 n=3
08 n=4
q! n=35

imcelememize devam edelim.

M = 3 igin algoritma ¢ahstrldiginda, Sekil 9.8 (a)’ dan gorildigi gibi karesel
ortalama hatada hi¢ bir azalma olmadi® yani modelimizin kanal hi¢ bir gekilde
6zdegleyemedifi goriilir.

M = 4 igin de, Sekil 9.8 (b)’ den goriildiigii gibi modelimizin kanah
ozdesleyemedigi goriiliir.

M =5 i¢in, Sekil 9.8 (c)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 920 iterasyondan sonra .ulasmjstlr ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,0778" dir.

Son olarak, M = 6 i¢in Sekil 9.8 (d) ve M = 7 igin Sekil 9.8 (e) incelendiginde, bu
egrilerin yakmsama hizlarmm ve kararli durumdaki minimum karesel ortalama hata
degerlerinin A = 5 degeri igin gizdirilen Sekil 9.8 (¢) ile aym oldugu goriiliir.

Sonug olarak; adim uzunlugu, W kanal parametresi ve giiriiltiiniin varyansi sabit
tutularak kafes derecesi M’ e gore karesel ortalama hatay: inceledigimizde, kafes derecesi
M in artigt ile yakinsama hizinm arttifi ve kararlh durumda ulagilan karesel ortalama
hatanin azaldifi goriilmektedir. Aynica, segilen kanalm yapisma gére, belli bir kafes
derecesi degerinden sonra 6zdeglemenin olabilecek en iyi gekilde saglandigi ve bundan
sonra kafes derecesinin arttinlmasmm hi¢ bir olumlu degisim saglamadif goriilmektedir.
Bu asamadan sonra meydana gelen tek degisim karesel ortalama hatanm degigim
sirlarmin (dalgalanmalarm) artmasidir,
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9.3.2. Adim Uzunlugunun Karesel Ortalama Hataya Etkisinin Incelenmesi

Adm uzunlugu o’ nm degisimlerine karsi algoritma sonuglarmin degisimlerini

incelemek tizere diger parametreler sabit tutulmustur:
Kafes derecesi M =3
Kanal parametresi W =2,9
Giiriiltiiniin degigintisi o7, = 0,001

o =0,0015 i¢in, Sekil 9.9 (a)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 820 iterasyondan sonra ulagsmigtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,0095” dir.

o =0,0017S igin, Sekil 9.9 (b)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagtk 790 iterasyondan sonra ulasmustir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J,, = 0,0150’ dir.

o = 0,002 igin, Sekil 9.9 (c)’ den gorildiigii gibi, karesel ortalama hata karark
duruma yaklagik 650 iterasyondan sonra ulagmistir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J,, = 0,0230’ dir.

Sonug olarak; kafes derecesi, /¥ kanal parametresi ve giiriiltiiniin degisintisi sabit
tutularak adim uzunlugu o’ ya gore karesel ortalama hatayr inceledifimizde, adim
uzunlugu o’ nm artis1 ile yakinsama hizmmn arttigy, fakat kararh durumda ulagilan karesel
ortalama hatanm biyiidiigii goriilmektedir.
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9.3.3. Kanal Parametresi W’ nin Karesel Ortalama Hataya Etkisinin

Incelenmesi

Kanalm birim 6mek yamtmdaki W parametresinin tap girisleﬁnjn iligki matrisinin
6zdegerlerini kontrol edebilen bir parametre oldugunu daha once soylemigtik. W
parametresinin artigi ile tap giriginin iligki matrisinin 6zdeger dagilimi (X R)=2,,./ Xmm)
artar, |

Kanal parametresi #” nin degisimlerine gore algoritma sonuglarmin degigimlerini
incelemek tlizere diger parametreler sabit tutulmugtur:

Kafes derecest M =3
Adim uzunlugu o = 0,0015
Giiriiltiiniin degigintisi o, = 0,001

W = 2,9 igin, Sekil 9.10 (a)’ dan goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 820 iterasyondan sonra ulagmigtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,0095” dir.

W = 3,9 igin, Sekil 9.10 (b)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 830 iterasyondan sonra ulagmistir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,020’ dir.

W =49 igin, Sekil 9.10 (c)’ den gorildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 830 iterasyondan sonra ulagmigtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J ,, = 0,030 dir.

Sonug olarak; kafes derecesi, adim uzunlugu ve giiriiltiiniin degigintisi sabit
tutularak kanal parametresi W~ ye gore karesel ortalama hatay: inceledigimizde, kanal
parametresi #/’nin artig1 ile yakinsama hizmda herhangi bir degisim olmazken, karark
durumda ulagilan karesel ortalama hatanm ¢ok az bir miktarda biyidigi g(’iriilméktedir.
Ancak, elde edilen sonuglardan agikga gorilmektedir ki, kanal parametresi #” nin
degisimlerine kars1 algoritmanm duyarhhg: oldukga azdir. Kanal parametresi #” nin artist
ile dikkati ¢eken bir bagka defisim de, karesel ortalama hatanm dalgalanmasmm

artmasidir,
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9.3.4 Gdrultiniin Degigintisinin Karesel Ortalama Hataya Etkisinin

Incelenmesi

Giiriiltiiniin degigintisinin degigimlerine gére algoritma sonuglarmin degigimlerini

incelemek iizere difer parametreler sabit tutulmugtur:
Kafes derecesi M =3
Adim uzunlugu o = 0,0015
Kanal parametresi W =2,9

0%, = 0,001 igin, Sekil 9.11 (a)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 820 iterasyondan sonra ulagmigtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_,, = 0,0095" dir.

03, = 0,01 igin, Sekil 9.11 (b)* den gériildiigii gibi, karesel ortalama hata kararl
duruma yaklagik 820 iterasyondan sonra ulagmugtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_, = 0,010’ dur.

c‘;ﬂ, = 0,1 igin, Sekil 9.11 (c)’ den goriildiigii gibi, karesel ortalama hata kararh
duruma yaklagik 820 iterasyondan sonra ulagmigtir ve bu durumdaki minimum karesel
ortalama hata degeri J_, =0,0301’ dir.

Sonug olarak; kafes derecesi, adim uzunlufu ve W kanal parametresi sabit
tutularak giiriltiiniin degigintisi o2, ye gore karesel ortalama hatay: inceledigimizde,
giiriiltiiniin degisintisinin artig1 ile yakmsama hizinda onemli herhangi bir degisimin
olmadif, ancak kararh durumda ulagilan karesel ortalama hatanmn biiyiidiigi
gorilmektedir.
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BOLUM 10. SONUCLAR

Bu tezde, Ozyineli En Kiigikk Kareler Kafes Algoritmasi kullanarak, dogrusal
kanallarin 6zdeglenmesi incelenmigtir.

Kanal 6zdeglemede amag, once ilgili kanal parametrelerinin kestirilmesi ve daha
sonra bunlart kullamlmastyla ahcmm kendisinin iletim ortamma uyarlamasmin
saglanmasidir. Burada, segilen kanal modelleri i¢in algoritmanm bagarimi, karesel
ortalama hata bazinda incelenmigtir.

Bu ¢ahgmda, bir kanal modeli segilmis ve kafes algoritmasi kullanarak bu kanalmn
dzdeslenmesi saglanmigtir. Yapilan bilgisayar simiilasyonlarmda, kanal, girilti ve
algoritmaya iligkin bazi parametreler degistirilerek, algoritmanm bagarim incelenmigtir.

Once, kafes derecesine gore algoritmanm basarimu ele almmugtir. Flde edilen
simiilasyon sonug¢larmdan, kafes derecesinin artis1 ile yakinsama hizinm arttifs ve kararh
durumda ulagilan minimum karesel ortalama hatann azaldig gozlenmigtir.

Daha sonra, adm uzunluuna gére algoritmanmn bagarimi ele almmugtir. Elde
edilen simiilasyon sonuglarmdan, adim uzunlugu arttikga yakmsamanm daha hizh oldugu,
buna karsthk kararh durumda ulaglan minimum karesel ortalama hatann bayudigi

gozlenmigtir.

W kanal parametresine gore algoritmanm bagarimm incelendiginde, elde edilen
sonuglardan agikga goriilmektedir ki, kanal parametresi //° nin degisimlerine kargi
algoritmanm duyarhh oldukga azdir. Yine de, #” nin diisiikk degerli olmas: halinde,
karah durumda ulagilan minimum karesel ortalama hatanm daha kiigiik oldugu
gozlenmigtir. Kanal parametresi W nin artigt ile dikkati ¢eken bir baska degisim de,
karesel ortalama hatanin dalgalanmasmm artmasi olmustur.
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Son olarak, giiriiltiiniin degigintisine gore algoritmanmn bagarim ele almmugtr.
Elde edilen simiilasyon sonuglarndan, giiriiltiniin degigintisinin arti1 ile yakmsama
hizmda 6nemli herhangi bir degisimin olmadig, ancak kararh durumda ulagilan minimum
karesel ortalama hatanin bityiidiigi gozlenmigtir.

Algoritmanin bagarmm ile ilgili olarak kanal, giiriiltii ve algoritmaya iliskin baz
parametrelerin degistirilmesiyle, elde edilen bu simiilasyon sonuglar, Ozyineli En Kiigiik
Kare Kafes Algoritmasi kuramsal sonuglan ile uyum gostermektedir.
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EK

MATLAB ortammnda hazirlanan Kanal Ozdegleme Bilgisayar Simiilasyonu

clear

S:
M =
A =
W =
var
den
for

J(n)
end

for

for

input
input
input
input
= input
= input

n=1:8
=0;

b=1:den

n=1:S

o® o o\® o?

o\P

o\® o\® o o

o\

o o\

o\®

(“ iterasyon sayilsini giriniz:”)
(™ modil sayisini giriniz:”)
(™ adim uzunludunu giriniz:”)

(“kanal parametresini giriniz:”)

(“gliriltinlin varyasini giriniz:”)

(™ badgmsiz denemeler sayisinl giriniz:”)

H(n)=0;

if 1l<=n

if n<=3

end

H(1)=0.2;
H(2)=0.3;
H(3)=1;

H(4)=0.3;
H{(5)=0.2;

H(1)=0.2;
H(2)=0.3;
H(3)=0.4;

H(n)=(1/2)*(1+cos (2*pi* (n-2) /W) ) ;



o\®

H(4)=1;

H(5)=0.4;
H(6)=0.3;
% H(7)=0.2;

o\®

o\°

for n=1:S
L(n)=rand;
if L(n)<0.5
U(n)=1;
else
U(n)=-1;
end
end

X=conv (U, H) ;

for n=1:(S/2)
R1l (n) =rand;
R2 (n) =rand;
S1l(n)=sgrt(-2*log(R1(n)))*sin(2*pi*R2(n)) ;
S2(n)=sqrt(-2*1log(R2(n))) *cos (2*pi*R1(n));
N(2*n-1)=var*Sl(n);
N(2*n) =var*S2 (n) ;

end

for n=1:S
Y(n)=X(n)+N(n) ;
end

for m=1:M+1
KF{(m,1)=0;
KB(m,1)=0;
TF(m, 1) =1;
TB(m,1)=1;
KF(m,2)=0;
KB(m, 2)=0;
TF(m,2)=1;
TB(m,2)=1;

end

for n=1:S
F(1,n)=U(n);
B(1,n)=U(n);
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end
for n=2:8S
for m=1:M
B(m,1)=0;
F(m+1l,n)=F(m,n)-KF(m+1,n)*B(m,n-1) ;
B(m+1l,n)=B(m,n-1)-KB(m+1l,n)*F(m,n);
HF (m+1,n)=A/TF (m+1,n) ;
HB (m+1,n)=A/TB(m+1,n);
TF (m+1,n+1)=(1-A) *TF(m+1,n)+A*B(m,n-1) *B(m,n-1) ;
TR (m+1,n+1)=(1-A)*TB(m+1l,n)+A*F(m,n) *F(m,n) ;
KF(m+1,n+1)=KF (m+1,n) +2*HF (m+1,n) *B(m,n-1) *F (m+1
,n);
KB (m+1,n+1)=KB(m+1,n) +2*HB(m+1,n)*F(m,n)*B(m+1,n
-1);
end
end

for m=1:M+1
G(m,1)=0;
TG (m, 1) =1;
end

for n=1:S
V(l,n)=Y(n);
for m=1:M
V(m+l,n)=V{(m,n)-G{(m,n)*B(m,n);
HG (m, n)=A/TG(m,n) ;
TG (m,n+1)=(1-A)*TG(m,n) +A*V(m+1,n) *V(m+1l,n) ;
G(m,n+1)=G(m,n)+2*HG (m,n) *B{(m,n) *V(m+l,n) ;

end
end
for n=1:8
Z(1,n)=G(1,n)*B(1,n);
end
for n=1:8
for m=1:M
Z(m+l,n)=Z(m,n)+G(m+1,n)*B(m+l,n);
end

YK (n)=Z{M+1,n) ;
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end

for n=1:8
J(n)=J(n)+(Y(n)-YK(n))"*2;
end
end
for n=1:8
J(n)=(1/den)*J(n);
end

semilogy (J)
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