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OZET

Urneklenmis bilgi sistemleri, sayisal bilgisayarlarda kontrol elemani olarak
kullanilirlar, Sayisal bilgisayara giris, herhangi bir anda sinyale karsi-

11k gelen deder olup, yeni giris gelene kadar, hesaplanan ¢ikis sabit kalir.

Giris sinyalini almak ic¢in anahtar her T aninda kapanir. Eder giris sinyali
siirek1i bir f(t) fonksiyonu ile gosterilirse, anahtarin ¢ikis1 impulslardan

meydana gelen f*(t) fonksiyonu ile gdsterilebilir.

f*(t) = f(nT) u, (t-nT)

1

n ™M 8

n=0
Urneklenmis isaretin Laplace donisimii;

F*(s) = £ f(nT) P Sy 12

n=0
Bir orneklenmis isaretin Laplace donisimi sonsuz bir seridir.

sT o ool TBE e gy
zZ=e esit1igi Laplace donusumini z donusiumine cevirir,

8

z [f*(t)] = f£(nT) 2 "

n ™

n=0
Bir fonksiyonun Laplace donlisiimi bilindigi zaman, z donlsimi carpanlara ayir-
ma metodu ile hesaplanabilir. Rezidi metodu da z ddnusiimini hesaplamada cok

kullanilar.

F(z) = Z [f*(t)] = LF(s)'n kutuplarindaki

'nin rezidileri

Z
F(s) T
2=-e

Ayrik fonksiyonlarda, f(k) notasyonu f*(t)'yi temsil ediyor ise f(k)'nin

Z donusimus;



Z [f(k)] = f(0) + b e e P YR,

Ters z dontsimiini elde edebilmek i¢in U¢ basit yol vardir. Bunlar;

1) Kismi-kesirlere ayirma

2) Bolme metodu: F(z) fonksiyonunun payini paydasina bdlerek kullanilir.

3) Rezidii metodu

Urneklenmis anahtarlar iceren geri beslemeli kontrol sistemlerinin blok
dyagramlarindan, transfer fonksiyonlarinin yazilmasinda, yildizlanmis veya
y1ldizlanmamis baz1 terimlere rastlanir. Bu karmasik terimlerin ¢ozimlenme-

sinde temel olarak izlenmesi gereken yol;

1) Esas sistem girisi R, tim anahtar ¢ikislari giris olarak kabul edilir.
2) Sistem ¢ikisi C, tim anahtar girisleri ¢ikis olarak kabul edilir.

3) Her ¢ikis ig¢in, girise bagdli esitligi yazilir.

4) Y1ldizlama isaretleri C(Z)'i hesaplamada Gnemlidir,

Surekli sistemlerde, eder karakteristik denklemin S diizleminin sad yarisin-
. da koki varsa sistem kararsizdir. Bu sad yar1 dizlem, z dizleminde birim
dairenin disina karsilik gelir. BOylece kararlilik ic¢in, z donisiumi yapiimis
karakteristik denklemin tim kokleri birim dairenin i¢cinde alinmalidir. Kok-
yer edrilerinin ¢iziminde ise siirekli sistemlerde kullanilan tim metotlar

gecerlidir.

Urneklenmis bilgi sistemleri genellikle bir filtre ile birlestirilirler.
tdeal bir filtre Grneklenmis f*(t) sinyalini siirekli giris f(t)'ye donistii-
rir. Eger, ideal bir filtre olabilse, Grneklenmis bilgi sistemi, siirekli
sistem gibi davranir. En ¢cok kullanilan filtre, en son Ornekleme dederini

bir sonraki Ornekleme isareti gelene kadar muhafaza edenidir. Bu cesit filtre
s1fir-mertebe tutucu olarak isimlendirilir ve kullan11d1§1 sistemde, karar-

1111k araligini genisletir.
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Ters z donusimii ornekleme anlarinda fonksiyonun dederini verir. Urnekleme
anlar1 arasindaki davranis Linvill'in karma-drnekleme metodu ile hesaplanabi-
lir. Bu metotta Ornekleme periyodu T/m'in tam bdlenlerinde karma veya haya-
11 ornekleyicinin Ornekleme peryodu T/m'dir. T/m'in tam bGlenlerinde karma
grnekleyici kapali, esas ornekleyici a¢iktir. Boylece karma Ornekleyici sis-
temin calismasini etkilemez. Urnekleme peryodunun tam bGlenleri kT/m ile
gosterilir. Tam bdlen araliklarindaki ¢ikis deeri, verilen esitlikte

t =kT/m yazarak hesaplanir.
Laplace doniisimii, sirekli sistemler i¢in hal-gecis esitliklerinin ¢Gzimiinde
kullanilir. z donusim metotlari ise farkli bilgi sistemlerinin hal-gecis

esitliklerinin ¢Oziminde kolaylik saglar.
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SUMMARY

Sampled-data systems utilize digital computers as control elements The
information fed into a digital computer is the value of the cerresponding
signal at some instant of time. The computed output remains unchanged

until new information is fed into the digital computer.

The switch closes every T seconds to admit the input signal. The train

of impulses f*(t) represents the signal at the output of the sampler.

8

f*(t) =
n

I o™

f(nT) u,(t-nT)
0 1

The Laplace transform of the sampled signal is

-snT

F*(s) = f(nT) e

TR

n=0
The Laplace transform of a sampled signal is an infinite series.

Z = eST converts the Laplace transform to the z transform.

8

2 [f4()] = F(2) -
n

N ™

f(nT) z "
0 »

When the Laplace transform of a function is known, the corresponding
z transform may be obtained by the partial-fraction method. The Residue

method is a powerful technique for obtaining z tfansforms.

F(z)= Z [f*(t)] = Zresidues of F(s) ——E—ET- at poles of F(s)
z-¢e

In discrete functions, the notation f(k) may be used to represent f*(t).

The transform for f(k) is,



f(1), £(2)
Z 22

b S

Z [f(k)] = f(0) +

There are some simple techniques for obtaining inverse z transforms.

1) Partial-Fraction Method
2) Division Method
3) Residue Method

In writing the transfer function for feedback control systems with sampling
switches, one encounters some terms which are starred and some which are
not. It is necessary to develop some mathematical techniques for handling

such mixed terms.

1) In addition to the actual system input R, regard all switch outputs

as inputs,

2) In addition to the system output C, regard all switch inputs as

outputs.
3) Write equations for each output in terms of its inputs.

4) Star quantities as necessary in order to determine c(z).

For continuous systems, it was found that a system is unstable if any

root of the characteristic equation is in the right half of the s plane.

The right half of the s plane corresponds to the outside of the unit circle
of the z plane. Thus, for stability, all the roots of the z-transformed
characteristic equation must lie within the unit circle. All the technigues
for constructing root-locus plots for continuous systems apply equally

well to sampled-data systems in the z plane.

Sampled-data systems usually incorporate a filter. A perfect filter would
convert the sampled signal f*(t) back to the continuous imput f(t). If such
a perfect filter were possible, the sampled-data system would Dehave the

same as continuous system.
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The most commonly wused filter is that in which the value of the last
sample is retained until the next sample is taken., This type of filter

is called a zero-order hold,

The inverse z transform yields the value of the function at the sampling
instants. The behavior between sampling instants may be determined by
Linvill's synthetic-sampler method. In this method, the sampling rate of
the fictitious sampler is m times that of the actual sampler. The
corresponding period is T/m. At submultiples of the sampling period T/m,
when the fictitious sampler is closed, the actual sampler is open.
Submultiples of the sampling period are represented by the term kT/m.

The value of the output at the submultiple intervals is obtained by letting

t =kT/m.

The Laplace transform method saves considerable time and effort in
solving the state-transition equation for continuous systems. Similarly,
the z transform method saves much computational effort in obtaining the

solution of the state transition equation for a discrete data system.



1. URNEKLENM1S BiLGt SISTEMLER!

Bir ornekleyici anahtarin sematik gosterilisi Sekil 1 a'da verilmistir.
Giris sinyalini almak ic¢in anahtar her T aninda kapanir.Tipik bir giris
bilir. Bolgelendirilmis darbeler anahtar ¢ikisindaki isareti gosterir.
Darbe, sistem zaman sabitinden ¢ok daha az siirerse, anahtarin ¢ikisi yak-
lasik olarak f*(t) impulslari ile gosterilebilir. (Sekil 1.c'de gbsteril-
digi gibi).

Her impulsun kapladi§ir alan deder olarak t= nT anindaki giris sinyalinin
dederine esittir. n inci impulsun olusturdugu alan t= nT aninda f(nT)'dir.
Tim impuls dizisinin esit1igi ise f*(t) = f(o) u1(t) + f(T) u1(t-T) +

f(2T) u1(t-2T) e

tr  f(nT)u, (t-nT) (1)

n=0 1

fiSlEy P o)

Devamla Urneklenmis

isaret isaret

Sekil 1.a Urnekleme anahtari.

4+ f(t)

190NN NENINN 0NN

AT

0 T A I AT kY

Sekil 1.b Siirekli giris f(t) ve anahtardan ¢ikis (taraly darbeler)
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Sekil 1.c Anahtar ¢ikis1 f*(t)'nin impulslarla gosterimi.

u1(t), t= 0 aninda impulsu ve u1(t-nT) t= nT anindaki impulsu gOsterir.
Urneklenmis isaretin Laplace donisiimii;

-sT o4 1
F*(s) = &If*(t)] = f(0) + f(T) e + f(2T) e L oin

-snT
f(nT) e (2)
0

"
n ™8

n
2 b ; Sl a -at
Eger sirekli girisi f(t) = e alirsak

Orneklenmis isaret f*(t)

Za

f*x(t) = u1(t) + e-aT u1(t-T)+ e * u1(t-2T)+ S

-anT
e
0

o
= X

n

u1(t-nT) olur.

f(t) girisinin Laplace doniisiimi

Fls) = £[r(t)] = A0

S+a

Fx(s) = 1 +e-aT . g7 = e-ZaT e—ZsT

¢ e—(s+a)T+ e-2(s+a)T

-n{s+a)T
=
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Bir orneklenmis isaretin Laplace transformasyonu sonsuz Hir séridiv, 1lerde,

7 donusiminiin bircok sistemin analizini kolaylastirdigy 4drilacakcin,

2. z DUNDSOMO

zZ = eST esit1igi Laplace donusumiini z donlisumiine cevirir, By es el wianm,
1
2 [F+(1)] = F(2) = £(0) + £(T). L+ f(21) Lo+ ...
2z 24
£ -5 ety z " (2)
n=0

Urnek 1: Birim basamak fonksiyonunun z donisimini bulunuz. Bu fonksiyon
icin f(nT) = 1 dir. (n= 0,1,2,...)

1
Z [ux(t)]) = 1+ £ r ig 4+ oo = ;%T (8)

121 > 1 i¢in seri yakinsaktir. Problemlerin z transformasyonuyla ¢Gziminde

z terime denk operator olarak kullanilir.

Urnek 2: e.at 'nin donusumini bulunuz.Bu fonksiyon i¢cin f(nT) = e-anT dir.
-aT -2aT
10y T g = 5— * eee = £ T (5)
. z z-e
Tablo 1. 2z donisimleri:
zamana bagl Laplace z
fonk. donis uimi donis Umu
u1(t) 1 1
u(t) k1 =
S z-1
1 z7T
: 2 B

3 (z-'l)2



-

2 <3 2(z-1)°
ot 2 z
s+a Z_e-aT
te-at 1 : z‘Te'aT
(s+a) (z_e-aT)z
L —— Z (250)
s-(1/T)1na -
, - zsingT
sinwt 5 > ?
S +Ww zZ -2zcos T+1
S 22 -zcos T
coswt 5 2 5
S + W zZ -2 zcos wl+1

Bir fonksiyonun Laplace donisumi bilindigi zaman, z donlsimu carpanlara ayir-
ma metodu ile hesaplanabilir.

Urnek 3:

Asagida Laplace donusimi verilen fonksiyonun z donisiminii hesaplayiniz.

s.(s+1)
Tablo 1'den
1 Z
_— P —
s 2-1
4 et
s+1 -1
z-e
=
z z e i
F(z)= oS (6)
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Urnek 4:

coswt 'nin  z donusiumiini bulunuz.

coswt'nin Laplace donisimi dir,

S 4+

Carpanlara ayirirsak

2
Z -zcoswT

22-2 zcos wl +1

Rezidu Metodu

Bu metod z donisiimiini hesaplamada ¢ok kullamilir.

F(z) =z [f*(t)] =zF(s)'in kutuplarindaki
L

Y4

sT
z-e

F(s) 'nin rezidileri

Eder F(s)'in s= r de bir kutbu varsa rezidi:

z
sT

R = lim (s-r)[ F(s)
o Z=e

F(s) q mertebede cakisik kutup icerirse rezidu:

q-1
TR lim _ 9—:1 [ (s-n? F(s)
(g-1)! s S & e

-

e
st «

(7)

(8)

~5
o
=

()



Urnek 5: Birim basamak fonksiyonunun z donisimini hesaplayiniz. F(s) = x 'te
s

bir kutup vardir. s= 0

1 Z %
R = lim s (=0 — )= —
s+ 0 . z-eST z-1

OUrnek 6:

D e R
e nin z donusimiini hesaplayiniz,

: 1 .
Bu fonksiyon i¢in, F(s) = e dir, s= -a'da bir kutbu vardir.

2 1 z z
R=1im (s+a) (— . —— )= —
; =
s s+d Z_eS S aT
Urnek 7:
1
i o s.(s+1)
Kutuplar s= 0 ve s= -1'dir.
2 z z
R, = 1im N | . )=
1 g s.(s+1) ek esT z-1
. 1 z z
R,= lim (s+1) ( : ) 5 T W
2 sT -T
s+ -1 s.(s+1) z-e z-e
z z
R = = -
R1 4 R2 z-1 =T
z-e
Urnek 8:

cosWt' nin z donugimiini hesaplayimz.

F(s) = S - —S_
osmin . (Efei sadu)




Kutuplar; s= jw s= =juw

ds z-e s=0 (z-

z TeST 21

(z-eST)2 s=0 (z-1)

Teoremler :

at .
il ile carpma

-at
e f(t)'nin z donisimu

2 [ ¢(t)]= Flze®)

F(Z)'de z yerine z i yazilara

-a
B : f(t) nin Laplace donusimii

at et
e ile carpmanin donusimi bul

2[e®  f(t)]= £ f(n) &
n=0

(11)

k e-at f(t) nin z donusimi yapilms olur.
F(s+a) ya esittir. s yerine (s+a) yazarak

unmus olur.

T.-n

g £(nT) (ze>)

Z =

™M 8

n=0



*t ile carpma:

t f (t)'nin z donisumi

d e
Z [tf(t)]-—-zT - F(z)'dir. (12)
d_ 4 d 1 fl21)
«zT 7 F(z) =-2T o [f(0)+ - + 22 + J
efile, e 12D 5 D
z 2 3
z z
Sag taraf tf (t)'nin z donusimidiir.
=3 & Z
f(t) = e ise F(z) = 2
z-e
at d z
Z[te ]=-ZTE _-aT]
o ta s e e
= =2T ( — )
: -aT.?
e aT)2 G aT)
;-
* 8 - ile ¢carpma
£/
a / f(t) nin z doniisiimi
ELT
2 [T f(0)] =F (2) (13)

f(T) 2 1]

z 2
z

+ e

F(§)=f(0)+a

Sag taraf a " f(t) nin z donlsimidir.




* Kisimlara Ayirma:

Bu teorem sunu gosterir ki:

z[x [fta)]] -

d
'a—a [F(Z,a)]

-

(14)

Urnek olarak eat nin z donusumu

5 dir. Buradan
aT
zZ-e
; [_8_ eat]=2[teat]
3a
- TzeaT
(Z_eaT)Z
a =0 ise
12
Z[tl -4 2
(z-1)

*

11k deder teoremi:

Urneklenmis fonksiyon olan f*(t)'nin ilk impulsu f(0)'in kapladidr zlan;

f(0) = 1im F(z)'dir.

Z +»
Bu teorem Ornek 3'te z -+

Ts

zZ=e€ ise

Z [f*(t)] = F(z) = f(0) +

Tim
z-’

sa

(15)

iken 1imit alinarak dodrulanabilir.

f(21) 3

F(z) = f(0) + 0 + 0 +

f(n
Z

2 ces
 /

... = f(0) olur.

o
N

(7]

A,/,o\
gsl s3>

LA

4
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* Son deder teoremi:

n+e ijken f(nT) impulsunun kapladi1§ir alan;

z-1

f(=)=1im — F(z)
z-+1 z
1SPAT:
S <t WL, fl(n-1) T, f(nT)
n z n-1 Zn

Sn- = f(o) 4f_(:l§ P - f_L(ﬂ_-‘_)_T_l ‘ise,

n-1
z

tkinci seriyi z ile b6liip, ikinciyi birinciden ¢ikarirsak;

(16)

f[(n-1) 1] f(nT])

1 1 1
(Sn’ - S ) =(1- ;’) f(0) + ... + (1 - ;’)

n-1 n-1
z

bulunur.

Z + 1'e yaklasirken limit alinmirsa;

lim (s - -'—s ) = f(nT) olur.
e n z n-1

n, cok biiyik ise;
Sn- 1~

lim  (F(2) - % (F(2)) = f(=T)

z-=1
S z-1
lim — F(2) = f(=)
z-+1 =

m
z

s = F(z)'dir. Boylece son dejer teoremi sadlammms clwr.
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* Gercel Doniisim :

*f(t) |
£(2T) £(21)
£(1 £031) (1) £(37)
7(0) £n) i s
nT .
-
>t ! ?T
0 E 2T 3T 47 nT (n+1)7
(ne2)T
2.(3) A 2-(5)
f(t+T)
f(27)
m N
2.(c) il
0 T ral £ 14 " %

Sekil 2. f(t) sirekli fonksiyonunun donisimi.

Sekil (2.a)"da siirekli f(t) fonmksiyonmumum deSisimi oOrilmektadir. &= 0
aninda fonksiyonun dederi f(0), t= T ammnda F(T) dir. Forksiyom o7 zzmanm
kadar otelenirse, sekil (2.b)'de gOruldugu gidi fomksiyom F{t-al) chur.
t = nT aninda f(t-nT) fonksiyomumum dederi F(0), t = (m=1)7T annmdie (W)
dir. f(t)'nin z dontsimii;

= £(1) _ f(21)
Z [f(t)} = f(‘) + > - —z—r T one
f(t-nT)'nin z donusimi




-1Z-

f(0) , f(1) , f(en)

n n+1 n+2
Z Z - 4

Z [f(t-nT)] =

+ L

o = oo, JEL 5007
z z

"

-n

2 Kz) d@ir, (17)

Bir z transformunu z " ile carparsak bu nT kadar otelenmis fonksiyonun z
donusimiini verir.

Sekil (2.a)'daki fonksiyon sola dogru bir T periyodu kadar otelendiginde

fonksiyon (2.c)'de gosterildidi gibi f(t+T) halini alir, t= 0 da f(t+T)'nin
degeri f(T), t= T'de f(2T) v.b.dir. f(t+T)'nin z donusimi;

z [f(t+T)] = (1) +

2

f(21) = f(37) 2
: 1 cos

Her iki tarafa %- ile ¢carpip f(0) eklersek,

f(1) , fln

2
z

2 2 CR(t+T) ]+ £(0) = £(0) oo =F1(2)

Boylece;

Z [f(t+T)]=z F(z) - z £(0) olur.

Benzer olarak, sunu gosterir ki
Z[f(t+2T)] =2° F(z) - 2° £(0) - 2 (T)
ve genel olarak;

Z[f(t+n)]=2"F(2) - 2" £(0) - 2" f(Me.o.zf(n-1) T1 (18)

Ayrik fonksiyonlar: f(k) notasyonu f*(t)'yi temsil ediyor olsun. f(k)'nin

grafigi Sekil 3.a'da gosterilmistir. f(k)'nin z donUsimi;
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Z [f(k)] = £(0) + fi” * f(g) 5 f(g)
B z

T (19)

f(k), n Ornekleme an1 kadar otelendiginde, fonksiyon Sekil (3.b)'de gdriil-
digii gibi f(k-n) olur. k= n aninda f(k-n) = f(0), k= n+1 aninda f(1)
olur. f(k-n)'in z donisiimi;

P, 1) _£2)

2[f(k-n)]= O

n+1 n+2
& b 4 Z
1 f(1) f(2)
s [f(O) + - + z ¥ Suss ]
z z
-2 " F(z) (20)

Sekil (3.a)'daki f(k) fonksiyonu, bir Grnekleme periyodu kadar sola Gtelen-
diginde, fonksiyon sekil (3.c)'deki gibi f(k+1) olur. k= 0'da f(k+1) =
f(1), k= 1'de f(2) dir.

f(k+1)'in z doniisimii;

Z Ef(k+1)l = f(1) +

f2) , £(3),
y

5 e
z

e & .
Her iki taraf T ile carpilip f(0) eklenirse;

2 2 [f(ke1)] + £(0) = 10y » O, E2)

> cie-* FLlZ]
Y4

Z [f(k+1)] = 2zF(z2) - zf(0) olur.

Buna benzer olarak;

Z [f(k+2)] = 22 F(2) - 2% £(0) - 26(1)



A Y

A £(K) £ (k-n)
f(2) f(2)
f(")/"-. . f(1) f"‘vs N
A S F(3) s S, F(3)
C Vg
4 s £(0) ,” e
for s f(4) S f(4)
- Y
Bl % k
0 1 2 4 n n+1 n+2 n+3 n+4
(a) (b)
f(k+1)
f(2)
I S 3 Y
- S
i Ny F(3)
g,
%
{e) M\ F(8)
J\
-
. . -
1 2 2 k
(c)
Sekil 3. f(k) siireksiz fonksiyon donisiimii.
Genellersek;
Z [flken)]= 2" F(2) - 2" £(0) - 2 FN. R Y) (21)

Buradan anlasilacadi gibi, f(k) icin olan z donisim teoremleri, f(t)

i¢cin olanlarla tamamen aynidir.

k
*a ile carpma :

k

a f(k) 'nin z donusimii;




- o

Z [ak f(k)] = F( § ) dir.

- Atil .
F(-; ) = £(0) + 22

Birim basamak fonksiyonu i¢in;

f(k) = 1 dir
F(Z)=1+l+ -1—-+ =i
2
z z-1
- Z oA T
AP RGN P T
a

Tablo 2: z donisimiintin 6zellikleri:

(22)

32 f(2) L T

(23)

f(t) veya f(k)

Z[f(t)] veya Z[f(k)]

af(t) veya af(k)
f1(t)-+f2(t) veya f1(k) +f2(k)
f(t-nT) veya f(k-n)

f(teT) veya f(k+1)

aF(z)
F1(z)+ FZ(Z)
g F(z)

zF(z) - zf(0)

F(t+2 T) 2°F(2)-22£(0)-2£(T)
£ (k+2) 2%F (2) - 22£(0) - 2£(1)
£(t +nT) i s L 2f [(n-1)T]
£ (k+n) 2"F(2)-2"5(0)-2"" £(1)e...... et le-1)
t £(t) T s B2}
dz
d
k f (k) -z E F(z)
e-at f(t) F(zeaT)
& 4Lk} F(zed)
at,T f(t) veya ak f(k) F(z/a)
= f(t,) = Flz,2)
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* k ile carpma:

k f(k)'nin z donusumi:

Z[kf()] = -2 == Fl2) (24)

Bu teoremi gerc¢eklemek ig¢in:

-z %F(z) = -z -diz_ [f(0) + f(z” + fig) ® i

f(1) > 2f(2) 2 3f(3) i

Z 2 3
z z

Bu sonu¢ k f (k)'nin z donlsimini verir.

o K T
Ornedin; f(k) = a F(z) = —

k d z az
Z[ka]=-z - (25)
dz z-a (z-a)2

z donusiumi teoremleri ve Gzellikleri Tablo 2'de verilmistir.

3. TERS z DUNUSOMLER?

Tablo (1), z donusiminin Laplace doniisimine gére daha karmasik oldugunu

gosterir. Buna radgmen, ters z donisimini elde etmek i¢in nispeten basit

teknikler vardir.

* Kismi kesirlere ayirma :

Bu metodu agiklayabilmek i¢in su fonksiyonu ele alalim:

-T
ey e )2 25
(z-1)(z-e )

Kesirlere ayirirsak;




e ——
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1-¢" % g y. i &

F(z) = =] 2=
(z-1)(z-e ) z-1 z-e

Tablo (1)'den uygun zamana badli1 fonksiyon secilirse;

f(t) = 1--e-t olur.

Boylece, ters f*(t) ;

f*(t) = ; (1_e-nT ) uy (t-nT) olur. (27)

n=0

* Bgime Metodu

F(z) fonksiyonunun payini paydasina bdlersek elde edilen seri;

-1 -2
F(z) = c0 + c1 P <, ) JeT dir. (2g)

-

f2{t) = :: 2 c"u1 (t-nT)

n=0
(1-e-T)z
F(z) = ————— nin bu yolla donisimini elde etmek icin pay1 paydayz
(z-1)(z-e)
bolelim.

2T

F(z) = 0+(1-e-T) 2-1 + (1-e- ) z.2 e

* Rezidii Metodu:

Bu metodu aciklayabilmek icin F(z)'i asagidaki temel formda yazalwm:

pia) - s e S, o5 THERIT | S0 | ¥ [0mt)Y )

- n.1 n n+T
z y 4 y 4

n-1
z ile carpilirsa;

-

F s ]
F(Z).Zn.' = £(0) z“.1 il [(n-l) TI'D f(:T) + L "-(; ”I&. (Z3)

z

Karmasik dediskenler teorisinden bilindidi gidi yukaridaki Laurent acrTr~

mindaki teriminin f(nT) katsayisi;

z




1

FnT) = — f F(2) 2% &
2ni c
= LF(z) z"-1 'in kutuplarindaki rezidiler (30)

C bolgesi F(z) zn”1 in kutuplarini iceren kapali1 bir bdlgedir.

r birinci mertebeden kutuptaki rezidii;

N
"

X
"

1im (z-r) [F(2) zn-1 1 (31)
z+r

q'uncu mertebeden kutuptaki rezidi;

o1 5
NP SR o, [Entr@ 2 ] (2)
(g-1)! zsr dz

Urnek olarak:

(1-e-T)z

F(z) =
(z-i)(z—e-T)

-T, n
oA [NEE 1
& -T -

z-e z=1

WS Wy e -nT

R2 = { Vol 5, 5 ot R

(z-1) z=¢€
Bu iki rezidiyi toplarsak;
EHaD) = o T Al

Diger bir ornek olarak,
Tz

F(z) =
(z-l)2

Z = 1'de 2.mertedbeden bir kutbu vardar,



R =1im £ e - (nT zn-‘ ) = nT
dz z=1
z+1

f(nT) = nT bunun zaman fonksiyonu f(t) = t bulunur,
4, BLOK DIYAGRAM CEBRt

Urneklenmis anahtarlar iceren geri beslemeli kontrol sistemlerinin transfer
fonksiyonlarinin yaziimasinda, yi1ldizlanms veya yildizlanmamis Saz1 terim-
lere rastlanir. Bu karmasik terimlerin cozimlenmesi icin baz1 matematiksel
tekniklerin gelistirilmesi gerekir. Sekil (4.2)'da da Ornekleme anzhtarini
takiben, transfer fonksiyonu G(s) olan bir lineer eleman gisterilmistir.

Cikis Y(s) icin donusturilmis esitlik;

F(s) » F*(s) s Y(s)

(a)
F(s) F*(s) Y(s)
(5)

Sekil 4. Urnekleme modelleri

Y(s) = F*(s). 6(s) (=)

0 <t <T icin, cevap y(t), t= 0 amwnda Tk impulsum Kagpladhdn alam F0)=
baghwdir. Biylece bu aralik icimg

y(t) = L' [#(0) 6ts) ] = £(@0) £ [6ts)] = #(2) o) ()




.

-1
g(t) =L " [6(s) ], t= 0 anindaki birim impulsa lineer elemanin verdigi

cevaptir.

T <t <2T araliginda, y(t) cevabr t= 0 dan t= T ye kadar olan impulsa bag-

1idir.

Bu aralikta, F*(s) = f£(0) + f(T) g "

Boylece,

Y(s) = [F(0) + £(T) e "] 6(s)
ve

y(t) = £(0) g(t) + f(T) g(t-T)

t = T aninda, birim impulsa lineer elemanin cevabi;
g(t-T) =L [ 6(s) &™)

2T <t <3T araliginda;

y(t) = £(0) g(t) + f(T) g(t-T) + f(2T) g(t-2T)

Genel olarak;

y(t) = £ f(nT) g (t-nT)
n=0

(35)

(36)

nT >t oldugunda g(t-nT) =0 olur. Negatif zamanlarda impuls cevap sifirdir.

T y(t)

Sk

0 T 2T 3T 47

Sekil 5. Urnekleme aninda siireksiz olan cevap fonksiyonu.

;’t




L

t » 0'a giderken ve t » T'ye giderken alinan limit Srnekleme aninda y(nT)

degderini verir,

y(0) = f(0) g(0)

y(T) = f(0) g (T) + £(T) g(0) (37)

y(2T) = £(0) g(2T) + f(T) g(T) + f(2T) g(0)

e — — — — — — — — — — — — — — —

y(nT) = £(0) g(nT) + £(T) g[(n-1) T] + ...

Sekil 5 drnekleme aninda siireksiz olan y(t) cevap fonksiyonunu gosterir.

Bu siireksizlik G(s)'in paydasinin derecesi, payinin derecesinden sadece

1 fazlaysa olusur. Aksi takdirde y(t) siireklidir. Eder fonksiyon siirekliyse
(37) esitlikleri Ornekleme an1 i¢in kullanilir, Eger siireksizse Ornekleme

anindan sonrasi i¢in kullanilir, [Yani, y(0+), y(T+)...]
Ornek 2'de f yerine y yazarsak;

-Ts -2Ts
Y*(s) = y(0) + y(T)e = + y(2T) e +

Bu dederleri (37) esitliginde yerine yazarsak;

v(s) = £(0) [g(0) + o(T) &' +q(zT) e2"° + ... ]

. £(T) TS [g(0) + g(T) P g(2T) ol eee ]
+ f(2T) emZTS [g(O‘) +q(T) e.TS + g(2T) e-ZTS + :]
sy

CFO) + £ e ™ +..] [0 +gM e ™+ ...]

Y*(s) = F*(s) G*(s) (38)

G*(s) terimi, sistemin darbe transfer fonksiyonu olarak isimlendirilir.




=y

V()] * = Y*(s)
[F*(s) 6(s)] * = F*(s) [G(s) J* = F*(s) 6*(s)

(38) esitliginde z = eST yazilirsa bu z donusim bagintisini verir.

Y(z) = F(z) 6(z) (39)
Sekil (4.b) i¢in Laplace doniisiim bagintis1
Y(s) = F*(s) G1(S) G,(s)

Y*(s) = F*(s) [61(5) Gz(s)] * = F*(s) 6,6,*(s)

* B
6,6,*(s) = [61(5) 6,(s)] *
Y(z) = F(z2) G1Gz(z) (40)
Ornek 1:
g e 254 A ; i
Sekil (4.b)'de G1(s) .= ve GZ(S) L7 ise z donusimini hesaplayiniz.

G1(s) Gz(s)'i olusturalim:

1
6. 18) 5.(s) =
! # s.(s+1)
51
6,(2) 6,(z) = 2te L (a1)
(z-1)(z-e )

Sekil (4.c)'de gésterilen drnekleme modeli icin, Laplace bagintilari;

X(s)

F(s) G, (s)

Y(s)

X*(s) GZ(S)

Birinci ifade yi11dizlanip, ikincide yerine yazilirsa;




Y(s) = F*(s) G,*(S) GZ(S)
Y*(s) = F*(s) 61*(5) 62*(5)

Y(z) = F(z) 61(2) Gz(z)

Urnek 2: Sekil (4.c)'de 61(5) =

Gz(s) R ise z donusimini hesaplayiniz.
s+1
61(2) =L Gz(z) - L.T
z-1 z-e
z2
6,(z) 6,(z) = -
(z-1) (z-e )

tki ornek karsilastirilirsa suna dikkat edilmelidir:

6, GZ(Z) +G1 (z) Gz(z)

3. Her cikas icin, girise bagly esitligi yazrTwr.

1 -

Yildizlama isaretleri C(z)'i hesaplamada Gnemlidir.

(42)

(43)

(44)

6162(2) fonksiyonu (-51 (s).Gz(s) ifadesinin z dGnisimidir. GY(z) &Z(z) ise,
GI (s)'in z donisimi ile Gz(s)'iu z donisiminin carpymina esittir.

Iki Grnekleme anahtarli geri-beslemeli kontrol sistemi Sekil (6)'da
gosterilmistir. Transfer fonksiyonunu hesaplamadaki temel yol sudur:

1. Esas sistem girisi R, tim anzhtar cikisTary giris olarak kabul edilir.
2. Sistem ¢cikis1 C, tim anahtar girisieri ¢cikis olarak kabul edilir.
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Sekil 6. Urneklenmis bilgi sistemleri.

Bu metodun uygulanmasi i¢in Sekil (6.a)'y1 g6z Oniine alalim.

c(s) = E*(s) G(s)

E(s) = R(s) - E*(s) G(s) H(s)
Yildizlama yapilirsa;

C*(s) = E*(s) G*(s)

E*(s) = R*(s) - E*(s) GH*(s)

Cr(s) = —2o08) pego
1 +GH*(s)

Clz) o ok R(z) (45)
1+GH(z)

Sekil (6.b) icin esitlikler yazilirsa;

*




D5 -

C(s) = M*(s) GZ(S)
M(s) = E*(s) G1(S)
E(s) = R(s) - M*(s) GZ(S) H(s)

Tim ifadeler yi1ldizlanmip, C*(s) cekilirse;

6" (s) 6, *s)
C*(s) = 1 - R*(s)

1+G1*(s) GZH*(S)

G1(z) GZ(Z)
C(z) = R(z)
1 +G1(z) GZH(z)

bulunur.

5. GECiCt CUZOM

(46)

Sitirek1i sistemlerde, eder karakteristik denklemin s diizleminin sagd yarisin-

da kokii varsa sistem kararsizdir.Bu sad yaridizlem o+j w ile ifade edile-

bilir. 0> 0 biiyuktiir. z dizleminde karsilik gelen kisim:

sT oT JuT
Z =€ = e e
oT

Modil ise; |z | =e " dir.

3

birim

;s daire
///;’A.reel

s dizlemi

5

Sekil 7. s ve z dizlemleri icin kararlilik araliklari.

z dizlemi




o>0 icin |z|> 1 dir. Sekil (7)'de gbsterildigi gibi, s diizleminin
sag taraf1 z diizleminde birim dairenin disina karsilik gelir. Boylece,
kararl1lik icin, z donusumi yap1imis karakteristik denklemin tiim kokleri

birim dairenin i¢inde olmalidir.

e
T
—N
w
~

4

R(s) +

s.(s+4

Sekil 8. Urneklenmis bilgi sistemi

Sekil (8)'de gisterilen Grneklenmis bilgi sistemini alalim. c(z) c1kisa

i¢cin z donusumii;

ba ko ot iide Bla i pe bl o R12) (a7)
1+6(2) Pa(2)* Naz)

G(z) = NG(z) /DG(z) icin NG(z)’ G(z)'nin payini DG(z)’ G(z)'nin paydasini

gosterir. z donisiimi yapilmis karakteristik denklem

N 5y ¥ D o 0 (48)

-47
K z z- 5 z(1-e 34#/4 (49)
z-1  z-e (z-1)(z-e )

Bu sistem icin karakteristik denklem;

(z-1) (z-e-4T) + z(1-e-4T) K/4 = 0 dir. (50)
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Routh Kriteri:

Bu kriteri uygulayabilmek icin, z diizleminin birim daire donusimiinii, )
diizleminde dikey imajiner eksene doniistiirmek Gnemlidir. Bu A = z_+: doni-

simi ile saglanir,

Buradan z cekilirse;

o 241 (51)
A-1

Karakteristik denklem A ‘11 terimler icerdi§i zaman, Routh kriteri sirek-
11 sistemlerde kullanildigy gibi kullamilabilir.

Ornek 1:

1 3 . B
T = 75 ornekleme periyodu icin, Sekil (8)'de gosterilen sistemin karar-

1111§1m1 inceleyiniz.

(z-1) (z-0,368) + 0,158 Kz=0 (52)
0% Lo ai ..
2= — dontsumii yaprlirsa;
-1
2
0,158 K 2~ + 1,264 xi(z,ns - 0,158 K) i (s3)
2
(r-1)

Pay icin Routh tablosu hazirlamirsa;

22 | 0,158 k 2,736 - 0,158 K 0
A 1,264 0

0

P\ 2,736-0,158 K 0

K30 2,736-0,158 K = 0

2,736 = 0,158 K

K > Sal8, 17,3 oldujunda sistem kararsizdwr.

0,158




Sirek1i sistemler ise K'nin her dederi i¢in kararlidirlar.
Yukarida gosterilen Grnekte Grnekleme periyodu T = -%6 s olsaydn K342
araliginda sistem kararsiz olacakti. Urnekleme periyodu kiiciildiikce karar-

1311k artar.

reel eksen

Sekil 9. (z-1) (z- 0,368) + 0,158 Kz = 0 i¢in Routh kararlilik aralidy

Koklerin Yeri:

lar, Orneklenmis bilgi sistemleri i¢in de gecerlidir. T = %-s i¢in (50)
esit1igi (52) esitligine donisiir. Bu karakteristik denklemin z= 1 ve

z= 0,368 de iki kutbu vardir. z= 0'da bir si1fir1 vardir. Kok yer edrisi
Sekil (9)'da gbsterildigi gibi ¢izilir. Bu kok-yer edrisi z= -1'de bir
birim daire ile cevrelenir. Kok-yer edrisi lzerinde herhangi bir noktada-
ki kazancin (0,158 K) dederi bu noktadan her kutba olan uzakligin yine bu

noktadan her sifira olan uzaklida bGlinmesiyle bulunur. Sistemin kararsiz

oldugu zamanda 0,158 K= (1,368)(2)/(1)

B s
K» 382 5 e

Routh kriteri ile de ayni sonu¢ elde edilir,
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L 4]
> s s e 9 o P e birim
b daire —f ’7,/’
=bT
reel
’
reel bT eksen
eksen
~
> —— P ——— ‘\
-b
e i (a) z diizlemi
J
> &
4 ; : &
P g
' Fér ”z ~
A f birim \
1 daire
1
‘ v b
- a
. : + reel i‘* rEe]
I eksen \\\\~_///7 / e
|
| /
I
A T \ /
e S _"',/
s diuzlemi z dizlemi

90

s duzlemi

~
e
N
\S
—% reel
eksen
”
7
~ ol -
z dizlemi

Sekil 10. s ve z dizlemlerinde birbirlerine karsilik gelen alanlar.
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Sabit olarak b'den gecen iki yatay ¢izgi s dizleminde Sekil (10.a)'da gos-
terilmistir. z dizleminde buna merkezden cevreye dodru diiz olarak devam

eden hatlar karsilik gelir,

* -
- T g
§i it o e(a jb) . eaT . jbT

Bu hatlarin agisi; - bT dir.

Sekil (10.b)'de s diizleminde a'dan gegen sabit iki dik dodru gosterilmis-
tir. z dizlemindeki karsiligi eaT yaricapli dairelerdir. a'nin negatif de-
Gerleri icin daireler z diizleminde birim dairenin i¢indedir. a'nin pozitif
dederleri i¢in daireler z diizleminde birim dairenin disindadir.

Sekil (10.c)'de sabit yavaslatma oram § = cos 3

Polar koordinatlarda;

s=atjb=-’wntwn 1-)2

Boylece; ‘/———'-
&7 2
-}wnT - an 1 } T

i K A - Sy 0
z dizleminde karsilik gelen yol logaritmik spirallerdir. 8< 90" i¢in spi-
raller birim dairenin i¢inde kalir. 3 > 90° icin ise disindadir. Simdi z

dizleminde z =reJe noktasi, s diizlemine nasil tasimir ?
i6  sT (aZjb)T
Z =reJ = e = e J

aT = jbT - m<o&T

Inr + jb

Inr=aT

04% 5T ke 8y

z diizleminde r yaricapli daire, s diizleminde a'dan gecen sabit dikey dogruya

karsilik gelir,
z diizleminde 6 acisi, s diizleminde sabit b'den gecen bir dodruya karsilik

gelir.
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Urnek 2: $ekil (8)'deki sistemde giris birim basamak fonksiyonu T = % ‘¥

ve K= 1 ise sistemin cevabini bulunuz.
Esitlik (49)'dan,

0,158 z (54)
(z-1) (z-0,368)

G(z) =

Gy L Sty 5 0,156 2 R(z) (55)
1+6(z) [(z-1)(z-0,368)+0,158 z]

K =1 icin kdk-yer edrisi Sekil (9)'da gbsterilmistir. Karzkteristik denk-
lem z = 0.61'de katl1 kutup icermektedir.

c(z) = D:158Z ooy 0,158 2%
(2-0,61)° (2-0,61) (2-1)
Z -

R(z) = i dir.

B6Ime metodu kullanilirsa;

3 2 0,158 Z-’ + 0,349 z.2 + 0,522 2-3 RN
z2°-2,21 2" +1,582-0,368 / 0)587*

c(z) = c(0) + c(T) 2'1 + c(21) 2-2 T

c(nT)
A
1 -
,/"- o &
”
xe
’,
>
P 4
£
>
7’
r
4
Cd
ei'/
| : B
0 T | T By | A  apes e

Sekil 11. Urnekleme anindaki cevap.




=5C=

Buradan;
¢(0) =0

c(T) = 0,158

c(21) = 0,349

c(3T) = 0,522 (56)

n

c(nT) 'nin hesabinda n'nin biyiik degerleri i¢in boIme metodu karisiktir.

Esit1igi ¢ozmede daha kolay bir metod farkli esitliklerdir.

Farkl1 Esitlikler :

Ters z donusuminii bu yolla hesaplamak i¢cin (55) esitligindeki c(z)'i

alalim.

0, 0,15¢
158 2 R(z) = 158 z R(2)
[(z-1)(z-0,368)+0,1582] z°-1,212z+ 0,368

clz) =

c(z)-1,21 z-1 c(z)+0,368 z-zc(z) = 0,158 2-1 R(z)
(20) esit1igi kullanilirsa;

c(k) = 1,21 c(k-1)- 0,368 c(k-2) + 0,158 r (k-1) (57)

Bu sonucu ornekleme anindaki dederleri elde etmede kullanirsak;

c(0) =0

c(1) = 0,158 r (0) = 0,158

c(2) = 1,21 c(1) + 0,158 r (1) = 0,349

c(3) = 1,21 c(2) - 0,368 c(1) + 0,158 r (2) = 0,522

Urnekleme anlarindaki c(k) cevab1 dnce kismi kesirlere ayirip,sonra doniis-

tirme yaparak ta hesaplanabilir.



K e e
0,15
R oy B R LCADRL .
(z-1)(z-0,61) (z-0,61)2 e

K1= 1.0 c1= -0.24 c2= -1.0 bulunur.
)= Z - Z— -0, Dbz

z z-0,61 (z-0,61)
"5h 2R g ~m i,

z-1 z-a

2
(z-a)
Bunlardan;
(k) = 1-(1.0 + 0.39k) (0.61)*

Bu yolla, herhangi bir k Ornekleme anindaki c(k) dederi, bir dnceki anlarda-

ki dederler hesaplanmadan, direk olarak hesaplanabilir.

Uzet olarak, (20) esitligi kullamilarak bir z transformasyon ifadesi, c(k)
dederlerine farkli esitlikler yolu ile direk olarak doniustiiriilebilir. Buna
alternatif olarak, once kismi kesirlere ayirip, sonra donistirme yapilabilir.
Bu yolda, c(k) icin yaz1lms bir esitlik, daha Gnceki dederlere bagli olma-
dan hesaplanabilir.

6: FILTRELER

Urneklenmis bilgi sistemleri genellikle sekil (12)'de gdsterildigi gidi

bir filtre ile birlestirilirler. ldeal bir filtre drneklenmis f*(t) sinya-

lini siirekli giris f(t)'ye donistirir. Filtrenin y(t) cikisy f(t)'ve esit-

tir. Eder ideal bir filtre olabilse Grneklenmis bilgi sistemi, siirekli sis-

tem gibi davramir.



f(t) oI y(t)
pvmns s | L . § AU R 4
Tutucu
devresi

Sekil 12. Urnekleme ve filtrenin sematik gosterilisi.

Si1fir-Mertebe Tutucu:

En ¢cok kullanilan filtre, en son Ornekleme dederini bir sonraki ©rnekleme
isareti gelene kadar muhafaza edenidir. Bu ¢esit filtre sifir-mertebe tutu-
cu veya furgon generator olarak isimlendirilir. Sekil (13)'teki kesikli
cizgi siirekli f(t) fonksiyonunu gostermektedir. Urnekleme anlarindaki dik
¢izgiler impulslardir ve Orneklenmis f*(t) sinyalini ifade ederler. (inki
s1fir mertebe tutucu f(t) dederini her hangi bir Ornekleme aninda muhafaza

eder. Sekil (13)'te y(t), basamaklarin olusturdugu seriyi ifade eder.

s Tit)

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T

Sekil 13. Sifir mertebe tutucunun karakteristikleri.

Bu basamaklardan olusan serinin (darbe fonksiyonlari) esitlidi;
y(t) = £(0) [u(t) - u(t-T)] + F(T) [u(t-T) - u(t-21)] + f(27T) [u(t-2T)

- u(t-37)] + ...




=29

Laplace doniisiimii:
w 1] -Ts -2Ts

1- %
Vis) = £(0) ( —S—)sf(m) (=22 ), .,
w 1
wld : ) [£(0) +£(T) e ST 4 g(21) 7257, soed
1_e-sT
=
B ¥ X s
gl
Busonuc sifir mertebe tutucunun Laplace doniisiimiiniin oldugunu
gosterir. (58)

Sekil (8)'deki sisteme bir sifir-mertebe tutucunun ilave edildigini disii-

nelim. Yeni blok diyagram sekil (14)'deki gibidir. Buradan;

R(s) + E(s) K C(s)
—
s.(s+4)
Sekil 14, Sifir mertebe tutuculu Grneklenmis bilgi sistemi.
BBT = (1 ) i (59)

*isea)

6(s), (1-e-ST) gibi bir faktdr icerdiginde 6(z)'i hesaplamek icin dnce
(59) esitligi asagidaki gibi yazilir.

6(s) = 6,(s) 6,(s) (60)

G'(s) = (1-e-sT) ve Gz(s). 6(s)"in kalon kism olsun. G,(s). orijindeki
birim impulsla, t= T aninda negatif birim impulsum Laplace dandsumidir.
g'(t) zaman fonksiyonu Sekil (15)'te g@sterilmistir. g'(t) zaman fonksiyo-
nu sadece Grnekleme amind2 oldudundan, Grnekiemmis gi*(t), st(t) ile aymr

olacaktir. Boylece



=36

G1(S) = 61*(5)

Bunu (60) esitliginde yerine yazarsak;
& *
G(s) G1 (s) Gz(s)

Yildizlanirsa;

G*(s) = G1*(s) 62*(5)

Buna karsilik gelen z donisimii;

-1
G(z) = 61(2) Gz(z) = (1-z ) Gz(z)
5 ot & (z) (61)
z 2
(
g1.t)
: >t
0 T

g E -1 -1 -Ts

Sekil 15. Zaman fonksiyonu g,(t)=L 6,(s)]] =& (1e )
X K < 1 1
6 (s) = = ( - = —)
2
2 52(s+4) 16 g s g4
Gz(z)= 1l(6 ( 4Tzz_ S L-TT)
(z-1) z-1 z-e
(61) esitliginde yerine yazilirsa;
47
&R aT 2-1 o l_ f‘T e -1 )

s S ey it it e

e e



-37-

5o
T = 41C1n,

0,368K (z+0,717)

G(z) (62)
16(z-1)(z-0,368)

Bu Orneklenmis bilgi sistemi i¢in karakteristik denklem:

D + N = (z-1) (z-0,368) + 0,023 K (z+0,717) = 0 (63)

G(z) G(z)
A+ 1 : :

z = —— Yyazilip Routh kriteri uygulanirsa:
A= 1

0,0395 K 12 + (1,264 - 0,033K) x+ (2,736 -0,0065K) =0

A 0,0395 K (2,736 - 0,0065 K)

A (1,264 - 0,033 K) 0

A (2,736 - 0,0065 K) 0

K> = 38,3 i¢in sistem kararsizdir.
0,033

Si1fir mertebe tutucu olmadan sistem K 3 17,3 i¢in kararsizds.

(63)'teki karakteristik denklemden, kok-yer edrisi Sekil (16)'daki gibi
¢izilebilir. Kok-yer edrisi birim daireyi K=38,3 'te keser. z= 0,65'te
K= 3,1'dir.

Simdi K = 4 ve giris birim basamak fonksiyonu ise sistemin cevabini yaza-

T1im.



e
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Birim daire

Sekil 16, (z-1) (z-0,368) + 0,023 K (z-0,717) icin kok-yer edrisi.

Cikisin z donlsimii;

G(z)
1+(G6(z)

c(z) = R(z)

0,092 (z+0,717) R(z)
(22-1,368 z+0,368) +0,092(z +0,717)

R R(z) =

DG(z)+ NG(z)

- Kl - H
c(z)- 1,276 27" c(2) +0,438 2 2c(z) = 0,092 2 ' R(z) +0,066 2 2 R(z)
(20) esitligine uygulanirsa;

c(k) = 1,276 c(k-1)-0,434 c(k-2) + 0,092 r (k-1) + 0,066 r (k-2)
k <0 igin c(k) = r(k) =0

k >0 icin r(k)=1 ise
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c(0) =0

c(1) = 0,092 r(0) = 0,092

c(2) = 1,276 (1) - 0,434 c(0)+ 0,092 r (1) +0,066 r(0) = 0,275 (64)
¢ (3) = 0,469

k'inc1 drnekleme anindaki zaman t= kT dir. c(k) yerine c(kT) yazilirsa,

zamana bagli terimler elde edilir. T= %-icin;

c(0) =0
c(0.25) = 0.092

c(0,5) = 0,275 wb.

Birinci-mertebe tutucu

Bir birinci mertebe tutucunun karakteristikleri Sekil (17.a)'da gdsteril-

mistir.
4 f(t) A~
FRRE Pl i co o acincion - ,‘L/‘_-<\:
I’ ,l
f (n°1)T IS e e _1, "
\s
g -
(a) (n-1)T nT (n+1)T 0 T 2T 3T 4T 5T
(b)

Sekil 17. Birinci mertebe tutucunun karakteristikleri ve davramisi.
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nT<t<(n+1) T araliginda ¢1kis diiz dodrudur ve bu bir énceki Grnekleme de-

gerlerinde maksimumdur, Buradan;

f(t) = f(nT) +f'(nT) (t-nT) nT<t<(n+1) T

EGim:
£ (nT) = f(nT) - £ [(n-1)7]
T

Birinci mertebe tutucunun davranisi Sekil (17.b)'de gdsterilmistir. Kesikli
cizgi siirek1i fonksiyon f(t)'dir. Birinci mertebe tutucunun ¢ikis1 diiz ¢iz-
gilerin olusturdudu seridir. Birinci-mertebe tutucu icin Laplace ddnisimii;
( 1, LZ ) (l-e-Ts) dir.

=N
Daha yiiksek mertebe tutucular icin nT <t <(n+1)T aralidinda f(t) icin
yaklasik kuvvet-serileri yazilirsa;

f*(nT

f(t) = f(nT) + £'(nT) (t-nT) + —;’:—l (t-nT) » ...
Si1fir mertebe tutucu f(t)'nin ilk terimiyle, birinci mertebe tutucuy ilk ki
terimiyle, ikinci mertebe tutucu ilk Uc terimiyle vb. yaklasik olarzk ifade
edilebilir. Pratik hesabindan dolayy birinci ve daha biyik mertebe tutucular
nadiren kullamilirlar. Sifir mertebe tutucu ise daha sikTikTz kulTaniTir.

0s Tutucu:
En basit filtrelerden biri Us tutucudur. Sir &s tutucunun transfer fonksiwonus

6(s) = ‘dir.

1+Ts
Bircok bdlim bu transfer fomksiyomums icerir ve diylece is tutucuy Filtreler
kullamilabilir. Expomansiyel tutucumum Craswds Sekil (18)'de gisteriTdias
gibi Srnekleme periyodiarinda sisposansivel dozulma g@rilir. Her drmexlome
aminda, bir basamak dedisimi weye swrely sisponansiyel dezulmelarin arasonds:

Sireksizlik vardir Ser Sroeilene avvndai’ Jesamel dedistminin aiktarr dreex-~
Tome 2memsds smecYoum LanYasyEr .m 6m~




0 T 2T 37 47 5T 6T
Sekil 18. Bir iis tutucunun karakteristikleri.

7. URNEKLEME ANLARI ARASINDAK! CEVAP

Ayn1 Ornekleme dederlerine sahip iki farkli zaman fonksiyonu Sekil (12)'dz
gosterilmistir.

ﬁ f(t)

—+ + — - f;;b t
0 T 21 31 a

Sekil 19. Urnekleme anlarinda aym1 dederlerse sahip iki Tomksiyom.

Ters z doniisimi Ornekleme anlarinda fonksiyomum deferimi werir.
& [F(2)] = f*(t). Urnekleme anlar aresindaki dawremns Limwill"im dame

ornekleme metodu ile hesaplamabilir.




i ==

Karma-Urnekleme Metodu

Sekil (20)'de kesikli ¢izgiyle kutulanmis kisim esas Ornekleme anahtariyla

seri baglanmis olan hayali veya karma Ornekleyiciyi gdsterir.

f*(t) y(t)
s ale(s) ——
;

Hayali Ornekleyici

r - —— — — ——— ——

L) 4 f*(t)m
.___-I-—-/&

T/m

—————
—— - ——— ——

1
i
|
|
|
1
I
[}
|
[

Sekil 20. Hayali Ornekleyici.

Ornekleme periyodu T/m dir. Urnekleme periyodu T/m'in tam bGdlenlerinde
karma ornekleyici kapali, esas ornekleyici aciktir., Bdylece, karma Ornek-
leyici sistemin calismasini etkilemez. Karma drnekleyici hakikatta varolmaz,

fakat sadece takib edilen konunun anlasilmasindaki yardim1 i¢in kullanilir.

(36) esitliginden siirekli y(t) ¢cikisi;

y(t) = f(nT) g(t-nT)

n ™M 8

n=0

Urnekleme periyodunun tam bélenleri kT/m ile gosterilir (k= 0,1,2,...)
Urnegdin m= 3 ise, birbirini izleyen araliklar; 0, T/3, 27/3, T, 4T/3... dir.

Tam bolen araliklarindaki ¢ikis dederi verilen esitlikte t= kT/m yazarak

hesaplanir.

B . Matrale -3 (65)
m n=0 m

Tam bélen ornekleme anlarinda cikis Y(kT/m) = y*(t)m bir impuls sirasa

halinde ifade edilebilir.
= kT
Bhlidn = <2 BELT u g b
k=0 m 1 m




Laplace donisimii;
> KT o /om
ve(s) = £y () KT/m
m
k=0
Buna karsilik gelen z donisimi;
o0 k ¥
vz) = T YKLy 7K
k=0

(65) esitliginden elde edilen Y( %} ) bu esitlikte yerine yazilirsa;

L LR L omyrym
st T e el -n)T) % Ll (66)
k=0 n=0 s

m=2 n=3 alinirsa;

I fa) 2 g [t -3 T WA
k=0
- £(31) 22 [g(0) 0+gl 302 a7 4 g( ) VA g
-f3M 2 5 L—mT Nt I
L=0

Gergek bir fiziki sistemde g(t) cevab impulsu negatif zamanlarda sifirdir.
Boylece ilk terim k=6'da g [(k/2-3)T] = g(0) olur. Bir onceki sonuctan
(66) esit1igi genellestirilirse;

(TR 3 e g =) 2" (67)

n=0 L=0
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= F(z) G(z)m

z1/m

6(z) = [6(2)] z
T=T/m

1/m ; R
ve T yerine T/m koyularak hesaplanabilir

G(z)m‘) G(z)'de z yerine z
(67) esitliginde elde edilen sonu¢c k/m - n =L/m L= 0,1,2,... yazila-
rak (66) esitliginden elde edilebilir. Sekil (21) i¢in c(z), esitligi ya-

z11mak istenirse;

R(s) + E(s) E*(s)m _» a(s) c(§);’

Sekil 21. Hayali ornekleyici ile birlikte bir Orneklenmis bilgi sistemi.

c(z)m = E(z) G(z)m
E(s) = R(s) - E*(s) G(s) H(s)
Yildizlanirsa;

E*(s) = R*(s) - E*(s) GH*(s)
E(z) = R(z) - E(z) GH(z)

E(z)'i bu esitlikten cekip, ilk esitlikte yerine yazarsak;

G(z)m
1+HG(z)

clz) = R(z) (68)

m

Bir onceki kavramlari tanimlamak icin, Sekil (8)'deki sistemde giris birim
basamak fonksiyonu ise ornekleme anlari arasindaki cevabi hesaplayalim.

K=1veT-= %- icin ornekleme anlarindaki cevap Sekil (11)'de gdsterilmistir.

Bu sistem icin HG(z) = G(z) oldudu (49) esitliginde verilmistir. T yerine
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T/m = T/2 ve z yerine 21/m = 21/2 yazilirsa;

2'/% (1-7%T) k/a

m (21/2_1) (21/2_ Z-ZT)

K=1veT=% icing
) e 2 /2
. a0 osm

i 2
K=1veT= 2 icin G(z) fonksiyonu (54) esitliginde verilmistir.

(68) esitliginde bu sonuglar yerlerine yazilirsa;

1
3 0,098 z i (z-1)(z-0,368)
Bl A : R
(z ' -1)(z " -0,607) [(z-1)(z-0,368)+ 0,158 z]
W= 21/2 donusumi yapilirsa;
0,098 w(w4 -1,368 w2 + 0,368)
c(w) 2 R(w)

" (1) (0-0,607)(-1,2%6"+ 0,3%68)
t¢ler-dislar carpimi yapilirsa;
3
w6 - 1,61 w5-0,6 w4+ 1,%w - 0,37 w2- 0,59 w+ 0,22) C(“’)m

= (0,098 wS - 0.134003 + 0,036 w) R(w) ‘ (69)

z’/2 = wdonisiiminde suna dikkat edilmelidir.

C(Z)m= c(0) +c( % ) 2-1/2 + ¢(T) z.1 +cf 3—2T )2.3/2 e

C(m)m = ¢(0) + c( %— )w-1+ c(T) w-Z*C( -3% ) w-3 ol
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Farklilastiriimis esitlik (69) esit1igi ile birlestirilirse;
c(k) = 1,61 c(k-1) + 0,6 c(k-2) - 1,95 c(k-3) + 0,37

c(k-4) + 0,59 c(k-5) - 0,22 c(k-6)+ 0,098 r(k-1)
- 0,134 r(k-3) + 0,036 r (k-5) (70)
Ciunki

R(z) = r(0) +r{T)iz") SHIT) 2 e ..

. -2
z yerine w yazilirsa;

1

IRV o s N T T e B

w'nmn 1,3,5, ... gibi ©rnekleme anlarinda r= 0 dir.

(70) esit1igi tam bdlen Grnekleme anlarindaki dederlerin bulunmasinda kul-

lanilirsa;

c(0) =0
c(1) = 0,098 r(0) = 0,098
c(2) = 1,61 c(1) = 0,158
c(3) = 1,61 c(2) + 0,60 c(1) + 0,098 r(2) - 0,134 r (0)
= 0,277
c(4) = 0,350
c(5) = 0,458 (71)

k yerine %; yazilirsa; Ornekleme anlarinda

c(0), c(1), c(2), c(3),.... cevaplari, c(0), c(0.5 T), c(T), c(1,5 T),....

zamanlarindaki cevaplara karsilik gelir.

Ters doniisiim ayn1 zamanda uzun b¢1me metodu ile de yapilabilir.




s X

2
W

z
= —— R = — 1
R(z) = (w) wz- dir.

1

R( )'nin bu dederini (69) esitliginde yerine yazip c(w)m'in payini paydasi-

na bolersek; cevabin katsayir dederleri bulunmus olur.

8. FARKLI BIiLG! SISTEMLER?

Bir sistem farkly bilgi sistemi gibi davranirsa, asadidaki farkli hal esit-

likleri ile tanimlanabilir.

x [(k#1)T] = Ax(kT) + bf(kT) (72)

k= 0,1,2,... icin sistem esitlikleri;

x(T) = Ax(0) + bf(0)

x(2T) = Ax(T) + bf(T)

x(3T) = Ax(2T) + bf(2T)

x(kT) = Ax [(k-1)T]+ bf [(k-1) T]

x(T)'yi ikinci esitlikte;
x(2T)'yi Uclincu esitlikte
gibi yerlerine yazilirsa;
i
x(kT) = AK(0) + T A bf (iT) | (73)
i=0
Laplace donusimii, sirekli sistemler icin halgecis esitliklerinin coziimiin-
de kullanilir. Benzer olarak, z doniusium metodlari farkly bilgi sistemlerinin
hal-gecis esitliklerinin cozimiinde daha kolaylik saglar.
(72) esitliginin z donusumi;

z2X(z) - zx(0) = AX(z) + >F(2)

veya ;
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[21-A] x(2) = zx(0) + bF(z2)
Her iki taraf [zI -A]-1 ile carpilirsa;
x(z) = [21-A17" 2x(0) + [z1-A 77" bF(2) (74)
Donusim yapilirsa;
x(kT) = {[zx A] "21x(0) + 27" ([21-A]"" bF(2)) (75)

(10.73) esit1igi ile karsilastirma sunu gosterir ki;

=t (rzray !

ve
k-1
z

k-i-1

A b (iT)= 27 {[21-A] " bF(2))

i=0
Genel olarak 10.75 esitligi asagidaki formda kullanilir,

x(kT) = 271 {[21-A 17 [2x(0) + bF(2)] (76)

Farklis Esitlikler:

Bu amac¢la kullanilan genel programlama metodu asadida gosterilmistir.

Genel programlamada farkli esitlik;

n n-1 % n n-1
(D + a1 D A an_1 D+an) c(t) = (boD +b1D g

+b D+b ) f(t) (E.16) ile verilir.
n-1 n

Buna karsilik gelen Durum-uzay gosterilisi soyledir:
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L of -
%, 0 1 o 0 x,
Xz =10 0 1 0 xz +
% -a -a -a -
xn n n-1 n-2 1 xn
4 L b E J

h1 = b’ -a1 b

h2 = bz-azbo-a1h1

h3= b3-a3b -azh1 -a1h2

W '—anb " %1 h1- N SRt a|hn-1

c(t) yerine c(kT), Dc{t) yerine c {(kﬂ)T}
0’c(t) yerine ¢ [(k+2)T]  komulursa;
¢ [(ken)T] + ajc [(ken-1)T] + oo s 2 € [(kst)T Jo
3 c(kT) = b f [(ke+n)T ]+ b,f [(kem-1)T]» ...

+ bn_'f [(k+1)T]+ bnf(kT)

Buna karsilik gelen uzay-durum gisterilisi:

- - p

Xy [(k+1)T1] 0 1 0.... © xl(l'»r)
[ Slo 0 1. @ %, (&)
an [(b'n]i o W RPS ¥ x (uT)

4

f(t)

(E.18)

(77)

®)

(E.17)
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X, (kT) = c(kT) - b f(KkT)

x,(KT) = x, [(k+1)T] - h, F(kT)

x (KT) = x ., [(ke1)T] -h f&T)
ve,

h1 = b1 - a1bo

kT yerine k, (k+1)T yerine (k+1), (k+n)T yerine (k+n) yazilirsa k'inci

ornekleme anindaki esitlik elde edilir.
Ornek 1:

Farkli esitligi;

c(k+2) + 0,7 c(k+1) + 0,1 c(k) = 2f(k+1) + f(k) olan sistemin durum-uzay

gosterilisini hesaplayiniz.

k€0 i¢in c(k) =0

k<0 igin f(k) =0

k 30 i¢in f(k) = 1 alinacaktir.

Cozim :

Bu farkli esitlik (77) esitligindekine uymaktadir. a,= 0.7, a,= 7 bo- 0,

b = = 1'dj
1 2 ve b2 1'dir.

=
"

y =bpmab =2-0,7.0=2

2 = by-a,

. o
n

b -ah =1-0-10,7.2 = -0,4
0 =3
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Matris sekli (78) esitligine gore;

x1(k+1) 0 1.0 | x1(k) 2.0
> + f(k)
xz(k+1) -0.1 -0.7 x2(k) -0.4
x1(k) = c(k)

Bu matrisi acarsak;

Xy (k+1) xz(k) + 2f(k)

X, (k+1) = -0,1 x1(k) - 0,7 xz(k) - 0,4 f(k) (79)

Birinci esitlikten xz(k) cekilirse;

xz(k) B x1(k+1) - 2f(k) olur.

k yerine (k+1) yazilirsa;

xz(k+1) xl(k+2) - 2f(k+1)

Bulunan xz(k) ve xz(k+1) dederleri 2.esitlikte yerlerine yazilirsa;
x1(k+2) - 2f(k+1) = -0.1 xlik) -0.7 :xi(k+1) - 2f(k)] - 0,4f(k)
x1(k) = ¢c(k) ile yeniden duzenlenirse orjimal farkl1 esitlik elde edilir.

k = -1 i¢cin esas farkly esitlik:

c(1) + 0,7 c(0) + 0,1 c(~-1) = 2Ff(Q) + f(-1)

Eder; c(0) = c(=1) = f{-1) = Q ve

£(0)= 1 ise; c(1) = &
3aslangic kosullar; x'(O) - c'(Q) = Q ve

%,(0) = x (1) - 2¢(2) = 22 = ®
l‘(") =¢(1) =2




s ——

s —

Z .
F(z) = £y - Wing

> 2.0
[zx(0) + bF(2)]= ==
z-1
-0.4
-1 .k
[z1-A] matrisi;
-1 z -1.0 '1 2+0.7 1.0
[21-A] = -
Bl elis] -0.1 z
(z+0,2)(z+0,5)
(75) esitliginden;
x1(z) z+0,7 1,0 2,0 2,0
= Z S
Xz(z) -0,1 z -0,4 -0,4
(z-1)(z+0,2)(z+0,5) (z-1)(z+0,2)
Kismi-kesirlere ayrilirsa;
r : 6 2 o8
X1(z) 3 z-1 z+0,2
-1 z z
X, (2) 3 5ay
= o b .

Donisim yapilirsa;
X0 = 2 [1-(-0,2)
%) = "1 11-(-0,2)% ]
c(k) = x1(k)

Bu drnekte gosterildigi gibi, z doniisim metodunda [:zI-A].1 ters matrisini
hesaplamak Gnemlidir. Yiiksek mertebeli sistemler icin bu hayli zaman alici
olabilir,Bu yiizden siirekli sistemlerde sinyal akis diyagram1 metodu daha

kullanicladar




5.

Sinyal-Akis Diyagrami Metodu:

Farkl1 bilgi sistemi esitliginin z donusimi (72) esitligindeki gibi;
zX(z) - zx(0) = AX(z) + bF(z)
Sinyal akis diyagramini c¢izebilmek ic¢in yukaridaki esitligi asagidaki
sekilde yazalim,
-1
X(z) = x(0) + 2" [Ax(z) + bF(z) ]
Bu sinyal akis diyagrami i¢in girisler, baslangic sartlari x(0) ve kuvvet
fonksiyonu F(z)'nin transformasyonudur. Cikis noktalari hal dediskenlerinin

X(z) transformudur. Asagidaki matris sekli sinyal akis diyagraminda direk

olarak kullanilabilir.

3T P A o z 4 il
x1(z) A11(z) A12(z) st A1n(z) x1(0) w1(z)
x2(z) - A21(z) A22(z) ’ A2n(z) x2(0) # wz(z) F(2)
X (z) BAR) R 12) A (2 x_(0) v _(z)
:* : - R g LN G L

(74) esitligiyle birlestirilirse sag taraftaki ilk matris [zI-A] 5 z
ve son matris [zI-A] 1 b ik,

Urnek 2: Urnek 1' sinyal akis diyagrami metodunu kullanarak ¢oziiniiz.
(10.79) esitligindeki z donusimi;

z X1(Z) - zx1(0)

X2(z) + 2F(z)

ZXZ(Z) - zx2(0) -0.1x1(z) -0,7 XZ(Z) - 0,4 F(z)

Sinyal akis diyagramini ¢izmek icin bu esitlikleri asadirdaki formda yazalim.



X1(z)

)%(z)
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(0 +2° [x (z) + 2F(2) ]

L}

xz(o)+z“ [-0,1%, (2) -0,7 X, (2) -0,4 F(2)]

Sonu¢ sinyal akis diyagrami Sekil (22) 'de gosterilmistir.

Sekil 22, Sinyal akis diyagrami.

Mason kazan¢ formiili uygulanirsa;

x1(0)

4 e (0-1 ~ 2 -
x1(Z) z.(z+0,7) z Xy ) 7202
= -
X,(2) -0,1 2 2% ,(0) -0,4
y (Z+0.2) (Z+0,5) 1 4 LZ+0,2 J

e M :
= x2(0) =0 ve F(z) = = ise

Urnek 1'deki sonucun aynisi yukaridaki esitlikten elde edilir.

Siirekli Sistemler icin Farkli Bilgi Gosterilisi:

Siirek1i sistemler icin durum-uzay gosterilisi;

X

t

Ax + bf(t)

0 zamanindaki ¢oOzim;




(0) + s
0

A %
t kK eA(t 1)

x(t) = e bf(t) dt (E.80)

Bu, siirekli sistem i¢cin hal-gecis esitligidir.

'to anindaki ¢G6zim:

t
x(t) = eA(Mo) x(to) , ek eA(t'T) bf(t) dt (E.82)
to
t
=6 (t-tg) x(tg) + s  ¢(t-71)bf(r)d7
to
to = kT ve t= (k+1)T ic¢in;
(k+1)T
Plk+1)T-
x[(ke1)T] = e x(km)+ / SN ot e
kT

f(1)'nun kT <t <(k+1)T aralidinda siirekli sabit kaldigdim1 kabul edelim,
f(t) yerine f(kT) yazalmm. X = (k+1)T- ¢ ise

dt ==d R = airs

" §
X [(k+‘|)T]= eAT x(kT) + S eA)‘ d) bf (kT)

0

Bu sonucu asagdidaki formda ifade edersek;

5 [(k+1)T]\= ¢ (T) x(kT) + G(T) f(kT) (80)
AT o
¢(M=e ve 6(M= [ 7 e dalbd
°

Bu, siirekli sistemler icin farkli-bilgi gosterilisidir. X = Ax «bf(t)

®(T); A'ya, G6(T); b'ye karsilik gelir.




Ornek 3:

Asagidaki diferansiyel esitlik icin farkl1 zaman durum-uzay gésterilisini

hesaplayiniz.

C+3C +2c=f(t)

= 0.8 s 4,
Cozim :
c = x1 ve ¢ = ;1 = x2 bunlar durum-uzay gosterilisleridir.
L r — r — = -
x1 0 1 x1 0
g > 2 f(t)
X <3 3 X 1
- ZJ - -J L ZJ — -J
o(t) = A matrisi;
1 - caatia =} =
ot) =L [s1-a] =&
2 5+3
i -2t o
s+3 1 (2¢ " -e ) i sn )
-1
: -t - -t , -2t
ety (-2e taze ) (-e""2e )
2 - &
s +3s+2
t yerine T yazilirsa; ¢(T) matrisi elde edilir. G6(T) matrisi ise;
o "
T T
= - X =2
J (2e o 2)‘)dx ] (e -e ) dx
0 )
6(T) = 0
1
T T
Ra L <2 R )
(-2e x*Ze X Ydd £ (-e +2e¢ " )dx
of Q
S ¥
% g
(1-2e =+ e 2
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p 7 o Z5 = = = o - -,
xg [(ke1)T] (20 a7 § 7 a0 ) x, (kT)
k, [(k+1)T ] L(-2e'T 2T T et x, (KT)
; d E :
(1-2e“T +e-2T)
2
+ £(kT) (81)
T
A t
T = 0,2 dederi verildigine gore;
e - —- - ol - r -
X, [(k+1)T ] 0,963 0,149 x, (kT) 0,016
- + £(kT)
x, [(k+1)T -0,298 0,521 X, (KT) 0,149
- . [ ].a & - - : = £ ”

Bu form (72) esitligine uymaktadir. Sag taraftaki ilk matris A'ya, son matris

b'ye karsilik ge]%r.

Urnekleme anlari arasindaki cevap:

0sac< araliginda t = kT ve t = (k+a)T

konularak (E.73) esitligi;
(k+1)T

xTei)t] s o ?® ongy o+ Allke 8)T-T] e yd
KT

(k+A ) T- 1 yerine A konulursa,

dt =-4d 2




_

AT

x [(k+a) T] = eAAT 5(kY didncr i eA)‘ dx bf(kT)
0
=¢(AT) x(kT) + G(AT) f(kT) (82)
AT
¢ (AT) =ezAAT ve G(AT) = J e“dx b
0

¢ (AT) fonksiyonu ¢(T) fonksiyonunda T yerine AT konularak bulunmustur.

G (AT) ise G(T) fonksiyonunda T yerine AT konularak bulunmustur.

Urnek 4:

Urnek 3'teki sistem icin Ornekleme anlari araliginin tam yarisindaki cevap
i¢in farkly bilgi gdsterilisini hesaplayimiz.

Cozim :

(10.81) esitliginin ¢ (T) ve G(T) matrislerinde T yerine AT yazarak;

¢( AT) ve G(AT) matrisleri elde edilir. (10.82) esitligi uygulamirsa;

x [0a) 1]} [i2e?® -2y (@ % -0y -] [xem
x, [(ks 8)T] .: (265 2e2T) (2T 22274 | |x,0m
et (28T
+ . £(kT)
@07 BTy

A=0,5 veT=0,2 icin aT= 0,1'dir,

. - -

.
1 % [(k+0,9)T] 0,391 0,086 u‘(kT) o, 008

x, [(k+0,5)T] -0,172 0,733 xz(m L,
3 S B o 3
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suras1 dnemlidir ki Ornekleme anlari arasindaki cevabin hesabinda bir onceki
ornekte kullanilan x(kT) dederlerinin hesabi icin (81) esitliginin kullanil-

masi1 onemlidir.

Urnekleme Anlarindaki Cevap:

sekil (23)"te gdsterildigi gibi siirekli f(t) sinyali her T aninda Srneklen-

mektedir. f*(t) isareti,sistemi impulslar serisi halinde ifade eder.

f(t) f*it) c(t)

Sekil 23, f*(t) girisli sistem.

Urnek 5:
3 = : : & : 1
Sekil (23)'te gdsterilen sistem icin, transfer fonksiyonu G(s) = =
giris f(t) ise,birim basamak fonksiyonudur. Urnekleme periyodu T = 1 s dir.

Urnekleme anlarindaki cevabi hesaplamak ic¢in z donusim metodunu kullanin
ve sonra drnekleme anlari arasindaki cevap icin x [(k+ ) T] esitligini
durum-uzay metodunu kullanarak hesaplayiniz. 1lk iki Grnekleme anindan he-

men once ve hemen sonraki cevap dederlerini bulunuz.

Cozim :

Sekil (23)'ten;

c(s) = G(s) F*(s)
G(s) e olsun,
s+1

Sonu¢ z doniisiimii;

Z Z

c(z) = 6(z) F(z) = £ ST (
N (z-1)(z-0,368)

0,368 z
z-0,368

1
1,58 ( = )
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Donusimle drnekleme anlarindaki cevap hesaplanirsa;

k+1

c(k) = 1,58 [1-0,368 (0,368)k] = 1,58 [(1-(0,368) ']
c(0) = 1.0

c(1) = 1.368

c(2) = 1.503

Bu problemi uzay-durum metodu ile ¢tzersek, k'inci ornekleme periyodunda;
kTgt<(k+1) T ise giris;

f*(t) = f(kT) u1(t-kT)

u1(t-kT) $ to= kT zamani kadar gecikmis birim impuls fonksiyonudur.

Sistemin calismas1 i¢in yazilacak diferansiyel esitlik;

1
e s ™
D+1 (t)

c(t)

+c = F*(t)

c=x ve ¢ =x yazilirsa; durum-uzay gosterilisi;
X = -x+ f*(t)

Laplace donisumu:

sX(s) - x(kT) = =X(s) + F*{s)

Fr(s) = £[f*(t)] = F(KT)

Zamandaki gecikmeden dolay), ddnUsimdeli her terim 0.t°s ile carprlnr
t, = kT dir. Bu problemin daha kolay ¢d2umi icin zamanda gecikme olmadihy

kabul edilir, sonra sonu¢ ters ddnisimde t yerime t-kT yazilwr,

X(s) -s—l‘- x(kT) Q';:—" ()

3 :
.o x(kT) » = (k1)



DbnUsUm yapilip t yerine t - kT yazilirsa;

=(t=kT) =(t-kT)

x(t) = e x(kT) + e f(kT)

t

g t¥
- e x(kT) + e = f(kT)

kT gt <(ket) T t* = ¢t -kT

t = (ked) T icin t* = AT dir.

AT AT

x [(k+a)T] =e " x(kT) + e~ f(kT)

Birim basamak fonksiyonu ic¢in k <0'da f(kT) = 0, k> 0'da f(kT)= 1 dir.
Sifar baslangic kosullary igin c(0) = x(0) = 0'dir. Her Grnekleme anindan
hemen Onceki cevap A~ 1'e yaklasirken A yerine 1 yazarak hesaplanir,

T=1 ve A =1 i¢in

il R R 0,368 dir.

x [(k+1)T] = 0,368 x(kT) + 0,368 f(kT)

k=0, 1, 2 icin dederleri hesaplanirsa;

x(1) = 0 + 0,368 (1) = 0,368

x(2) = 0,368 (0,368) + 0,368 (1) = 0,503

x(3) = 0,368 (0,503) + 0,368 (1) = 0,533

x(1), x(2) ve x(3) degerleri, birinci, ikinci ve Ucincl Srnekleme anlarindan
hemen Gnceki dederlerdir.

Her Grmekleme anmindan hemen sonraki cevabi bulmak i¢in 4 sifira yaklastiri-
lir. Dolayisiyla

T
e o1 olwr.

x [(ks0)T] = x(kT) # f(kT)
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k =0, 1 ve 2 icin dederler bulunursa;

S(0s) = 0+1.0.% 3.0
x(14) = 0.368 + 1.0 = 1.368
x(2+) = 0.503 + 1.0 = 1.503 olur.

Bu degerler c(z) ters doniisiimi ile bulunmustur. 4.kisimda belirtildigi

gibi z donisim metodu her Grnekleme anindan sonraki dederleri verir. Bu
6rnek f(kT) degerlerinin drneklenme anlarinda Srneklenmis isaret oldudunu,
[x(k#1)T] dederlerinin k+1'inci drnekleme anindan hemen onceki degerler
oldudunu ve x(kT) dederlerinin k'inc1 Ornekleme anindan hemen ©nceki deder-
Ter oldugunu gdstermektedir. Bu drnekte bahsedildigi gibi, giris bir impuls
ve paydanin mertebesi payin mertebesinden 1 biiyiikse (G(s) = 1/s+1) ©rnek-
Teme anlarinda cevap fonksiyonunda bir siireksizlik vardir. Paydanin derece-

si payin derecesinden 2 veya daha fazlaysa cevap fonksiyonu sireklidir.

Bu analiz Ornekleme anlarindaki cevabi daha acik bir sekilde incelemekte-
dir. f*(t) fonksiyonu her T= 1 saniyelerinde bir birim impulslar dizisidir.
-—l- iciny birim impuls cevap;

s+1 : P B

cit) = e-t dir.

[ep]
—
w
N
"

Sekil (24)'teki topolojik graf t= 0 aninda olusan impuls cevabini gosterir.
t= 0+ aninda c(0+)= 1 dir ve bir sonraki Ornekleme anindan hemen onceki

cevap c(1-) = 0,368 dir. t=T = 1 aninda olusan impulsun neden oldudu cevap

(24) sekilde ortadaki grafikte gosterilmistir.

1§ t<2 igin, c(t) cevab1, t= 0 aninda meydana gelen impulstan dolay
olusan cevapla, t= 1 anindaki impulstan dolay olusan cevabin toplamina
esittir. t, 1'den biraz daha biyikse c(1+) = 1.0 + 0,368 = 1.368 dir.

t; 2'den biraz kiiciikse c(2-) = 0,368 + 0,135 = 0,503"tir. t = 2T = 2 anin-
da meydana gelen impulstan dolayl olusan cevap sekil (24)'te dipteki gra-

fikte gosterilmistir. 2 gt <3 icin, c(t) cevabi, t= 0, t= 1 ve t= 2 aminda-
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ki impulslarin meydana getirdigi cevaplarin toplamina esittir. t'nin 2 den
biraz biyik olduju anlarda c(2+)= 0.135 + 0.368 + 1.0 =

1.503 t'nin 3'ten
‘ biraz kiicik oldugu anlarda c(3-)= 0.050 + 0.135 + 0.368 = 0.533"tiir.

| ‘r
| c(t)
1.0
0,368
0.135 0.05
- t
1 2 3
c(t-T)s
>k
c(t-2T)T
1.0
0.363
: — T
1 2 3

Sekil 24. (a) t= 0 (b) t=T=1 ve (c) t= 2T= 2 impulslarinda siste-

min cevab
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Urneklenmis Bilgi Kontrol Sistemleri:

*
Sekil (25.a)'da gosterilen sistem i¢in, Ornekleyicinin ¢ikis1 e (t)'dir.
kT gt <(k+1)T araliginda, ornekleyicinin ¢ikisy birim impuls e(kT)'dir.
e*(t) K

.- — c(t)
= s.(s+a

rft) —« e(t)

(a)

r(kT) e(kT)

Sekil 25. Urneklenmis bilgi sistemi ve durum uzay gosterimi.

e*(t) = e(kT) u, (t-kT) KTt < (k+1)T
Laplace donusiimi;
E*(s) = e(kT) dir.




Zamandaki gecikme t°= kT ilerideki analizde ters Laplace donisiminde t yerine

t-kT yazilarak gbzoniine alinacaktir.

Sistemin siirekli kisminin diferansiyel esitligi yazilirsa;

C(t) = M
D(D+a)

veyas;

C + ac = Ke*(t)

yazilirsa durum-uzay gosterilisi;

1 , B
& 7
: 0 1 Xy 0
= - e*(t) (83)
| %, L0 -a X, K
Bu bagintilarin herbirinin Laplace donusimu:
S X1(s) - x1(kT) = X2(s)
sX, {s) - x_ (kT) = -a Xz(S) + KE*(s) (84)

2 Y,

Yukaridaki bagintilarin sinyal akis diyagrami sekil (25.b) 'de gosterilmis-

tir. kT zamaninda hata sinyali;

e(kT) = r(kT) - c(kT) = r(kT) - x1(kT)

Tim sistemin sinyal akis diyagram sekil (25.c)'de gésterilmistir. Mason'un

kazan¢ formiili uygulanirsa;

g K § G B
s s.(s+a) s.(s+a) : s.(s+a)
%1%} X1(kT)
! = + r(kT)
Xz(s) xz(kT)
- X o8 e
s+a s+a ] 2
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Zamandaki gecikmeden dolay1 t = kT, ters Laplace doniisim yapi1diktan sonra

t yerine t-kT yazilir, BGylece;

F1_‘§ (1 _e—at*) % (1_e-at*)"
x1(t) ; x1(kT)
01 | ., (kT)
L . e
r: (") |
+ r(kT) (86)
ke X

t* = t-kT dir. Urnekleme anlarindaki ¢ikisin dederi t= (k+1)T yazilarak

k1 t* = t-kT = (k+1) T-kT hesaplanir.

K= 1 ve a= 4 igin;
5 P> - - - -
7 [ke)T]]  [1- 1 (1-e7*Ty L L % (kT)
1 4 4 1
x2[(k+1)T] --e“4T e-4T XZ(kT)
o J 9 J 3 J
S
e r(kT) (87)
-47
e
% 3
1
T= 7 icin, bu esitlik;
x, [(ke1)T] 0,842 0,158 x. (kT) 0,158
1 1
- & r(kT)
x, [(ken)T] | |o0,38 0,368 X, (KT) 0,368
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(0) = x,(0) = ¢(0) = 0 dir.

x1(0) = ¢(0) = 0 i¢in x 1

2
k<0 idcin r(kT) =0 dir.
k>0 idc¢in r(kT) = 1 dir.

Bu problem kisim 5'deki 2.6rnekle aynidir. Bu Ornekte de x1(0) = 0, x1(T) =
0,158 x1(2T) = 0,348 ve x1(3T) = 0,522 bulunmustu.

Bu degerler c(0), c(T), c(2T) ve c(3T) dederlerine karsilik gelmektedir.
((56) esitliginde gosterildidi gibi). Urnekleme anlari arasindaki cevabi

bulmak i¢in, t*= t-kT = AT olmak lizere k= (k+A)T yazalim.

r, 1 -4AT Ve AT
- o 5% g e
= (1-e ) 4( e )
x, [(ke8)T] : x, (kT)
x, [(k+2) T7 ar e X, (kT)
2 - 2
. L *
% “_e-4AT)
+ r(kT)
-4AT
o 8 4
Ortadaki cevap A= 0,5 yazilarak bulunur. Bdylece;
x1[(k+0,5)T] 0,902 0,098 x, (kT) 0,098
. + r(kT)
XZ[(k+0,5)T] -0,606 0,606 X, (KT) 0,606

Urnekleme anlarinin tam arasindaki dederler:

x1(0,5 T)= 0,098 x1(1,5 T)= 0,277 x1(2,5 T) = 0,458

Bu karma ornekleme metoduyla calisilan problemle aymidir. x1(0,5  §
x1(1,5 T) ve x1(2.5 T) degerleri (71) esitligindeki c(1), c(3) ve c(5)

dederlerine karsilik gelmektedir.
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Sifir mertebe tutucu

Sekil (26.2)'da gbsterilen sistem, sekil (25.a)'da gésterilenle aynidir.
Sadece Ornekleyiciden sonra bir sifir-mertebe tutucu ilave edilmistir. Sifir-

mertebe tutucunun h(t) ¢ikis1 Grnekleme anlari arasinda sabittir. Yani;

h(t) = e(kT) kTSt < (k+1)T

r(t) e(t)/ﬁe*(aﬂhe‘rs K c(t)

S s.(s+a)

Sekil 26. Sifir mertebe tutuculu Orneklenmis bilgi sistemi ve durum-uzay
gosterimi.
Laplace donustmii;

H(s) = i's‘ll  (88)

Zamandaki t°= kT gecikmesinin etkisi daha sonra t yerine t-kT yazilarak

dikkate alinacaktir. kT anindaki hata sinyali;

e(kT) = r(kT) - ¢ (KT) = r(kT) - x1(kT) (89)

Bu diizen icin sinyal akis diyagram1 sekil (25.b)'de gdsterilenle aynmidir.
Sadece E*(s) yerine H(s) gelmistir. (88) ve (89) esitliklerini temsil eden

sinyal ak1s diyagramlari birlestirilirse, sistem icin elde edilen graf
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sekil (26.b)'de gosterilmistir. Mason'un kazan¢ formilii bu sinyal akis di-

yagramina uygulanirsa;

£ RN 1 1 e
X1(S) » 52(s+a) s.(s+a) x1(kT) 52(s+a)
= + r(kT)
Xz(s) xz(kT)
-K _l_ K (90)
s.(s+a) (s+a) s.(s+a)
b - — J

Zamandaki t0= kT gecikmesinden dolay1, ters Laplace donlsumi yapildiktan
sonra, t yerine (t-kT) yazilir. Bir Onceki matriste kullanilan temel bazi

terimlerin ters donusiumleri;

-1
1 R i
£ [aal]s
= 1 1 -at*
« ={leg )
L L.(s+a)] :

= ‘ e,
F 3 [ 21 ] = 15- [at* -(1-e e ) ]
)

s (s+a a

t*= t-kT dir. Urnekleme anlarindaki ¢ikisin dederi t= (k+1)T yazilarak
t*= t-kT= (k+1)T-kT= T olmak lzere hesaplanir, K= 1, a= 4 ve T= %- i¢in

ornekleme anlarindaki cevap;

0,977 0,158 x, (kT) 0,023
x1[(k+1)T] +

x,[(k+1)T] -0,158 0,368 X, (kT) 0,18 | (g1

r(kT)

Yrnekleme anlari arasindaki cevap t yerine (k+A)T yazilarak hesaplanir.




Blylece t* = AT dir. Uzet olarak, t*=T yazilarak ornekleme anlarindaki

cevap, X [(k+1)T] s ve t* = AT yazilarak ornekleme anlar1 arasindaki cevap

X[(k+4)T] hesaplanir,

a0 N BB e o

R

N e e

9. SAYICI KONTROLLO StSTEMLER

Bir dijital kompiitiir (sayic1) ile kontrol edilen sistemin sematik gosterili-
si Sekil (27.a)'da gosterilmistir. Her bir Grnekleme aninda dijital kontro-
1or e(t) hata sinyalini &rnekler. Kontrolor bu drneklenmis e*(t) degerinde
ve daha Onceden Grneklenmis dederlerde m*(t) c¢ikisini sadlayabilmek igin
calisir. m*(t)'nin bu dederi bir sonraki Grnekleme aninda yeni bir deder ge-

lene kadar tutulur.

m*(t) ST (t)
r(t) + e(t) e*(t) Dijital = K c(t)
O—) kont mer. —3»
- g tut. 5, (s+a)
(a)

Sekil 27. Dijital kontroliirli sistem ile, durum-uzay gdsterimi.

Gosterilen sistem icin, siuphesiz kij

m[(k+1)T] + a,m(kT)= b e [(k+1)T]+ b, e (kT)




Bu farkli esitlik (77) esit1igi ile ayn1 formdadir. m(kT), c(kT)'ye ve
e(kT), f(kT)'ye kars1l1k gelir. (78) esitliginde verilen genel form, bir
onceki esitlige karsil1k gelecek formda uygulanirsa;

% [(k+1)T] = -3,%3(KT) + h,e(kT) (92)

B %N,

x3(kT) = m(kT) -boe(kT) veya

m(kT)= x3(kT) + boe(kT) (93)

Xy ve X5s hal dediskenleri oldujundan, yukarida X5 semboli kullanmilmistir.

Kontroldrden ¢ikis ornekleme anlar1 arasinda sabittir. Boylece;
m(t) = m(kT) kTt < (k+1)T

Laplace donisimi ise;
m(kT)

M(s) = ; kTt < (ke!)T (94)

Diizen i¢in sinyal akis diyagrami Sekil (25.b)'de de gosterilenle aynmidir.
(92), (93) ve (94) esitliklerinin dizen ile birlestirilmis sinyal akis di-

yagrami Sekil (27.b)'de gOsterilmistir. Bu sistem i¢in ¢ikis digim noktala-

X3(kT) ve r(kT)'dir. Tek bir cevre vardir.

L =-a/s

Mason'un kazan¢ formiilii uygulanirsa;

o e —
g 08 boK 1 K F_ng
X)) 7|5 L) siss) shssa) | 0D ] sPsea)
i ) B K 1 2 %(T) | +/bK
o — — PR,y
| %3 [ke)T] s.(s+a) s+a s.(s+a) "x3(kT) s (s+a)
; E
- -h 0 -3, - hy
b} d s
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X1(s) ve X2(s) ters donisimlerinden sonra, zamandaki to= kT gecikmesi t-kT
yazilarak etki ettirtilir. Yukaridaki matriste bazi temel terimlerin sonuc

ters donisimleri;

-1 - - <
A ; = (1-e s )/
s.(s+a)
. 4
Eaw el o -at* 2
o 2 = [at* -(1-e* ) ] /a
= (s+a)_

t* = t=kT . dir.
Urnekleme anlarinda t* = T'dir.

K=1, a=4 ve T= %- icin ornekleme anlarinda dederlendirilen yukaridaki

matrisin donusumi;

- - - B - -
rx1 [(k+1)T] 1-0,023 b 0,158 0,023 x (kT) r0,023bo
X, [(k+1)T] | = [0,158 b, 0,368 0,158 X, (kT) | + 0,158

z - kT h
x3[(k+1)T1J h1 0 a1 4 .x3( )J : 4

X, ve x,'nin ornekleme anlari arasindaki x1[(k+ A)T] ve xz[(k+ A)T] deger-
leri t* yerine T'den ¢ok AT yazilarak hesaplanir. X4 sinyali her ©Ornek-

leme araliginda tamamiyla aymi kalar.

tslem Kontroldrleri:

Tipik bir sayisal islem kontrol devresi Sekil (28)'de gdsterilmistir.
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. . '
p(t) + e(t) :ZSE{:::::jm*(t l &
(%:> o I -

. Sayisal | EIanL ‘

Kontrolor _L___,__ il AR R e

Sekil 28. Tipik sayisal islem kontrolgrii

Sayisal kontroloriin karakteristikleri D(z) ile gosterilir. Cikis icin z
donusiimi;

G(z) D(z) R(z)
1+ G(z) D(z)

dir,

c(z) =

Kontrolorin z doniusimi i¢cin ¢ozim yapilirsa;

c(z) 524 c(z)/R(z)

: (¢5)
G(z) [R(z)-c(z)] 6(z) 1-c(z)/R(2)

D(z) =

Bu sonu¢ sunu gostermektedir ki; D(z), duzenin ve verilen bir R(z) girisine

karsil1k G(z) ve cevap c(z)'nin bilinmesiyle hesaplanabilir.

Urnek 1:

0.5

Birim basamak girise cevap c(t) = 1-e t olan sistem icin D(z) sayisal

kontroloriiniin karakteristiklerini hesaplayimiz, Transfer fonksiyonu

1/(1+5s) tir ve Ornekleme periyodu T= 1s'dir,

Coziim:
Diizen ve sifir-mertebe tutucu iging
-Ts
6ls) = 6,(s) Gy(s) = (1o ) =
s, (143s)

-Ts
6, (s) = (1-e )



M

z 2 z z-1 2k P 2-0,82

R(s) = - ve ¢fs) = icing
X s.(1+42s)
) - L . ca) -t
z-1 (z-1) (z-0,61)
- c(z) 3 0,39
R(z) (z-0,61)

Bu sonuglar (95) esitliginde kullaniiirsa;

z-0,82 0,39 _ 2,2 (z-0,82)

D(z) =
0,18 z-1 z-1
veya
-1
D(z) = M(z) 5 2,2 - 1;8 z
E(z) 1-2

0,18

Bu z doniisiimiiniin farkly sekli istenen kontroldr karakteristigini verir,
m(k) = 2,2 e(k) - 1,8e(k-1) + m(k-1) (96)

Analog Kontrolorierin Farkli Esitligi:

Srek1i sistemler icin cok yonli ve en genis olarak kullanilan kontroldrier

orant1l1 toplama integrali islemini saglayanlardir. Bu kontroldrin ¢alisma

esitligi;



PNt =

75

1

2 D)e(t) dir,

m(t) = (K, +K
Bu kontroldrin farkly esit1131, genellikle fslemsel kontrol sistemleri icin

sayrsal kontroldr olarak kullamilir, Trapez metodu kullanilarak yukaridaki
formun yaklasik integrasyonu yapilirsa;

k
m(k) = K, e(k) + K,T 1 e(n) + m(0)

n=1

Genellikle bir Ornekleme periyodundan bir sonrakine kadar m'in degisimi ile

calismak daha dodru ve uygundur. Yukaridaki esitlikte k yerine k=1 yazilip
crkarma yapilirsa;

Am (k)= m(k) -m(k-1) = Ky [e(k)-e(k-1)] + K,Te (k)

Yukaridaki esitlikte dikkat edilmesi gereken nokta i1k dederin m(0) bilinme-
sine gerek kalmayisidir. Bu esitlik i¢in z donusimii;

M(z) --z‘1 M(z)= K, (E(z) Ve E(z)] + K2T E(z)

veya;

Siirek1i kontroldr icin Laplace doniisiimii;
KT
D(s) = __H(s) =K —5—

E(s)

Paydadaki 1-z | terimi farkly kontroldr f¢in sirekli kontrolbrdeki integrase
yona karsilik gelir,

1

Optimum Cevap:

Optimum cevabr elde edebilmek icin bir kontroldrin karakterictiklerinin nasi)
secilecedi gosterilmektedir, Herhangi bir optimum-performans kriteri kullanie
labilir, Asagida, gecici rejim daveanisinds Kontroldr kavekteristiklerinin

Rty WL LS
e

At
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tesbitinde kullanilan Kalman metodu tanimlanmaktadir. Sekil 10.28'de tiim sis-
temin bir sematik diyagrami gosterilmektedir. Yukaridaki ama¢ i¢in diizenedin
transfer fonksiyonu ab/(s+a) (s+b) kabul edilsin. Sistem cevabi minimum za-
manda Otelemesiz bir basamak fonksiyonuna karsilik ise gegici rejim davrani-
$1 optimum kabul edilir. tlaveten, kararli hal hatasi olmamalidir.

sekil (29)'da, c(t) optimum cevabi kalin cizgi ile gosterilmistir. Birim
basamak girisi r(t)= 1 dir. 11k aralikta (0 ¢t <T), diizene giris m(t)= a,

blyuktir, bu sistemi sonuc dederine dogru hizlandirir.

'
//"—' T T—.
P
P
7
7
q
~
P2 2 N
+ i
P
+ B N

T 2T

Sekil 2 9, En iyi frekans cevabi.

sekil (29)'da birinci noktali ¢izgi eder ilk drnekleme periyodundan sonra
sistem girisi dejismemisse, sonraki cevab1 gdstermektedir. t= T aninda,
istenilen sonuc deder c(t)= r(t)= 1'i elde edebilmek icin cevap disirilmeye
baslanir, tkinci aralikta Tt <2T, sistem girisi q1‘kadar dedistirilir,
boylece m(t)= qo+ q1 olur. Sekil (29)'da gosterildigi gibi q1 terimi negatif
dir sabittir. tkinci araligin sonunda t= 2T,c(t) cevabi, sonu¢ dedere ulasir.

cevabin dedisimini gosterir. Boylece, liclinci ve sonraki araliklar igin, sis-

tem girisi;

= = =1'd. .
R 9, c(t) = r(t) ir

Bu performans kriterinin istenilir bir 6zelligi, hatanin iki periyod sonra



s1fira yaklastirilmasidir. Sonra hata, sadece Grnekleme noktalarinda dedil,

aralarinda da sifirda tutulur.

m(t), sifir-mertebe tutucunun ¢ikis1 oldudundan, Srneklenmis m*(t) girisinin

z donusiimii;

M(z)= g +(q +q,) P (q,+q, +q,) a0

M(z), birim basamak girisin z donusiimine bdliniirse, (R(z) =1 +z-1 +z-2+ e+

M(z) -2

i
—=L=q +qQ,Zz +q.2Z
R(z) 1 2

Benzer olarak, Sekil (29)'dan, ornekleme anlarinda cevabin z donisimi;

c(z) = p‘IZ-1 + (p1+p2) (2-2 +z"3+z—4 et

R(z) ile bdliinlirse;
C(_Z) = 2-1 2-2
R(z) Py *h

Tutucu ve diizen icin darbe donusimis

6(z) = c(2)/R(2) o] -
M(z)/R(z) AR el

-2

Digital kontroldr i¢in darbe doniisimu;

o
qo+ q1Z % qzz

(97)

-2
(98)

D(z) - M2) . ME2)/RE) M(z)/R(z)

Déniisiim sonucu :

m(k+2) - p,m(k+1) - p,m(k)= q,e(ks2) +q,e(k+1) + g e(k)

-1
E(z) E(z)/R(z)  1-c(2)/R(2) 1-p,2  -p,2

-2

e N e

SRS

SR R e

e o i s R TR o
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Bu, sistem i¢in optimum cevapta sonu¢ veren sayisal kontroldr i¢in istenilen
bagintidir. Yukaridaki analizlerden,sayisal kontrol sistemi icin kontrolor
istenilen calismay1 elde etmeye programlanir. Programlamanin uygunludundan
dolay1, bir siirekli sistem i¢in sayisal kontrolor, kontroldre nazaran daha

cok yonludir.

Ornek 2: |

Sekil (28)'de gésterilen sayici kontrollii sistem icin, transfer fonksiyonu
2/(s+1) (s+2) dir. Optimum cevab1 verecek sayisal kontrolor icin farkli
esit1igi hesaplayiniz, sonra T= 1s de sonu¢ sistem icin sinyal akis diyagra-

min1 ¢iziniz.

Cozim :
2 5 s R A :
GZ(S) = ————— olmak lizere (61) esitliginden tutucu ve diizen i¢in z
s.(s+1)(s+2)
donusumu
o 0,8z 4 0,82F 0,73 ' 40,2777
6(2)= = 6,(2)= " s < -2 "
1-0,52  +0,052 1,82-0,91z" '+ 0,09 2

p1+p2= 1 ve qo'+q1+q2 = 1 olmak lizere pay ve payda 1,82 ile carpilsin.

(97) esitliginden,

py = 0,73 q, = 1.8
p, = 0,27 q, * 0¥l
g, = 0,09

olarak bulunur. Sayisal kontroldr icin farkl1 esitlik;
m(k+2)-0,73m (k+1)-0,27 m(k)= 1,82e(k+2)-0,91 e(k+1) + 0,09 e (k)

Sinyal akis diyagramin cizmek amaciyla, diizen icin esitligi asagidaki

formda yazalim:




—=7I=

c(t) = TS S m(t)

(D+1) (D+2)

C+3C+2c = 2m(t) veya

c(t) = x, ve c(t) = X, =X

; 1 5 yazilarak durum-uzay gosterilisi;

xXe
—
o
—
x
i
o

>xXe
~nN
U
~N
'
w
x
~n
~N

Laplace donisiimii;

-1 -1
s x1(kT) +S X2(s)

><
—
w
~
]

() = 57 s (KT) 57! [-2X, () - 3X,(5) + 2M(s) ]

>
—
w
~
"

kT zamaninda hata isareti;
e(kT) = r(kT) - c(kT) = r(kT) - x1(kT)

(77) ve (78) esitliklerinin genel formu farkli esitlikte kontroldr icin kul-

lan11irsa durum-uzay gosterilisi;

r.x3[(k+1)T]1 0 1 x4 (kT) 0,42
= + e(kT)

& [(k+1)T]d L0,27 0,73 X, (KT) 0,89

x3(kT) = m(kT) - 1,82 e(kT)

m(kT) = x_(kT) + 1,82 e(kT)

X3
Sabitler;



L

a, = -0,73 b =1,82
1 0
a, = -0,27 b1= -0,91
b2= 0,09
h1= b1—a1b = 0,42
h2= b2- azbo- a1h1 = 0,89 dur.

Sistem i¢in sonucg

sinyal akis diyagrami sekil (30)'da gosterilmistir.

Giris noktalari x1(kT), xz(kT), x3(kT), x4(kT) ve r(kT) dir. Cikis nokta-
lari: X1(s), X2(s), x3[(k+1)T] ve x4[(k+1)Tj dir. Mason'un kazan¢ formii-

1U uygulanip, donistiirme yapilip T= 1 sn. kullanilirsa, Ornekleme anlarin-

daki cevap i¢in;

Sekil 30, Sinyal akis diyagrami.

e 24 =
x, (k1) -0,128 0,233
x,(ket) | = | -1,314 -0,098
X, (k+1) -0,42 0
Xy (k+1) -0,89 0

S J

0,4

0,466

0,27

0,73

—

-

x1(k) 0,728
x, (k)| , | 0,848

r(_
x3(k) 0,42 p/
x, (k) 0,89
B A =

yazilabilir.
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E. Durum-Uzay Metotlari:

Durum-uzay metotlari, kontrol sistemlerinin incelenmesinde genel teknikler
gelistirir. Bu yaklasim, ©zellikle daha karmasik ve nonlineer kontrol sis-
temlerine uygundur. Durum-uzay metotlarinin bir 6zel1igi, dijital ve analog

kompiitirlerde kullanilabilmeleridir.
E.1 SISTEM GUSTERIMLERt

Bir kontrol sistemi ic¢in durum-uzay gosterimlerinin tesbitinde bilinen tek-
nikler, direkt, paralel, seri ve genel programlamadir. Durum uzay gésterimi-

nin secimi, ¢odzilecek problemin tarzina baglidir.

Direkt Programlama:

Bu metodu a¢iklayabilmek i¢in asagidaki diferansiyel denklemi alalim:

clt) = e f(t) (E.1)

(D+1) (D+2)

Bu asagidaki formda yazilabilir.

c(t) = (D+3) X,

X, = R LT
(D+1)(D+2)
i1 = X, yazilarak,
c(t) = 3x1+ X, (E.2)
iz et B S N f(t) (E.3)

(E.3) esitligi icin komputur ¢ozuminin hesabinda kullanilacak blok diyagram
sekil (E.1.a)'da gosterilmistir. Toplamamin cikisi iz dir. iz'nin integrali

alinirsa X,= §1 ve sonra X, elde edilir. Esitlik (E.2)'den x, ve xz'yi iceren
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c(t)'nin tesbitinde kullanilan sonuc¢ kompiitiir diyagrami Sekil (E.1 b)'de

gosterilmistir.

v

X

f(t) ?
i 4 J - - Tt

Sekil E.1. Direkt programlama ile kompitur diyagrami.

Bu diferansiyel esitlik (E.1) i¢in durum-uzay gésterimi (E.2) ve (E.3) esit-

liklerinde verilmistir. Bu sistem esitlikleri matris formunda ifade edilirse;

i1 0 1 X, 0
= % f(t)
x, i 3 . 1 (E.4)
Cs= [3 1 ] x1
X2

x'ler durum dediskenleridir. Sekil E.1'de gosterilen herbir integratdrin ¢1-

kis1 durum dediskenidir.



Direkt programlama ile durum-uzay gdsterimini tesbit etmenin genel diizeni,

payl 1 kabul edilerek olusturulan orjinal diferansiyel esitligin x, kabul
- - - - .. - . 1
edilmesidir. x1'1n her tirevi bir hal dediskenidir (i1= x2, X =X, )
- - . - 1 2 B
Hal dediskenlerinin sayis1, diferansiyel esit1igin mertebesine esittir.

paralel Programlama:

paralel programlamada, diferansiyel esitlik, kismi kesirlere ayrilarak

ifade edilir.

clt) » —224. dla) o A (E.5)

(D+1) (D+2) D+1 D+2

Bu sonu¢ asadidaki gibi yazilabilir.

gly) = 2 Xy~ X, (E.6)
ve
f 13
X = (t) - (t) (E.7)
D+1 D+2

Sekil (E.2.a)'da temel terimlerin olusturulmasi icin c¢izilen kompitir

diyagram1 gorilmektecdir.

f(t)

D+a

X =

veya

x = f(t) -ax



-bq-

f(t) + ).( X

—
4

x1

f(t)

&
c;)——————$ c(t)

~nN

|

|

|

|

: Xl
+X 2‘

P
|
1

(b)

Sekil E.2. Paralel programlama icin kompiitir diyagrami.

(E.7) esitliginde verilen durum dejiskenlerinin olusturulmasi icin cizi-
len kompiitiir diyagrami sekil (E.2.b)'de sol taraftir. Sag taraf ise durum
dejiskenlerinin (E.6)'daki esitlikteki gibi c(t)'yi bulmak icin birlesti-
rilmis halidir. (E.6) ve (E.7) esitlikleri (E.1) esitliginin durum-uzay

gosterimidir.
X - 0 X 1
! = ! + f(t)
X - 1
x2 0 2 x2

(E.8)

adaNran A s | £

AT
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Seri Programlama:

n. mertebeden bir diferansiyel esitlik alalim:

(0" +a 0" iiva  Dea)c(t) = (b,0" 4 b 0"

&b D+ bn) f(t) (E.9)

n-1

Bu diferansiyel esitlik matris formunda yazilirsa;

e - 2 g -
x1 a1 1 R iv [ x1 b1
X, = Fots 0 ¥ iei X, | + b2 f(t) (E.10)
X -2 b 0 0 X b
hss e | i J & n | ] nJ
cl{t) = x

1

(E.1) esitligi icin, 3,= 35 3,= 2 b1= 1 ve b2= 3 tiir. Sonu¢ matris

gosterimi;

f(t)

l}
+

xXe
U
~N
o
>
w

2 ‘ g

M E " (E.11)

3% - x-+ (L)

24 Hsdhe ;

X, -2x1 + 3f(t)

Birinci esitligin tirevi alimir, X, cekilirse;

)'(2 =°§1 - 3)'(1- f'(t) =-2x4° 3F(¢)



X, + 3x +2x1=f%t)+3f(ﬂ
Matris esitlikleri i¢in, blok diyagram gosterimi sekil (E.3)'tedir.
-4
(t) :
f(t : X
Xa?t

Sekil E.3. Seri programlama i¢in blok diyagram.

Genel Programlama:

Asadidaki diferansiyel esitligi alalim:

(DZ+ a1D + a2) c(t) = (bOD2 + b1D + bz) f(t) (E.12)

boD2 f(t) terimi, c(t) = Xy + b0 f(t) yazilarak ayrilabilir. Boylece,

X v e ' -ab)f >
X, + 23X, +aX (b1 a1b0) f'(t) + (bz a, o) (t) (E.13)
X 0 1 X h
'1- AE fis) (E.14)
v i P h
X2 82 81 X2 2

formunda ifade edilirse, buna karsilik matris gGsterimi;

xe
"

g5 Xyt h1 f(t)

xe
"

& - it
o = WX = AX, + h2 (t)
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Birinci matris bagintisim Xo i¢in ¢Ozersek;

X, = X, -h1 f(t)

Turev alinirsa;

x2=x1-h1f(t)

Bulunan x2 ve iz dederlerini ikinci matris bagintisinda yerlerine yazarsak;

X, -h f'(t)= -2, X, - 8 [i1 -h f(£)] + h,f(t)

veya

Xp +agk+ax, = h1f (t) + [h2~+a1h1] f(t)

Bu (E.13) esitlidiyle ayni formdadir. f(t) ve f'(t) terimlerinin katsayila-

r1 hesaplanirsa;

h1 = b1 - a1b0

-
"

b, - a

- ~
§ ='b, fermgl = R |

1)
(E.1) esitliginde verilen diferansiyel denklem i¢in;

=3, a =2, b=B8, bix§ w b =3t

1 2 0 1 2
Buradan;
h1= 1 ve h2= 0 bulunur. Sonu¢ durum-uzay gosterimi;
i1 = 0 1 Xy 1 (E.15)
& f(t)
x2 -2 -3 Xo 0
= - =X 3

Blok diyagram gosterimi sekil (E.4)'te verilmistir,
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Sekil E.4, Genel programlama i¢cin blok diyagrami.

Genelde, diferansiye

(" + a‘an-1 TG

n n-1
= D b
(b0 + 1D

Matris formu;

L .
1
% 0 0
X ok -a
_,n_‘ L_n
R L
h2 = bz-a2 bo- a1h1

=
"
o
'
fe}
=
o
o
'
(+1
3

1 esitlik;

a4 D + an) c(t)

+oot b Dab)f(t)

- -
0 0
1 0
-a -3

n-1 n-2 1 g

- ah,
e i a.h
h -3 .M 1'n-1

X =
g 1,
(E.16)
h
h
f(t)
h
s ™
(E.18)

(E.17)



ve durum dediskenleri:

Xy = c(t) - bof(t)

e - 21 -h1f(t)

x3 = §2 - hzf(t) (E.19)
A - G

Bu metotta, durum uzay gosterimi, diferansiyel esitligin katsayilari hesapla-

narak bulunur.

Bir sistem i¢in, tek durum-uzay gdsterimi yoktur. Lineer diferansiyel denklem-
le ifade edilen herhangi bir sistem asadidaki matris formunda ifade edilebi-
Air.

x = AX+ bf(t) (E.20)

" dT* (E.21)

E.2. LINEER CEBIR

Diferansiyel esitlikleri matrislerle cdzebilmek icin bir takim analitik
teknikler ve metotlar vardir. Urnedin n'tane birinci mertebeden diferansi-

yel esitlikten olusan sistemi dikkate alalim:

X, = Bug Ko+ By Ky ® oo Mn e
e BT o G _
X, =850 Xy 435 % * 2n 'n (E.22)
Xn'—'an1 X1+32X2+... +ann n

Bunun matris gosterilisi ise;

M ¥ (E.23)



EGer bir P matrisi hesaplanabiliyorsa

X = Py
Yukaridaki sistem:

A1 y1 + Do s v 9

g
-
"

y2 = 0% Az y2 PR D
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bu sistemin ¢ozimi oldukca kolaylasir.

Bu kononik veya normal form olarak adlandirilir., Matris gdsterimi ise;

y = Ay
- - [~ )
Y1 ]
-+ A = 0
y yZ
A. 0
Ly" 3 e

(E.24)

A, » matrisi olarak adlandirilir. P'yi hesaplamak i¢cin once (E.22) esitli-

ginden;

X, = C eAt

1_c1ext

2 ks
At

X RER

n n
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Xqs Xps X yerine (E.22) deki esitlikleri konulursa;

At xE At at
Ae = e
C1 a” C‘I +a12c2 e + she +a1n Cne
At At At at
re = o c_e i
2 e o S el e aliadsr.
c)\ekt = a Ce)‘t+a ce)‘t+ . +a (:e)‘t

- $ kaldirilip, diizenleme yapilirsa;

(a11 -1) €L +3,C % ...4a, € = 0
Bys O3t (g HA) € b s s B K R
an1 c1 - an2 c2 € e ® (ann - ) cn =0

Cys c2, e cn'nin hesabinda Cramer metodunu kullanabilmek i¢in gerek ve

yeter kosul

(a11-x) Byp erees a1n
a21 (322 = X aidia a2n =0 (E.25)
an1 anz cesee (ann-l)

Yukaridaki determinantin matris gosterilisi;

|A-AI}=0 (E.26)

Bu determinantin dederi, A sonuglarinda n'inci mertebeden bir polinomdur.
Bu polinom sistem ic¢in karakteristik esitliktir. Karakteristik denklemin
kokleri, X'nin n tane dederidir. Bu n deger, ( Apr dps weees xn) gibi, sistem

jcin  kOk degerleridir. (E.25) esitligi;
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i
(a4 %) 42 $n
’A =
21 (a,,-2;) on 0
a'_l1 anZ ke i (ann- Ai)

Birinci dizinin kofaktorleri A11, A

PYLIREEE Ani gibi ayrilirsa, yukaridaki
determinant;
oo A ceee =
(3= 25 Agytap Ay # e e
veya
TR T e e e e

Bir dizi m'inci dizide yerine yazilirsa, determinantin dederi sifirdir.

Yeni birinci dizi esitligi;

A thglos T e e e )

veya

a4 A1i tan, A2i e Ml Ami thosus & Ani . xiAmi .21
X = Py donusimi yapilip (E.23) esit1igdi uygulanirsa;

x = AX= APy

Eger P matris seklinde ifade edilirse;

A11 A12 ee s 1"
- ey
=2 Aot h22 2n (E.28)
A - ..
_An1 n2 nn 4




IR e . 2
TS RS gy o Mg v Moy i
a a ]
ol e g Aoy »oo Roqeee By ‘
A . A s o0 e
an1 an2 i o L ni ni nn |
- -l

A matrisinin m'inci satir1 ve P matrisinin i'inci siitunu (E.27) esitliginin

sol tarafidir ve A Ami'ye esittir. AP matrisi bundan dolayr asagidaki se-
kilde yazilabilir.

£ "
A1 A11 - x A11. L 3 An A1n
&N A "mi A1 Ami 1 xn Amn T
A .
L,A1 n1 A5 Pni An “nn
A -
[ 2,8 2, A, An Mn
A, A A A

AT AL g A
- _J‘
”
{ 5 boiag ool
R B K g A
= P 0 = PA
R, . A 0 e
0 0 TR A
LAM Ao iido ol .

P ilegccarpilirsa;
-1

P AP= A rc 20\
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(E.23) esitliginden X= Py ve X = Py

y=P APy=Ay (E.30)

(E.28) esitliginde verilen P matrisi, (E.22) esit1igini kanonik forma
doniistiren matristir.

Urnek 1:

Asagidaki diferansiyel esit1igi f(t) = 0 ve baslangi¢c kosullari c =1 ve
0

Eo= 0 i¢cin direkt programlamayi kullanarak ¢oOziniz.

c+5¢C +6¢c = f(t) (E.31)

sag taraf sifir oldugunda ¢ozim (f(t)= 0 ) serbest zorlamali cevap olarak
adlandirilir. tkinci asamada, serbest zorlamali cevabi1 hesaplamada kullani-

1an metot, f(t) # 0 durumdaki cevabi hesaplamada da kullanilir.
Cozim:

Direkt programlamada;

C=X1
C =X, = X

Diferansiyel esitligin sonucta durum-uzay gosterilisi;

).(1 =X2

g - T

-
X

Matris gosterilisi ise;

xe
\
()]
1
(Sa)
x
~n

2

Sistem icin karakteristik denklem;
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[A- 21 = 0

2

== A(-5-2) - (-6)=5X1+ A" +6 = (1+2) (A+3) =0

A1 = =2 ve A2= -3
A1 = =2 i¢in determinant;
0+2 1
| A- A1II = =
-6 -542 -6

Birinci satir i¢in kofaktorler;

A11 = =3 ve A21 =26
0+3 1 3
- A = =
LEERT
-6 -5+3 -6
A21 = =2 ve A22 =6

(E.28) esitliginden P matrisi;

-3 -2
b
6 6
P ' ise;
1
_1 - -
= 3
Ly

(E.32)

(E.33)

-5-2
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A=P AP
-2 0
A=
0 -3

Diferansiyel esitligin kanonik formu:

y=Ay

e
H
~N
o
_:<

e
o
|
w
b,
~n

2

Buna karsil1k gelen diferansiyel esitlikler;

y, + 2 y1 =0

1

y2+ 3y2=0

Bu kanonik diferansiyel esitliklerin genel cozimi;

-2t -3t
= =c,®©
y, =¢, € vey, = ¢,

c1 ve cz'yi bulmak icin, y1 ve y2 terimlerinin baslangi¢ kosullarini bilmek

onemlidir.

x = Py oldudundan;
y = P.1 x tir. Boylece;
2 X
Yy 1 ~a 1
. 1
yz L  ; x2
t = 0 aninda;



1
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y1(0) = -x1(0) i gsey, (63 =

y2(0) = x1(0) . i (0) =1

- -

x1(0) £ L » 1

x2(0) " 0

Y ve yz. t= 0 aninda dederlendirilirse

O
n

1 -1 ve C2= 1. S0,

e, L
Y e Yo 5

x = Py bagintis1 kullanilarak ¢6zim kanonik formdan orjinal forma doniusti-

rilebilir.

X, -3 -2
X5 6 6
c =x1 = -3y1- 2yz=3e-2t
¢ =x2==6y1+6y2 =-6e

Kuvvetin etkisiyle olusan ¢

ozim :

(E.34)

(E.22) esitliginde verilen genel formda, zorlanms f(t) fonksiyonu yoktu .

Kuvvet fonksiyonu f(t) ile tahrik edilen bir sistemin durum-uzay gosterilisi;

* ce e

Xe
"
[}
*
+
o
—
~N
>
~N

Xe
I
jel}
x
+
fe V)
~o
N
>
~n
+

Xe
n
o
bed
+
o
>
+
.
.
-

+ a1n X+ b1 f(t)

+ a2n X+ b2 f(t)
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Matris gOsterilisi ise;

X =Ax+ bf(t) (E.20)
- - re - -
A EIBLTE. o [ b,
X2 821 i%5s osis By b
X = . A= - e e T b
X
o, 4 an1 an2 e ann J n J
X = Py donisimi yapilirsa;

Py = APy + bf(t)
Her iki taraf P-1 ile carpilirsa;

. -1 % -
y =P ' apy+p bf(t) = Ay+ P7T bE(E) (E.35)

Bu da istenilen kanonik formdur.

Ornek 2:

Asadidaki diferansiyel esitligi direkt programlama ile ¢oziiniz.

C+58+6¢c = f(t) (E.31)

Kuvvet fonksiyonu f(t) yiiksek1igi h =6 olan basamak fonksiyonudur. Tiim
baslangi¢ kosullari sifirdir.

Coziim :

Direkt programlama i¢in;

e e e Ky

Diferansiyel esitlik i¢cin sonu¢ durum-uzay gosterilisi;

X 0 1 X 0
1 % ! + f(t)
X S % X, 1
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A matrisi Ornek 1'dekiyle aynidir. P ve P-1 matrisleri de burada kullanila-

Biite. ¥ b matrist ise;

-1

W |-

i
3

r| —

N|—

Bu sistem i¢in kanonik form:

y=Ay + P ' bf(t)
y -2 0 y e
& = ru I oo
z 1
Yy 0 = Yy 2

n
-+
—
t
~

Yy * ey, 3

; f
¥y a3 gl

Baslangic kosullari:

x1(0) S 0 ve

x2(0) 50

0 &

X'11 terimlerde baslangi¢ kosullari sifir oldugundan yly= p°1x)'11 terimler-

de de baslangi¢ kosullar sifirdir. f(t) = 6 icin kanonik diferansiyel esit-
Tiklerin genel cozimu;

Yy = ¢ © -1

U
w
o
¢
WS

- | Al
Rt

y2 =C, € +1

\

a_ U = |
w O

>
Thesi 1S

-
v
=
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t =0 aninda y1(0) = y2(0) = 0 oldudundan,

€, = 1 ve c2 = -1 dir. Boylece
-2t
RSk B
-3t
y, =1-e

[

tstenilen ¢6zim x = Py donUsiumi yapilarak istenilen orjinal halde elde
edilebilir.

c= x4= -3y

"
-
'
w

m

- 2y,= 301-e) - 2(1-e7) e S

= X,= 6 y1*-6 y2== -6(1-e ")+ 6(1-e-3t) =6 e-‘t =6 e-3t (E.36)

e 7! matristerinin dedisken durumlari:

P matrisinin i'inci siitunundaki her eleman bir sabit ile carpilir ve P-1
matrisinin i'inci satirindaki her eleman ayni sabite bdliniirse, yeni P ve

P-1 matristeri P-1 AP =A ile ayn1 6zel1idi tasir. P ve P-1 matrislerinin
uygun durumlari matris metodu ile diferansiyel esitliklerin ¢tzimlerinde kul-

lani1ir. Bu matrisler i¢in gerekli Ozellik: P-1 AP = A'dar,

(E.32) ve (E.33) esitliklerinde verilen P ve P.1 matrisleri;

N = |-

L 3 % =
- . - - - .. 1 -
P matrisinin birinci situnu %- ile carpilir ve ikinci situn 2 ile
- L o] i gt 1
carpilirsa, sonra P ! matrisinin birinci satim 3 ile, ikinci satim 2

ile béliinlirse uygun matris sekilleri elde edilir.

1 -1 3 3.4
P= ve P =

-2 3 2 1
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Kismi Kesirler Metodu:

Bu P ve P-1 matrislerini uygun duruma getirmek i¢in direkt olarak kullani-
lan basit bir matematiksel prosediirdiir. Bu teknigi aciklayabilmek i¢in,

Ornek 1 ve 2'deki diferansiyel esitligi alalim.

'c'+5&+6c=(nz+5o+6) c = f(t) (E.31)

Genel kanonik form; y = Ay+ P.1 bf(t)

Ayn1 kokler ic¢cin, A matrisi capraz kdsegende kok dederlerini gosterir.

P ~ matrisinin her satiri keyfi bir sabitle carpildidindan P-1 b matrisinin

her elemani tek olarak sec¢ilir. Sonucta kanonik form;

y1 -2 0 y1 1
2 % f(t) (E.37)

Buradan;
f f(t
y, - <7 y, - (t)
D+2 D+3

Urnek 1 ve 2'de c(t)= x, ve c(t) = i1 = x, icin direkt programlama kulla-

nmimstir,
x = Py bagdintisim sadlamak icin, ilk olarak x1‘i kismi kesirlere ayiralim.

S (IR T R G T ¥, =¥, (E.38)
(D+2)(D+3) D+2 D+3
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» §1 bagintis1 kullanilirsa;

hd
]

X, =>’<1 =91 -92 = [f(t)-2y1] - [f(t) -3y2] =-2y.+ 3y

Bu badintilar i¢cin x = Py matris formu;

Sagdaki ilk matris P matrisidir. P-1 matrisini

ginde f(t)/(D+2) yerine Y, yazilir,

Y
X, = veya
D+3

(D+3)x1=i +3%. =3 X

Y4 g S

Benzer olarak, f(t)/(D+3) yerine Yy yazilirsa;

veya

y2 = (D+2) x1 =x‘ +2x1=2x‘+ x2

-9 3
Yukaridaki badintilarmm y = P X matris formu;

1 2

bulmak i¢cin (E.38) esitli-
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Saddaki ilk matris ters P-1 matrisidir. P.1 b matrisi [1, 1] (E.37)

esitliginde kanonik formdan hesaplanir. Bu ornek 2'de bulunan [71 - 1 ]
3 2

den farklidir. Urnek 2'deki P-1 matrisinin birinci satirm 7% ile bolinir-
3 b i 1 sy oy < -
se ve ikinci satir 7 ile boliinirse, P ; matrisi kismi-kesirler metoduyla

elde edilir.
Urnek 1'den, x1(0) =t W x2(0) = Eo = 0'dir. y(0) = i x(0)"n
uygulanmasiyla y1(0) = 3 ve y2(0) = 2 dir. f(t) = 0 icin kanonik diferan-

siyel esitlikler:

y1 + 2y1 =0 ve

92 * 3y2 = 0 dir. Cozimler ;

¥, = ¢, et ¥, =L, B

t = 0 anindan; C1 =3 ve C2 = 2 bulunur.

X = Py donusiimi yapilip, orjinal hale donistiirilirse;
Bl b A 3e-2t - 2e-3t

£ =x, s By ® B0 o ran gy B

Urnek 2'deki durum icin, tim baslangi¢ kosullari sifir ve f(t)= 6'dir.

Kanonik diferansiyel esitlikler ;

Yo t 2y1 =6 ve

|
(o))

y2+3y2-

Genel c¢ozimler 3

yys® " g 3 PIE

1
-3t :
dir.
y2 CZ e + 2
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y1(0) = y2(0) = 0 i¢cin, t=0 aninda

C1 = -3 ve C2 = = 2 bulunur.

Orjinal hale doniisim sonucu;

2t -3t

3t)= =39 - Ldide

i I i - aiia o
C=X,=¥," Y, 3(1-e " 7)-2(1-e

3t -2t -3t

E = xym -2y + 3y, - -2(3) (1075 » 321" ) =6e "-6e

.

Kanonik degiskenler y1 ve yz'yi iceren komputir diyagrami Sekil (E.5)'te

gosterilmistir.
e~y y
J 1
£(t) 2

Sekil E.5. Kompiitér akis diyagram.

Urnek 3:

Asagidaki diferansiyel esitlidin ¢Ozimini bulunuz.
T+ 58+ 6c= f'(t) + 6f(t) (E.39)

Kuvvet fonksiyonu f(t), birim basamak fonksiyonudur ve tim baslamgic

kosullary safirdar.
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Cozim :

X =Ax + bf(t)

a1= 5 a2= 6 b0= 0 b1= 1 b2= 6
h: - - = - - = D=U=H =
: b1 a1b 1 ve h2 b2 a2 h0 a1h1 6-0-5 = 1
X 0 1 X 1
i1 L2 £(t)
X, -6 -5 x2 1

RS € = bof(t) -

Bunlardan bulunacak esitlikler;

§1 = Xg # f(t)

x2 = -6 x1- 5x2+ f(t)

t1k esitlikten x2 cekilirse;
%o R 8 f(t)

Turev alinirsa;

L _0. 2z '

Xy = X, fr(t)

Bu degerler ikinci esitlikte yerlerine yazilirsa;

}1 - f'(t) = -6 x1- 5 [i1-f(t)] + f(t)

§1+5i1+6x1=f%t)+6f(ﬂ

veya
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S D+6 £(t)

(D+2) (D+3)

Karakteristik denklemin kokleri (-2 ve -3) dederleri oldudundan, kanonik

form direkt olarak yazilabilir.

(E.37)

]
&+
-

"
ot
N

% = PN

Buradan§
f

Yy = (t). o v, - f(t)
D+2 D+ 3

x = Py bagintisini elde etmek igin, ilk olarak x1'i kismi kesirlere

ayrilmis olarak ifade edelim:

(D+2) (D+3) D+2  D+3

Matris bagintisi x, = §1 - f(t) uygulanirsa;

>
"

> 4y1- 3y2- f(t)

4[-2y,+ f(0)] -3[ -3y,+ f(8)] + f(2)

-8y1 + 9y2



e ' day

X =Py matris gosterilisi;

Xy esitliginde 7 f(t)/(D+2) vyazilirsa;

(D+6) f(t) _  (D+6) ¥4
(D+2) (D+3) D+3

veya

X, + 3% ¢ 91 + 6 y1

2y, + f(t) den;

X, = X3« fiE) N }1 :

Yy 2 —~—%————— bulunur,

esitliginde Y, * f(t)/(D+3) yazilirsa;

L (06) (e) (246) ¥,

L (D+2) (D+3) D+2
veya
x1 + 2x1= y2 + 6y2

: e
i1 =Ky f(t) ve ¥ e -3 Y+ f(t) 'din
2 X + x2

Y, = bulunur.

2 3
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£y %‘” 4 3

72~ %" ¢ 0

t= 0 aninda, y1(0)= y2(0)= 0 oldugundan,

C,I = -% ve C2 = -3 bulunur. Boylece;
1_e-2t 1-e-3t

b s

X = Py donisiimi uygulanir ve c= x1 yazilirsa ¢oziim;

& - -2t M
c= x, = 4y1- 3y2=2(1-e 2t) - (1-e 3t)= 1-2e + e 5
=, .
R CEE AL PASEEL Leadt (E.40)

Diferansiyel esitligi x = Ax + bf(t) haline cevirebilmek icin herhangi
bir metot uygulanir. Genellikle, farkli metotlarla A, P, P"1 ve b matrisle-

ri farkli bulunur. Fakat sonuc cevap hepsi icin aymidir. Urnek 3 direkt

programlama ile cozllirse;
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c(t) = (D+6) X,

f(t)

2 § O Rpe o
D%+ 5D +6

xe
]}

x2 yazilirsa;

Xp = - 5i1 - 6x1+-f(t) =<-6x1 - 5xz + f(t)

c(t) = Xy + 6 x1= 6 x1+ x2

Durum-uzay gosterilisi;

= + f(t)

Karakteristik denklemin kokleri -2 ve -3 oldudundan kanonik form (E.37)
esitligindeki gibi elde edilir.

X = Py bagintisini elde etmek icin, ilk olarak X, kismi kesirlere ayrilir.

1
x1=-_f_(_§.)__=[_1_-—]f(t)=y1-y2
(D+2) (D+3) D+2 D+3
X, = X, badintis1 uygulanirsa;

2 1

_. _. -l £ 2 = S = - 3
X, 0.8 =g -, « [f(t) - 2y, ] - [Ft)=3y,] = -2y, + 3y,
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Sonu¢ x =P y bagintisi;

rx1- 4 -1 ] ry1-

i X, 3 _-2 3 4 : Y, s
::::]j:?usUm bagintisini elde etmek i¢in, ilk olarak x1'de ¥ f(t)/(D+2)
. - f(t) o

(D+2) (D+3) D+3

Buradan;

Ters donisim bagintisi (y=P  x),

3

y1 i 1 X‘I

y2 2 1 x2
Kanonik esitlikler;
v = f(t
y1 + 2y1 (t)
v e 1t dir.
y2+3y2 (t)

f(t) =1 ve tim baslangic kosullari sifir iken bu esitliklerin cozimis
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yy = (1 Y

3t)

(1 -8 /3 olur,

<
n
[

Bu sonu¢lari x = Py bagintisinda yerine yazarsak;

B Mraase s . R At T
p = - =
1 2 3 6
X, = -(1 T, g2t _ -3t
istenilen ¢Ozim, buradan;
c = 6x1+ x2 = (1-3e.2t + 2e-3t) + (e-2t - e-3t)
2t -3t

{=28 48

: ) 6x2-6x1-5x2+ f(t)=-6x1+x2+1

Oe
"

(o)}

>
+
Xe
n

P,

Bu sonuc (E.40) esitlidinde elde edilenle aymidir,

Urnek 3'l paralel programlama ile ¢ozmek icin, once c(t)'yi kismi kesirlere

ayiralim,
4 3
ct) » —26  f(t) = (—=- =) (t)
(D+2) (D+3) D+2  D+3
4%~ 3x

1 2
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x1 - f(t) = y1 ve
D+2
f

Xz > (t) 25 yf, ‘dir.
D+3 e

Xy = y1 ve Xy = y2 oldugdundan P =P.1 =] ve A= A 'dir. Paralel program-
lamada, durum-uzay gosterilis kanonik formdur. Kanonik diferansiyel esitli-
gin ¢Ozimi;

(1- e-Zt)/Z ve

x
"

< =t e TNy S

2
Buradan;

2t -3t

PR P ba T ol S T R

c(t) : 2

&(t) = 4%,-3%,= 4 [f(t) - 2x.] - 3[f(t) - 3x,]

1 2 1
= -8x1 + 9x2+ f(t)
- -3 -2 -3t
e (18 B sl T T - 3¢

Bu da (E.40)'da verilen sonugla aynidir.

Urnek 3'ii X =Ax + bf(t) formunda olmayan durum-uzay gdsterilisi ile de

cozmek mimkiindir. Urnegin;

Oe
"
Xe
n
*x

(E.39) esitliginde yazilirsa, durum-uzay gosterilisi;
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= + 2l f(t)

Bu, X = Ax+ b1 f'(t) + b2 f(t) formundadir.

X =Py + b1 f(t) yazarak durum-uzay gésterilisinden kanonik forma geci-
lirse;
y = Ay+ bf(t)
= b
b Ab1+ ’

Ornek 3 i¢in kanonik form (E.37) esitliginde verilmistir.

X=Py+ b1 f(t) bagdintisini elde etmek icin, ilk Once x1'i kismi kesirlere
ayrilir ve sonra X, = >’<1 bagintis1 uygulanir. Sonu¢ X = Py + b1f(t) ba-
gintisi;
P ) it ] g
x1 2 -3 x1 0
= + f(t)
X -8 9 X 1
o g 2 "

Ters doniisim badintis1 y = P"‘l X - P-1 bff(t) 'yi elde etmek i¢in, Once
f(t)/(D+2) yerine y, sonra f(t)/(D+3) yerine y, Yazilirsa;

— - r' 3 l-
¥1 4

+ f(t)

1
3 2 3
s 45 S | et

2
3

y
L.2.1 L

Tiim baslangi¢ kosullar sifir ve f(t) = 1 ise kanonik diferansiyel esitlik-

lerin ¢Ozimi;
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X =Py+ b1f(t) donusimi yapilirsa,

¢ =x=4y-3y,-= 2(1-e"2%) - (1 T )s e

C = i1 S 8y1+ 9y2+ f(t)= -4(1-e-2t)-+3(1—e-3t) + 1
R

Yine (E.40) esitligi ile ayn1 sonuc elde edilmistir. Dolayisiyla dedisik

durum-uzay formlari kullanilabilir.

E.3. TEKRARLANMIS KUKLER

tki veya daha fazla A kokleri esitse, P matrisi singiilerdir.
(tekil) Bir singiiler matrisin tersi yoktur, dolayisiyla P-1 matrisi hesap-

lanamaz. Bu durumda, ikinci mertebe sistem gdz Oniinde tutulur.

t1k olarak X ve X+ A) dederleri birbirinden farkl: kabul edilir. P matri-

sini hesaplamak i¢cin once A- AI ve A-(A+AX) I determinantlari olusturu-

lur,

a- A b 4 a-(A+a1) b

c d- A c d-(x+A))
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Soldaki determinant A” =d-)A ve A21 = -c¢ o0ldudunu gbsterir. Sad taraf-

taki determinant ise A12 =d-(A+2)) ve A22 = -c oldudunu gosterir,

Buradan P matrisi;

d-2 d-(A+24x)
P =
-C -C
P' AP ise
i % 0
P AP =
0 A+ AX

Tekrarlanmis kokler icin istenilen A matris formunu elde etmek i¢cin ikin-

ci bir donlsim yapmak gereklidir. y =Qz. x = Py doniusumi sistemi x =

A x+ bf(t) formundan 9=P-1 APy + p-! bf(t) formuna donistiirir.

y = Qz donusimi ise yukaridaki esit1i§i asagidaki forma donustirir.

1 1

1

z=Q'1 P ARz +R™' bf(t)

APQz + Q" p-! bf(t) = R

L8+ R e (E.41)

X
1}

PQ ve R'1=(PQ)'1 =Q 7t -t

A =R-1 AR matrisi tekrarlanms kokler icin istenilen kanonik formdur.

0 -1/48x
Q= lim ve
a0 | 1/
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1 1
Q = lim
AL+
y -A) 0
Sonu¢ A matrisi;
-1, -1 A 1
A=Q (P AP) Q=
0 A

R matrisi hesaplanirsa;

A11 A11
R=PQ=
'
A21 A21
. i d =k _d_ .
A11 = P A11 ve A21 . A21 dir.

Oc katli kok i¢in ise, buna benzer olarak;

r- - -~

g ' n
. 1 < TREL s Ry JH
= - s 1 " )
Ve F e B B w T Ry, /2!
] 1 "
B, e 8 2 M5 Ay A,/ Ry, /2!
- - =

Uzet olarak, katll kdkler icin X = Rz donusimi X = Ax+ bf(t) durum-uzay

gbsterilisi kanonik form olan Z= Az + R bf(t) 've donusiir.

Urnek 1:
Asagidaki diferansiyel esitlidi f(t) = 0 ve baslangic kosullam c,® 1 ve

& =0 icin direkt programlama ile ¢bziniiz.
0
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C+10¢+ 25¢c = f(t) (E.42)

¢ozim :
Direkt programlama icin ¢ = x, ve ¢C = X,= x, 'dir. Diferansiyel esitlik

1 e
i¢in, sonu¢ durum-uzay gosterilisi;

»xe

1%

’ -25x1- 10x2

>Xe
1}

Buna karsi11k gelen matris gosterimi;

{A- 1] =25  -10 0 A -25 -2-10

2% 4 102+ 25 = (1+5)%= 0

Tekrarlanan kok A= =5'tir, Birinci satirin kofaktorleri;

A,|1 = =-(A+10) ve I’«.‘_,1 = 25 ‘tir,

R matrisi :
L
-(A+10 -1 : .
Ay Ay (A+10) 5 1
R = a - (£.43)
Ay, A:" 25 0 25 0
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Tersi ise;

0 1
-1 1
R {s"pu8 (E.44)
25 -25 -5
Kanonik form;
Z1 A 1 z1 -5 1 z1
22 0 X 22 0 -5 22

Buna karsilik diferansiyel esitlikler;

z1 + 521 = 22

z2 + 522 =0

Yazilan esitlik i¢in genel ¢oziim;

Bu diferansiyel esitlik icin genel ¢ozim;

-5t
z, P (c1 +c2t) e

t = 0 aninda c, = 21(0) Ye Cy= 22(0) dir.

[2,(0) + 2,(0) t] e o

N
n

(E.45)
t

N
"

22(0) 3-5



22 b

x=Py =PQz =Rz ve 2 =R.1 x matris esitlikleri;
x1 -5 -1 z1
X 25 0
ok g 2
g 21 0 1 X
sl :
25
X 22_1 -25 -5 x2

co=x1(0)=‘l ve co=x (0) =0

icin t=0aninda z,(0) =0 ve z.(0) = -1 dir. Boylece

1

X te-St

R
5

4

x =Rz matrisinden, istenilen sonu¢ bulunur.

-5t
c=x1=-521-22=(1+5t)e

v 'St
C = x2 -2521- -25te

Kismi Kesirler Metodu:

tki katli kokler icin kanonik form:

Ne
>
—
N
o

! 1 + f(t)

Ne
o
-
N

-

Buna karsilik diferansiyel esitlikler;

tab . 2l

(E.46)

x matrisi

(E.47)
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g1 AR Ty
L
=i X

z, 22 + f(t)

Buradan;
f

2, - (t) 2 f(t)2
D-2A (D- »)

Kanonik de§iskenleri iceren kompitiir diyagram1 Sekil E.6'da gdsterilmis-

111

‘

Sekil E.6. Kompiitdr akis diyagrami.

Bu bolimdeki Ornekte A= -5 i¢in kanonik z1 ve 22 dediskenleri;

f(t) f(t)
g ST N L SR
£ D+5 g (D+5)2

x =Rz bagintisinm elde etmek icin, ilk olarak x,'i kismi kesirlere ayiralim.

. 48 f(t)z b

(D+5)
X, ‘= i1 bagintisy uygulanmirsa;
x23i1ui1! A21*l2.‘51‘*zz

Bu iki esitligin x = Rz matris formu;
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Sagdaki ilk matris R matrisidir. R-1 matrisini hesaplayabilmek i¢cin, ilk ola-

rak esitlikte X, icin 2, = f(1;)/(D+5)2 yazilir,

f
x, = —-(—i=z veya

(D+5)2 !

Esitlikte x, icin z

: ) = f(t)/(D+5) yazilirsa

1 Pie) %
X o .

(D+5) (D+5) i (D+5)

veya

N
"

(D+5) x1 - 5x1= 5x1+ x2

Bu bagintilarin z =R-1 x matris formu;

sagdaki ilk matris R| matrisidir.

x1(0) Ay 1 ve x2(0) .g.n 0 icin

z = R'1 x donisiminin uygulanmasi sonucu 21(0)= 1 ve 22(0)= 5'tir.

Kanonik diferansiyel esitlidin f(t) = 0 icin genel ¢ozimi;

t) e'St
2, (c, + ¢
-5t

22 -cze
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t =0 anindan c1= 1 ve G 5 bulunur. Béylece;
z, = (1+5¢t) e-St
z, = Se.5t

Bu ¢ozimi orjinal hal de§iskenlerine doniistiiren x =Rz badintisinin

uygulanmasiyla;
cax =z = (ietiae
1 1
c = X, = -Sz1+ z,= 25te "

Yukarida, matris diferansiyel esitlikler kanonik formlarina donistirilerek
¢cozilmuslerdir. Kanonik formu ¢dzebilmek i¢in, baslangi¢ kosullarini or-

jinal sistemden kanonik sisteme ¢evirebilmek Gnemlidir. y(0) = P-1x(0)

Orjinal ¢0zim, sonra, kanonik ¢oziimin tekrar orjinal hal dediskenlerine

doniistiiriilmesi ile bulunur. x = Py.P ve P-1 matrisleri klasik metotlar-
la veya kismi-kesirlere ayrilarak bulunabilir. Asajida, kanonik diferansi-
yel esitliklerin ¢ozimlerinde kullanilmayan, matris diferansiyel esitlikle-

rin coziminde kullanilan bir direkt metot anlatiImaktadir.

E.4. DURUM-UZAY ESITLIKLERININ CUZOMO

- G (E.48)

diferansiyel esitligini gozdnine alalim.
tntegral alinirsa;

t
x(t)=xo+ ;o ax(t)drt (E.49)

0

t yerine T yazilirsa;
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x(t)=x_+ fT ax (t)drt

Bu (E.49) esitliginde yerine yazilirsa;

t T
x(t)= Ry o a[xo+ ;s oax(t)dt ] dt
0 0
t t X
gl ke” J adre g7 8 FHRLT) 8% 4%
0 0 0

Bu ama¢ devam ettirilir, t yerine T yazilirsa, (E.49) esitliginden

daki sonuc elde edilir.

t t :
T T

x(t)= x0(1+ STEalty ] § cPUtdT + S a fa 5 adtdrdre ..

0 0 0 0 0 0

Yukaridaki integrasyonun sonucu;

t

Jadt = at

0
t T t kR
I3 - 3 adTtdT= s a(aT)dT= —ZT—

0 0 0 !

t T T t S 4 3

’a 7 o TeliWaE e o5 ot 4.. a” ¢
21 3

asagi-

.)
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(E.48)'deki esitlikte verilen diferansiyel denklemin ¢oziimii;

2 2 23
(1 +at+ i & % skl

2! 3!

x(t)

sdt (E.50)

Diferansiyel denklem sistemlerinin ¢ozimi de benzerdir. Urnedin, kabul edi-

len sistem;

x(t) = Ax(t) x(0) = X, olsun. (E.51)

Buna karsilik gelen diferansiyel esitlikler;

Ry 2kt By K R et
Xo = 8o Ky Tiliggity * teed © om0
xn = an1 x1 : an2 x2 ety ann *n

Herbir esitligin integrali alinirsa;

:
- = * o d
Xy x1(0) 0.f (a11x1+ a12x2 + + a1n xn )dt
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Buna karsi111k matris gosterilisi;

: 4
x(t) =x(0) + S Ax(r)dr
0

t yerine T yazilip, bu sonu¢ yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa;

t T
x(t) =x(0)+ s A[x(0)+ s Ax(r)dr] d1
0 0
t t x
=x(0) +x(0) sy Adt+ S A J Ax(T)dT dt
0 0 0
t ;& t T

T

sitdex@d D1, .l Ad1a L AT AT 57 ALK T hir ety

0 0 0 0 0 0

Herbir integralin sonucu;

7
J Adt = At
0
t T
: s A2t2

S AR J AdT= A(AT)dT= ——
0 0 0 2!

t A oy t T a3

S A f A J AdtdTdt= S A(—-)dr= ——
0 0 0 0 2! 3!

(E.51) esitliginde verilen diferansiyel denklem sisteminin ¢ozimu;

a7 33

+ e ] x(0) = eAt x(0)

x(t) [I+At +

- & {+Y X(0) (E.52)

‘]
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2.2 3,3
A
o(t) e =[1+At + LB FEPRSE, W8 ST eee] (E383)
2} 3!
At . . sk
¢(t) = e  fonksiyonu, hal-gecis matrisi olarak adlandirilir. Hal-gecis

matrisi, sistemin herhangi t anindaki halinin baslangi¢ halini x(0) kulla-

narak bulunmasinda kullanilair.

Hal-gecis matrisinin Ustel gdsterimi (eAt =1+ At~+A2t2/2! + ...), Onun
matematiksel hali ile benzer ©Gzellikler tasir. (eat = 1+at + a2t2/2! EARtE

OUnemli bir 6zellik, yukaridaki esitligin tirevi alinarak bulunabilir.

%2
diEE), w M al1d N e

dt 2!

& 15 (E.54)

Sistemin baslangi¢ hali to aninda t= 0 anindan daha iyi biliniyorsa,

yukaridaki analizde integrasyonun alt sinir to alinir.

t T
x(t) = (1+ e Y A $F R i Mtite ... ) x(to)

s 4
to 0 to

)
t T t : 2
A T Advdr= [ A[A(T-to)] dr = a2 (t-to)
21
t !
% % 0
Boylece;
X(t) = [I + A(t'to) + A 5 e x(to)

Alt-t)
A x(tg) =o(t-t ) x(t ) (E.55)
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Hal gecis matrisinin 6zellikleri genellikle Ulstel gosterimler kullanilarak

tesbit edilir. Urnedin asagidaki gibi;

Sl e =]
¢'1(t) = (eAt)'1 = e'At = ¢(-t) (E.56)
) = (°H* . S

A(t +t ) At. M

% B MR o
¢(t1+t2) =e e 8 = ¢(t1) ¢(t2)
= ¢(t2) ¢(t1)
At <t.) + M-t )

o (tyt)oltt)=e ° Lo ettt
OUrnek:

(E.31) esitligindeki sistem i¢in hal-gecis matrisini hesaplayiniz.
Cozum :
C+58+6c= (D°+5D +6) ¢ = f(t)

BG1im (E.2)'deki Ornek 1'den, kanonik esitliklerin ¢ozimii;

(0)
D “2%; x2 -2t
y, =€t T cy e =« - [x10) « <5—]6
x,(0)
-3t -3t 2 -3t
yz = Cze = y2(0) e = [)(1(0) » 2 ] e

x = Py matrisinden;

°2t & ‘3t
x, = -3y, =2y," [3x1 (0)+x2(0)J Sk (0) + x2(0)] B
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= - -2t -3t
x,= 6y, 46y, [-6 X, (0)-2 x2(0)] e "+ [6x,(0)+3x,(0)] e

Bu sonu¢ asadidaki formda ifade edilebilir.
x id =l (3¢ <20 ) (e " -e xﬁO)

X (-6e " "+6e ") (~2¢ " %3e ) x2(0)

(E.52) esitligi ile karsilastirilirsa;

oot e B2y N (£.57)

- -3t -2 -
(-6e ot +6e ) (-2e t‘+3e 3t)

¢ (t)'yi bulmak icin (E.53) esitligi uygulanirsa;

e o1 -5 -5 ind-30 19

6(t) = + ks te + 3
B+ 1 -6 -5 0 19 — T [-11a -e5| =

"
2!

(E.58)

21

(E.57) esitligi é(t)'nin tstel formudur.(E.58) esit1idi ise bunun seriye

acilimdir. 11k terim ic¢in;

2 3 3
-2t -3t fes)  (2t) (3t) (3t)
3e —2e = 3(1-2 t+ 2! 3! + ®oo ) -2(1-3t+ 2! i 3! + .cl)=
2 3
6t 30 t
= ’-ot" 2! » 3! + oo

£.5.¢ (t)'NIN HESAP YONTEMLER!
Diferansiyel esitliklerin durum-uzay metodu ile ¢oziiminde hal-gecis matrisi-

nin hesabi onemli bir problemdir. ¢ (t)'nin sonsuz serilerle gdsterimi karma-
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s1k islemleri gerektirir ve sonu¢ olduk¢a karmasik bir formdadir.

Avri Kokler :

Asagidaki diferansiyel esitligi kabul edelim:

X = Ax

Py donisumi bunu kanonik hale ¢evirir.

>
"

p~! APy = Ay

e
"

(E.51) ve (E.52) esitliklerinin incelenmesi ile bu sonuc¢ kanonik esitligin

¢cozimus;
il et o (E.59)

(E.53) esitliginden;

& 2 3 3
eAt=I+/\t+At + R e P TEN
21 3!
: : A21t2
1 0 0 h1t Be . O Foae 0 e R
217
SEEE R L e w0
o et 2
\ 2t
0isin Y 0 0 X2 A
£ | et o F 1L 0 0 she: g
ek 2
WRE G o g
o -
o= 50 M 0
- - - s >\nt
0 0 S
b
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y=P"' x déniisiimi (E.59) esitligine uygulanirsa;
t &
P o mit)» eA P ! x(0)

i) epe’t 5! x(0)

Bu sonuc (E.52) esitlidi ile birlikte uygulanirsa;

o (t) =e A s p] (E.61)

Kisim (E.2)'deki ©rnek 1 i¢in, P, (E.32) esitliginde ve P-1, (E.33) esit-

1iginde verilmistir. (E.61) esitliginin uygulanmasiyla hal-gecis matrisi:

shiy e N 0 -1 -
/ .’\t ‘1 3
¢(t)= Pe " P ‘= -3t 1
6 6 0 2 1 -
2
2 -3t = &
(3e 2t 3 g ) (e 2t Eea 3t)
-2t -3t -2t -3t

Katli Kokler:

t ;
e S matrisinin seriye acilim:

2.2

eAt= I+ At ® A ik b (E.62)
2!

tki kez tekrarlanmis A koki icin;

(0]
b
Hv
"
o
—
+
(-,
>
-+
s
(o
>
N
m‘ﬂ-
+
.
.



At At

n kere tekrarlanan A kokiiniin genel formu

a

eAt tekt CEE L
At
e =
0 - s
0 R T
3
Ornek 1:

t n-1

(n-1)1

At

-

(E.63)

Bolum (E.3)'teki ornekte verilen (E.42) esitligindeki sistem i¢in hal-gecis

matrisini hesaplayiniz.

¢ozum :

x =Rz vez=R

nik esitligin c¢ozimi (E.45) esitliginde verilmistir,

x matris bagintilari (E.46) esitliginde verilmistir. Kano-

x1(0) ve x.(0) terimlerinde baslangi¢ sartlarm 21(0) ve 22(0)'1n bulunmas1

icin z= R

-5t -5t
z,= [21(0)+ zZ(O)t] e = -te X,

-5t
e

-5t -5t
r 4 * 22(0) 4 = =8 x1(0) s 5

2

x = Rz matrisinin uygulanmasiyla;

2 -5t

% (1+5t) & te

- -5t
X -25te o (1-5t)e

x matrisinin uygulanmasiyla;

(1-5¢) e ¢

25

X9

(E.45)

(E.64)
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Sagdaki ilk matris, ¢(t) durum-gecis matrisidir.

Bu sonu¢, (E.61) esitliginin direkt olarak uygulanmasiyla da elde edilebilir.

5 -1 e-5t te-St 0 1
o(t)= Re™ r7T - & 1
25 0 0 e 25 s .5
-5t -5
(1+5t) e te . (E.65)
25te >t (1-5t) it

R ve R“1 matrisleri (E.43) ve (E.44) esitliklerinde verilmistir.

Laplace Donlisimi Metodu:

Asagidaki denklem sisteminini gozonine alalim.

Xy " Beq 23 X890 M0 T b, L
| X" oy Ry M ma Toe” * %0 "n
|

. —

X0 an1 x1 s an2 x2 T 8 *n

Laplace Donisimi :

s X1(s) - x1(0) = 611X1(S) +a,, XZ(S) Al # a1an(s)
| s X, (5) = %,(0) = 35X, (s) + ), X,(s) + ... + 2, X (5)
E - = . e T
| s Xn(s) - xn(U) = an1X1(s) A X2(S) *eeova X (s)
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Her bir denklem sistemi icin matris gosterimi;

x(t) = Ax(t)
ve

s X(s) - x(0) = AX(s)
Baska bir formda yazilirsa;

[s I-A] X(s) = x(0)

Her iki taraf [sI-A] 5 11e carpilirsa;

[s I-A]" x(0)

>
—~
w
~
n

[sI-A]'1 x(0)

><
—
wn
~
n

fstenilen sonu¢ icin ters donusim yapilirsa;
-1 -1

x(t) = £ [sI-A] x(0)

(E.52) esit1igi ile karsilastirilirsa;

$) s £ ‘:sI-Aj'1 (E.66)

Bu hal-gecis matrisinin hesabinda en kolay yoldur. Kisim (E.2), Ornek 1'den

[sI1-A] matrisi:

S -1
[s1-A) =| ¢ 5+5

Boylece;

s +5s5+6

¢ (s) = [s1-A] 2 —2——1—— [s+5 1

Her bir eleman kismi-kesirlere ayrilarak yazilirsa;
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Nk . o]
S+2 s+3 s+2  S+3
¢(s) =
a3 O PG T %
S+2 s+3 s+2  s+3 ;

Doniisimden sonra (E.57) esitliginde verilen sonucun aynisi elde edilir.

Kisim (E.3)'teki ornekte oldugu gibi [sI-A] matrisi;

S -1
[sI-A]=
25 s+10

1 S+10 1

¢ (s) = [sI-A] = " S
s +10s+25 -25 S

Yine herbir eleman kismi-kesirlere ayrilarak yazilirsa;

B . 5 1 3
s+5 2 2
§ie) = (s+5) (s+5)
2k P 5
b(s+5)2 s+5 (s+5)2 4

Doniisiim sonucu (E.65) esitligiyle ayn1 sonu¢ bulunur.

Sinyal Akis Diyagram1 Metodu:

Bu metot ¢(t) durum-gecis matrisinin determinantinin hesabinda kolaylik

tasir. Genel ¢oOzim:
x(t) = ¢(t) x(0)
Laplace donisimi

X(s) = ¢(s) x(0)
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tkinci mertebe sistem icin;

X1(S) : wH(S) w12(5) x1(0)
X2(s) w21(s) wzz(s) x2(0)
x1(t) w11(t) w12(t) x1(0)
xz(t) w21(t) wzz(t) x2(0)

r -
w11(5) w12(5) w1n(5)

$(s) = w21(s) wzz(s) wnn(s) (E.67)
5 wn1(s) lan(S) wnn(s) 3
boolt) 9 () b, ()]

o(t)= w21(t) wzz(t) wZn(t) (E.68)
L.w'”(t) wnz(t) u’nn(t)_‘

Herbir element wij (s) sistemin sinyal akis diyagramindan direkt olarak

hesaplanabilir.

Urnek 2:

Bo1um (E.2) Urnek 1'deki ¢ozimii sinyal-akis diyagrami1 metodunu kullanarak

hesaplayiniz.
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Coziim :

Matris badintilarsy:

X1=X2

-6x1-5x2

xe
N
n

Sinyal akis diyagramini olusturabiimek icin ilk olarak matris badintilari-

nin Laplace doniusimlerini bulalim,

s X, (s) - x1(0) X2(s)

- - -5X
s XZ(S) x2(0) 6 X1(s) 5 2(s)
Baslangi¢ kosullari sag tarafa atilip, her iki taraf s'e bolinirse;

X1(s) = Xz(s) + S x1(0)

X,(s)

-1
2 (§}+5 X2(s)] +s  x,(0)

2

"
w
r.—t
(o))
>

t1k baginti i¢in sinyal akis diyagrami sekil (E.7.a)'da ve ikinci badinta
icin sinyal akis diyagram Sekil (E.7.b)'de gdsterilmistir. Sistemin sinyal
- ak1s diyagramini elde etmek ic¢in iki diyagram birlestirilirse Sekil (E.7.c)

bulunur.

(a) (b) ()
Sekil E.7. Sinyal Akis Diyagrami.
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Diyagram iki cevre icerir:

-5 -6
L1 = —S— ve L2 = 52

Birbiriyle badlantisi1z cevre olmadigindan, sistem determinant1;

52 +5s +-6
2
S

(RS,

A =1-(L, +L,)=1+(

6
1 e
s
x1(0) girisinden X1(s) ¢1kisina transfer fonksiyonu w11(s)'tir. x1(0)'dan

X1(s)'e iletim T1 = 1/s tir.

= tir.

2 34+5
s

L., T.'e deddiginden A,=1 -L1 =1+

Sl 1

x2(0) girisinden X1(s) ¢1kisina transfer fonksiyonu w12 (s)'tir.

x2(0)'dan X1(s)'e iletim:

1/s2 dirs L1 ve L2, T2 ile kesistiklerinden

.
"

1'dir. Buradan;

Y

et By "y
X1(s) = w11(5) x1(0) + w12(S) x2(0) = - x1(0) e x2(0)
LA (e x,(0)
s +5s+6 s + 55+6
x1(0)'dan Xz(s)'e transfer fonksiyonu Vo (s)'tir. Burada, T3= :f dir.
s
L1 ve L2 cevreleri bu yolla kesistiklerinden A3= 1'dir.

: : e y o
x,(0)'dan X,(s)'e transfer fonksiyonu v,,(s)'tir. Burada; T = 7 tir

L1 ve L2 cevreleri bu yolla kesistiklerinden A4= 1 dir. XZ(S) icin sonug

~ma+1dl .
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T3 283 T, 8
-6
- e )
s +55+6 s +5s5+6
Bu bagintilarin matris sekli;
X,(s) s+5 1 x1(0)
5 1
X2(s) <© 465 46 6 S x2(0)

R " =3 VP
Sagdaki ilk terim ¢(s) = [SI-A] matrisidir. Laplace donusimi ile de
ayn1 sonu¢ bulunmustur. Sinyal-akis diyagrami metodu matrisin tersinin bu-

Tunmasini gerektirmez.

Urnek 3:

Kisim (E.3)'teki Ornek icin hal-gecis matrisini sinyal-akis diyagrami meto-
dunu kullanarak hesaplayiniz.

- Cozum :

Bu ornek ic¢cin matris badintilari:

Be D0y

’ —25x1- 10x2

e
X

Bu badintilarin Laplace doniisimleri;

3 X1(s) - x1(0) Xz(s)

s X2(S) - x,(0)

2 -25 X1(s) - 10 Xz(s)

Baslangi¢ kosullari sagd tarafa gecirilip, her iki taraf s'e boliniirse;



"5 X,(s) + . x,(0)

X1(S)

g A X, (s) - 10 X,(s)] + s

XZ(S) (0)

2

t1k bagintinin sinyal akis diyagram1 sekil (E.8.a)'da, ikinci badintinin
sinyal akis diyagram1 Sekil (E.8.b)'de gosterilmistir. tkisinin birlesti-
rilmesiyle olusan sistem icin sinyal akis diyagrami Sekil (E.8.c)'de gbste-
rilmistir. Bu sistemde iki ¢evre vardir;

L=i_ Vel_=:.§§.

1 S 2 S2

Sistem ic¢in determinant;

52 +10s +25

(a) (b)
Sekil E.8. Sinyal Akis diyagrami.

Mason'un kazan¢ formiiliiniin uygulanmasiyla;

x1(s) s+10 1 x, (0)

X, (s) -25 s x,(0)
: 2
(s+5)
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Sagdaki ilk matris ¢ (s) = [sI-A] % matrisidir. Bu Laplace transformas-

yonu metoduyla bulunan sonucun aynisidir,

E.6. KUVVETIN ETKiS1YLE OLUSAN CUZOM :
Diferansiyel denklem sistemlerinin kuvvet fonksiyonu ile genel gdsterilisi;

x(t) = Ax(t) + bf(t)  x(0) - (E.69)

Sistemi cozmek icin, Once asadirdaki formda yazalim.
x(t) - Ax(t) = bf(t)

Her iki taraf e-At ile carpilirsa;

e -ax@] g [N xw] - e

Her iki tarafin 0 ile t arasinda integrali alinirsa;

t
e M s ankt) s

0

M hstadar (E.70)

eAt ile carpilirsa, istenilen ¢ozim;

#
x(t) = eAt x(0) + [ eA(t- 0 bf(t) dr L AR S
)
eAt yerine ¢(t) yazalir ve eA(t- " yerine ¢(t-1)=¢(t) ¢(-1)
yazilirsa;
4
x(t) = ¢(t) x(0) + ¢(t) S o(- 1) bf(T)dT (E.72)
0

t zamanindaki baslangic kosulu, t= 0 anindakinden daha iyi biliniyorsa,
0

(E.70) esitligis;
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-At t

e’AtX(t)-e °x(to)= s e "bf(t) dt

i S
e ile carpilirsa;

A(t-t,) t
2 X(to) + s

t

X(t) eA(t-T)

bf{t) d<t

t
¢>(t-to) x(to) + [ ¢(t-1)bf (1T)d7 (E.73)

t

Ornek 1:

Bolium (E.2) Urnek 3'teki coziimi direkt klasik metodu kullanarak bulunuz.
C+5C+6¢c=f'(t) + 6 f(t)

f(t), birim basamak fonksiyonu ve baslangi¢ kosullari sifirdir.
Cozum :

Urnekte kullanilan durum-uzay gosterilisi;

X 0 1 X 1
L3 B = BN f(t)
x2 -6 -5 x2 1
ga x1
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At s
e matrisi;

A - e e g
€ . terimlerinin dizenlenmesi, A matrisinde A terimlerinin dizenlenmesiy-
le aynidir. -2 veya -3 dederlerinden herhangi biri ilk alinabilir. P,

eAt ve P”1 yukaridaki degerlerinden, hal-gecis matrisi ¢ (t) bulunabilir.

§15)» pat

t yerine - 1 yazilip, b ile carpilirsa,

9
ge°' -3e3T
¢ (-1)b=
-8e2 T+ B e31
t
'/ ¢(-1)bf(t)dt nun f(1)=1 iken hesabi;
0
~ t - — —1
3
Pal i AP e R P
0
t 21 3t 2t 3t
s (-8e +9e )d'rJ L-4e +3e  +1
- o —

Tim baslangi¢ kosullary sifir oldudundan, (E.72) esitlidinde bulunan

¢cOzlm;
t

x(t) = ¢(t) [ ¢(-1)bf(T) drT olur.
0
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Bunun sonucu;

Urnek 3'ten, c=x, ve C =X, = x_ + f(t) = x_+1

1 1 2 2
Boylece;
¢ =1-2 e—2t + e-3t
_21; "
BEad hirgdt

Laplace Donlsimi Metodu:

(E.69) esitligindeki Laplace donusimu:
sX(s) - x(0) = AX(s) + bF(s)

Bu asagdidaki formda yazilabilir.

[sI-A] X(s) = x(0) + bF(s)

Her iki taraf [sI-A] =, ile carpilirsa;

1 bF(s)

-1 : -
X(s) = [sI-A] x(0) + [s1-A]
Cozim i¢cin donilsim yapilirsa;

1

Xty £ [sI-A]  x(0) + s! [sI-A] o T

(E.72) esitligi ile karsilastirilirsa;

o (0) =8 1A

ve
t

==

o (t) I é(-7) bf(t) dt = L [sI-A] . bF(s)

0

(E.75)

(E.40)

(E.66)

(E.76)
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Bolum (E.2), Urnek 3'teki ¢oziimi Laplace doniisiimi metoduyla bulunuz.

Cozim :

Bolim (E.2), Urnek 3'ten A ve b matrisleri;

0 1 b = 1
A=
-6 -5 1
r I
LsI-AJ matrisi;
S -1
sI-A] =
6 s+5
Tersi ise;
-
s+5 1 = gl S
S+2 s+3
-1 6 S
(1-A] =824 .
s* 455 +6 S
L5+2 s+3

LsI-A] i matrisi, bF(s) ile carpilirsa ve F(s) = 1/s ise;

Ry

Ters Laplace donusumi, (E.75) esitlidinde sad taraftaki ¢ (t) J

bf(t)dt

bF(s) =

-

SRS S O
S S+2 s+3
= 4 3
P -
S s+2 s+3 3

i¢in ayni sonucu verir,

t &
s+3
(E.77)
2
s+3
(E.78)
t
¢(- 1)

0
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Sinyal Aki1s Diyagrami Metodu:

Bu metodu uygulayabilmek i¢in, once durum-uzay esitliginin Laplace donisii-

mu alinir.

X =AX + bf(t)

s X(s) - x(0) = AX(s) - bf(t)

Sinyal akis diyagrami, bu esitligi asagidaki formda yazarak ¢izilebilir.

X(s) =s ' X(0)+s ' AX(s) +s ' bf(s)

Giris noktalari baslangi¢c sartlaridir X(0) ve girisin donusiimi F(s)'tir.
Cikis noktalar1 X(s) hal dediskenlerinin donusimieridir. Mason'un kazang

formulu uygulanirsa;

(X, [oy,08) w,08) o () T [x @] [u46]

Xp(s)| = | ¥yy(8) wpls) by, (5) x,(0)] 4 | w08 [ F(s)

an(s)J L.wm(S) V() Voo (s) : _x"(O)J Lwn(s)_J
(E.79)

Dontisiim istenilen sonucu verir. Her bir wij (s) ve wi(s) dederleri sinyal
ak1s diyagramindan bulunur,
Ornek 3:

Bolum (E.2), Urnek 3'teki ¢ozimi sinyal akis diyagrami metodunu kullanarak
bulunuz.
Cozim :

Durum-uzay esitliklerinin Laplace doniisiimi;
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B x1(5) - x1(0)

XZ(S) + F(s)

s X2(s) - x2(0) -6 X1(s) -5 Xz(s) + F(s)

Baslangi¢ kosullari sag tarafa gecirilip, her iki taraf s'e boliuniirse;

1

X1(s) i, x1(0) +8 [Xz(s) + F(s) ]

X2(s)

sy (0) + 57! [-6X, () - 5X,(s) + F(s) ]

2

11k esitlik ic¢cin sinyal akis diyagrami Sekil (E.9 a)'da gdsterilmistir.
tkinci esitlik i¢cin olan ise Sekil (E.9.b)'dedir. tki diyagram sistem
diyagramini olusturmak icin birlestirilirse Sekil (E.9.c) elde edilir.

1

F(s)

Sekil E.9. Sinyal akis diyagrami. -6
(c)
Mason'un kazan¢ formiilu uygulanirsa;
- S+5 1 - po S+6 —
X.(s) 52+SS+6 s2+55+6 x,(0) 32+55+6
1 = 1 »
Xz(s) x2(0) F(s)
-6 S s+6
a®* . Pa. pz.r-.c 2 = B




-147-

Sagdaki i1k matris [sI -A] o matrisidir ve son matris [sI-A] N . matri-
sidir. Bu sonuc¢ Laplace donisiimiyle bulunanla aynidir. Sinyal akis diyagrami-
nin en onemli 6zel1igi, matrisin tersini hesaplamaya gerek gostermeyisidir.
Ornek 4:

Asadidaki diferansiyel esitligin ¢ozimini hesaplamak i¢in sinyal-akis diyag-
ram1 metodunu bulunuz.

CT+6C+25¢c= 100 f(t)

Kuvvet fonksiyonu f(t), birim basamak fonksiyonudur. Tim baslangi¢ kosullari

siTIrdir,

Cozim :

C =X vec =x, = x2 yazilarak durum-uzay gosterilisi;

xe
"

2 -25 x1- 6x2+ 100 f(t)

Doniisim yapilirsa;

s x1(s) - x1(0) XZ(S)

s Xz(s) - x2(0) -25 X1(s) -6 Xz(s) + 100 F(s)

Buradan;
X(s) =57 %, (0) + 57! x(s)
X,(s) = ", x,(0) + "% [-25 X,(s) - 6 X,(s) + 100 F(s) ]

Sonu¢ sinyal akis diyagram1 Sekil (E.10)'da gOsterilmistir.
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F(s)100

Sekil E.10. Sinyal akis diyagrami.

Mason'un kazan¢ formili uygulanirsa;

X, (s) A x,(0) 100 F(s)
X2(s) =25 S x,(0) 100 s s +6s+25
s +6s +25
; S
x1(0) = x2(0) =0 ve F(s) = = i¢in,
c = x1 =4 +5 e-3t sin (4 t-126,9°)

C=x_=25¢e tsin4t

Bu metot kompleks konjuge kdkler ic¢in kullanildiginda, ozel inceleme

gerektirmez.
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