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OZET

Bu tezin amaci tek girisli, tek c¢ikish ayrik zamanli sistemlerinin tasarimi i¢in polinomsal
denklemler yaklagimi olarak adlandirilan tasarim yontemini sunmaktir. Bu yontemin ayirt edici
Ozelligi denetleyici sentezinin Diophantine denklemi olarak bilinen dogrusal polinomsal
denklemler ¢6ziimiine indirgenmesidir. Diophantine denkleminin ¢6ziimii birbirine bagli, oldukca
anlasilir ve matematiksel olarak kolay islemlere dayanir. Bu ¢aligmada polinomsal denklemler
yaklasimi kontrol sistemlerinin tasariminda uygulanan diger bir yontemle beraber sunulmustur.
Bu yontem, durum uzayr yaklagimi araciligiyla sunulan en diisiik mertebeden gozlemleyicili
kutup atama yontemi olarak bilinir. Polinomsal denklemler yaklagimi ile kutup atama ydnteminin
bir arada ele alinmasi, s6z konusu iki yontemin herbirinin digerini tamamlayan yontem oldugunu
gostermeyi amaglar.

Tez calismasi yedi boliimden olugmaktadir. Birinci boliimde polinomsal denklemler yaklagiminin
tarihcesi anlatilmaktadir. Ikinci béliimde ayrik zamanli kontrol sistemlerinin iizerinden bilgi
verilmektedir. Uciincii boliimde durum uzay: kavramlari sunulmaktadir. Tezin dérdiincii
boliimiinde kutup atama yontemi ile gozlemleyici tasarimindan bahsedilmektedir. Besinci
boliimde polinomsal denklemler yaklasimi sunulmustur. Daha sonra polinomsal denklemler
yaklasimmin uygulandigt model eslemeli kontrol sistemleri incelenmistir. Altinci boliim,
uygulamalarin ele alindig1 boliimdiir. Bu boliimde dort adet probleme yer verilmistir. Bunlarin ilk
ikisinde kutup atama yontemiyle K geribesleme kazang matrisinin bulunmasina, {igiinciisiinde
durum uzay1 kavramina dayali kestirilmis durumlarin kullanildigi kutup atama yontemi ile
polinomsal denklemler yaklasimi uygulanarak {iigiincii mertebeden kontrol sistemi tasarlanmaya
ve dordiincii problemde polinomsal denklemler yaklasimi ile model eslemeli kontrol sistemi
tasarlanmaya calisilmistir. Sonug olarak iki yontemi uygulayarak iiglincii problemde tasarlanan
kontrol sistemlerinin ayni sonucu verdigi gosterilmistir. Ancak polinomsal yaklagim daha sade
¢Oziimler sunmustur. Yedinci boliim, elde edilen sonuglarin degerlendirildigi boliimdiir.

Anahtar kelimeler: Polinomsal denklemler, model eslemeli kontrol, kutup atama tasarim
yontemi, gézlemleyici tasarimi.
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ABSTRACT

The objective of writing this thesis work is to present a polynomial equation approach to design
single input single output discrete time control systems. The distinguishing feature of this
approach is a reduction of controller design task to a solution of polynomial equations known as
Diophantine equations. The solution of Diophantine equation is based on operations which are
interrelated whith each other and which are believed to be simple, and computationally attractive.
The polynomial equation approach is presented together with another method used to design
control systems. This method known as pole placement design with minimum order observer by
means of state-space approach. The thesis work aims to show that both design methods, to be
more precise, pole placement design method and polynomial equation approach method are
methods which complete each other.

This work consists of seven chapters. Chapter one gives a brief review on history of polynomial
techniques. Chapter two gives an introductory material on discrete-time control systems. Chapter
three presents the state space analysis. Chapter four treats the pole placement and observer
design. Chapter five discusses the polynomial equation approach. Design of model matching
control systems also presented here. The sixth chapter is a chapter where the application are
presented. There are four problems discussed here. The first two problems are concerned with
finding feedback gain matrix K. The third problem aims to design third order control system
using both methods, pole placement method and polynomial equation approach. The forth
problem shows how to design model matching control system using polynomial equation
approach. Finally, it wil be seen in the third problem that two control systems desighed by means
of these methods give the same results. However, the polynomial approach presents simpler
solutions. Seventh chapter is the chapter where the conclusion and comments are given.

Keywords: Polynomials, model matching control, pole placement design method, observer
design.
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1. GIRIS

Polinomsal denklemler yaklagimi olarak adlandirilan 6zel bir kontrol sistemi tasarim teknigi
1960’lar ile 1970’lerde gelistirilmistir. Bu teknigin ayirt edici 6zelligi denetleyici sentezinin
spesifik tipteki (Diophantine) dogrusal polinomsal denklemler c¢oziimiine indirgenmesidir.
Polinomsal tasarim tekniklerinin kuramsal ge¢misi ellili yillarin sonlarina kadar uzanir. Bununla
birlikte, bu yaklasimin kontrol teorisi yoniindeki ilk ilerlemeleri gergekten dnemli ilk sonuglarin
basarildig1 yetmisli yillarda baslamistir. En iyi bilinen sonug elbette giiniimiizde Youla-Kucera
Olciilebilirligi (parameterization) olarak adlandirilan belirli bir plant1 kararli hale getiren tiim
denetleyicilerin Olgiilebilirligidir (parameterization). Seksenli yillarda, polinomsal yontemleri
robust kontrol problemlerini ¢ozmek amaciyla kullanilmisti. Ayni zamanda ilgili yaklagim sinyal

isleme alaninda da yaygim uygulanmsti.

Kontrol sistemi tasariminda polinomsal denklemlerin uygulanmasi yoniindeki ilk ¢abalar (Jury,
1958), (Tou, 1959), (Chang, 1961), (Strejc, 1967), (Peterka, 1972) ve 6zellikle (Volgin, 1962) ve
(Astrom, 1970)’ya kaydedilir. Polinomsal denklemler ilk olarak 6liivuruslu kontrol probleminin
¢Oziilmesinde uygulanmisti ve daha sonra ikinci dereceden optimizasyon probleminin
¢Oziilmesinde ortaya sunulmustu. Tek degiskenli sistemler dahil en basit durumlarda dahi
polinomsal denklemlerinin 6neminin anlasilmas1 ve tamamen takdir edilmesi zaman almistir.
Polinomsal islemelerin cebirsel temeli (Kugera, 1973, 1974) tarafindan acgiklanmistir ve ayrik
zamanli kontrol sistemlerinin analizi ve sentezine polinomsal denklem yaklagimi tam olarak

(Kugera, 1979) tarafindan gelistirilmistir.

Bu yaklasim (Hautus, 1975), Pernebo (1981), (Callier ve Desoer 1982), (Kucera, 1983a, 1986a,
1986b) tarafindan ve oOzellikle de (Vidyasagar, 1985) tarafindan siirekli zamanli sistemleri

kapsayacak sekilde genisletilmistir.

Polinomsal denklemler yaklasimi orijinalde stabilizasyon ve kutup atama gibi son derece basit
kontrol problemlerin ¢Oziilmesinde uygulanmig olmasina ragmen, kademeli sekilde
genisletilmisti ve ¢ok ¢esitli problemlerin ¢dziimiinde faydali oldugu bulunmustu. S6z konusu
problemler asagidaki gibi problemleri icermektedir. Oliivuruslu kontrol (Kucera 1980a; Kucera

ve Sebek 1984), model eslemeli kontrol sistemlerini tasarlama (Astrom 1980; Kucera 1981),



bozucularin bastirilmasi problemi (Kucera 1983b; Sternad 1987), minimum dagilim kontrolii
(Astrom 1970; Peterka 1972), en kisa korelasyon kontrol stratejisi (Kucera 1977), LQG veya
H , optimal kontrol (Kucera 1979, 1980b, 1986a; Hunt, Sebek ve Grimble 1987; Hunt 1989;

Mosca Giarre ve Casavola 1990; Hunt ve Kucera 1992), H  optimizasiyon (Kwakernaak 1985,

1991; Grimble 1986). Bunlarin devami olarak izleme problemlerinin bazilar1 da sdylenebilir.
Kendiliginden ayarlanma ve onkestirim kontrolii problemleri de s6z konusu yaklasimla ¢oziilen
problemlerdendir (Astrom ve Wittenmark 1973; Clarke ve Gawthrop 1975; Peterka 1984;
Grimble 1984; Sternad 1987; Hunt 1989). Ve en ilginci ise bu yontemlerin kontrol miithendisligi
ile iliskili alanlarda, daha net sdylemek gerekirse, sinyal isleme alaninda yararli oldugu

gorilmusti.

S6z konusu tez ¢alismast polinomsal denklemler yaklasiminin tek girisli, tek ¢ikislt sistemlerde
kontrol sistemlerini tasarlama ile iligkili problemleri ¢6zebilen yontem olarak sunulmasini

amaclar.



2. AYRIK ZAMANLI KONTROL SISTEMLERI

Son yillarda, kontrol sistemlerinde dijital denetleyicilerin kullaniminda hizli bir artig yasanmustir.
Dijital kontrol optimal performansin basarilmasinda, Ornek olarak maksimum verimlilik,

maksimum kar, minimum maliyet veya minimum enerji kullanim1 amaglari i¢in kullanilir.

Daha giincel olarak, bilgisayar kontroliiniin uygulanmasi endiistriyel robotlarda “akilli”
hareketlerin  gerceklestirilmesini, otomobillerde yakit ekonomisinin optimizasyonunu ve
digerlerinin yan1 sira mikrodalga firmmlar ve dikis makineleri gibi ev arag¢ ve gereglerinin
isletilmesinde iyilestirmelerin gerceklenmesini miimkiin kilmistir. Kontrol programindaki karar

verme yetisi ve esnekligi dijial kontrol sistemlerinin ana avantajidir.

Dinamik sistemlerin analog kontroliinden ziyade dijital kontroliiniin yapilmasi1 yoniindeki giincel
egilim, temelde siirekli zamanli sinyaller yerine dijital sinyallerle ¢alisma sonucu elde edilen

avantajlara baglhdir.

2.1 Sinyallerin Simiflandirilmasi

Kontrol sistemi, arzu edilen islevin gergeklestirilmesi {izere aralarinda belirli iliskiler ve
etkilesimlerin bulundugu nesneler ve donanimlarin karsilikli baglantis1 olarak diisiiniilebilir.
Kontrol sistemi iki temel kisimdan olusmaktadir: kontrol edilen sistem ve denetleyici. Kontrol
sisteminin denetlenecek olan kismi kontrol edilen sistem (siire¢ veya plant) diye adlandirilir.
Kontrol iglevini gerceklestiren sistemin diger kismi ise denetleyici olarak adlandirilir (Santina,
1994). Kontrol edilen sistem ve denetleyici arasindaki veri iletisimi sinyaller araciligiyla
gerceklesir (Polyakov, 2006). Kontrol sistemlerinin taniminda kullanilan sinyaller siirekli zamanl
veya ayrik zamanli olarak siniflandirilir (Santina, 1994). Siirekli zamanl sinyal, her zaman degeri
i¢in tanimlanan bir sinyaldir. Zaman degeri, stirekli degerler araligin1 veya sadece ayrik degerler
almay1 kabul edebilir. Sekil 2.1 (a)’da siirekli zamanli sinyal gosterilmistir ve Sekil 2.1 (b)’de
siirekli zamanli ayriklastirilmis sinyal gosterilmistir. Bir degiskeni ayrik degerler kiimesi ile

temsil etme islemi ayriklastirma olarak adlandirilir ve ortaya ¢ikan ayrik
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Sekil 2.1 (a) Siirekli zamanli sinyal, (b) siirekli zamanl ayriklastirilmis sinyal,
(c) orneklenmis-verili sinyal, (d) dijital sinyal (Ogata, 1995)



degerler ayriklagtirllmis degerler olarak adlandirilir. Ayriklastirilmis degisken sadece ayrik
basamaklar kiimesi tarafindan degistirilir (Ogata, 1995). Ayrik zamanli sinyal zamanin ayrik
anlarinda tanimlanan bir sinyaldir (yani ¢ bagimsiz degiskeninin ayriklastirildig: sinyaldir). Ayrik
zamanl sinyaller ve bunlarin islenmeleri dogal olarak dijital hesaplamaya olduk¢a uygundur ve
kontrol sisteminin dijital kisimlarinin tanimlanmasinda kullanilir (Santina, 1994). Ayrik zamanl
sinyalde genligin siirekli degerler araligi oldugu varsayilabilirse, bu durumda sinyale
orneklenmis-verili sinyal ad1 verilir. Orneklenmis-verili sinyal zamanin farkli anlarinda bir analog
sinyalin Orneklenmesiyle iiretilebilir. Bu bir genlik modiilasyonlu darbe sinyalidir. Sekil 2.1

(c)’de orneklenmis-verili sinyal gosterilmistir.

Bir dijital sinyal ayriklastirilmis genlige sahip ayrik zamanl sinyaldir. Bu tiir bir sinyal sayilar
dizisi seklinde, 6rnek olarak ikili sayilar seklinde temsil edilebilir (tecriibede, siirekli sinyaller
orneklenip daha sonra ayriklastirilarak dijital sinyaller elde edilmektedir; bu, siirekli sinyallerin
sonlu ikili sdzclikler olarak okunmalarina olanak tantyan ayriklastirmadir). Sekil 2.1 (d), dijital
sinyali gostermektedir. Agiktir ki, bu hem genlikge hem de zamanca ayriklastirilmig sinyaldir.
Dijital denetleyicilerin kullanilmas: sinyallerin hem genlik hem de zaman {izerinde

ayriklastirilmalarini gerektirir.

“Ayrik zamanli sinyal” tabiri “dijital sinyal” veya “O6rneklenmis-verili sinyal” tabirlerinden daha
genis anlamlidir. Gergekte, bir ayrik zamanli sinyal ya bir dijital sinyali ya da bir 6rneklenmis-
verili sinyali ifade eder. Pratik kullanimda, “ayrik zamanli” veya “dijital” ifadeleri siklikla
birbirlerinin yerine kullanilirlar. Bununla birlikte, “ayrik zaman” tabiri siklikla kuramsal
caligmada kullanilirken “dijital” ifadesi hayata gecirilen donanim veya yazilimlarla iliskili olarak

kullanilir.

Acik sekilde konusmak gerekirse, ayrik zamanli kontrol sistemleri, 6rneklenmis-verili kontrol
sistemleri ve dijital kontrol sistemleri gibi terminolojiler ayn1 veya oldukc¢a benzer tiirdeki kontrol
sistemlerini anlatirlar. Kesin olarak ifade etmek gerekirse, elbette bu sistemler arasinda
farkliliklar bulunmaktadir. Ornegin, 6rneklenmis-verili kontrol sisteminde sistemde hem siirekli
zamanli hem de ayrik zamanli sinyaller bulunur; ayrik zamanl sinyaller genlik modiilasyonlu
darbe sinyalleridir. Dijital kontrol sistemleri hem siirekli zamanli hem de ayrik zamanli sinyalleri
icerebilir; burada, ayrik zamanli sinyaller sayisal kodlu formdadir. Hem orneklenmis-verili

kontrol sistemleri hem de dijital kontrol sistemleri ayrik zamanli kontrol sistemleridir.



Dijital kontrol sistemleri ve drneklenmis-verili kontrol sistemleri ile ilgili daha agiklayici tanimlar

boliimun ileriki altbélimlerinde verilecektir.

Cagdas sanayi kontrol sistemleri hem siirekli zamanli sinyalleri, hem 6rneklenmis-verili sinyalleri
hem de dijital sinyalleri icerebilmektedir. Bunu dikkate alarak bu calismada ‘‘ayrik zamanl
sistemler’’ tabiri dijital siniyallerin (sayisal olarak kodlanmig veri sinyali) ya da 6rneklenmis-
verili sinyallerin (genlikli modiilasyonlu darbe sinyali) uygulandig: tiim sistemlerin tanimlamasi

i¢in kullanilacaktir.

2.2 Ayrik Zamanh Kontrol Sistemleri ve Siirekli Zamanh Kontrol Sistemleri

Kontrol sistemleri kullandig1 isaretlere gore siirekli zamanli ve ayrik zamanli olarak
ayrilmaktadir. Siirekli zamanli kontrol sistemleri, kontrol sisteminin tiimiinde siirekli isaretlerin
uygulandigi bir sistemdir (Sarioglu, 1998). Bu tiir sistemde, kontrol sinyalleri sistem igerisinde
kesintiye ugramaksizin siirekli akarlar (Tou, 1959). Ayrik zamanli kontrol sistemleri,
kullandiklar1 isaretler bakimindan siirekli kontrol sistemlerinden farkliliklar gosterir. Ayrik
zamanli kontrol sistemleri, kontrol diizeninin bir kisminda ya da tiimiinde zamanda siireksiz
isaretler ve darbe seklinde olan 6rneklenmis-verili yada dijital bigimde olan isaretlerin islendigi
sistemdir (Sarioglu, 1998). Ayrik zamanl sistemin bir Ornegi olarak dijital bilgisayar

diisiintilebilir (Polyakov, 2006).

Siirekli zamanli sistemler diferansiyel denklemlerle ayrik zamanli sistemler ise fark
denklemleriyle tanimlanmaktadir. Ayrik zamanli sistemlerin fark denklemleriyle tanimlanmasi
sistemin igerisinde bulunan siirekli zamanli sinyalin ayriklagtirilmas: gerceklestirildikten sonra
yapilabilmektedir (Ogata, 1995). Ayrik zamanli sistemlerin sentezi ve analizinde kullanilan

yontemler Altbolim 2.5’de sunulacaktir.



2.3 Dijital ve Orneklenmis-Verili Sistemlerin Tanimlamasi

Orneklenmis-verili kontrol sistemi, sistemin belirli bir boliimiindeki kontrol sinyalinin sabit hizda
ve diizenli araliklarla (kesintili sekilde) saglandigi bir sistemdir. Orneklenmis-verili kontrol
sisteminde bir veya daha fazla noktadaki veri sinyali, Orneklerin alindig1 sinyalin siirekli
fonksiyonuna uygun olarak modiile edilmis darbe dizisidir. Bu darbeler siirekli fonksiyonda yer
alan tiim gerekli bilgiyi yeterli sekilde tasir. Bu tiir kontrol sistemleri ¢esitli sekillerde olusturulur.
Sekil 2.2, hatanin 6rneklendigi temel tiirdeki 6rneklenmis-verili kontrol sistemini gostermektedir.
Bu bir geri beslemeli ayrik zamanli sistemdir. Uygulamada o6rnekleyici, ADC (analog-dijital

doniistiiriicti), SMT (tutucu devre) ise DAC (dijital-analog doniistiiriicii) ile gerceklenir.

Bilindigi gibi kontrol sistemlerinde en az bir geribesleme devresi vardir. Geribeslemenin
uygulandig sisteme geribeslemeli kontrol sistemi adi verilir. Sistemde, kontrol edilen biiytikliik,
kontrol edilen biiyiikliigiin izledigi bir referans biiytikliik ve bu iki biiyiikliikk arasindaki farktan
olusan bir hata biiytikligii vardir. Cogunlukla kontrol edilen biiyiikliige ¢ikis ad1 verilir (Sarioglu,
1998). iste kontrol sisteminde geribesleme devresi kullanilmasinin temel amaglar1 geribesleme
dongiisiindeki hassas ve kesin 6l¢iim yapan bir cihaz araciligiyla sistemin ¢ikis biiytlikliigiiniin
takibi veya gozetlenmesi ve kontrol sisteminin ileri yolunda meydana gelebilecek herhangi bir
bozucu etkenden dolay1 olusabilen istenmeyen ¢ikisin azaltilmasidir (Tou, 1959). Sistemde bir
bozucu etken meydana gelip istenmeyen bir ¢ikisa neden oldugu durumda, gerekli diizeltmeleri
yapmak i¢in ileri yonde akacak olan bir uyarma sinyali iiretilecektir. Boylece kontrol edilmekte

olan biiyiikliik, hataya bagli olarak sistem tarafindan kontrol edilip degistirilir.

Sekil 2.2°de gosterilen sistem, denetleyici ve kontrol edilen sistemin yani sira Olgme ve
geribesleme elemanlari, ornekleyici ve darbe verili devre (pulsed-data network) ya da dijital
filtreyi igermektedir. #(¢), c(¢) ve e(f) sirasiyla giris sinyali, ¢ikis sinyali ve uyarma hatasina
karsilik gelirken e*(f) 6rneklenmis hata sinyalini belirtir. Belirli bir giris degerinin e*(¢) hata
sinyali, zamanin siirekli fonksiyonu olan hata dedektoriinden gelen bir sinyaldir. Daha sonra bu
sinyal denetleyici ve kontrol edilmekte olan sistemi uyarmak amaciyla uygulanmadan once
diizenli zaman araliklarinda Ornekleyici tarafindan Orneklenir. Hata uyarma sinyali ile

orneklenmis hata sinyali arasindaki iliski Sekil 2.3’de ayrica agiklanmaktadir.
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Sinyal, diizenli araliklarla Jrnekleyici adi verilen bir cihazla olgiilmektedir. 7 zaman araligi
ornekleme zamani olarak adlandirilir. Sekil 2.3 (b)’de gosterildigi gibi e*(f) drnekleyici ¢ikisi,
genlikleri 0, 7, 27, 37, .... 6rnekleme anlarinda e(¢) drnekleyici girisinin biiyiikligiiyle belirlenen
olduk¢a dar darbelerin dizisidir. Siirekli uyarma-hata sinyalinde yer alan bilgi daha sonra
darbelerin genligi veya Orneklerde taginir. Temel bir Orneklenmis-verili kontrol sistemi

cogunlukla asagidakilerden meydana gelir:
1. kontrol edilen sistem;
2. hata algilama cihazi;
3. denetleyici ve ol¢lim cihazi;
4. tutma cihazi;
5. ornekleyici.

Ormnegin, radar takipli servomekanizma Orneklenmis-verili kontrol sisteminin bir ornegidir.
Radarin tarama faaliyeti hem azimut hem de yiikseklik bilgisini darbe verilere doniistiiren

ornekleyicinin fonksiyonunu gerceklestirir.

Ormneklenmis-verili kontrol sistemlerinde kontrol sinyali birbirlerine esit uzakliktaki araliklarda
orneklenir. Ornekleme anlarindaki sinyal degerleri bazen ayriklastirilir ve istenilen bilginin
aktarilmasi ve islenmesi i¢in uygun bir dijital ekipmana adapte edilmek ilizere darbe gruplar
seklinde kodlanir. Bu tiir bir 6rneklenmis-verili kontrol sistemi dijital kontrol sistemi olarak
adlandirilir. Dolayisiyla, dijital kontrol sistemi bu boliimiin ilk kisminda verilen tanimlarda
anlatildig1 gibi orneklenmis-verili kontrol sisteminin bir tiirli olarak diisliniilebir. Dijital kontrol
sistemi, sistemin bir veya daha fazla kesimindeki kontrol sisteminin dijital veri isleme ve karar
verme ekipmani i¢in sayisal kodla (6rnegin ikili kod) ifade edildigi bir kontrol sistemi olarak
tanimlanmaktadir. Dijital sistemdeki sayisal olarak kodlanmis veri sinyali darbe-genlik
modiilasyonlu sinyallere veya orneklenmis verilere geri kodlanirsa (decoding) dijital kontrol
sistemi basit 0rneklenmis verili kontrol sistemine indirgenebilmektedir ve dijital bilgisayarin
islemi esdeger darbe verili devrenin transfer fonksiyonuyla temsil edilir. Esdeger darbe verili

devre veya dijital filtre bilgisayarin sayisal olarak kodlanmis veya dijital girig verileri iizerinde
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calismasiyla tamamen ayni sekilde sirali 6rnekler {izerinde ¢alisir. Esdeger darbe verili devrenin
cikis Orneklerinin giicii bilgisayarm dijital ¢ikisma karsihik gelir. Orneklenmis-verili kontrol
problemlerini ¢6zme yontemleri dijital kontrol sistemlerine dogrudan uygulanmaktadir. Temel bir

dijital kontrol sisteminin ana bilesenleri asagida belirtilmektedir:
1. kontrol edilen sistem;
2. kontrol elemanlart;
3. dijital-analog g¢evirici;
4. analog-dijital gevirici;
5. dijital veri isleme ekipmani (denetleyici) veya bilgisayar.

Dijital bilgisayar veri isleme ve sistem kompenzasyonunda merkezi kontrol biriminin 6nemli
roliinli oynar. Baz1 durumlarda karar verme siirecinde kontrol sisteminin sinir merkezidir. Dijital-
analog ve analog-dijital ceviriciler kontrol ve enstriimantasyon amaciyla dijital ve analog
nicelikleri birbirlerine baglamakta kullanilmaktadir. Dolayisiyla, bir dijital kontrol sisteminde ti¢
temel islem icra edilir; diger bir deyisle, bilgisayarin girisindeki kodlama islemi, dijital bilginin
bilgisayarda programlanmasi veya verilerin islenmesi ve bilgisayarin ¢ikisindaki ‘decoding’
(desifre) islemi. Sayisal olarak kontrol edilen imalat makinesinin kontrol sistemi dijital kontrol

sisteminin bir drnegidir.

2.4 Ornekleme ve Sayisallastirma (Digitization) Tekniklerinin Kontrol Alaninda Onemi

Yirminci ylizyilin ikinci yarisindan baglayarak dijital bilgisayarlar alani oncelikle bilimsel
hesaplamalarda kullanimlarinin yiiksek hassasiyet ve hesaplama hizinin yani sira analog
hesaplamanin saglayamadigir esneklik ve cesitliligi saglamasi nedeniyle gozle goriiliir bir
bliylimenin takip edildigi bir donem yasamistir. Analog teknikler karsisindaki avantajlari daha
aleni hale geldik¢e kontrol sistemi miihendislerinin bu donemlerde kontrol sistemi tasarimina
dijital teknikleri uygulamalar1 da son derece dogaldi. Bu donem dijital tekniklerinin yaygin ve

basaril uygulandig1 bir donem olarak degerlendirilebilir.
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Bugiinkii kontrol sistemlerinde Orneklemenin kullanilmasi ile basit, hassas ve verimli giig
kontrolii araglar1 kolaylikla yapilabilmektedir. Ornekleme, fazla gii¢ amplifikasyonu olmaksizin
hassas kontrol elemanlar1 araciliiyla devasa biiyiikliikteki bir giiclin kontroliine izin vermekte ve
ayni zamanda hassas enstriimanlar tizerindeki yiiklenme etkisini en aza indirmektedir. Bir kontrol
sisteminde Orneklenmig-verili ve dijital bilesenlerin kullanilmasi sistemin 6nemli pargalarinin
zaman paylagmasina olanak tanir. Bu, ayrik zamanli kontrol sistemlerinin sagladigi oldukca
o6nemli bir avantajdir. Zaman paylasimi, ekipmanmn kullaniminda ekonominin saglanmasiyla
sonuclanir ve boylece bir bilesen birkag fonksiyona sahip olabilir. Sistemin ¢esitli parcalarin
koordinasyonunu da kolaylastirir. Orneklenmis-veri kolaylikla kodlanabildiginden dolay1 ayrik
zamanl kontrol sistemlerindeki veri sinyalleri darbe kodlanmig bicimde alinip aktarilir ve iyi bir
veri aktarim ortami yoluyla veri aktariminda neredeyse hata icermeyen kanallar saglar. Bu
nedenle darbe kodlu sinyallerin iletimindeki tek giiriiltii 6rnekleme hatasidir. Benzer sekilde, bir
kontrol sistemindeki dijital bilgisayar kontrol bilgisinin islenmesine olanak tanir ve boylece,
kontrol sisteminin performansini arttirmak icin dijital bilgisayarin esnekligi ve evrenselligi
yararlanilabilir. Ayrica, dijital kontrol teknikleri, dogrusal olmayan programlama ve adaptif veya
optimal kontrol yoluyla sistem kompenzasyonunu miimkiin hale getirmektedir. Bu gergekte
dijital kontrolle basarilabilen énemli bir avantajdir. Diger avantajlarmin yani sira ayrik zamanh

sistemlerin dezavantajlarindan ileriki altboliimde bahsedilecektir.

Dijital tekniklerin elde ettigi basarinin anlatim1 devam edilerek s6z konusu tekniklerin endiistride
ozellikle iiretim siirelerinin otomasyonunda genis uygulama alan1 kazandigimin da belirtilmesi
gerekir. Ayrik sistemler bir isleme plantinin (endiistri sisteminin) ¢aligmasini tamamen kontrol
altina alacak kapasiteye sahiptir. Uretim siireci kontroliinde dijital bilgisayar ham maddeleri
karistirabilir, minimum malzeme maliyeti i¢in gerekli malzeme kiimesini segebilir, malzeme
bilesiminin hesaplanmasinda analitik enstriimanlar1 destekleyebilir, kontrol sistemi ve plantta
meydana gelen arizanin tanisini koyabilir, ideal ¢alisma kosullarini belirleyebilir ve benzeri
islevleri yerine getirebilir. Bir isleme plantinda dijital bilgisayar genellikle kendisini aritmetik
hesaplamalar yapma, islem enstriimanlarini okuma ve ara degiskenleri otomatik ve siirekli
sekilde ayarlama uyarilar1 gonderen olduk¢a karmasik bir komutlar kiimesini takip eden bir
isletmen olarak diisliniilebilir. Bununla birlikte, tecriibede defalarca ispat edildigi gibi bu
sistemler Ozellikle kontrol degiskenlerinin ¢ok hizla degistigi ve kontrol degiskenleri arasindaki

iligkilerin son derece karmasik oldugu bazi islemlerde insan operatorlerden daha hizli ve daha
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yiiksek verimlilikte c¢aligabilir. Hesaplama ve mantik islemleri vasitasiyla dijital kontrol
bilgisayar1 onceki calisma kosullarinin 6nemi dahil mevcut durumu analiz edebilir, gerekli
kontrol faaliyetlerini akilli sekilde segebilir ve islem kontroliinii optimize edebilir. Dijital
kontrollii bilgisayarlarin ¢alistirdigi islem sayesinde klasik kontrol teknikleriyle miimkiin olanin
cok tizerindeki otomasyon dereceleri basarilabilmektedir. Sonu¢ olarak, iireticiler islemin
verimliligi, kalite ve Tlriinlerin miktarinda ve is diinyasindaki rekabet konumlarinda biiyiik

ilerlemeler basarabilirler.

2.5 Ayrik Zamanh Kontrol Sistemlerinin Analizi ve Sentezinde Uygulanan Yontemler

Ayrik zamanl kontrol sistemlerinin analizi ve sintezinde asagidaki yontemler uygulanmaktadir
1. fark denklemleri yaklasima;
2. Kklasik frekans cevabi yaklasimi;
3. diirtii cevabi yaklasimu;
4. z-doniisimi ve degistirilmis z-doniisiimii yaklagima;
5. bilineer doniisiim yoluyla @ diizleminde sentez yaklasimi;
6. kok-yer egrisi yontemi.

Ik yaklasim ayrik zamanli sistemleri klasik yontemler ile tanimlayan fark denklemlerinin
¢Oziimiinden ibarettir (Tou, 1959). Fark denklemleri, sayisal ve zamanda ayrik isaretleri
iligkilendiren bir denklemdir (Kuo, 1999). Diferansiyel denklemlerin siirekli sistemleri belirledigi
gibi, fark denklemleri de, sayisal ve ayrik wverili sistemleri tanimlar. Fark denklemleri,
bilgisayarda daha kolay programplanip ¢oziilebildigi igin, ayrica diferansiyel denklemleri
yaklasik ifade etmede de kullanilir. Ikinci yaklasim klasik frekans tanim bdlgesi analizi ve sentezi
yonteminin ayrik zamanl sistemlere uzantisidir. Bu yontemle ayrik sistemlerin Nyquist diagrami
cizdirilir, Nyquist kararlilik kriteri uygulanir ve daha sonra klasik tasarlama yontemleriyle devam
edilebilir. Diirtii cevabi yaklagimi sistem cevabinin agirlikli (weighted) diirtii ve esit araliklarla
gecikmis diirtiiler cevabinin toplami olarak verildigi ve sonu¢ cevabinin degerlendirildigi bir

yontemdir. z-doniistimii, dogrusal fark denklemler ve ayrik sistemlerin ¢oziimiinde islevsel bir
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yaklasim olarak kullanilan bir yontemdir (Kuo, 1999). 1950°lh yillarda durum uzay1
yontemlerinin gelismesi Oncesinde, bir dizi arastirmact ayrik-zamanl sistemler igin, Laplace
donilistimiiniin siirekli zamanli sistemler i¢in iistlendigi rolii iistlenecek bir doniisiim yontemi
arayisina girmistir (Friedland, 1996). Belirsiz bir terminoloji ve simgelenim doneminin ardindan
z-doniisiimii ortaya g¢ikmistir. S6z konusu doniisiim, ayrik zamanli alt sistemleri, diger alt
sistemlerin transfer fonksiyonlariyla cebirsel yontemlerle bir araya getirerek, genel sistemin
transfer fonksiyonunu vermek suretiyle agiklanabilir. Genel sistemin transfer fonksiyonu daha
sonra, sistemin keyfi bir girdiye cevabini hesaplamak i¢in kullanilabilir ve siirekli zamanl
sistemler i¢in gelistirilmis benzer yontemler kapali ¢evrimli ayrik zamanli sistemlerin
Ozelliklerini (6rnegin kararlilik, genlik ve faz paylar1) incelemek i¢in kullanilabilir. z-dontistimii
ve daha sonra gelistirilmis olan degistirilmis z-doniisiimii yontemlerinin uygulamasinda sistemin
bilesenleri z’nin fonksyonu oldugu darbe transfer fonksyonlariyla tanimlanir. Sistemin kararlilig
Nyquist kararlilik kriteriyle ya da Shur-Cohn kriteriyle belirlenir. Daha sonra sistemin cevabi ters
degistirilmis z-doniisiimii ile elde edilir (Tou, 1959). @- doniisiimii, ayrik zamanli kontrol
sistemlerinin frekans tanim bdlgesi tasariminda kullanilan bir yaklasimdir (Kuo, 1999). Dijital
denetleyicilerin sentezinde uygulanan basit yontemlerden biri olarak bilinen bu yontem bilineer
donilistim yonteminin uygulamasina dayanmaktadir (Polyakov, 2006). Bu yaklasim sistemin ag¢ik
cevrim darbe transfer fonksyonunun bilineer doniisiimii vasitasiyla @ diizlemine haritalandirarak
dontstiiriilmesini gerektirir. @ diizleminde calisilirken kontrol teorisinde ¢ok kullanilan Bode
yontemi uygulanabilir (Tou, 1959). Altinc1 yaklagim klasik kontrol sistemleri igin gelistirilmis
olan kok-yer egrisi yonteminin ayrik zamanl sistemlere direk olarak uygulandigi yontemdir.
Sistemin karakteristik denkleminin koklerinin z diizlemindeki yerlesimi ayrik zamanli sistemin

performansini belirlemektedir.

Tim bu yontemlerin uygulanmasi Orneklemenin ani olarak gerceklestigi ve Ornekleme
darbelerinin sonsuz kiiciik yada sifir genislikli oldugu varsayimina dayanmaktadir. Boylece, ayrik
zamanli sistemlerin analizinde darbeler ideal bir darbe ya da esit agirlikli diirtiilerle temsil
edilmektedir. Yalniz bu varsayim drnekleme siirekliliginin kontrol edilen sistemin zaman sabitine
nazaran ¢ok kii¢lik oldugu ya da sistemdeki 6rnekleyicinin sifirinct mertebeden tutucunun hemen
ardindan yerlestirildigi durumlarda ancak gecerlidir. Bilindigi kadariyla pratik ayrik zamanh
kontrol sistemlerinde 6rnekleme aniden gergeklesmiyor ve darbeler sistemin zaman sabitiyle

karsilagtirilabilir bir yogunlukta olabilir. Eger 6rnekleme ihmal edilebilir bir siireklilikte degilse
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yukarida anlatilan yontemlerin dogrulugu kaybolmus olabilir. Boyle durumlarda 7 - doniisiimii
yontemi uygulanabilir. Bu yontem sonlu ornekleme siireklilikli ayrik zamanli kontrol

sistemlerinin analizinde yaygin uygulanmaktadir.

2.6 Ayrik Zamanh Kontrol Sistemlerine Ornekler

Ayrik zamanl sistemlerin ilk 6rneklerinden biri, sensdriin, ucagin aletli inis sistemi dahilinde bir
gerec olarak kullanildigr mekanik olarak taranmig bir radar sistemidir (Friedland, 1996). Radar
anteni, genellikle sabit bir hizda olmak {izere goriis alanini tarar ve koordinasyonun (&rnegin,
menzil, azimut ve irtifa) saglandig1 ugagin yansimasi tarama basina bir kez gergeklesir.
(Yansimanin alindig: siirelerin es aralikli olmadigi, bunun sebebinin ugagin radarin goriis alani
dahilinde hareket etmesi oldugu ve bundan dolayr 6rnekleme araliginin sabit olmadigim
belirtmek gerekir. Ugak hizinin yiiksek olmasi durumunda, bu sabit olmama durumunun
(yansimanin alindigi siirelerin es aralikli olmamasi) agiklamasinin yapilmasi gerekli olabilir).
Bunun devami olarak ileride diger ayrik zamanli uygulamalar ve bunlarin kullandig1 temel

bilesenler incelenecektir.

Biiyiik giiclii turbin jenerator gruplarinda uygulanan dijital kontrol sistemi (Kuo, 1980). Sekil
2.4 (a)’da tiirbin-jenerator grubunun hizi ve gerilimini kontrol eden minibilgisayarli kontrol
sisteminin temel bilesenleri ve yapisal ¢izimi verilmistir. Dijital-analog ¢eviriciler bilgisayar ve
regulatorler arasindaki ara ylizii olusturmaktadir. Sistem, dijital verileri elde etme islemini
gergeklestiren bir alt sistemi de icermektedir. Acisal hiz, ¢ikis gerilimi, uyarma akimi, endiivi
akimi, efektif gii¢, reaktif gili¢ gibi parametrelerin Sl¢lilmesi ve daha sonra bunlarin bilgisayara
girilmesi bu alt sistemle gerceklestirilir. Bu parametrelerin bazilar1 dijital ¢eviricilerle dlgtliip
dijital ¢oklayici vasitasiyla bilgisayara girilebilir (Sekil 2.4 (b)). Analog ceviricilerle dl¢lilmiis
sinyaller her gelen sinyalin islenmesi i¢in belli bir zamanin harcandig1 analog c¢oklayiciya gelir.
Coklayicidan sonra ¢alistirilan cihazlar zaman paylasma diizeniyle kullanilir. S6z konusu verileri
elde etme alt sistemi Sekil 2.4 (c)’de gosterilmistir. Analog ¢oklayicinin ¢ikist 6rnekleyicisinin
girisiyle baglanmistir. Daha sonra analog ¢oklayicidan gelen sinyalin degeri tutucunun ¢ikisinda
kaydedilir. Sinyal degerinin kaydedilmesi analog-dijital ceviricinin bu sinyali sayisal koda

doniistiirmeyi tamamlayana kadar devam eder.
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Sekil 2.4 (a) Tiirbin-jenerator grubunun ayrik zamanl kontrol sistemi, (b) dijital verileri elde
etme alt sistemi, (c) analog ¢eviriciler dahil verileri elde etme alt sistemi (Kuo, 1980)

Kagit endiistrisinde kagidin kalinlik, rutubet ve agirligini kontrol eden sistem (Sarioglu, 1998).
Kagit endiistrisinde, kagidin parlak, homojen ve kaliteli olmasi i¢in bilgisayarli kontrol sistemi
kullanilir. Bu da, ayrik zamanli kontrol sistemlerinin uygulandigi 6nemli bir alandir. Kalinlik,
rutubet ve agirligini kontrol etmek icin dnce bunlari algilamak, ve darbe dizisi haline getirerek

uygun genliklerle bilgisayara girmek gerekir. Bilgisayar, referans kagit kalinligi, agirhg ve
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rutubetiyle gercek degerleri karsilastirir ve kontrol isaretlerini verir. Sekil 2.5 (a)’da tiim sistemin

blok diyagrami, Sekil 2.5 (b)’de ise sistemin agirlik kontrolii alt sistemi gosterilmistir.

Algilayicilar
Agirlik Rutubet Kalinlik
Bosalan @) - Saran
silindir (ﬂ) ’ silindir
Il
S A A
Kagit
Kalinhk, rutubet
ve agirlik kontrol \//'
P . . . /'
edicileri ve isaretleri
N
Y Y
Agirlik -
—>
Kodlanmis
referans Rutubet Bilgisayar Monitore yonelen
girisler Kalinlik ks
—>
(a)
Kodlanmig Agirhk
agirlik referansi Agirlik kontrol (gramaj)

———»| Bilgisayar = D/A |—®

Y

sistemi dinamigi

A/D

A

Agirlik algilayicisi [

(b)

Sekil 2.5 (a) Tiim sistemin diyagrami, (b) agirlik kontrolii alt sistemi (Sarioglu, 1998)
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Dijital servo kontrol sistemi (Sarioglu, 1998). Klasik kontrol sistemlerinde, konum kontrolii
yapan kontrol sistemlerine servo kontrol sistemi denir. Bu sistemlerde bulunan biitiin sinyaller

stirekli olan sinyallerdir. Sekil 2.6°da dijital servo sistemin blok diyagrami verilmistir.

' Etkileyen isaret
;:/ Ky Servomotor

A/D (| Mikroislemci = D/A [—# e . -
kuvvetlendirici +yik 0

Konum

A

algilayicisi

Sekil 2.6 Dijital servo sistemin blok diyagrami (Sarioglu, 1998)

Sekilde K ile gosterilen eleman bir karsilastirma devresidir ve ¢ogunlukla fark alan bir iglemsel
kuvvetlendiricidir (operational amplifier). &, (¢) -6, (¢) = e(¢) hata fonksyonu, siirekli bir
sinyaldir. Bu sinyali, bilgisayarin ya da mikroislemcinin kullanabilecegi sinyale ¢evirmek igin
analog-dijital ¢eviriciler kullanilir. Dijital kontrol sisteminin diger bir elemani, kontrol ya da
etkileyen sinyali lireten mikroislemcidir. Bu eleman, 6rnegin, 16 bitlik bir elemandir (6rnegin TI
9900 mikroislemcisi olabilir). Mikroislemci, istenilen kontrol iglemini yerine getirecek darbe
dizisi iretir. Bu sinyali siirekli isaretle ¢alisan kuvvetlendirici ve servomotora uygulamadan once,
siirekli sinyale ¢evirmek gerekir. Bu amagla dijital-analog ceviriciler kullanilir. Ayrik kontrol
sistemlerinde gorildiigii gibi stirekli sinyal Once ayrik sinyale sonra tekrar analog sinyale

cevrilmekte ve boylece kontrol sisteminin bir kismi1 analog bir kismi ayrik sinyali tasimaktadir.

Ayrik zamanli sistemin ortaya cikabilecegi bir baska durum da, belirli bir degiskenle iliskili
verilerin ¢evrimdisi bir laboratuar analizine bagli oldugu bir kimyasal siirectir (Friedland, 1996).
Baz1 degiskenlerin fiziki orneklerinin ¢izilmesi ve harici aygitlar kullanilarak analiz edilmesi
gerekli olabilir. Bu analizin sonuglar1 daha sonra siirecteki degisiklikleri kontrol etmek igin
kullanilir. Her ne kadar bu 6rnekleme yontemi arkaik gibi goziikse de, kaginilmazdir. Bu, sarap

analizini, sarap tiiccarinin tadarak gergeklestirdigi bir sarap imalathanesi gibi diistintilebilir.
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Bor¢ ddeme probleminin ayrik modeli (Kuo, 1980). Yukarida fiziksel ozelliklere sahip olan
sistemler ele alimmisti. Hayatta ayrik modellerle ifade edilebilen bir¢ok toplumsal ve ekonomik
sistemler de mevcuttur. Bu boliimiin ilk alt boliimlerinde tanimlandigi gibi stirekli zamanl
dinamik sistemler siireksiz ¢ argiimaninin fonksyonu olan degiskenlere gore diferansiyel
denklemlerle tanimlanir. Ayrik sistemlerin dinamigi ise ayrik denklemlerle tanimlanir. Sistemin
ayrik modelinin degiskenleri k7 ayrik zaman degiskenlerinin fonksyonudur. Buradaki isaretler,

T —sabit, veya k ayrik degiskeninin fonksyonudur.

Bor¢ 6deme problemini ele alalim. Bu problem asagidaki sekilde tanimlanabilir. Bor¢ miktarinin
Py’ a esit oldugu diisiiniilsiin. Alinan borcun 6denmemis kisminin siire basi faizi » olarak verilsin.
Borg ve faizin 6denmesi N siire igerisinde esit # 6demelerle gergeklesmesi gerektigini varsayalim.
Py - k’ninc1 siireden sonra kalan 6denmesi gereken borcun miktar1 olsun. O zaman problemin

ayrik denklemi asagidaki sekilde yazilir:

Py=0+r)P —u (2.1)

P,.,, (k+1)’inci siire sonunda 6denecek olan borcun miktaridir. Problemin siir kosulu sudur:
verilmis olan P, degiskeni ve P, =0. (2.1) fark denklemi u’ ya gore tekrarlanan yontem

(recurrent method) veya z — doniisiimii ile ¢oziilebilir. (2.1) denklemi, birinci dereceden fark

denklemidir. Ele alinmig 6rnegin blok diyagrami sekil 2.7 de verilmistir.

ug=u - Pr+1 Pk
Gecikme birimi

Y

14r  |—

Sekil 2.7 Bor¢ 6deme modelinin kontrol sistemi (Kuo, 1980)
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2.7 Ayrik Zamanh Sistemlerin Avantajlari ve Dezavantajlari

Ayrik zamanli kontrol sistemlerinin siirekli zamanli kontrol sistemleri lizerinde asagida belirtilen

ozelliklerde biiytik tistiinliikler sagladig goriiliir (Sarioglu, 1998):
— ayrik zamanli sistemler daha giivenilirdir;

— kontrol edilen ¢ikis biiyiikliigii giris biiyiikliiglinii daha biiyiik duyarlikla (daha kiigiik hata

ile) izler;
— sistem parametre degismelerine daha az duyarhdir;
— dis ve i¢ bozucu etkilerden daha az etkilenir;

— mikroelektronik ve mikrobilgisayarlarda meydana gelen son teknolojik gelismeler nedeni

ile ayrik kontrol sistemlerindeki denetleyiciler daha hafif, kii¢iik ve ucuzdur.

Bununla beraber dijital kontrol sistemlerinin bazi dezavantajlar1 da mevcuttur (Friedland, 1996).
Maliyet, bunlardan biridir. Bazi uygulamalarda, analog-dijital c¢evirici ve dijital-analog
ceviricinin aralarinda oldugu dijital kontrol donanimlarinin kullanilmasi, performans
gereksinimleriyle mazur gosterilemez. Buna karsilik s6z konusu donanimlarin azalan maliyetleri,
giderek daha fazla uygulamada kullanimlarini hakli ¢ikartmaktadir. Dijital kontroliin bir diger
dezavantajiysa plant degiskenlerinin dl¢iimiiyle yeni kontrol sinyalinin ¢ikisi arasinda yasanan
zaman gecikmesidir. Bu gecikme analog bicimden dijital bicime ve dijital bi¢imden analog
bicime c¢evirme i¢in gerekli zamani ve bilgisayarin gerekli hesabi gergeklestirme stiresini igerir.
Bu siirelerin toplami, genel 6rnekleme sikliginin st limiti, dolayisiyla sistemin kapali ¢evrim
bantgenisligidir. Dijital islemcilerin ve ilgili donanimin hizi artmaya devam ettik¢e, bu

kisitlamaya tabi siireglerin sayis1 giderek azalacaktir.
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3. AYRIK ZAMANLI KONTROL SISTEMININ DURUM UZAYINDA ANALIZi

3.1 Klasik Kontrol Teorisiyle Tasarlama Yontemlerinin Gozden Geg¢irilmesi

Kok-yer egrisi ve frekans cevabi yontemleri gibi klasik yontemler tek girisli-tek ¢ikish
sistemlerle ¢alisilirken faydali olmaktadir. Klasik yontemler kavramsal olarak basittir ve sadece
makul sayida hesaplama gerektirir; ancak sadece tek giris ve tek ¢ikisa sahip dogrusal zamanla
degismeyen sistemlere uygulanabilir. Bunlar sistemin giris-¢ikis iliskisinden diger bir deyisle
transfer fonksiyonu veya darbe transfer fonksiyonuna dayanir. Basit durumlar haricinde dogrusal
olmayan sistemlerde uygulanamazlar. Yine, klasik yontemler biiyilk oranda zamanla degisen

ve/veya dogrusal olmayan optimal ve adaptif kontrol sistemlerinin tasarimina uygulanmazlar.

3.2 Giris

Bu tez calismasinda gelismis kontrol yontemlerinin uygulanmasina imkan taniyan durum
uzayinda tasarim ve analiz {izerinde yogunlasilacaktir. Modern bir karmasik sistem birgok giris
ve birgok ¢ikisa sahip olabilir ve bunlar birbirleriyle karmasik sekilde iligkili olabilirler. Bu tiir
bir sistemi analiz etmek i¢in matematiksel ifadelerin karmasikligin1 azaltmanin yan1 sira analizde
gerekli olan usandirict hesaplamalarin biiyiik kisminda bilgisayarlardan faydalanmak zorunludur.
Bu bakis agisiyla sistem analizine iliskin durum uzay1 yaklasimi en uygundur.

Klasik kontrol teorisi giris-¢ikis iligkisinden veya transfer fonksiyonundan kdken alirken modern
kontrol teorisi birinci mertebeden vektor-matris fark denklemi ya da diferansiyel denklemi
igerisinde birlestirilebilecek sistem denklemlerinin » sayida birinci mertebeden fark denklemler
ya da diferansiyel denklemler cinsinden tanimlamasina dayanmaktadir. Vektor-matris
gosteriminin kullanilmas1 denklemlerden olusan sistemlerin matematiksel sunumunu biiyiik
oranda basitlestirmektedir. Durum degiskenlerinin sayisi, giriglerin sayis1 veya c¢ikislarin
sayisindaki artis denklemlerin karmasikligini artirmaz. Gergekte, karmasik ¢ok girisli-cok ¢ikislt
sistemlerin analizi birinci mertebeden skaler diferansiyel denklemler sistemlerinin analizi i¢in
gerekli  olan  prosediirlere  gore sadece biraz daha  karmasik  prosediirlerle
gerceklestirilebilmektedir. Kontrol sistemlerinin analizi ve sentezinde kullanilan durum uzay1
yontemleri bazi agilardan optimal olmasi gereken ¢ok girisli-cok ¢ikish sistemlerle ¢alisilirken en

uygun segenekleri olusturmaktadir. Durum uzay1 konsepti kullanilarak yapilan sistem tasarimi
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tasarlayicinin  belirlenen performans endekslerini gz Oniine alarak kontrol sistemleri
tasarlamasina olanak tanir. Ayrica, durum uzayindaki tasarim diirtii fonksiyonu, basamak
fonksiyonu veya siniisoid fonksiyonu gibi belirli bir giris fonksiyonu yerine bir giris sinifi i¢in
gergeklestirilebilmektedir. Yine, durum uzayi yontemleri tasarimcinin uyguladigi tasarimina
baslangic kosullari dahil etmesine imkan tanir. Bu, klasik tasarim yontemlerinde kullanimi
miimkiin olmayan oldukga elverisli ve faydal1 bir 6zelliktir.

flerleyen boliimlerde oncelikle durum, durum degiskeni, durum vektdrii ve durum uzay:

kavramlar1 tanimlanmis ve daha sonra durum uzayi denklemleri sunulmus olacaktir.

Durum. Bir dinamik sistemin durumu girisin ¢ >¢, bilgisiyle birlikte bu degiskenlerin
t =t,’daki bilgilerinin sistemin herhangi bir ¢ >¢,’daki davranigini tamamen tanimlayacak en

kiiciik degiskenler kiimesidir (durum degiskenleri olarak adlandirilir). Durum konseptinin higbir
sekilde fiziksel sistemlerle sinirlandirilmadigina dikkat edilmelidir. Durum kavrami biyolojik

sistemlere, ekonomik sistemlere, sosyal sistemlere ve digerlerine rahatlikla uygulanabilir.

Durum degiskenleri. Bir dinamik sistemin durum degiskenleri ilgili dinamik sistemin durumunu
belirleyen en kiigiik degiskenler kiimesini olusturan degiskenlerdir. Bir dinamik sistemin

davranigini tamamen belirlemek i¢in en azindan x,,x,,...,x, n degiskenine ihtiya¢c duyuluyorsa
(ve boylece t>¢, igin giris verildikten ve ¢ =t, daki baslangic durumu tanimlandiktan sonra

sistemin gelecekteki durumu tamamen belirlenmektedir), bu tiir » adet degisken, durum
degiskeni kiimesini olusturur.

Durum degiskenlerinin fiziksel olarak Olgiilebilir veya gdzlemlenebilir nicelikler olmalarinin
gerekmedigine dikkat edilmelidir. Fiziksel nicelikleri temsil etmeyen degiskenler ve olgiilebilir
ya da gozlemlenebilir olmayan degiskenler de durum degiskeni olarak secilebilir. Durum

degiskenlerinin se¢ilmesindeki boyle bir serbestlik durum uzay1 yontemlerinin avantajidir.

Durum vektorii. Belirli bir sistemin davranisini tamamen aciklamak i¢in »n sayida durum
degiskenine ihtiya¢ duyuluyorsa bu durumda » durum degiskeni x vektoriiniin » bilesenleri

olarak diisiiniilebilir. Bu tiir bir vektdr durum vektérii olarak adlandirilir. Dolayisiyla, ¢ = ¢, *daki
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durum verilip ¢ > ¢, zamaninda u(#) girisi tanimlandiktan sonra bir durum vektdrii herhangi bir
t 2 t, zamaninda x(¢) sistem durumunu 6zgiin olarak tanimlayan bir vektordiir.
Durum uzayr. Koordinat eksenleri x, ekseni, x, ekseni, ... , x, ekseninden olusan n boyutlu

uzaya durum uzayr adi verilir. Herhangi bir durum, durum uzayindaki bir nokta ile temsil

edilebilir.

Durum uzayt denklemleri. Durum uzay1 analizinde dinamik sistemlerin modellenmesinde yer
alan ti¢ tiir degiskenle ilgilenilir: giris degiskenleri, ¢ikis degiskenleri ve durum degiskenleri.
lleride goriilecegi iizere, durum degiskenlerinin sayist ayni sistemin farkli durum uzay1
gosterimlerinin her birisi i¢in ayn1 olmasi hari¢ belirli bir sistemin durum uzay1 gosterimi 6zgiin
degildir.

3.3 Tammlar

Zamanla degisen (dogrusal ya da dogrusal olmayan) ayrik zamanl sistemler i¢in durum denklemi

asagidaki bi¢cimde verilebilir

x(k+1) =f[x(k),u(k),k] (3.1)
¢ikis denklemi ise

y(k) = g[x(k),u(k), k] (3.2)

Dogrusal zamanla degisen ayrik zamanli sistemlerin durum ve c¢ikis denklemleri asagidaki

bicimde basitlestirilerek yazilabilir

x(k+1)=G(k)x(k)+H(k)u(k) (3.3)
y(k) = C(k)x(k) + D(k)u(k) (3.4)
burada

x(k) = n —vektor (durum vektorii)

y(k) = m — vektor (¢1kis vektorii)
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u(k) = r —vektor (giris vektorii)

G(k) = nxn mertebeden matris (durum matrisi)
H(k) = nxr mertebeden matris (girig matrisi)
C(k) = mxn mertebeden matris (¢ikis matrisi)

D(k) = m xr mertebeden matris (direk iletim matrisi)

G(k),H(k),C(k)ve D(k)matrislerinin argiimanlarinda & degiskeninin yer almasi bu matrislerin

zamanla degisen matrisler oldugunu ifade etmektedir. Eger k£ degiskeni matrislerde agik bir
sekilde goziikmiiyorsa o zaman bu matrislerin zamanla degismeyen ya da sabit oldugu varsayilir.
Boylece, eger sistem zamanla degismeyen bir sistem ise (3.3) ve (3.4) asagidaki bigimde

basitlestirilerek yazilabilir

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (3.5)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (3.6)

Ayrik zamanl sistemlerde oldugu gibi siirekli zamanli (dogrusal ya da dogrusal olmayan)

sistemler agagidaki durum ve ¢ikis denklemler ile tanimlanabilir:

X(2) = f[x(2), u(®),] (3.7)
y(©) = g[x(?),u(?),] (3.8)

Dogrusal zamanla degisen siirekli zamanli sistemlerin durum ve c¢ikis denklemleri asagidaki

bicimde basitlestirilerek yazilabilir

(1) = A(O)x(t) + B(H)u(t) (3.9)
y(£) = C()x(t) + D(t)u(?) (3.10)

Eger sistem zamanla degismeyen bir sistem ise (3.9) ve (3.10) asagidaki bigimde basitlestirilerek

yazilabilir

X(1) = Ax(¢) + Bu(?) (3.11)
y(#) = Cx(1) + Du(?) (3.12)
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(3.5) ve (3.6) ile tanimlanan ayrik zamanli sistemin blok ¢izimi Sekil 3.1 (a)’da verilmistir. (3.11)
ve (3.12) ile tanimlanan siirekli zamanli sistemin blok ¢izimi ise Sekil 3.1 (b)’de verilmistir.
Dikkat edilmelidir ki, ayrik zamanli ve silirekli zamanli sistemlerin durum uzayr gosterimi

aynidir.

Suna dikkat dilmesi gerekir ki, u(k) [veya u(¢)] hem sitemin giris vektoriinii hem de kontrol
vektoriinii (plant girigini) gostermektedir. Dolayisiyla, u(k) [veya u(#)] duruma gore ya giris

vektori ya da kontrol vektorii olarak yorumlanmalidir.
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u(k) x(k +1) x(k) y(v)

(a)

u(t) x(t) x(t) y(t)

(b)

Sekil 3.1 (a) Durum uzayinda gosterilmis dogrusal zamanla degismeyen ayrik zamanli sistemin
blok ¢izimi, (b) durum uzayinda gosterilmis dogrusal zamanla degismeyen siirekli zamanli
sistemin blok ¢izimi (Ogata, 1995)
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3.4 Ayrik Zamanh Sistemlerin Durum Uzay1 Gosterimi

3.4.1 Ayrik Zamanh Durum Uzay1 Denklemlerinin Kanonik Formlar

Ayrik zamanli sistemlerin durum uzay1 gosteriminin elde edilmesi i¢in birgok yontem mevcuttur.

Asagidaki denklemle tanimlanan ayrik zamanli sistemi ele alalim

yvik)+ayk-1)+a,y(k-2)+...+a,y(k—n)
=bou(k)+bu(k -1)+...+ b u(k —n) (3.13)

burada u(k)ve y(k)sirasiyla k-inc1 Ornekleme anindaki sistemin girisi ve ¢ikisidir. Dikkat
edilmelidir ki, a; (i =12,...,n) ve b, (j =1,2,...,n) 'nin Katsayilarinin bazilar1 sifir olabilir.

(3.13), darbe transfer fonksyonu bi¢gimi cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir

Y(z) by +bz '+.+bz"

= . (3.14)
U(z) l+az +..+a,z”"
veya
n n—1
Y(2) _ byz" +bz" +..+D, (3.15)

U(z) z'+az""'+..+a,

(3.13), (3.14) veya (3.15) ile tanimlanan ayrik zamanli sistemin durum uzayi gosterimini elde
etmenin bircok yolu mevcuttur. Bu calismada asagidaki dort farkli durum uzayr gosterimi
gosterilmis olacaktir

1. kontroledilebilir kanonik formu;

2. gobzlemlenebilir kanonik formu;

3. kosegen kanonik formu;

4. Jordan kanonik formu
Kontroledilebilir kanonik formu dogrudan programlama yontemiyle elde edilebilir.
Gozlemlenebilir kanonik formu dongiilii programlama yontemiyle elde edilebilir. Kdsegen ve

Jordan kanonik formlar1 kismi kesirlere ayirma yontemiyle elde edilebilir.
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Kontroledilebilir kanonik formu

(3.13), (3.14) veya (3.15) ile verilen ayrik zamanli sistemin durum uzayi gosterimi asagidaki

denklemlerle verilen formda gosterilebilir

[ x,k+1) ] [ 0 1 0 0 x(k) ] [0
x, (k+1) 0 0 1 0 || x,(b) | |0
: : : : : S| fuh) (3.16)
x, (k+1) 0 0 0 1 |x, (k)| [0
L xn(k+1)_ __Cl _an—l _an—Z _al__ xn(k)_ _1_
x, (k)
_ : L X2 (k)
y(ky=[b, —a,byb,  —a, byi-ib —ab, ]| "2 |+ byu(k) (3.17)
x, (k)

(3.16) ve (3.17) sirastyla sistemin durum ve ¢ikis denklemleridir. (3.16) ve (3.17) ile verilen
durum uzay1 gosterimine genellikle kontroledilebilir kanonik formu denir. Dikkat edilmelidir ki,

durum degiskenlerinin sirasi tersine ifade edilirse, yani asagidaki sekilde yeni durum degiskenleri

tanimlanirsa
x, (k) 0 0 0 1|x(k)
X, (k 0 0 1 0 k
S b M 619
x, (k) 1 0 0 Ofx,(k)
(3.16) ve (3.17) asagidaki denklemle ifade edilmis olacaktir:
R k+D)]| [-a, -a, —a,, —a, %K) [1]
X, (k+1) 1 0 0 x, (k) 0
k+D)|=| 0 1 0 X,(k) |+] 0 ju(k) (3.19)
| X, (k+1) ] 0 0 1 IEACIE
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x, (k)
. o x, (k)
y(k) = [bl —aby:b, —a,b,:---:b, — anbo] . + byu(k) (3.20)

x, (k)
(3.19) ve (3.20) denklemleri de kontroledilebilir kanonik formdadir.

Gozlemlenebilir kanonik formu
(3.13), (3.14) veya (3.15) ile verilen ayrik zamanli sistemin durum uzayi gosterimi asagidaki

denklemlerle verilen formda gosterilebilir:

[e)

Cx(k+D] [0 0 - 0 —a, Tx(0)] [ b,—ab, |
x2 (k + 1) 1 O e O O - an—l ‘x2 (k) bn—l - an—lbO

: S o : + : u(k) (3.21)
x, (k+1) 00 - 10 =-a,|x_k) b, —a,b,
| x,(k+D) | [0 0 - 0 1 —a | x, (k)| | b-ab,
_xl(k)_
x, (k)
yky=[00..01] : +byu(k) (3.22)
X, (k)
L x, (k)

(3.21) ve (3.22) ile verilen durum uzay1 gosterimine gozlemlenebilir kanonik formu denir. Dikkat
edilmelidir ki, (3.21) ile verilmis olan durum denkleminin # x n durum matrisi (3.16) ile verilmis

olan durum denklemi matrisinin evrigidir (transpozesidir).

Dikkat edilmelidir ki, durum degiskenlerinin siras1 tersine ifade edilirse, yani asagidaki sekilde

yeni durum degiskenleri tanimlanirsa

57 [0 0 - 0 17xk)
BK)[_[000 1 05k (323)
)| |10 0 0fx (k)

(3.21) ve (3.22) asagidaki denklemle yazilmis olacaktir
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X k+D) ] [=a, 1 0 - 0 O %G| [ b —ab,
%, (k+1) —a, 0 1 - 0 0| %,k b, —a,b,
: = : Do Do : + : u(k) (3.24)
£ ,(k+D)| |-a,, 0 0 - 0 1|% (k)| |b,,—a,,b,
%, (k+D) | | -a, 0 0 - 0 O] £,(k)| | b,—a,b,
[ (k) ]
x, (k)
y(ky=[10..00] : +bu(k) (3.25)
X, (k)
L X, (F)

(3.24) ve (3.25) de gozlemlenebilir kanonik formdadir.

Kosegen kanonik formu

Eger (3.13), (3.14) veya (3.15) ile verilmis olan darbe transfer fonksyonunun kutuplarmin timii

ayrik ise sistemin durum uzay1 gosterimi asagidaki denklemlerle verilen formda gosterilebilir

x(k+D] [p, 0 -~ 0T x®] [1
D10 e 00 (3.26)
oD L0 0 o p x|
x; (k)
vk =le, ¢, - ¢ ] xsz) T byu(k) (3.27)
xn.(k)

Burada p,’ler ve ¢, ’ler, sistemin darbe transfer fonksiyonunun kismi kesirlere agildiginda elde

edilen kutuplar ve bunlara karsilik gelen rezidiilerdir.

Jordan kanonik formu.
Eger (3.13), (3.14) veya (3.15) ile verilmis olan darbe transfer fonksyonu z = p, ’de m adet kath

(tekrarli) kutuplar iceriyorsa ve diger kutuplar katsiz ise sistemin durum uzayr gosterimi

asagidaki denklemlerle verilen formda gosterilebilir
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x, (k+1) _pl 1 0 0 | 0 0 | x(k) 0
x,(k+1) 0 p 0 | 0 0| x,(k) 0
| )
k+1 o o0 o0 - 0 - 0 k 1
xm( ) — pl | xm( ) + u(k) (328)
X+ | [0 0 0 o 0 | py e 0 x| |1
z I
x,(k+1) 10 0 0 0 | 0 P, || x,(k) 1
x, (k)
k
y(k):[cl ¢, Cn] xz:( ) +byu(k) (3.29)
x, (k)

3.4.2 Durum Uzay:1 Gosterimlerinin Benzersiz Olmamasi

Belirli bir darbe transfer fonsksyonlu sistemin durum uzayi gosterimi bensersiz degildir.
Yukarida, belirtilmis bir darbe transfer fonksyonlu sistemin farkli durum uzayi goésteriminin
mevcut oldugu gdsterilmisti. Durum denklemleri birbirleriyle benzerlik doniisiimiiyle iligkilidir.

Asagidaki denklemle tanimlanan sistemi ele alalim

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (3.30)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (3.31)

Yeni X(k) durum vektorii agsagidaki gibi tanimlansin

x(k) = Pk(k) (3.32)

burada P tekil olmayan bir matristir. Dikkat edilmelidir ki, x(k) ve X(k) n-boyutlu vektorler

oldugundan bu vektorler birbirleriyle tekil olmayan bir matrisle iliskilidir.

Daha sonra (3.32), (3.30)’da yerine konulursa asagidaki denklem elde edilmis olacaktir

Pi(k +1) = GPX(k) + Hu(k) (3.33)
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(3.33)’ nin her tarafinin P ile carpilmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir
x(k +1) =P 'GPx(k)+ P 'Hu(k)

Asagidaki denklemler sOyle tanimlansin

P'GP=G, P'H=H

O zaman (3.34) asagidaki sekilde yazilabilir

%(k +1) = Gx(k) + Hu(k)

Ayni sekilde (3.32)’in (3.31)’ye konulmasi sunu vermis olacaktir

y(k) = CPx(k)+ Du(k)

Asagidaki denklemler soyle tanimlansin

A A

CP=C,D=D

O zaman (3.37) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir

y(k) = C&(k) + Du(k)

Boylece, (3.30) ve (3.31) denklemleri ile verilmis olan durum uzay1 gésterimi

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.36) ve (3.39) denklemleri ile verilen durum uzay1 gosterimine esit oldugu gosterilmis olur,

R(k +1) = GX(k) + Hu(k)

y(k) = CX(k) + Du(k)
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x(k) ve Xx(k) durum vektorleri birbirleriyle (3.32) ile iligkilidir.
P matrisi herhangi bir n x n mertebesinden tekil olmayan bir matris olabilir. Dolayisiyla herhangi

bir verilen sistemin sonsuz ¢ok sayida durum uzay1 gosterimi vardir.

3.5 Ayrik Durum Uzay1 Denklemlerinin Coziimii

Bu boliimde asagidaki denklemle verilen dogrusal zamanla degismeyen ayrik zamanli durum

denkleminin iki ¢oziimii gosterilecektir.
x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (3.40)

Bunlarin birincisi tekrarlanan islem (iterasyon), ikincisi ise z-doniigiimii yontemi araciligryla
sunulacaktir. Daha sonra (zI-G)'’ nin hesaplanmasini saglayacak olan bir yontem

gosterilecektir.

3.5.1 Dogrusal Zamanla Degismeyen Ayrik Zamanh Durum Denkleminin Coziimii

Genel olarak ayrik zamanli denklemleri ¢6zmek diferansiyel denklemlere nazaran daha kolaydir.
Bunun da sebebi sudur. Ayrik zamanli denklemler tekrarlanan islem (iterasyon) araciligryla
kolaylikla ¢oziilebilmektedir. Tekrarlanan islem (iterasyon) oldukca basittir ve dijital
hesaplamalar yoluyla ¢oziilmeye uygundur.

Asagidaki durum ve ¢ikis denklemlerini ele alalim

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (3.41)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (3.42)

k pozitif ve tam say1l1 olmak iizere (3.41)’ nin ¢ézlimii direk olarak tekrarlanma yoluyla asagidaki

sekilde elde edilebilir:

x(1) = Gx(0) + Hu(0)
x(2) = Gx(1) + Hu(1) = G*x(0) + GHu(0) + Hu(1)
x(3) = Gx(2) + Hu(2) = G’x(0) + G*Hu(0) + GHu(l) + Hu(2)
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Bu isleme devam edilerek, asagidaki denklem elde edilmis olacaktir

k—1
xX(k) =G*x(0)+ > G*/'Hu()), k=123.. (3.43)

J=0

(3.43)’ dan x(k)’ nin iki kisimdan olustugu bellidir. Denklemin birinci kismi x(0) baslangi¢
durumunun katkisini, diger kismi ise wu(j) girisinin katkisini gostermekte, burada

j=0,1,2,....k—1. y(k)cikis1 kolayca asagidaki gibi elde edilir

y(k)=CG"x(0) + cki(;"'-""Hu( J)+Du(k) (3.44)

J=0

3.5.2 Durum Gecis Matrisi

Bir homojen durum denklemi agagidaki gibi verilmis olsun

x(k+1) =Gx(k) (3.45)
Bu denklemin ¢dziimii sdyle yazilabilir

x(k) =Y (k)x(0) (3.46)
burada W¥(k),

Y(k+1)=GY(k), Y(0)=1 (3.47)

kosullarini saglayan bir n x n benzersiz (unique) matristir.

Bellidir ki, W (k) asagidaki sekilde verilebilir

Y(k)=G" (3.48)
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(3.48) denklemine durum gegis matrisi denir. Ayn1 zamanda bu denklem temel (fundamental)
matris olarak ta adlandirilmaktadir. Durum gegis matrisi, (3.45) ile tanimlanan sistemin serbest
hareketleri ile ilgili tiim bilgiyi igermektedir.

(3.43) denklemi, ¥ (k) durum gegcis matrisi cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir

x(k) = ¥ (k)x(0) + kf;{!(k — j—DHu( ) (3.49)
= ¥ (k)x(0) + kil{!( ) Hu(k— j—1) (3.50)

(3.49) veya (3.50), (3.44)’ in yerine konulursa asagidaki ¢ikis denklemi elde edilebilir

y(k) = C¥(k)x(0) +c§\1f(k — j—1)Hu( )+ Du(k) (3.51)
= C¥(k)x(0) + ckf: ¥(j)Hu(k — j 1)+ Du(k) (3.52)

3.5.3 Ayrik Zamanh Durum Denkleminin Coéziimiinde z-Doniisiim Yaklasimi

[leride z-déniisiimii araciligiyla ayrik zamanli durum denkleminin ¢dziimii gosterilecektir.

(3.41) ile tanimlanan ayrik zamanl sistemi ele alalim

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (3.53)
(3.53) denkleminin her iki tarafinin z-doniisiimii alinip asagidaki denklem elde edilebilir

zX(z) - zx(0) = GX(z) + HU(2) (3.54)
burada X(z)=Z [x(k)] ve U(z)=Z [u(k)]. Daha sonra

(zI-G)X(z) = zx(0)+ HU(z2) (3.55)

Son denklemin her tarafi (zI-G)™ ile carpilip asagidaki denklem elde edilecektir
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X(z) =(zZI-G) ' zx(0) + (zI -G) "HU(2) (3.56)
(3.56) denkleminin her iki tarafin z-doniisiimiiniin alinmas1 asagidaki denklemi verir
x(h) = 2 |(21-G) " z[x(0) + 2 '|(21- G ' HU(2) (3.57)

(3.43) denklemi ile (3.57) denklemi karsilastirildiktan sonra asagidaki denklem elde edilmis

olacaktir
G =z"|1-G) 2] (3.58)
ve

2Gk‘f‘lHu(j) - 72"|@1-G) ' HU)] (3.59)

burada k=1,2,3,...

3.54 (zI-G)"’in Hesaplanmasi

(3.41) denklemi ile verilen durum denkleminin z-déniisimii ile ¢ozimi (z1-G) ' ’in
hesaplanmasin1 gerektirir. (ZI - G)_1 ‘nin hesaplanmasi basit durumlarin haricinde vakit gerektiren

bir problemdir. (zI-G)'’nin hesaplanmasi igin hem analitik hem de sayisal yontemler

mevcuttur. Bu boliimde sayisal yontem sunulacaktir.

Sunulacak olan yontem (zI-G) 'nin ekinin agilmasina dayali bir yontemdir. (zI-G) 'nin tersi

(zI- G) ’nin ekinin cinsinden asagidaki gibi yazilabilir

1 _ ad_](ZI - G)
(A-G)"' = T (3.60)

Dikkat edilmelidir ki |ZI - G| determinant1 agagidaki sekilde yazilabilir



36
|21-G|=z"+a;z"" +a,2" " +..+a (3.61)

n

adj(zI - G) asagidaki denklemle verilebilir

adj(zl-G)=1z""+H z" > +H,z" > + ..+ H_, (3.62)
burada
H =G+al
H, =GH, +a,I
(3.63)

H_ =GH,_, +a, I

n-1
H =GH, , +a,lI=0

Dikkat edilmelidir ki a,, a,, ..., a, katsayillar1 (3.61) denkleminde goziikken katsayilardir.

n

Bunlarin bulunmasi matrisin izinden de bulunabilir (Ogata, 1995)

a, =—-trG
1

a, = —EtrGHl

a, = —%‘[rGH2 (3.64)
1

a,=——trGH_,
n

Yiiksek mertebeden verilen matrisler igin (n >3) |zI - G| determinantinin (3.61) ile verilen bi¢cime

genislemesi vakit gerektiren bir hesaplama haline doniisebilir. Bu durumlarda a;’ lerin (3.64)
denklemini kullanarak hesaplanmasi yarali oldugu tecriibede kanitlanmistir. Ciinkii

a,H,,a,,H,,...,a, ,H,  ler ard arda kolayca hesaplanabilmektedir.
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Boylece, (zI-G)f1 bulunmasini saglayan algoritma elde edilmis oldu: (3.63) denklemi (3.62)
denkleminin yerine konulup sonucta olusan denklem (3.60)’da yerine konularak (zI-G)’ nin

hesaplanmas1 miimkiin olmaktadir.

3.6 Darbe Transfer Fonksiyonu

Tek girigli ve tek c¢ikish ayrik zamanli sistemin modellenmesi darbe transfer fonksiyonu
araciligiyla yapilabilir. Darbe transfer fonksiyonu kavramimnin ¢ok girisli ve ¢ok cikish ayrik
zamanl sistemlere uygulanmasi darbe transfer fonksiyonu matrisini verir. Bu béliimde durum
uzayl gosterimi ile darbe transfer fonksiyonu matrisi gosteriminin arasindaki baglanti

incelenecektir.

3.6.1 Darbe Transfer Fonksiyonu Matrisi

r girigli ve m ¢ikislt n. mertebeden dogrusal zamanla degismeyen ayrik zamanl sistemin durum

uzay1 gosterimi asagidaki sekilde verilebilir

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (3.65)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (3.66)

burada x(k)

x(k) = n—vektor

y(k) = m — vektor

u(k) =r —vektor
G = nxn mertebeden matris
H = nxr mertebeden matris
C = mxn mertebeden matris

D = m xr mertebeden matris

(3.65) ile (3.66) denklemlerinin z-doniisiimiin alinmasi1 asagidaki denklemi vermis olacaktir

zX(z)-zx(0) = GX(z) + HU(z) (3.67)
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Y(z) = CX(z) + DU(z) (3.68)

Dikkat edilmelidir ki darbe transfer fonksyonunun tanimi x(0) sifir baslangi¢ durumunun oldugu
varsayimini gerekmektedir. Darbe transfer fonksiyonunu elde etmek i¢in asagida x(0) baslangic

durumunun sifir oldugu varsayilacaktir. Bunu dikkate alarak (3.67) ile (3.68) asagidaki sekilde

yazilabilir

(z1-G)X(z) = HU(2) (3.69)
X(z)=(zI-G)'HU(z) (3.70)
Y(z) = CX(2) + DU(z) = |C(z1 -G ) 'H+ D|U(z) = F(2)U(2) 3.71)
burada

F(z)=C(zI-G)'H+D (3.72)

F(z), mxn bir matristir. Bu matrise darbe transfer fonksiyonu matrisi denir. F(z)matrisi

verilmis olan ayrik zamanli sistemin girig-¢ikis dinamigini tanimlamaktadir.
(3.60) denklemini dikkate alarak F(z) darbe transfer fonksiyonu matrisi asagidaki denklemle

verilebilir

Cadj(zI-G)H

&= ¢

+D (3.73)

Dikkat edilirse |zI -G

, sistemin karakteristik denklemini verir, yani

|z21-G|=0 (3.74)
ya da (3-61) denklemi dikkate alinirsa

Z"+az" +a,2" +..+a, z+a, =0 (3.75)

ayni ifadeyi verir. O halde darbe transfer fonksiyonunun kutuplar: sistemin 6zdegerleridir.
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3.6.2 Benzerlik Doniisiimii

Yukarida (3.65) ve (3.66) ile tanimlanan sistemin darbe transfer fonksiyonu matrisinin (3.72) ile
verilebildigi gdsterilmisti. Bunun disinda Boliim 3.4°de, verilmis sistemin farkli durum uzayi
gosterimlerinin mevcut oldugu ve bu gosterimlerin birbileriyle benzerlik doniisiimiiyle iliskili

oldugu soylenmisti. Simdi P benzerlik doniisiim matrisini kullanilarak yeni X(k) durum vektorii

asagidaki gibi tanimlansin
x(k) = Px(k) (3.76)

burada P tekil olmayan nxn mertebeden donilisiim matrisidir. Boliim 3.4.2° de verilen adimlar

izlenerek asagidaki denklemler elde edilmis olacaktir

R(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (3.77)

y(k) = Cx(k) + Du(k) (3.78)

G,H,C,D ve G,H,C,D birbirleriyle asagidaki benzerlik denklemlerle iliskilidir

A

CP=C,

A

P'GP=G, P'H=H (3.79)
D=D (3.80)

(3.77) ile (3.78) tanimlanan sistemin F (z)darbe transfer fonksiyonu matrisi asagidaki sekilde

verilir
F(z)=C(zI-G)"H+D

Simdi (3.79) ve (3.80) denklemleri yardimiyla l:“(z) darbe transfer fonksiyonu matrisinin
benzerlik doniisimiinden etkilenmedigi, yani l:“(z)’in F(z) esit oldugu gosterilmeye

calisilacaktir
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F(z)=C(z1-G)'H+D=CP(zI-P'GP)'P'H+D
=CP(zP-GP)'"H+D=C(zPP" -GPP")'H+D (3.81)
=C(zI-G)'H+D=F(z2)

(3.81)’dan goriildigi gibi F(z) darbe transfer fonksiyonu matrisi gergekte benzerlik

dontistimiinden etkilenmeyen bir matristir. Bagka bir deyisle darbe transfer fonksiyonu matrisi

sistemin farkli gosterimini elde etmek amaciyla secilen x(k) 0Ozel durum vektoriinden
etkilenmez.

Simdi |zI-G| =0 karakteristik denkleminin de benzerlik doniisiimiinden etkilenmedigi

gosterilmeye caligilsin

[71-G| =[P 1 - G|]P| = |1 - P'GP| = |21 - §| (3.82)

(3.82)’den goriildigi gibi |ZI -G| =0 karakteristik denklemi gercekte benzerlik doniisiimiinden

etkilenmeyen bir denklemdir. Sistem ne tiir ya da ne formda durum uzayinda temsil edilirse

edilsin 6zdegerleri degismez.

3.7 Siirekli Zamanh Durum Uzay1 Denkleminin Ayriklastirilmasi

Stirekli zamanli sistemlerin dijital kontrolii yapilirken siirekli zamanli durum uzay1 denkleminin
ayrik zamanli durum uzayr denklemine doniistiirilmesi gerekmektedir. Boyle doniisiim siirekli
zamanli sistemde hayali 6rnekleyici ve hayali tutma cihazini1 uygulama yoluyla yapilabilmektedir.
Ayriklagtirmanin ortaya getirdigi hatanin azaltilmasi problemi sistemin zaman sabitine nazaran

yeterli derecede kiigiik 6rnekleme zamanini uygulama yoluyla ¢oziilebilir.

3.7.1 Siirekli Zamanh Durum Denklemi Coziimiiniin Gozden Gegirilmesi

[lk olarak e” matris iistelini gdzden gecirelim. Matris iisteli asagidaki sekilde tanimlanir

Ar R N A
M =T+ A +— A + L+ — A=) (3.83)
2! k! = K
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0 k  k

Z d sonsuz dizinin yakinsak oldugu dikkate alinarak, bu dizi asagidaki sekilde terimlere
k=0 .

ayirilabilir

3,2 k k-1
A on_Avaus AL (AT
dt 2! (k=1)!
2,2 k-1 k-1
CAlTr A A AT Al (3.84)
(k-=1)!
2,2 k-1 k-1
A AL AT L A=A
(k—=1)!
matris lstelinin asagidaki 6zelligi vardir
QAU _ Al A (3.85)
Eger s =—t, 0 zaman
eAte-At — e—AteAt — eA(t—t) — I (3.86)

Boylece, e ’nin tersi e™ ’dir. ¢ ’nin tersi her zaman bulunabilir oldugundan dolay1 e* tekil
degildir.
Dikkat edilmesi gerekir ki,

e =M™ eger AB=BA
(3.87)

e 2 oM™ | eger AB # BA

Yukaridaki denklemler ve tanimlar gozden gecirildikten sonra siirekli zamanli durum

denkleminin ¢6ziimii bulmaya calisalabilir. Sistem asagidaki denklemle verilmis olsun
x = Ax+ Bu (3.88)

burada
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X = durum vektorii (7 — vektor)
u = giris vektorii ( — vektor)
A =nxn mertebeden sabit matris

B = nxr mertebeden sabit matris
(3.88) denklemi asagidaki sekilde yazilip
x(1)— Ax(¢) = Bu(?) (3.89)

A

ve yeni denklem soldan ve sagdan e ' ’ya carpildiktan sonra asagidaki denklem elde edilmis

olacaktir

e [i(r) - Ax(1)]= %[e“x(t)]= ¢ “Bu(r) (3.90)

(3.90) denklemin 0 ve ¢ araliginda integrali alinirsa asagidaki denklem elde edilmis olacaktir

e ™x(1) = x(0) + j e MBu(r)dr (3.91)
0

son denklem x(¢) cinsinden ¢oziillirse asagidaki denklem elde edilmis olacaktir

x(¢) = e*x(0) + j. e Bu(r)dr (3.92)
0

(3.92) denklemi (3.88) denkleminin ¢oziimiidiir.

Dikkat edilmelidir ki, eger durumlar 0’dan degil x(¢,)’dan basliyorsa ¢oziim asagidaki gibi

verilmis olacaktir

x(¢) = e™Vx(t,) + j e "IBu(r)dr (3-92(a))
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3.7.2 Siirekli Zamanh Durum Uzay1 Denkleminin Ayriklastirilmasi

fleride siirekli zamanli durum uzay1 denklemini ayriklastirmanin yolu gésterilecektir. u(k7) giris

PR

vektoriniin ¢ = kT (k =1,2,3,...) esit 6rnekleme anlarinda degistigi varsayilsin.

Stirekli zamanli durum ve ¢ikis denklemleri agsagidaki gibi tanimlansin

x = Ax+ Bu (3.93)
=Cx+Du (3.94
y

Konunun daha acik bir sekilde anlatilmasi i¢in k£ ve k+1’nin yerine k7 ve (k+1)T isaretleri

kullanilacaktir. (3.93)’ nin ayrik zamanli durum ve ¢ikis denklemleri asagidaki sekilde yazilmis

olacaktir
X(k+D)T)=G(T)x(kT)+H(T)u(kT) (3.95)
y(kT) = Cx(kT)x(k)+Du(kT) (3.96)

u(7) ¢ikisinin 6rneklenip sifirinct mertebeden tutucudan gegirildigi kabul edilsin

X((k+DT) =" x(0) +e™ [ e Bu(r)dr (3.97)

kT
0

x(kT) = ™ x(0) + eAij e Bu(r)dr (3.98)

(3.98) esitligi e ile carpilip ve elde edilen denklem (3.97)’dan ¢ikarilirsa asagidaki denklem

elde edilmis olacaktir

X((k+DT) = eV x(kT)+ e [ A Bu(e)dr
kT <t < Kt +T araliginda u(¢) =u(k7T) =u(r) ‘dir.

x((k +1)T) = e x(kT) + ¢ [ e Bu(kT)dr
o (3.99)
=" x(kT) + jo e Bu(kT)dA

burada A =7 —¢

G(T)=e"" (3.100)
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H(T) :( jOTeMdz)B (3.101)
daha sonra (3.99) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olacaktir
xX((k+1D)T)=G(T)x(kT)+H(T)u(kT) (3.102)

(3.102) denklemi, yukarida verilmis olan (3.95) denklemidir. Boylece (3.100) ve (3.101) arzu
edilen G(7) ve H(7) matrislerini vermektedir. G(7) ve H(7) matrisleri 7 6rnekleme zamanina

bagli olan matrislerdir. (3.94) denklemine bakilarak ¢ikis denklemi asagidaki gibi yazilir
y(kT)=Cx(kT)+Du(kT) (3.103)

Burada C ve D matrisleri 7 6rnekleme zamanina bagli olmayan sabit matrislerdir.
Eger A matrisi tekil degilse, (3.101) ile verilmis olan H(7) basitlestirilerek asagidaki denklemle

yazilabilir
H(T) = (jOT eMcm)B =AM -DB=(" -DA'B (3.104)

Gosterilmis olan agiklamalarin sonuglanmasi gerekirse, asagidaki yorumlar verilebilir

Yorumlar

1. Durum uzayr yaklasiminda w(k7) giris vektoriiniin ard arda gelen iki 6rnek arasinda
degismedigi varsayilirsa sistemin ayrik zamanli modeli stirekli zamanli durum denklemini bir
ornekleme zamani igerisinde integral ederek kolayca elde edilebilir. (3.95) ile verilen ayrik
zamanli durum uzayi denklemine (3.93) ile verilen siirekli zamanli durum denkleminin ZOH
esdegeri denir;

2. T <<l ise G(T)+G(0)=e"" =1. Baska bir deyisle eger T 6rnekleme zamani ¢ok kiiciik ise

G(T) birim matrisine yaklagir.



45

3.7.3 Siirekli Zamanh Durum Denkleminin MATLAB Programi ile Ayriklastirilmasi

MATLAB programinin

X = Ax+Bu (3.105)
olarak tanimlanan siirekli zamanli durum denkleminin
x(k +1)=Gx(k)+ Hu(k) (3.106)

ile verilen ayrik zamanli denkleme ayriklastirilmasini gergeklistiren uygun komutu vardir. Bu
komutun yardimiyla stirekli zamanli durum uzayr denkleminin ayriklastirilmas:1 kolayca
yapilabilmektedir. Bunun yapilmasi i¢in sistemin siirekli zamanli durum denkleminin yani sira 7
ornekleme zamaninin belirlenip girilmesi gerekmektedir. MATLAB programinin s6z konusu

komutu asagida verilmistir
[G,H] = c2d(A,B,T) (3.107)

burada 7, 6rnekleme zamanini ifade etmektedir.
llerileyen béliimlerde hesaplamalar yapilirken siirekli zamanli durum denkleminin

ayriklastirilmasina ihtiya¢ duyuldugunda s6z konusu komuttan yararlanilacaktir.

3.74 Cayley-Hamilton Teoremi

Ayrik zamanli sistemler teorisinde exp 4 ve In A tiirdeki fonksiyonlar yaygin uygulanir. Burada
ki A, belli bir matristir, dolayisiyla, exp A4 ve In A4 gibi fonksiyonlar, matris fonksiyonlaridir.

Matris fonksiyonlarinin 6rnegi olarak matris eksponensiyeli ve matris logaritmasi diisiiniilebilir.

S6z konusu fonksiyonlarin hesaplanmasi Cayley-Hamilton teoremi araciligiyla yapilabilir.
AA)=A"+a, A" +..+a, =0, A kare matrisinin karakteristik polinomu ise, A(A)=0 ya da
A(A) ’nin sifira esit oldugu anlamina gelir. Bu ifadeyi daha agik sdylemek gerekirse, A matrisi

kendi karakteristik denklemini gergekler

AA)=A"+a, A" +. +a,I=0 (3.108)
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3.8 Kontroledilebilirlik ve Gozlemlenebilirlik Kavramlari

Kontroledilebilirlik, belirli bir baslangic durumundaki bir sistemin istenen baska bir duruma
gegcirilmesinin miimkiin olup olmadigiyla ilgilidir: kisitlandirilmamis bir kontrol vektdrii yoluyla
sistemin herhangi bir baslangi¢ durumundan 6rnekleme zamaninin sonlu sayisinda herhangi bir
diger duruma aktarilmas1 miimkiin ise bu sistemin kontroledilebilir oldugu sdylenir. Dolayisiyla,
kontrol edilebilirlik kavrami sistem durumunun bazi keyfi durumlara erismesinden ziyade bir
kontrol vektoriiniin bulunmastyla ilgilidir.

Gozlemlenebilirlik, ¢ikis ve kontrol vektorlerinin Ornekleme zamaninin sonlu sayisindaki
gbzlemlerinden bir dinamik sistemin durumunu belirleme problemiyle iligkilidir. x(0) durumunda
bir sistemde sonlu sayidaki 6rnekleme zamanlarinda ¢ikis ve kontrol vektorlerinin gézleminden
sistemin bu durumunu belirlemek miimkiin oluyorsa sistemin gozlemlenebilir oldugundan
bahsedilir.

Kontroledilebilirlik ve gozlemlenebilirlik kavramlart ilk kez R. E. Kalman tarafindan ortaya
konulmustu (Kuo, 1999). Bunlar ¢ok degiskenli sistemin optimal kontroliinde Onemli
kavramlardir. Ornegin, kontroledilebilirlik ve gdzlemlenebilirlik kosullar1 bir optimal kontrol

probleminin tam ¢ézlimiiniin varligin1 belirlemektedir.

3.8.1 Kontroledilebilirlik

Bir sistemde sistemin her bir durum degiskeni, eger kisitlandirilmamis u(#) kontrol vektori ile,
sonlu bir zamanda belirli hedeflere ulastirilabiliyor ise, tam kontroledilebilir denir (Kuo, 1999).
Sezgisel olarak, durum degiskenlerinden herhangi birinin, u(z) kontrol vektdriine bagimli
olmamasi halinde, bu 6zel durum degiskeninin belirli bir kontrol giicii ile sonlu zamanda istenen
bir duruma getirilemeyecegi aciktir. Bu nedenle bdyle bir 6zel durum kontroledilemez ve boyle
bir kontroledilemez durum bulundugu siirece, tiim sistem de tam kontroledilemez, ya da kisaca
kontroledilemez denir.

flerleyen béliimlerde durum geribeslemesi ile sistem &zdegerlerinin istenilen yerlere
yerlestirilebilmesi sorunu, bir sistemin kontroledilebilirlik kosulu ile yakin iligkili oldugu

gosterilecektir. Dolayisiyla sistemin kontroledilebilir oldugu kosullar1 belirlemek 6nemlidir.
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3.8.1.1 Dogrusal Zamanla Degismeyen Ayrik Zamanh Kontrol Sisteminin Tam Durum

Kontroledilebilirligi

Asagidaki denklemle tanimlanan ayrik zamanli kontrol sistemi ele alalim
x((k+1)T) =Gx(kT)+ Hu(kT) (3.109)
burada

X(kT) = k- ninc1 6rnekleme anindaki durum vektorii (rn-vektor)
u(kT) = k- ninc1 6rnekleme anindaki kontrol sinyali

G = nxn mertebeden matris

H = nx1 mertebeden matris

T =0rnekleme zamant

u(kT)’ min kT <t < (k+1)T aralig1 i¢in sabit oldugu varsayilsin.

Eger, x(kT) durum vektoriinii Xy arzu edilen durumuna n ornekleme zamaninda iletecek parga
parga sabit bir u(kT) kontrol sinyali mevcut ise, (3.109) denklemi ile verilen ayrik zamanlh
kontrol sistemine tamamen kontrol edilebilir denir.

Verilmis olan tanimi uygulayarak tam durum kontroledilebilirlik kosulunu tliretmeye calisalim.

(3.109) denkleminin ¢ozimii

x(nT) = G"x(0) + iG”jIH”(JT) (3.110)

=G"x(0)+ G""Hu(0)+ G"*Hu(T) + ...+ Hu((n - 1)T)
denklemi oldugundan dolay1 asagidaki denklemi elde etmis oluruz

u((n—=1T)

u((n=2)T)

x(nT) - G"x(0) = [H:GH:-\G"'H G.111)

u(0)
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H, nx1 mertebeden bir matris oldugundan dolay1 H, GH, ..., G"'H matrislerinin herbiri nx1
mertebeden bir matris veya siitiin vektorii oldugu bulunabilir. Eger asagidaki matrisin ranki # ise,

veya
rank[H:GH:---1G"'H] = n (3.112)

o zaman H, GH, ..., G"'H n vektorleri n-boyutlu uzayi kapsayabilir.
[HSGHS---EG""IH] matrisine genellikle kontroledilebilirlik matrisi denir. (Dikkat edilmelidir ki

orijinden ulasilabilen tiim durumlar kontroledilebilirlik matrisinin siitunlariyla kapsanabilir).
Boylece, eger kontroledilebilirlik matrisinin rank1 » ise, o zaman x(n7) = X, istege bagh bir
durum igin (3.111) denklemini saglayan wu(0), u(T), ... , u((n-1)T) kisitlandirilmamis kontrol
sinyaller dizisi vardir. (3.112) denklemi tam durum kontroledilebilirligin yeter ve gerek

kosuludur.

3.8.2 Gozlemlenebilirlik

Bu bolimde dogrusal zamanla degismeyen ayrik zamanli kontrol sistemlerinin
gozlemlenebilirligi tartisilacaktir. Asagidaki denklemle tanimlanan zorlanmamis ayrik zamanl

kontrol sistemini ele alalim

x((k + )T) = Gx(kT) (3.113)
y(kT) = Cx(kT) (3.114)

X(kT) = k- ninc1 6rnekleme anindaki durum vektorii (n-vektor)
y(kT') = k- ninc1 6rnekleme anindaki ¢ikis vektorii (m-vektor)

G = nxn mertebeden matris
C = m x n mertebeden matris

T =0rnekleme zamani

Eger sistemin her y(k7) kontrol vektoriiniin Ornekleme zamaninin sonlu sayisindaki
gozleminden bir x(0) baslangic durumu belirlenebiliyorsa sisteme tam gozlemlenebilir denir.
Dolayistyla, eger bir durumun her gecisi nihayetinde ¢ikis vektoriiniin her elemanini

etkileyebiliyorsa sistem tam gozlemlenebilirdir.
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Gozlemlenebilirlik  kavrami Olglilemeyen durum degigkenlerini  yeniden yapilandirma
(reconstructing) probleminin ¢ozlimiinde faydalidir. Kutup yerlestirme yontemiyle tasarlanan
durum geri beslemeli kontrol sistemlerinin agirlikli durum degiskenlerinin geri beslemesini
gerektirecegi ileride goriilmiis olacaktir. Bununla birlikte, tecriibede durum geri beslemeli kontrol
sistemlerinde karsilasilan giiglik durum degiskenlerinden bazilarinin dogrudan 6lgiim icin
erisilebilir olmamasidir. Bu durumda, geri beslemeli kontrol sinyallerinin yapilandirilmasi
(construct) amaciyla oOlgiilemeyen durum degiskenlerini kestirmek zorunlu hale gelmektedir.
Gozlemlenebilirlik kavraminin durum gozlemleyicilerinin tasariminda baskin rol oynadig:
goriilecektir.

Zorlanmamig sistemin ele alinmasinin nedeni sudur. Eger sistem asagidaki denklemlerle

tanimlaniyorsa

x((k +1)T) = Gx(kT) + Hu(kT) (3.115)
y(kT) = Cx(KT)x(k) + Du(kT) (3.116)
0 zaman

x(kT) = G*x(0) + inleu( jT) (3.117)
ve

y(kT) = CG*x(0) + IZ;CGI‘"HHu( JT)+Du(kT) (3.118)

G, H, C ile D matrisleri ve u(k7) kontrol vektorii bilinen oldugundan dolay1 (3.118) denkleminin
sagindaki ikinci ve iiglincli terimler bilinen niceliklerdir. Bundan dolayr bunlar y(kT)¢ikis
vektoriiniin gozlemlenen degerinden ¢ikarilabilir. Bu nedenle tam gézlemlenebilirligin gerek ve
yeter sartinin incelenmesi i¢in (3.113) ve (3.114) denklemleriyle tanimlanan sistemin ele alinmast
yeterlidir.

x(0) baslangi¢c durumu bir kez kontrol vektoriiniin gézleminden belirlenebiliyorsa x(k7) durum
vektori de u(0), u(T), .. , u((k—1)T) kontrol sinyallerinin bilinen oldugundan dolay1

belirlenebiliyordur.
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3.8.2.1 Ayrik Zamanh Sistemlerin Tam Goézlemlenebilirligi

(3.113) ve (3.114) denklemleriyle tanimlanan sistemi ele alalim. Eger sistemin belirli y(k7)

¢ikisinin drnekleme zamaninin sonlu sayisindaki gézleminden bir x(0) baslangi¢ durum vektorii
belirlenebiliyorsa sisteme tam gozlemlenebilir denir. ileride (3.113) ve (3.114) denklemleriyle
tanimlanan sistemin tam gozlemlenebilirlik sart1 tliretilmeye c¢alisilacaktir. (3.113) denkleminin

¢Ozimu

x(kT) = G*x(0) (3.119)
oldugundan dolay1 sistemin giris vektorli asagidaki sekilde elde edilecektir

y(kT) = CG*x(0) (3.120)

Tam gozlemlenebilirlik kavrami y(0), y(7), y(27), ... , ¢ikis vektoriinden x,(0), x2(0), ... , x,(0)
baslangi¢c durumlarinin belirlenebilecegi anlamina gelmektedir. n bilinmeyenin belirlenmesi igin
y(kT) ¢ikis vektoriiniin sadece n degerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle x;(0), x2(0), ... ,
x,(0) baslangi¢ durumlarin belirlenmesi i¢in y(k7) ¢ikis vektoriiniin ilk » degeri ya da y(0), y(7),
y((n - 1)T) kullanilabilir.

Asagida verilen tam gozlemlenebilir sistemin ¢ikis vektorleri igin x;(0), x2(0), ... , x,(0) baslangi¢

durumlarinin belirlenebilmesi gerekiyor

y(0) = Cx(0)

y(T:) = CGx(0) G120)

y(n-1)T)=CG"'x(0)

y(kT) cikis vektoriiniin m vektdr oldugu dikkate alinarak yukarida gosterilen n es zamanl
denklemler, herbiri x;(0), x2(0), ... , x,(0) baslangi¢c durumlari iceren nm denklemleri saglar. Bu
nm denklemlerden yegane x;(0), x2(0), ... , x,(0) ¢oziimler kiimesini elde etmemiz i¢in bunlarin
arasindan n dogrusal bagimsiz denklemleri tam olarak yazabilmemiz gerekiyor. Bu da asagidaki

nm x n matris rankinin n olmasini gerektirir.
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(3.122)

CcG"'

Matris ranki ve bu matrisin eslenik transpozesinin ranki ayni oldugu dikkate alinarak sistemin
tam gozlemlenebilirlik sarti asagidaki sekilde belirlenebilir. (3.113) ve (3.114) denklemleriyle
tanimlanan sistemin tam gozlemlenebilirligin gerek ve yeter sart1 asagidaki nxnm matrisinin

rankinin z olmasidir.

[c* SG*C*E---E(G*)HC*J (3.123)

lC* ‘G'C’ §-~~§(G*)HC*J matrisine gozlemlenebilirlik matrisi denir. Dikkat edilmelidir ki (3.123)
denklemindeki yildiz isareti matrisin eslenik transpozesini ifade eder.

3.9 Dualite Prensibi

Bu altbdliimde kontroledilebilirlik ve gozlemlenebilirlik kavramlarmin arasindaki mevcut

iliskinin tizerinden tartrigilacaktir. S, sisteminin asagidaki denklemle tanimlandig: diisiiniilsiin

x((k+1DT)=Gx(kT)+ Hu(kT) (3.124)
y(kT) = Cx(kT) (3.125)
burada

x(kT) = k 'ninc1 6rnekleme anindaki durum vektorii (# — vektor)
u(kT') = k 'ninc1 6rnekleme anindaki kontrol vektorii (7 —vektor)
y(kT) = k ’ninc1 6rnekleme anindaki ¢ikis vektorii (m — vektor)

G = nxn mertebeden matris
H = n xr mertebeden matris

C = m x n mertebeden matris
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S, sistemi olarak adlandirilan S, sisteminin ikili karsilig1 diistiniilsiin. S, sistemi asagidaki

denklemle tanimlansin

((k+1DT) =G X(kT) + CT0(kT) (3.126)
y(kT) = H'X(kT) (3.127)
burada

X(kT') = k "ninc1 6rnekleme anindaki durum vektorii (7 — vektor)
u(kT) = k ’ninc1 6rnekleme animdaki kontrol vektorii (m — vektor)
V(kT) = k ninc1 6rnekleme anindaki ¢ikis vektorii (7 — vektor)
G’ =G ’nin eslenik transozesi
H' = H ’nin eslenik transozesi

C’ = C’nin eslenik transozesi

lleride Kalman’a gore dualite prensibi olarak adlandirilan kontroledilebilirlik ve
gozlemlenebilirlik kavramlarinin arasindaki benzerligi incelenecektir.

Dualite prensibi, ancak ve ancak (3.126) ve (3.127) denklemleri ile tanimlanan §, sisteminin tam
gozlemlenebilir (durum kontroledilebilir) oldugunda (3.124) ve (3.125) denklemleri ile
tanimlanan S| sisteminin tam durum kontroledilebilir (gdzlemlenebilir) oldugunu ifade
etmektedir. Bu prensibin dogrulugunu ispat etmek icin S, ve §, sistemleri i¢in sirasiyla tam

durum kontroledilebilirlik ile tam gozlemlenebilirligin gerek ve yeter sartlarini asagida yazalim

S, sistemi i¢in:

1. Tam durum kontroledilebilirligin gerek ve yeter sart1 sudur
rank[H:GH:--iG"'H|=»n (3.128)
2. Tam gozlemlenebilirligin gerek ve yeter sart1 sudur

rank|C G 'C (G C = (3.129)
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S, sistemi i¢in:
1. Tam durum kontroledilebilirligin gerek ve yeter sart1 sudur

rank|C"1G'C (G = (3.130)
2. Tam gozlemlenebilirligin gerek ve yeter sart1 sudur
rank[H:GH:---{G"'H] = n (3.131)

Yukaridaki kosullar karsilastirilinca dualite prensibinin dogrulugunun kolayca goriilebildigi
anlagilir.

Goriildiigli tizere tam durum kontroledilebilir oldugunda S, sistemi tam goézlemlenebilir S,
sistemine karsilik gelirken tam gozlemlenebilir oldugunda S, sistemi tam durum kontroledilebilir
S, sistemine karsilik gelir. S6z konusu dualite prensibi kullamilarak belirli bir sistemin

gozlemlenebilirligi bu sistemin ikili sisteminin kontroledilebilirligi kontrol edilerek 6grenilebilir.

3.10 Durum Uzay1 Analiznde Uygulanan Onemli Déniisiimler

Bu bolimde herhangibir kontroledilebilir sistemin kontroledilebilir kanonik forma
dontstiiriilebilecegi  gosterilecektir. Daha sonra bu doniisiimiin nasil hesaplanabildigi
sunulacaktir. Elde edilen sonuglar durum geribeslemeli gozlemleyicilerin tasariminda
kullanilacaktir. Tasarlama prosediirii kontroledilebilir kanonik formda olan sistem i¢in

turetilecektir.

3.10.1 Durum Uzayi Denkleminin Kanonik Forma Doniisiimii

Ayrik zamanli durum ve ¢ikis denklemlerini ede alalim

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (3.132)
y(k) = Cx(k) + Du(k) (3.133)

(3.132) ve (3.133) denklemleriyle verilen sistemin kontroledilebilir kanonik forma

dontistiiriilmesi asagidaki doniisiim matrisi araciligiyla yapilabilir



T =MW
burada

M = [H:GH:---iG"'H]

\~
a,, a,, a, 1]
a,, a,, 1 0
W= : : :
a, 0 0
1 0 0 0]

W matrisinde gosterilen a; elemanlar1 karakteristik denklemin katsayilaridir

1 n-2

|ZI—G| =z"+az" +a,z"" +..

Daha sonra

T'GT = (MW)'G(MW)=W 'M'GMW

0 1 0
0 0 1
0 0 0
__ an - an—l - an—Z
ve
_O_
0
T'H=|:
0
_1_

oldugu gosterilmeye calisilacaktir.

l’l=0

0
0

_al

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)
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Bunun i¢in yeni X(k) durum vektorii tanimlansin
x(k) = Tx(k) (3.140)

burada T doniisiim matrisi (3.134) denklemiyle verilmistir.
Sonra (3.140) denkleminin (3.132) ve (3.133) denklemlerinin yerine konulup sonugta olusan

denklemin T ile carpilmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir

R(k+1) = T GT&(k) + T"'Hu(k) = GX(k) + Hu(k) (3.141)
y(k) = CTX(k) + Du(k) = CX(k) + Du(k) (3.142)
burada

G=T'GT,H=T'H

C=CTveD=D

veya
CRGKk+D ] [0 1 0 - 0 %%k ] [0]
%, (k+1) 0 0 1 0 | %k
: =| : : : S+ k) (3.143)
% (k+1) 0 0 0 - 1 |z (k)] |0
L )%n(k+1)_ __an _an—l _an—2 _al__ )%n(k)_ _1_
x, (k)
. o 2,k)|
y(ky=[b, —a,byb, , —a, byi-ib —ab,] "2 |+ Du(k) (3.144)
x, (k)

burada

by’ lar asagidaki darbe transfer fonksiyonunun payinda goziiken katsayilardir

C(zZl-G)'H+D=C(zI-G)'H+D
"4.+b, z+b, (3.145)

2" +az" +..+a, z+a,

n
_byz" +bz
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burada
D=D=b,.

(3.143) ve (3.144) denklemleriyle verilen sistem kontroledilebilir kanonik formdadir.



57

4. AYRIK ZAMANLI KONTROL SISTEMININ DURUM UZAYINDA TASARIMI

Bu boliimde kutup yerlestirme tasarimi yontemi iizerinden tartisilacaktir. Daha sonra konunun
devami olarak durum gozlemleyici tasarimi sunulacaktir. Suna dikkat edilmelidir ki,
kontroledilebilirlik kavrami kutup yerlestirme probleminin ¢o6ziimlerinin temelidir ve
gozlemlenebilirlik kavrami durum gozlemleyicilerinin tasarlanmasinda onemli bir rol tasir.
Durum gozlemleyicilerle eslestirilmis kutup yerlestirmeye dayali tasarim yontemi kontrol
miihendisliginde kullanilabilen temel tasarim yontemlerinden biridir. Sistem tam durum kontrol
edilebilir 6zellikteyse, z-dlizlemindeki arzu edilen kapali ¢evrim kutuplar1 (veya karakteristik
denklemin kokleri) secilebilecektir ve bu tiir kapali ¢evrim kutuplarin1i veren sistem
tasarlanabilecektir. Kapali c¢evrim kutuplarinin  z diizlemindeki arzu edilen yerlere
yerlestirilmesiyle iliskili tasarim yaklasimina kutup yerlestirme tasarim teknigi ad1 verilir; diger
bir deyisle, kutup yerlestirme tasarim tekniginde tiim durum degiskenleri, kapali ¢evrim
sisteminin tiim kutuplar arzu edilen yerlere yerlestirilecek sekilde geri beslenir. Bununla birlikte,
pratik kontrol sistemlerinde tiim durum degiskenlerinin Ol¢iimii miimkiin olmayabilir; bu
durumda, tiim durum degiskenleri geri besleme i¢in uygun olmayacaktir. Durum geribeslemesine
dayali bir tasarim uygulamak i¢in Olclilemeyen durum degiskenlerini kestirmek zorunlu hale
gelmektedir. Bu tiir bir kestirim ilerileyen bolimde ayrintili sekilde tartisilacak olan durum
gozlemleyicilerinin kullanilmasiyla gerceklestirilebilir.

Kontrol sistemlerinin kutup yerlestirme tasarim prosediirii iki asamaya ayrilabilir. Birinci
asamada, tiim durum degiskenlerinin geribesleme icin uygun oldugu varsayilarak sistem
tasarlanir. Ikinci asamada, tasarimi tamamlamak igin geribesleme igin gereken tiim durum
degiskenlerini (veya sadece dogrudan 6lgiilebilir olmayanlari) kestiren bir durum gozlemleyicisi

tasarlanir.

4.1 Kutup Yerlestirme

Kutup yerlestirme veya kutup atama teknigi olarak adlandirilan bu tasarim ydnteminde tiim
durum degiskenlerinin &lgiilebilir oldugu ve geri besleme igin uygun oldugu varsayilir. Uzerinde
durulan sistem tam durum kontroledilebilir bir sistem ise kapali ¢evrimli sistemin kutuplarinin
uygun bir durum geribesleme kazan¢ matrisi iizerinden durum geribeslemesi vasitasiyla arzu

edilen herhangi bir yere yerlestirilebilecegi miimkiin olmaktadir.
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Mevcut tasarim teknigi, hiz, soniim orani veya bant genisligi gibi frekans tanim bdlgesi
kriterlerine dayali olan arzu edilen kapali ¢evrim kutuplarinin belirlenmesiyle baglar. Bu kriterler

gdz Oniine almarak, arzu edilen kapali ¢evrim kutuplarmin z=py,z=pu,,...,z=p, 'de

yerlestirilecegine karar verildigi varsayilsin. Daha sonra, orijinal sistemin tam durum kontrol
edilebilir olmas1 kosuluyla, durum geribeslemesi i¢in uygun bir kazan¢ matrisi segilerek sistemi
arzu edilen yerlerde kapali ¢gevrim kutuplarina sahip olmaya zorlamak miimkiin olacaktir.

[leride, kontrol sinyalinin skaler oldugu diisiiniiliip kapali ¢evrim kutuplarmnin z-diizleminde arzu
edilen yerlere yerlestirilebilmesinin gerek ve yeter sartin sistemin tam durum kontroledilebilir
olmast oldugu kanitlanacaktir. Daha sonra, gerekli durum geribesleme kazang matrisini

belirleyecek birkag yontem tartigilacaktir.

4.1.1 Kutuplarin istege Bagh Yerlestirilmesi icin Gerek ve Yeter Sart

Sekil 4.1 (a)’da gosterilen agik ¢evrim kontrol sistemini ele alalim. Sistemin durum denklemi

asagidaki gibidir

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) 4.1)
x(k) = k-ninc1 6rnekleme anindaki durum vektorii (n-vektor)
u(k) = k-ninc1 6rnekleme anindaki kontrol sinyali (skaler)

G = nxn mertebeden matris

H = n x1 mertebeden matris

u(k) kontrol sinyalinin biiyiikliigii kisitlandirilmamis oldugu varsayilsin. u(k) kontrol sinyali
u(k) =-Kx(k) olarak secildiyse, burada K durum geribesleme kazang matrisi, o zaman sistem

Sekil 4.1 (b)’de gosterilen kapali ¢evrim kontrol sistemi haline donmektedir. Boyle durumda

sistemin durum denklemi asagidaki gibi yazilmis olacaktir

x(k +1) = (G - HK)x(k) (4.2)

Suna dikkat edilmelidir ki, K matrisi, G — HK ’ nin 6zdegerleri g, u,,..., 1, kapali ¢evrim

kutuplari olacak sekilde secilmistir.
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Yukarida verilen tanimlar dikkate alarak agagida kutuplarin istege bagh yerlestirilmesi i¢in gerek
ve yeter sartin sistemin tam kontroledilebilir olmas: gerektigi gosterilecektir. Ilk olarak gerek sart
saglanacaktir. Bu islem sistemin kontroledilebilir olmadig1 halde ortaya durum geribeslemesi ile

kontroledilemeyen G — HK ’ nin 6zdegerleri ¢ikacagi kanitlanmasiyla baslanacaktir.

u(k) x(k+1) x(k)
— »| H z'

G

(a)
u(k) x(k)

(b)
Sekil 4.1 (a) Agik ¢evrim kontrol sistemi,
(b) kapal1 ¢cevrim kontrol sistemi (u(k) = -Kx(k)) (Ogata, 1995)
(4.1) denklemiyle verilen sistemin tam kontroledilebilir olmadign varsayilsin. Bu durumda

sistemin kontroledilebilirlik matrisinin rank1 » ’dan kiigiiktiir, ya da
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rank|H:GH:---iG" 'H|= g < n (4.3)

Sistemin kontroledilebilir olmamasi kontroledilebilirlik matrisinin ¢ dogrusal bagimsiz siitun
vektorleri igerdigini ifade etmektedir. Bu ¢ dogrusal bagimsiz siitun vektorler f, f, ..., f;, olarak

tanimlansin. Bir de &yle bir n—q ek vy, Vg2, ... , v, n—vektorler secilsin ki,
P =lf1 Ay f v v f--~§an matrisinin ranki n olsun. P matrisi, donilisim matrisi olarak

kullanilip asagidaki esitlikler s0yle tanimlansin

P'GP=G, P'H=H (4.4)
daha sonra

GP =PG (4.5)
veya

[Gf, - iGE, (G, 3Gy, = i, i iy iy, |G (4.6)
ve

H=PH=[f if, 5 v, i, JH (4.7)

(4.6) ve (4.7) matrisleri g dogrusal bagimsiz f, f,, ... , f,, siitun vektorlerini igermektedir.
Dolayistyla Gfy, Gf,, ... , Gf, matrislerin s6z konusu g vektorler cinsinden ifade edilmesi i¢in

Cayley-Hamilton teoremi kullanilabilir. Baska bir ifadeyle

Gf, = g, f, + g, f, +"'+gq1fq
Gf, = gpof, +gf, +---+ g of, (4.8)

Gf, =g f+g, 0, ++g,f

q

Bu nedenle (4.6) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir
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Gf, -GS, 1Gv,, --iGv, |

gn 8 v 8y | 81441 g2 " 8
8xn 8n 0 8y | 82411 82502 7 8o
: : : | : : :
4.9
:[fl E- fq Vq+1 -:Vn] g_ql g_qZ B g_qq |_ g(ﬁJrl gl]j+2 ~ g_qn ( )
0 0 T 0 | Egrigrt grigrz 7 8grmn
. . | . . .
B O O O | gnq+1 q’1q+2 gnn i

(4.9) gosteriminin basitlestirilmesi icin Gij, Gz, Gz ve Gy, matrisleri asagidaki sekilde

tanimlansin
En 8 " 8y g gz 7 B
821 g:22 824 -G, gZ:qH g2;]+2 gzzn -G,
gql qu “. gqq gqu gqq+2 o gqn
(4.10)

O O . O gq+lq+l gq+lq+2 o gq+lr/

E — G21 gq+.2q+l gq+-2q+2 gq;—Zn _ G22
00 -~ 0

gr/q+1 gnq+2 o gnn

burada G21(n—q)>< g mertebesinden bir sifir matrisidir. Daha sonra (4.6) denklemi asagidaki

sekilde yazilabilir
Gl] | G12
[Gf, 5 iGE, iGy, Gy = it v iy ] - ] - (4.11)
0 [ Gy
boylece
Gl] ’ G12
G=| - | - (4.12)
0 [ Gy

Daha sonra ayni islem (4.7) denklemi i¢in de uygulansin
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A

H=[f 6,00ty bty A (4.13)

(4.3) denklemine atfen H vektorii ¢ dogrusal bagimsiz fi, f5, ... , f,, slitun vektorleri cinsinden

gosterilebilmektedir. Dolayisiyla

H=hf +h,f,+ - +h,f, (4.14)
Bu nedenle, (4.13) denklemi agagidaki sekilde verilebilir
T
h21
e g . .o h,,
hof +hyf, +-+ hf, =[f1 iy iV v :---:vn]
0
. O -
Boylece,
Hll
H=| - (4.15)
0
burada
hl]
h21
H, =| . (4.106)
h,

Simdi (4.2) denklemiyle verilmis olan kapali ¢cevrim sistemini ele alalim. Bellidir ki, sistemin

karakteristik denklemi asagidaki gibidir
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zI — HK + HK|=0 (4.17)

K =KP olarak tanimlansin. K matrisinin kisimlara ayirilmasi sunu vermis olacaktir

K= [KllsKlz] (4.18)

burada K, , 1xn mertebeden matristir ve K, 1x(n—q) mertebeden matristir. 1xn

mertebeden K matrisi asagidaki sekilde yazilabilir
K=KP'=[K,K,|P" (4.19)
Daha sonra sistemin karakteristik denklemi asagidaki sekilde verilebilir

2l - G+HK|=[P7|| I - G+ HK][P|
=|z1-P~ GP + P HKP| (4.20)

z‘zl—é + I:IIZ‘

(4.12), (4.15) ve (4.18) denklemlerinin (4.20) denkleminin yerine konulmasi asagidaki denklemi

vermis olacaktir

I, | 0 G, | G, H,,
A-G+HK|=|z| - | - |-]| - | - |+]| - |[[K,K,
o [ I, 0 | Gy 0
ZIq - G, + H, K, | -6, + H, K,
=l- - - = = - - - - - (4.21)
0 | 2,, - Gy

=zI, - G, + H11K11HZIn—q N Gzz‘

(4.21) denklemi asagidaki sekilde yorumlanabilir. Denklemin son kismina bakilirsa K = Kp~'

matrisinin G,, 'nin n—q Ozdegerleri hari¢, G, — H,,K,,’nin ¢ 6zdegerlerinin iizerinden etkili
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oldugu goriilebiliyor. Baska bir deyisle sdylemek gerekirse, G,, nin n—q Ozdegerleri harig
olmak iizere G, —H, K, ’nin g o0zdegerleri K = KP~'  matrisinin kontroledebildigi
O0zdegerlerdir. n—q Ozdegerleri ise etkilenmeyen ya da kontroledilemeyen 6zdegerlerdir. Bu da
s6z konusu n—gq oOzdegerlerin K matrisinden bagimsiz oldugunu ifade etmektedir. Uzerinde
durulan boliimiin ilk kisminda anlatilanlar hatirlanirsa sistemin tam kontroledilebilir olmadig:
halde geribeslemenin kontrol edemeyecegi G — HK matrisinin 6zvektorleri ortaya cikacagi
sOylenmisti. Bunu dikkate alarak tam durum kontroledilebilirlik sartinin tiim 6zdegerlerin kontrol
edilebilmesi i¢in gerek sartin oldugu sodylenebilir. Dolayisiyla, tam durum kontroledilebilirligin
G - HK matrisinin tiim 6zdegerleri kontrol edebilmesi i¢in gerek sartin oldugu ispat edilmis
oldu.

Simdi yeter sart tiiretilmeye caligilsin. Bunun i¢in, sistemin tam kontroledilebilir oldugu durumda
G — HK matrisinin 6zdegerlerini istendigi gibi davranmasini, ya da baska bir ifadeyle kapal
cevrim kutuplarmi arzu edilen yerlere yerlestirilmesini saglayan K matrisinin olacagini ispat
etmeye caligalim.

G - HK ’'nin arzu edilen 6zdegerleri u,, u,,..., 1, olsun. (4.1) denklemiyle verilen sistemin

n

karakteristik denklemi
|ZI-G|=Z” +az"" +a,z" +..+a, (4.22)

T doniisiim matrisi (3.134) denklemine atfen asagidaki sekilde verilsin

T =MW (4.23)
burada,
M = [H:GH:---iG"'H] (4.24)

rank1 »n olan matristir

Ve



n-1 an—Z

an—Z an—S
Ww=| : :
a, 1
1 0

Ve

Daha sonra

K=KT=[5, §

n n-1

0 zaman
ol
0
HK =| ! |[5, &,
0
L l _

zI — G + HK| karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir

1 0
0 1
0 0
- an—l - an—2
5]
[0
0
51] =\ :
0
_5)1

-a,
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(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)



z1-G + HK| =|z1 - G + HK
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10 0 0 1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 O 0
N O o . L] . .

0 0 0 0 1 0 0 0

0 =4, —a, -a,| |6, O,, - O

z -1 0

0 z 0

0 0 -1

a,+o6, a,, +0,, z4+a, + 0,

=z" +(a, +68)"" ++(a,, +5,)z+a, +35, =0 (4.30)
arzu edilen 6zdegerleri iceren karakteristik denklem asagidaki sekilde verilmisti
zZ — zZ — P
(z=u)z = 1y)-(z = 1,) @31

-1 -2
=z"+az" ta,z" " +.t+a, z+a,=0

(4.30) ve (4.31) denklemlerdeki z’nin esit mertebeden olan katsayilarin esitleyerek yazilmasi

asagidakileri vermis olacaktir

a, =a, + 0,
a,=a,+0
2 a, +o, (4.32)
an = an + 5’1
(4.32) dikkate alinarak (4.28) denklemi K cinsinden asagidaki sekilde yazilmis olacaktir
K=KT"'
=[5, &, - &1 (4.33)

- : — g — -
- [an —-a, 'an—l a,,: 'al a, ]T
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burada a, ve ¢,  ler bilinen katsayilar ve T bilinen matristir. Boylece, sistemin bilinen

katsayilar1 ve matrisi cinsinden verilen gerekli K kazang¢ matrisini belirlemis olduk. K matrisinin
belirlenmesi kutuplarin istege bagl yerlestirilebilmesi igin yeter sartin saglandigini baska bir
ifadeyle sOylemek gerekirse, (4.1) denklemi ile verilen sistemin tam kontroledilebilir olmasi
durumunda kutuplarin istege bagh yerlestirilmesi i¢in gerekli K durum geribesleme kazang
matrisinin belirlenmesi miimkiin oldugunu goéstermektedir. Bdylece, kutuplarin istege baglh

yerlestirilebilmesi i¢in gerek ve yeter sartin sistemin tam kontrol edilebilir olmasi1 gerektigini

ispatlamis olduk.

4.1.2 Ackermann Formiilii

K geribesleme kazang matrisini hesaplamanin farkli formiilii vardir. Bu formiile Ackermann
formiilii denir. Ackermann formiilii yararli kuramsal bir aragtir (Vakkaro, 1995). Bu formiiliin
tiiretimi (4-1) denklemi ile verilmis sistemin tam durum kontroledilebilir oldugu varsayilarak

yapilir. Daha sonra u(k) = —-Kx(k) durum geribeslemesi uygulanarak kapali ¢evrim kutuplarinin
Z=U,Z=MU,,..,z=pu de yerlestirilecegine karar verildikten sonra Cayley-Hamilton

teoreminden yararlanilarak birbirini izleyen hesaplama islemlerinin ardindan sonug formiil elde

edilir. Bu formiil asagidaki sekilde verilir

K=[0 0 - 0 1J[H:GH:G" H| 4G) (4.34)
burada
#G)=G" +,G""+--+a,,G +a,l (4.35)

¢(G) , hata dinamiginin arzu edilen karakteristik polinomu

Ve

[H :GH:-- -EG"'IH], (3.112) denkllemiyle verilmis olan kontroledilebilirlik matrisidir.
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4.1.3 En lyi K Matrisinin Secilmesi Uzerinde Yorumlar

K durum geribesleme kazang¢ matrisi bozucu etkenlerin neden oldugu hatanin yeterli bir hizda
sifira indirilecegi sekilde belirlenir. K matrisinin belirli bir sisteme 6zgilin olmayip secilmis arzu
edilen kapali ¢cevrim kutbuna baglh olduguna dikkat edilmelidir. Bilindigi iizere sistemin kapali
cevrim kutbu hata vektorii cevabinin hizini belirler. Arzu edilen kapali ¢evrim kutuplarinin veya
arzu edilen karakteristik denklemin se¢imi hata vektorii cevabinin hizi veya bozucu ve 6l¢iim
giiriiltiileri duyarliligindan birinin 6diin verilmesini gerektirir. Diger bir ifadeyle, hata cevap hiz1
artirtlirsa bozucu etkenler ve dlglim giiriiltiilerinin olumsuz etkileri de genellikle artar. Belirli bir
sistemde K durum geribesleme kazan¢ matrisinin belirlenmesinde birka¢ farkli arzu edilen
karakteristik denklemlere dayali ¢esitli K matrislerinin incelenmesi ve en iyi genel sistem
performansi veren matrisin se¢ilmesi makbuldiir.

Arzu edilen karakteristik denklem bir kez segildikten sonra tam durum kontroledilebilir oldugu
varsayildigr (4.1) denklemle tanimlanmis sistemin K durum geribesleme kazang matrisini

belirlemenin birkag farkli yontemi mevcuttur. Bunlarin ii¢ tanesi asagida siralanip verilmisti.
4.1.4 K Durum Geribesleme Kazan¢ Matrisini Hesaplamanin Farkh Yollar:

1. Yukarida bahsedildigi gibi K matrisi (4.33) denklemiyle hesaplanabilir

K=KT"
= [5n 5n 1

s, T (4.36)

= [an —a, i, —a,, _a1]T71

1

burada @,’ler verilen sistemin |zI — G| =z"+az" +---+a,,z+a, =0 Kkarakteristik

denkleminin katsayilaridir ve «;,’ler geri beslemeli kontrol sisteminin arzu edilen karakteristik

denkleminin katsayilaridir, yani
A-G+HK|=z"+az "'+ +a,,z+a,=0 (4.37)

T matrisi agagidaki gibi verilmigtir

T =MW (4.38)
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burada M ve W sirasiyla (4.24) ve (4.25) denklemi ile verilmistir.

2. Arzu edilen K geribesleme kazang¢ matrisi Ackermann formiilii ile verilebilir
K=[0 0 - 0 1][HiGH:G" H|" ¢(G) (4.39)
burada

#G)=G" +,G""' +--+a,,G+a,l (4.40)

n-1

3. Sistem diisik mertebeden verilmis ise K =[k, ik, ---ik,], |21 -G + HK|=0 karakteristik

denklemin yerine konulup sonugta ortaya ¢ikacak olan z mertebeden olan katsayilar arzu edilen

n-1

z" + oz + - +a,,z+a, =0 karakteristik denklemin esit z mertebeden olan katsayilarla
eslenerek bulunabilir. Bu tiir direk hesaplama diisiik mertebeden verilmis sistemler i¢in yararl

olabilir.

4.1.5 Referans Girisli Kontrol Sistemleri

Bilindigi gibi, kendi diizeninde denetleyicileri iceren sistemler regiilator sistemleri ve kontrol
sistemleri olmak iizere ikiye ayrilmaktadir (Ogata, 2002). Regiilator sistemleri, referans giriginin
sifir dahil olmak {izere sabit oldugu sistemdir. Kontrol sistemleri, referans girisinin zamanla
degistigi bir sistemdir. Simdiye kadar regiilator sistemlerinin {izerinden tartisilmisti. Regiilator
sistemi, biraz Once sdylendigi gibi referans giriginin silirekli olarak sabit oldugu ve harici
bozucularin sifirdan farkli durumlar1 yarattigi bir sistem olarak diisiintilebilir. Sistemin
karakteristik denklemi sifir olmayan durumlarin orijine yaklastigi hiz1 belirlemektedir. Simdi
sistemin referans girigini ya da kumanda girisini igerdigi durumlarin {izerinden tartisilacaktir.
Kontrol sisteminin ¢ikisi zamanla degisen girisi izlemelidir. Kumanda girisini izlerken sistem
tatmin edici sistem performansimi (kabuledilebilir tepe zamani, iistasim, yerlesme zamani v.b.)
gostermelidir.

Sekil 4.2°de gosterilen sistemi ele alalim. Plant, asagidaki sekilde verilen durum ve ¢ikis

denklemleriyle tanimlanir

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (4.41)
y(k) = Cx(k) (4.42)
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u(k) kontrol sinyali asagidaki sekilde verilir

u(k) =K,r(k)—Kx(k) (4.43)
u(k) 'nin durum denkleminden ¢ikarilmasi agagidaki denklemi vermis olur

x(k+1) = (G -HK)x(k) + HK ,r(k) (4.44)
Sistemin karakteristik denklemi |zI — G + HK| =0 olarak yazilir.

Onceden belirtildigi gibi sistemin tam durum kontroledilebilir oldugu durumda arzu edilen kapali

cevrim kutuplarini veren K geribesleme kazang matrisinin belirlenmesi miimkiin olabilmektedir.

r(k) v(k) u(k) y(k)

— Ko — Plant

x(k)

Sekil 4.2 Durum geribeslemeli kontrol sistemi (Ogata, 1995)

Onemle dikkat edilmesi gerekir ki, durum geribeslemesi, sistemin karakteristik denklemini
degistirebilir. Bununla beraber karakteristik denklemin degigmesi biitiin sistemin kalict hal

kazancinin degismesine neden olur. Dolayisiyla, sistemde ayarlanabilen bir K, kazancinin
olmas1 gereklidir. S6z konusu K, kazan¢ sabiti, sistemin girisine birim basamak girisi
uygulandiginda y(k) kalic1 hal ¢ikisinin bire esit veya baska bir ifadeyle y(o0) =1 olacak sekilde

ayarlanmalidir.
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4.2 Kapah Cevrim Kutuplarinin Yerlerinin Secilmesi

Kapali ¢evrim sisteminin kutuplarini arzu edilen yerlere yerlestirecek bir geribesleme kazang
matrisinin hesaplanmasinda son boliimde tiiretilen formiiller kullanilabilir. Kontrol sistemi
tasarlandiginda cevaplanmasi gereken soru “Kapali ¢evrim kutuplariin yerlerinin neresi olmasi
istenir” sorusudur. Bu soruyu cevaplandirmanin birka¢ yolu bulunmaktadir.

1. performans kriterini optimize edecek kapali ¢evrim kutuplarinin secilmesi;

2. ikinci mertebeden baskin kutuplarin klasik kontrol yontemlerine dayali s-diizlemindeki
kutup yerlesimlerinin secilmesi. ZOH kutup haritalandirma formiiliinii kullanarak bu
kutuplarin z-diizleminde haritalandirilmasi;

3. kapali ¢evrim kutuplarinin z-diizleminin orijininde bulunacak sekilde secilmesi (6li
vuruslu kontrol);

4. Bessel filtresi gibi bilinen bir prototip basamak cevabina sahip dnceden hesaplanmis
kutup yerlesimleri kiimesinin kullanilmasi. ZOH kutup haritalandirma formiili
kullanilarak s-diizlemi kutuplarinin z-diizleminde haritalandiriimasi.

[k yaklasim ikinci dereceden optimal kontrol yaklasimima dayali bir yontemdir. Bu yaklasim
arzu edilen kapali ¢evrim kutuplarini sistemin kabul edilebilir cevap ile gerekli kontrol enerjisi
miktarin1 dengeleyecek sekilde belirlemektedir (Ogata, 1995). Yiiksek hizli cevap
gerektirmesinin yiiksek miktarda kontrol enerjisi gerektirecegi anlamina geldigine de dikkat
edilmelidir. Yine, genel olarak cevap hizinin artirilmas: yiliksek maliyetli daha biiyilik ve agir
aktiiator gerektirmekte oldugu da unutulmamalidir. Kalan ii¢ yaklasimin anlatilmasi asagida

verilmis olacaktir.
4.2.1 Baskin Kutuplarin Belirlenmesi

Kok yer egrisi tasarimina dayali klasik kontrol yontemleri iki baskin kutuplarin yerlesiminin

belirlenmesi i¢in uygulanabilir (Vakkaro, 1995). Hesaplamalar kutup yerlesimlerinin ¢ séniim
orani ve @, dogal frekans parametrelerine dayanmaktadir. Ikinci mertebeden sistemin paydasinin

katsayilar1 § ve @, parametrelerinin cinsinden asagidaki sekilde yazilir

s’ +2lw, s+ a)n2 (4.45)
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bu denklemin kokleri asagidaki sekilde hesaplanir
S1,2 = _é/a)n i_ ja)n 1 - 4/2 (446)

Klasik tasarim prosediiriinde yasanan bir giigliik kontrol edilecek sistem ikinci mertebeden daha
yiksek mertebede ise, “ekstra” kutuplarin baskin kutuplara ¢ok yakin olabilmeleri tasarim
formiillerinin sistem performansini dogru olarak Onceden kestirebilmesine engel olmaktadir
(ciinkii bunlar sadece ikinci mertebeden sistemler i¢in uygundur). Bununla birlikte, sol yari
diizlemde “yeterince uzak” kutuplarin baskin kutuplarin davranisini etkilemedigi bilinmektedir.

Baskin kutuplar o = —{w, gergek kismina sahip ise, sol yar1 diizlemde gergek kisimlar1 40 ’dan
bliyiik ger¢ek kisimlara sahip kutuplar ihmal edilebilecektir. Boylece, iki kutbun arzu edilen ¢
ve o,’e karsilik gelen yerlere yerlestirilmesi miimkiin olur. Kalan kutuplar, ger¢ek kisimlari
—4¢w, ’den kiigiik olacak sekilde (yar1 diizlemde daha solda olacak sekilde) yerlestirilir. Kontrol

edilen sistem n mertebeden ise n kapali ¢evrim kutup yerlesiminin belirlenmesi gerektigi
unutulmamalidir. s diizlemindeki arzu edilen kutup yerlesimleri bir kez belirtildikten sonra,
bunlar ZOH kutup haritalandirma formiilii kullanilarak z diizleminde haritalandirilmalidir. ZOH

kutup haritalandirma formiilii asagidaki gibidir
s;T
z. =e" (4.47)

Suna da onemle dikkat edilmesi gerekir ki, kapali ¢evrim baskin kutuplarinin sol yar1 diizlemde
uzaga yerlestirilmesi sistem cevabini olduk¢a hizlandirir, dolayisiyla sistemdeki sinyaller yiiksek
biiytikliiklere ulasir ve bunun sonucu olarak sistem dogrusal olmayan bir sistem haline gelebilir.

Bu durumdan kaginilmalidir (Ogata, 1995).

4.2.2 Olii Vuruslu Kontrol

Kapali ¢evrim kutuplart s diizleminin sol yarisina dogru hareket ettikge, sistemin kumanda
girislerine daha hizli cevap verdigi bellidir (Vakkaro, 1995). s’in eksi sonsuza gittigi (analog
sistem i¢in fiilen miimkiin degildir) olaganiistii durumlarda, sistem “miimkiin oldugu kadar hizli”
olacaktir. s =—o0’daki bir kutup z = ¢"" ZOH kutup haritalandirma formiilii altinda z = 0’a

haritalandirilir. Bu nedenle, z diizlemindeki kapali ¢evrim kutup yerlesimlerine iligkin bir ilging
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secenek hepsinin orijine yerlestirilmesidir! Bu arzu edilen kutup yerlesimlerini belirleyen
karakteristik polinom p(z)=z"’dir. Kapali ¢evrim kutuplarma iliskin bu se¢im 6/i vuruslu

cevap olarak ifade edilir.

Tiim kapali ¢cevrim kutuplarinin orijine yerlestirilmesi G — HK ’nin 6zdegerlerinin sifir olacagi

ve G — HK ’in karakteristik denkleminin z" olacagi anlamina gelmektedir.

Asagidaki denklemle tanimlanan sistemi ele alalim

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (4.48)

u(k) =—-Kx(k) geribeslemesi uygulandigr zaman durum denklemi asagidaki sekilde yazilmis

olacaktir

x(k +1) = (G — HK)x(k) (4.49)

Dikkat edilmelidir ki, son denklemin ¢6ziimii s0yle verilmisti

x(k) = (G —HK)"x(0) (4.50)

Karakteristik denklem p(z)==z" olarak secilirse, ya da arzu edilen kutuplarin tiimii orijinde

olacak sekilde belirlenirse x(k) durumunun sifir olacagina wvarilabilir (bunun gosterimi

altboliimiin son kisminda verilecektir). Ya da matematik ifadeyle sdylemek gerekirse

x(k)=0, k=gq (4.51)

Burada ¢, sistem mertebesidir. (4.51) denklemi, x(0) degeri goz oniline alinmaksizin 6li vuruslu
regiilatoriin durum degiskenlerini » Ornekleme zamaninda sifira ulagtiracagini sdylemektedir.
Kontroledilebilirlik kavraminin anlatildig1 bir 6nceki boéliimde kontroledilebilir bir sistemi n

ornekleme zamaninda arzu edilen duruma ulastirabilecek bir girisin bulunmasinin miimkiin
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oldugu sdylenmisti. Olii vuruslu kontrol, u(k)=—Kx(k) geribeslemesi uygulanarak s6z konusu
girisi hesaplayacak yontemi saglayabilir.

Ornekleme anlar1 arasindaki davranisin salmimmli olmadigi varsayildiginda, bir 6li vuruslu
regiilatoriin yerlesim zaman1 n7 saniye olacaktir. 7 Ornekleme zamani ¢ok kiigiik segilirse,
yerlesme zamani1 da oldukea kiigiik olacaktir; bu durum kontrol sinyalinin son derece ytiksek
biiyiikliige sahip olacagi anlamina gelir. Aksi takdirde, hata cevabini kisa siire zarfinda sifira

getirmek miimkiin olmayacaktir (Ogata, 1995).

Tecriibede kiiciik yerlesim zamani basarilabilir degildir; ¢iink{i bunun gercektirilmesi biraz dnce
sOylendigi gibi yiiksek biiyiikliige sahip kontrol sinyalleri gerektirir. [Biiyiikliik yeterince
artirilldig1 halde, daima satiirasyon fenomeni meydana gelecektir. Satiirasyon kontrol sinyalinin
biiytikliigiinde meydana geldigi takdirde, cevap artik 6lii vuruslu olmayacaktir. Yerlesme zamani
n Ornekleme siirelerinden daha fazla olacaktir (Ogata, 1995)]. Olii vuruslu regiilatdriin yerlesme
zamanini artirmanin tek yolu 7 Ornekleme zamanimin artirtlmasidir. Bazi uygulamalarda, biiyiik
bir 6rnekleme zamanina sahip olunmasi kabul edilebilir bir durumdur. Bununla birlikte, bir dijital
reglilatér bozucu etkenleri sadece o6rnekleme anlarinda yanitladigindan dolayi, biiylik 6rnekleme
zamani bozucularin zayif bastirilmasi (kotii disturbance rejection) ile sonuglanacaktir. Bu nedenle,
Ol vuruslu dijital kontrolii sadece asagidaki gereksinimleri karsilayan ozel durumlarda
kullanilmalidir: kontrol edilen sistemin matematiksel modeli son derece hassas olmalidir, plant
tizerinde etkili herhangi bozucu etkenler bulunmamalidir ve plant giristeki biiylik siireksizligi
isleyebilmelidir. Sistemi etkileyen bozucular meydana geldigi takdirde (6rnekleme zamaninin ¢ok
biiyiik oldugundan dolay1) regiilatoriin bunlar1 yanitlayabilmesi uzun siirebilir. Bu da 6li vuruslu
regiilatdrlerin bir dezavantajidir. Olii vuruslu kontrol sistemlerinin ger¢ek tasariminda, tasarimci
kontrol sinyalinin biiyiikliigii ile cevap hiz1 gereksinimi arasinda olmasi gereken 6diinlesimden

haberdar olmasi1 gerekmektedir.

Simdi arzu edilen Ozdegerlerin timi sifir olarak secildiginde herhangibir x(0) baslangig
durumunun orijine ulastirilip sistem cevabinin bir 6lii vuruslu cevap olacagi gosterilmeye

caligilsin.

Olii vuruslu cevabin incelenmesinde asagida verilmis olan nilpotent matrisi 5Snemli matematiksel

arag roliinii oynar (Ogata,1995)
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(4.52)

0

Ornegin, 4 x 4 mertebeden nilpotent matrisini ele alalim

(4.53)
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(4.54)
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Benzer bicimde 7 x n mertebeden bir N nilpotent matrisi igin

N" =0 (4.57)

Simdi asagidaki sekilde verilen tam durum kontroledilebilir sistemini ele alalim

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (4.58)

Orijine yerlestirilecek sekilde kutuplarin arzu edilen yerlesimi secilsin. Ya da bagka bir deyisle

karakteristik denklemin 6zdegerleri sifir olacak sekilde asagidaki sekilde secilsin

=4 =.=u, =0 (4.59)

Daha sonra herhangibir x(0) baslangi¢c durumunun cevabi 6lii vuruslu cevap olacagi gosterilmeye

calisilacaktir. Arzu edilen 6zdegerleri igeren karakteristik denklem agsagidaki sekilde verilebilir

C-—p)z=p)z=p)=z"+a,z" " +a,z" > +..+a, z+a, =0 (4.60)
dolayisiyla
o =a,=..=a,=0 (4.61)

(4.62)
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(3.134) denklemiyle verilmis T doniisiim matrisi kullanilarak yeni X(k) durum vektorii asagidaki

sekilde tanimlansin
x(k) = Tx(k) (4.63)

Sonra (4.63) denkleminin (4.58) denkleminin yerine konulup sonucta olusan denklemin T ile

carpilmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir

R(k +1) = T'GT&(k) + T 'Hu(k) = Gx(k) + Hu(k) (4.64)
burada
T'GT=G, T'"H=H (4.65)

Eger u(k)=-Kx(k)=-KTx(k) geribeslemesi uygulanirsa (4.64) denklemi asagidaki sekilde

yazilmis olacaktir
R(k +1) = GX(k) + Hu(k) = Gx(k) - HKT&(k) = (G — HKT)X(k) (4.66)

(4.62) denklemi dikkate alinarak son denklem asagidaki sekilde yazilmig olacaktir:



G-HKT=G-H[-q,ia, i =a|T"'"T=G-H[-a,a, i —a]
0 1 0 0] [0]
0 0 1 0 0
- : -l Fa, —an o -al
0 0 0 1 0
—a, —a,, —a,, - —a| _1_
0 1 0 0] o0 0 0 0 |
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
=4, —4a,; —4a,, -4 |—aq, —4d,, —a,, - —a4;]
0 1 0 0]
0 0 1 0
00 0
00 0 - 0]

Boylece, G —HKT matrisinin nilpotent matris oldugu gosterilmis oldu. Bu nedenle, N" =0

oldugu dikkate alinarak G - HKT nilpotent matrisi asagidaki sekilde yazilmis olacaktir
(G-HKT)" =0 (4.67)

x(k) baslangi¢c durum cinsinden (4.65) denklemi hesaba alinarak son denklem asagidaki sekilde

yazilabilir

x(n) = (G — HK)"x(0) = (TGT ™' - THK)" x(0) = [T((; —~HKT)T" ] x(0) “468)
=T(G - HKT)" T"'x(0) = 0
Boylece, arzu edilen 6zdegerlerin tiimii sifir olarak secildiginde herhangibir x(0) baslangic

durumunun orijine ulastirilabilip sistem cevabinin bir 6lii vuruslu cevap olacagi gosterilmis oldu.
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4.2.3 Prototip Sistemler

Kapali ¢evrim kutuplarinin yerlesimlerini segmenin bir diger yolu ise ¢esitli prototip sistemlerinin
basamak cevabinin goz oniinde bulundurulmasidir. Bilindigi tizere, basamak cevabi, kontrol sistemi
cevabinin hizin1 6lgmek i¢in kullanilabilir (Vakkaro, 1995). Bu tiir 6lgmeye yerlesme zamani denir.

Yerlesme zamani 7, olarak ifade edilir.

Yerlesme zaman kiigiik degere sahip olan kontrol sistemleri ‘‘hizli’” olarak adlanirilirken yerlesme
zamani biiyiik degere sahip olan sistemler ‘‘yavag’ olarak adlandirilir. Boylece, bant genisligi ve
yerlesme zamani kontrol sistemi cavabinin hizinim iki farkl 6lgtileridir.

Yerlesme zamani ¢ogu kez kontrol sistemi cevabinin hizinin sartnamesi olarak kullanilir. Arzu
edilen yerlesme zamaninin elde edilmesi i¢in kapali ¢cevrim kontrol sisteminin kutuplari uygun
yerlesime sahip olmalidir. Yerlesme zamaninin kiiciik olmasi isteniyorsa kutuplar sol diizlemin
uzagida bulunmalidir. Yerlesme zamaninin biiyilik olmasi istendiginde kutuplar jo eksenine daha
yakin olmalidir. Kapali ¢evrim kutuplarinin se¢ilmesinde prototip sistemlerinin basamak cevabinin
uygulanmasi biraz 6nce séz konusu olan kontrol sistemi cevabinin hiziyla, daha dogrusu sistem
cevabinin yerlesme zamaniyla iligkilidir.

B, (s)’ nin k mertebeden normallestirilmis Bessel polinomunun oldugunu varsayalim. Cizelge

4.1°de bu polinomlarin bazilarinin kokleri listelenmektedir. Kutuplar1 Bessel polinomunun kdkleri
oldugu tiim kutup sisteminin arzu edilen basamak cevabina sahip oldugu bilinmektedir. Bu tiir bir

B,(0)

sistemin transfer fonksiyonu
B, (s)

> dir. Bu sistemlerden bazilarinin basamak cevaplar1 Sekil

4.3’de gosterilmektedir. Dikkat edilmelidir ki, basamak cevaplarmin tamam: 1 saniye yerlesme
zamanina sahiptir. Farkli bir yerlesim zamani arzu ediliyorsa Bessel polinomunun kokleri

Olceklendirilmelidir. 7, saniyelik bir yerlesme zamani elde etmek icin koklerin gercek ve sanal

N

kisimlart 7' ye boliinmelidir.

Ozetlemek gerekirse, prototip Bessel sistemlerini kullanarak » mertebeden bir plant icin kapal
cevrim kutup yerlesimlerinin secilmesi islemi asagidaki sekilde belirlenebilir. Kapali ¢evrim
sisteminin arzu edilen yerlesim zamani performans Ozelliklerine gore ve sistem donaniminin

smirlart goz dniinde bulundurularak belirlenir. Istenilen yerlesme zamam T, olarak adlandirilsin.

Arzu edilen s diizlemindeki kapali ¢evrim kutuplarin yerlesimlerini elde etmek icin Cizelge

4.1°deki n mertebeden polinomun kokleri 7' ye boliinmelidir. Daha sonra s diizlemindeki
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kutuplarin yerlesimi bulunduktan sonra bu kutup yerlesimleri ZOH kutup haritalandirma formiilii

kullanilarak z diizleminde haritalandirilir.

Cizelge 4.1 1 Sn’lik yerlesme zamanina karsilik gelen normallestirilmis Bessel
polinomlarinin kokleri (Vakkaro, 1995)

k B, (s) > min kutup yerlesimleri

1 —-4.6200

2 —4.0530+ ;2.3400

3 —5.0093, —3.9668 + j3.7845

4 —-4.0156% j5.0723, —5.5281+ j1.6553

5 —6.4480, —4.1104 + j6.3142, —5.9268 + j3.0813

6 -4.2169+ j7.5300, —6.2613 + j4.4018, —7.1205 % j1.4540

7 —-8.0271, —4.3361+ ;j8.7519, —6.5714 £ j5.6786, —7.6824 + j2.8081

8 —4.4554+ j9.9715, —6.8554+ j6.9278, —8.1682 + j4.1057, —8.7693 £ j1.3616

9 —9.6585, —4.5696 + j11.1838, —7.1145+ j8.1557, —8.5962 £ j5.3655, —9.4013 £ j2.6655
10 | —4.6835+ j12.4022, —7.3609 + j9.3777, —8.9898 + j6.6057, —9.9657 + j3.9342, —10.4278 + j1.3071

...............................
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Sekil 4.3 B,(0)/ B, (s) transfer fonksiyonun birim cevaplari,
k=1,...,10 (Vakkaro, 1995)
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4.2.4 Kisitlamalarin Saglanmasi

Kapali ¢evrim kutup yerlesimi se¢imiyle iligkili olarak onceden deginilen yontemlerden ikisi
(baskin kutuplar ve prototip sistemler) daha sonra z diizlemine haritalandirilacak olan s
diizlemindeki kutuplar1 belirler. s diizlemindeki kutuplarin her belirlenisinde belirtilen kapali
cevrim kutuplara sahip bir analog regiilatoriin kisitlamalar1 yerine getirip getirmediginin kontrol
edilmesi faydalidir. Bir analog regiilatdr bu kisitlamalar1 yerine getiremiyorsa, dijital regiilator i¢in
bu kutup yerlesimlerini z diizlemine haritalandirmak faydasiz olacaktir. Bunun yerine,
kisitlamalar1 yerine getirmek igin Oncelikle s diizlemindeki kutup yerlesimleri diizenlenmelidir.

Kontrol edilecek plantin agagidaki durum uzayi denklemleriyle tanimlandig1 varsayilsin

x(t) = Ax(t) + Bu(¢) (4.69)

Bir analog regiilator siirekli zamanh u(z) = -Kx(¢#) durum geribeslemesi kullanir. Kapali ¢cevrim
sisteminin kutuplar1 A —BK matrisinin 6zdegerleridir. Burada gecerli olan kisitlama, dijital
regiilatoriin ¢ikis araligt =5 volt olan bir D/A ¢evirici kullanacag1 varsayildiginda, giris sinyali
biiyiikliiglinlin 5'1 agmamasidir. Bu kisitlama plant modelinin D/A ¢evirici ile gergek plant girisi
arasinda kullanmak istenilen daha biiyiik bir yiikselticiyi igerdigini de varsaymaktadir. Analog

regiilatorle ilgili ikinci kisitlama da bunun kabul edilebilir kararlilik marjinine sahip olmasidir.

Prototip sistemlerini (Bessel polinomlari) kullanan bir regiilatér tasariminin bir faydali 6zelligi
muhtemel kapali ¢evrim kutup yerlesimlerinin plant modelinin mertebesi géz 6niine alinmaksizin
tek sayiyla (7, yerlesme zamani) parametrelestiriyor (Slgiilebiliyor) olmasidir. Bu nedenle, belirli
bir araliktaki her 7, degeri i¢in bir regiilatdr olmak iizere bir analog regiilatdrler ailesi

tasarlanabilir ve bu sinirlamalarin karsilanip karsilanamadigi kontrol edilir. Kararlilik sinirlarini
kontrol etmek igin siirekli zamanli sistemin Nyquist diyagramlarina bakilmasi gerekmektedir

(A,B,K); burada K ifadesi baz1 T, degerleri i¢cin Bessel polinomunun koklerine A —BK

0zdegerlerini yerlestiren bir geri besleme vektoriidiir.

Sinirlamay1 giris sinyalinin bilyiikliigline gére kontrol etmek sanildig1 kadar kolay degildir. Bunun

nedeni giris sinyalinin x(0) degerine ve ayrica plant {izerinde etkili olan bozucu etkenlere bagimli

olmasidir. Konunun anlasilmasinda kolaylik saglanmasi agisindan, sadece baslangi¢c durumunun
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etkisi hesaba alinir. “En kotli” baslangi¢ durum vektorii senaryosu alindiginda (regiilatoriin

islemesini bekledigimiz orijinden oldukc¢a uzaktaki bir vektor oldugunu varsayalim), x,, baslangi¢
durumuna sahip ve belirli 7, yerlesme zamanlarina gore tasarlanmis bir analog regiilatorii simule
edilebilir. x,, se¢iminin probleme bagimli olduguna dikkat edilmelidir; hi¢bir genel sonug
verilemeyecektir. Simulasyon kontrol girisinin belirli bir x,, ’de 5 volt degerini astifin1 gosterirse,
daha biiyiik bir 7, degeri alinir, yeni geri besleme vektorii hesaplanir ve baska bir simulasyon

calistirilir. Simulasyon kontrol girisinin 5’den kiiglik oldugunu gosteriyorsa, daha kii¢iik bir 7,

s

degeri almabilir. Bu yolla, kontrol girisi x,, baslangi¢c durumu i¢in 5’in altinda olan bir analog

regiilator bulunabilir.

Kabul edilebilir bir analog regiilator (baska bir deyisle 7,’ in kabuledilebilir degeri) bir kez

s

bulunduktan sonra ayn1 7, degerine sahip olmak kosuluyla dijital regiilator tasarlanir. Takip eden

bolimde s6z konusu dijital regiilatér i¢in Ornekleme zamaninin nasil secilmesi gerektigi

tartisilacaktir.

4.2.5 Ornekleme Zamaninin Secilmesi

Analog regiilatoriin kabul edilebilir kararlilik sinirlarma sahip oldugu ve plant giris biyiikligii
iizerindeki smirlamay1 karsilayan bir K geri besleme vektoriiniin bulundugu varsayilsin. Bessel

polinomu kullanildiginda, K vektorii bazi 7, zamanimnn tercihlerine karsilik gelir. Bir dijital

regiilator icin 7 Ornekleme zamaninin secilmesi amaciyla Oncelikle analog regiilatoriin bant
genisligi bulunmasi gerekmektedir. Bunu yapabilmek i¢in ilk 6nce band genisligi kavraminin

analog regulator terimi agisindan ne anlama geldigini incelemek gerekir.

Bilindigi iizere Bode diyagrami iki ¢izimden olugmaktadir. Bunlarin ilki siniisoid transfer
fonksiyonunun biiytlikligiiniin logaritmasinin ¢izimidir, digeri ise faz agisinin ¢izimidir (Ogata,
2002). Bode diyagrami, kontrol sisteminin iyi izleme performansi saglanabilecegi frekans araligini
gostermektedir. Diyagramdaki bu frekanslarin en yiiksegine kontrol sisteminin bant genisligi ismi
verilir. Boylece band genisligi kavraminin genel anlamimi 6grenmis olduk. Bant genisligi, sistemin

siniizoid girisini ne kadar iyi izleyecegini gostermektedir (Ogata, 2002).
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Bir regiilatore deginildiginde bu regiilatoriin harici girise sahip olmadigindan, bant genisligi
tanimimnin ne olmasi gerektigi belirsizdir. Bir regiilatoriin bant genisligi, regiilatoriin sifirdan farkl
baslangi¢c kosullar1 ve bozucu etkenlere cevaben {irettigi plant giris sinyalinin frekans igerigi
Ol¢iitiidiir. Bununla beraber, bant genisligi taniminin belirli baslangi¢ kosullart ya da bozucu
etkenlere bagli olmasindan kaginilmalidir. Bu nedenle, asagida frekans araligi ve oOrnekleme
periyodu secimi arasindaki nitel iliskinin ¢ikarildigi ve regiilatoriin band genisligi, takip sisteminin
band genisligi olacak sekilde tanimlandig1 durum uzayi regiilatorii ele alinacaktir.

Bir regiilator Sekil 4.3’de verilen blok ¢izim ile gosterilebilir. Bu sekilde geribeslemeli tek girisli
tek cikigl takip sistemi verilmisti. Regiilatoriin band genisligi, takip sisteminin bant genisligi
olacak sekilde tanimlandig1 varsayilir. Bu sekil, ¢ikis olarak —u(#) sinyaline sahip olan bir takip
sistemi bi¢imindedir. 7(¢) =sin(wt?) sinyali farkli @ 'larda uygulanirsa, u(¢) plant girisinin takip
edebilecegi frekans araligi goriilebilir. Bir dijital regiilatorde frekans araligi ile Ornekeleme
periyodu se¢imi arasindaki nitel iliski asagida belirtilen sekildedir: analog regiilator “yiiksek”
frekans igerigine sahip plant girisleri liretebiliyorsa drnekleme periyodu “kiiglik” olmahdir. Aksine,
bir analog regiilator sadece “diisiik” frekansl sinyaller iiretebiliyorsa érnekleme periyodu biiyiik

olabilecektir.

Sekil 4.4’deki sistem (A —BK,B,K) durum uzay1 gosterimiyle verilmistir. Analog regiilatoriin

bant genisligini bulmak i¢in Bode diyagrami kullanilir. Bant genisligi, Bode biiyiikliik diyagramin
sifir frekansinda kendi degerinden 3 dB asagida olan frekans seklinde tanimlanmaktadir. Diger bir
deyisle, H(s)’nin Sekil 4.4’de gosterilen kapali ¢evrim sisteminin transfer fonksiyonu oldugu

varsayilirsa,

H(s)=K(sI-(A-BK))"'B (4.70)

bu durumda @, bant genisligi asagida gosterilen sekilde tanimlanmaktadir

|H(jw,)dB=|H(0)-3dB (4.71)
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r(t)=0 + uft) x(t) -u(t)
(A, B)

Y
Y

Sekil 4.4 Tek girigli tek, ¢ikisl takip sistemi olarak gosterilen durum
geribeslemeli regiilator. Regiilatoriin band genisligi, takip sisteminin band
genisligi olacak sekilde tanimlanir (Vakkaro, 1995)

Bir analog regiilatoriin bant genisligi bir kez bulunduktan sonra dijital regiilator i¢in 77 6rnekleme
zamanini bulmak amaciyla asagidaki kurallardan biri kullanilabilir. ik olarak, 7 &rnekleme

zamanmin asagidaki denklemde verilen @, Ornekleme frekansmna karsilik geldigine dikkat

etmeliyiz

W, = 2?ﬁrad/sec (4.72)

s

o, ’nin seg¢ilmesi i¢gin asagidaki kurallar kullanilmaktadir:

1. Plant genis bantli rastgele bozucu etkenlerden etkileniyorsa, asagidaki aralik segilir

20 <%

< 40 (4.73)
@,

Genis banth rastgele bozucular ile frekans icerigi kontrol sisteminin bant genisligini asan rastgele
bozucu etkenler ifade edilir.

2. Plant genis bantl rastgele bozuculardan etkili degil ise, asagidaki aralik segilir

@
5<—=

<10 (4.74)
@,

Bu kurallar 7 6rnekleme araliginin {ist ve alt smirlarina karsilik gelir. 7 ’nin alt smirlarinin
verilmesinin nedeni sorulabilir. Diger bir ifadeyle, kiicik 7' degerinin yaratacagi sorunun ne
olacagi merak edilebilir. Bunun cevabi donanimin yeterli oldugu miiddetge drnekleme hizinin ¢ok
yiiksek olmasmin hicbir sakincasinin bulunmadigidir. Bununla birlikte, 7 verilen kurallarin
karsilik geldigi alt sinirlarin altinda segilirse kontrol sistemin performansinda ya ¢ok az iyilesme

olacaktir ya da higbir iyilesme elde edilmeyecektir.
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4.3 Durum Gozlemleyicilerin Tasarimi

Onceki altbdliimde, arzu edilen kontrol vektdriinii olusturmak igin tiim durum degiskenlerinin geri
beslemesini kullanan bir kutup yerlestirme tasarim yontemi tartisilmisti. Bununla birlikte, tecriibede
durum degiskenlerinin tiimiiniin dogrudan oOlglime uygun olmadigi durumlarin oldugu
unutulmamalidir. Birgok pratik durumda, belirli bir sistemin sadece birka¢c durum degiskeni
dlciilebilirdir ve geri kalanlar1 &lgiilebilir degildir. Ornegin, sadece ¢ikis degiskenleri dlciilebilir
olabilir. Bu nedenle, boyle durumlarda dogrudan olgiilebilir olmayan durum degiskenlerinin
kestirilmesi zorunludur. Bu kestirim iglemi yaygin sekilde gézlemleme olarak adlandirilir. Bir pratik
sistemde, c¢ikis ve kontrol degiskenlerinden Olciilebilir olmayan durum degiskenlerinin
gozlemlenmesi veya kestirilmesi zorunludur.

Durum kestirimcisi olarak da adlandirilan durum gézlemleyicisi bir kontrol sisteminde ¢ikis ve
kontrol degiskenlerinin oOlgiimlerine dayali durum degiskenlerinin kestirimini yapan bir alt
sistemdir. Durum gozlemleyicilerin tasiriminda, 6nceki boliimde ele aliman gdzlemlenebilirlik
kavrami 6nemli rol oynamaktadir. ileride gériilecegi iizere, durum gdzlemleyicisi, sadece ve sadece
gozlemlenebilirlik sartin yerine getirildigi zaman tasarlanabilmektedir.

Asagidaki durum gozlemleyicilerle ilgili tartismalarda, gozlemlenen durumu belirlemek igin

X(k)isareti kullanilacaktir. Birgok durumda, arzu edilen kontrol vektoriinii olusturmak igin durum
geri beslemesinde X(k) gozlemlenen durum vektorii kullanilir. Sekil 4.5, durum gozlemleyicinin
sematik diyagramini gostermektedir. Durum gozlemleyicinin girisi olarak y(k) ile u(k) ve cikist
olarak X(k) kullanilacaktir.

Ileride ilk olarak durum gdzlemi icin gerek ve yeter sartin iizerinden tartisilacaktir ve daha sonra
tam mertebeden durum goézlemleyicisi islenecektir. Tam mertebeden durum gozlemleme, bazi
durum degiskenlerinin dogrudan 6lglime uygun olup olmadigi géz oOniine alinmaksizin tim »
durum degiskenlerinin gozlemlendigi (kestirildigi) anlamina gelmektedir. Baz1 zamanlarda sistemin
tim n durum degiskenlerinin gdzlemlenmesi gereksiz olabilir. Boyle durumlarda (dogrudan
olgtilebilir durum degiskenlerinin gézlemine ihtiya¢ duyulmadigi durumlarda) sadece dlgiilemeyen
durum degiskenlerinin gézlemine ihtiya¢ duyulur. Yalniz 6l¢iillemeyen durum degiskenlerinin
gozlemi minimum mertebeden durum gozlemi olarak adlandirilmaktadir. Bu tlir gozleme
altboliimiin ilerleyen kisimlarinda ele alinacaktir. Tiim 6l¢iilemeyen durum degiskenlerine ilaveten
Olciilebilir durum degiskenlerinden bazilarinin (tamaminin degil) gozlemi indirgenmis mertebeden

durum gozlemi olarak ifade edilmektedir.
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y(k)
Durum X(k)

gozlemleyici
u(k)

Sekil 4.5 Durum goézlemleyicinin sematik diyagrami (Ogata, 1995)
4.3.1 Durum Goézlemesi icin Gerek ve Yeter Sart

Sekil 4.6’da durum gozlemleyicili regiilator sistemi verilmisti. Sekil 4.6’den sistemin durum ve

¢ikis denklemleri asagidaki sekilde elde edilebilir

x(k +1)= Gx(k)+ Hu(k) (4.75)
y(k) = Cx(k) (4.76)
burada

x(k) = durum vektori (n-vektor)

u(k) = kontrol vektorii (r-vektor)

y(k) = ¢ikis vektorii (m-vektor)
G = nxn mertebeden tekil olmayan matris
H = nxr mertebeden matris

C = m xn mertebeden matris
Durum degiskenlerin gozlemlenebilmesi (kestirilebilmesi) icin X(k + 1) ’lerin

y(k), y(k=1), ...,y(k—n+1) ve (k) u(k—1),..,u(k—n+1) terimleri cinsinden elde
edilebilmesi gerekir. (4.75) denkleminin asagidaki sekilde yazilabildigi bellidir

G 'x(k +1)=x(k)+ G "Hu(k) (4.77)
veya

x(k)= G 'x(k +1)- G "Hu(k) (4.78)
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u(k) x(k+1) x(k) y(k)

G
« x(k)
u(k) Durum y(k)
gozlemleyici

Sekil 4.6 Durum gozlemleyicili regiilator sistemi (Ogata, 1995)

k, 1 6rnek otelendikten sonra (4.78) denklemi asagidaki sekilde yazilabilir
x(k—1)=G"'x(k)- G "Hu(k 1) (4.79)
(4.78)’in (4.79) denklemin yerine konulmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir

x(k-1)=G"'[G'x(k +1)- G "Hu(k)|- G "Hu(k - 1) 450
=G x(k+1)- G *Hu(k) - G 'Hu(k - 1) '

Ayni sekilde,

x(k-2)=G'x(k-1)-G'Hu(k -2)
=G [G*Zx(k +1)- G Hu(k) - G "Hu(k — 1)]— G 'Hu(k -2) (4.81)
=G x(k +1)- G Hu(k) - G "Hu(k —1)- G 'Hu(k - 2)
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x(k—n+1)=G"x(k +1)- G "Hu(k) -G ""'Hu(k - 1)
—..—G'Hu(k—n+1)

(4.78)’nin (4.76) denklemin yerine konulmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir

y(k) = Cx(k) = C|G ' x(k +1) - G ' Hu(k)]
= CG'x(k + 1)~ CG'Hu(k)

Ayni sekilde, cikis da elde edilebilir:

y(k—1)= Cx(k -1) = C|G *x(k +1) - G *Hu(k) - G "Hu(k - 1)
= CG2x(k +1) - CG *Hu(k) - CG 'Hu(k — 1)
y(k—2)=Cx(k -2)
= |G x(k+1)- G Hu(k) - G *Hu(k -1) - G "Hu(k — 2)]
= CG*x(k + 1)~ CG*Hu(k) - CG *Hu(k — 1) - CG "Hu(k - 2)

y(k—n+1)=Cx(k —n+1) = CG "x(k + 1) — CG "Hu(k)
~CG"'Hu(k-1)—...—CG "Hu(k —n +1)

onceki n denklemin matrisel gosterimi asagidaki gibidir:

y(k) CG™
k-1 -2
YOI €T Kk
y(k—n+D| [CG™
CG'H 0 0 u(k)

|CG”H CG'H - 0 u(k—1)

CG"H CG™H -+ CG'H|u(k—n+1)

veya

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)
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CG™' y(k)
-2 k-1
G k41 = Y(: )
-n k—n+1
CG y( ) 4.88)
CG'H 0 0 u(k)
. CG’H CG'H - 0 u(k—1)

CG'H CG™H - CG'H|u(k—n+1)

Suna dikkat edilmelidir ki, (4.88) denklemin sag tarafi tamamen bilinen katsayilar1 igermektedir.

Bu nedenle, x(k +1) sadece ve sadece

CG™
-2

rank C(,; =n (4.89)

CG™

oldugu durumda tanimlidir.

G matrisi tekil olmayan bir matris oldugundan (4.89) denkleminin sol tarafinin her satirinin G”
ile carpilmasi rank kosulunu etkilememektedir. Dolayisiyla (4.89) denklemi asagidaki denkleme

esittir

CG n-1
n-2
rank CG. =n (4.90)

C

(4.90) denklemi asagidaki sekilde verilmis olan

rank|C” 0 G'CT i o 1 (G)"'C|=n (4.91)
denkleme esittir.

Aciktir ki, (4.91) denklemi (4.75) ve (4.76) denklemleriyle tanimlanan sistemin tam

gozlemlenebilirlik sartidir. Bu, (4.91) denklemi saglandigi durumda (sistem tam gozlemlenebilir
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oldugunda) x(k+1)’lerin y(k), y(k-1), ..., y(k—n+1) ve u(k), u(k-1), ... , u(k—n+1)
terimleri cinsinden elde edilmesinin miimkiin oldugunu ifade etmektedir. Bdylece, durum

gozlemenin gerek ve yeter sartinin sistemin tam gozlemlenebilir olmasi1 gerektigi gosterilmis

olur.

y(k) cikisinin skaler ve C matrisinin 1xn mertebeden bir matris oldugu 6zel durumlarda
x(k +1), (4.88) denkleminin her iki tarafinin da (4.89) denklemiyle verilen matrisin tersiyle
carpilmasi yoluyla asagidaki sekilde bulunabilir

cG' 1Ty
-2 k-1
xtken=| €6 | YED
CG™"| |yk—-n+1)
y (4.92)
CG"' | [cG'H 0 0 u(k)
L|CG7| |CG?H CG'H - 0 u(k —1)

CG"| |CG'™H CG™H - CG'H|uk—n+1)

Yukarida gosterilen ¢éziimlemenin Ozetlenmesi gerekirse, x(k+1) durumu sistemin tam

gozlemlenebilir oldugu durumlarda (4.88) denkleminden elde edilebilecegi sdylenebilir. Boylece,
sistem tam gozlemlenebilir ise durum vektorii en fazla »n Ornekleme zamani igerisinde

belirlenebilir.

4.3.2 Tam Mertebeden Durum Goézlemleyicisi

Bu altbdliimde tartisilacak olan gozlemleyicilerin mertebesi kontrol edilmekte olan plantin
mertebesiyle aynidir. Yukarida soylendigi gibi, bu tiir gozlemleyiciler tam mertebeden

gozlemleyiciler olarak adlandirilmaktadir.
fleriki ¢oziimlemeler, X(k) gercek durumunun dogrudan gézlemlenebilir olmadig varsayimiyla
siirdiiriilecektir. x(k) gercek durumun gozlemlenebilmesi séz konusu ise X(k) gozlemlenen

(kestirilen) durumun x(k) ger¢ek durumuna miimkiin oldukga yakin olmasi istenir.
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Suna dikkat edilmesi 6nemlidir ki, x(k) dogrudan olgiilemediginden dolay1 i(k) gbzlemlenen
(kestirilen) durumun x(k) ile karsilastirilmas1 miimkiin degildir. Bunun aksine, y(k): Cx(k)
¢ikist Olgiilebilir oldugundan dolay1 y(k) ¢ikisinin i(k)= CX(k) gozlemlenen (kestirilen) ¢ikis
ile karsilastirilmas1 miimkiindiir.

Sekil 4.7°de verilen durum geribeslemeli kontrol sistemini ele alalim. Sistem asagidaki

denklemlerle tanimlanmaktadir

x(k +1) = Gx(k )+ Hu(k) (4.93)
y(k)=Cx(k) (4.94)
u(k)=-Kx(k) (4.95)

x(k) = durum vektori (n-vektor)

u(k) = kontrol vektorii (r-vektor)

y(k) = ¢ikis vektorii (m-vektor)
G = nxn mertebeden tekil olmayan matris
H = nxr mertebeden matris
C = mxn mertebeden matris

B = durum geribeslemeli kazang matrisi (7 x » mertebeden matris)

u(k) x(k+1) x(k) y(k)
H ' C
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Sekil 4.7 Durum geribeslemeli kontrol sistemi (Ogata, 1995)

Sistemin tam durum kontroledilebilir ve tam gbézlemlenebilir oldugu varsayilsin. x(k), dogrudan

Olclilemeyen durum vektoriidiir. Sekil 4.8, Sekil 4.7°de verilen sisteme eklenmis durum
gozlemleyicisini gostermektedir. X(k) gozlemlenen (kestirilen) durumu, u(k) kontrol vektoriinii

olusturmak amactyla kullanilmaktadir, yada bagka bir ifadeyle yazilmak gerekirse
u(k) = -Kx(k) (4.96)
Sekil 4.8”de verilen sistemin denklemi asagidaki sekilde yazilabilir

X(k +1)= GX(k)+ Hu(k)+ K, [y(k) - ¥ (k)] (4.97)

burada K, gozlemleyici geribesleme kazang matrisi (nxm mertebeden bir matristir). Son

denklem, i(k) = CX(k) denklemi dikkate alinarak asagidaki sekilde yazilabilir
X(k+1)= (G -K,O)X(k)+ Hu(k)+ K, y(k) (4.98)

X(k +1)’nin kestirimi y(k)’nin bir 6rnekleme aralig: ilerisinde oldugundan (4.98) denklemi ile
verilen durum gozlemleyicisine onkestirim gozlemleyicisi ad verilir. (G —K ,C) 'nin 6zdegerleri

genellikle gozlemleyici kutuplar: olarak adlandirilir.
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k k k
u(k) H @ ! x(k) c y(k)

x(k)

_ V(k)
LI M 0

Sekil 4.8 Gozlenmis durum geribeslemeli kontrol sistemi (Ogata, 1995)

4.3.2.1 Tam Mertebeden Durum Goézlemleyicinin Hata Dinamikleri

Eger X(k)=x(k) ve y(k)=Cx(k) denklemleri dikkate aliirsa (4.98) denklemi asagidaki sekilde

yeniden verilmis olacaktir

x(k +1) = Gx(k)- K ,Cx(k)+ Hu(k) + K ,Cx(k)

_ Gx(k)+ Hu(k) (4.99)

Dikkat edilirse, (4.93) ve (4.99) denklemleri aynidir. (4.99) denkleminin gergek sistemin
denklemiyle ayni olmasi (i(k) = x(k)) durum gozlemleyici cevabinin gergek sistemin cevabiyla

ayni oldugunu ifade etmektedir. Gozlemleyicinin hata denklemini elde etmek igin (4.98)

denklemi (4.93) denkleminden asagidaki sekilde ¢ikarilirsa
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x(k +1)=X(k +1) = Gx(k) + Hu(k) - [(G - K ,O)X(k )+ Hu(k ) + Ky (k)]
= Gx(k) + Hu(k) - GX(k) + K ,CX(k) — Hu(k) - K ,Cx(k)

= Gx(k) - GX(k)-K ,Cx(k)+ K ,Cx(k) (4-100)
= (G- K. CJx(k) - X(k)]
(4.100) denklemi okunakl: sekilde asagidaki gibi yazilabilir
x(k +1)-X(k +1) = (G - K ,C)[x(k) - X(k)] (4.101)
[X(k) — i(k)] farki e(k) hatasi olarak tanilmanirsa
e(k) =x(k)—X(k) (4.102)
daha sonra (4.101) denklemi (4.103) haline gelir
e(k+1)=(G —K,C)e(k) (4.103)

(4.103) denkleminden goriildiigii gibi hata sinyalinin dinamik davramisi G —K_,C matrisinin

Ozdegerleriyle belirlenmektedir.

Yorumlar. (4.93) ve (4.94) denklemleriyle tanimlanan sistemin tam goézlemlenebilir oldugu
varsaylldigindan G —K ,C matrisinin 6zdegerlerinin istege baglh yerlestirilebilmesi miimkiindiir.
lleride agiklanacagi iizere G-K,C ve G —C'K, matrislerinin ayn1 6zdegerlere sahip

olduguna dikkat edilmelidir. Bolim 3’ de sunulmus olan dualite prensibi geregince (4.93) ve
(4.94) denklemleriyle tanimlanan sistemin tam gozlemlenebilir sart1 asagidaki denklemle verilmis

sistemin tam durum kontroledilebilirlik sartiyla tamamen aynidir.
x(k +1)= G x(k)+ Cu(k) (4.104)

Altbolim 4.1°de, (4.104) denklemiyle verilen sistem igin istege bagli kutup yerlesiminin bu

sistemin tam durum kontroledilebilir oldugu durumda, baska bir deyisle |C":G"C” 5---:(G* )HC*J

matrisi rankinin # oldugu durumda miimkiin oldugu gosterilmisti. (4.104) denklemiyle



95

tanimlanan sistem i¢in G —C K ’nin arzu edilen n 6zdegerler kiimesi segilerek K durum
geribeslemeli kazang matrisi belirlenebilmektedir. G —K,C ve G* —C'K_ ’nin 6zdegerleri ayn1

olmak iizere, arzu edilen K, matrisi K matrisi ile K, = K" denklemiyle iliskilidir.

4.3.3 Ackermann Formiilii

Durum gozlemleyicisi tasariminda gozlemleyicinin arzu edilen kutuplarin belirlenmesinde K,

gozlemleyici geribesleme kazang matrisi kullanilir. Arzu edilen 6zdegerler (veya arzu edilen

karakteristik denklem) bir kez segildikten sonra gozlemleyicinin K, matrisi kutup atama

tasarimina benzer sekilde Ackerman formiilii ile hesaplanabilir. Ackerman formiiliiniin durum

gozlemleyicilere uygun olarak tiiretimi (4.93) ve (4.94) denklemleri ile verilmis sistemin tam
gozlemlenebilir oldugu varsayilarak yapilir. Daha sonra u(k) = —KZx(k) durum geribeslemesi

uygulanarak birbirini izleyen hesaplama islemlerinin ardindan sonu¢ formiil elde edilir. Bu

formiil agsagidaki sekilde yazilir

C 0
CG | |0
K, =4(G) ; (4.105)
CG"'| |1
burada
#G)=G" +,G"" + - +a,,G +a,l (4.106)

4.3.4 K. Gozlemleyici Geribesleme Kazan¢ Matrisini Hesaplamanin Farkh Yollar:

1. K. gozlemleyici geribeslemeli kazan¢ matrisi asagidaki denklemle verilebilir

a,—a, a,—a,
K, = % Tt | (vt )[ @ T4 (4.107)
o, —q o, —aq

burada N ve W matrisleri asagidaki sekilde tanimlanmaktadir



96

N=lcieC 6 (4.108)
i w1 Gna a, |
a,, a,, 1 0

w=| 1 P (4.109)
a, 0 0
10 0 0]

a, ’ler, arzu edilen karakteristik denklemin katsayilaridir

" +az o ta, z+a, =0 (4.110)
ve a,’ler verilen sistemin karakteristik denklemin katsay1ilaridir

2l -G|=z"+az"" +-+a,,z+a,=0 (4.111)

2. Arzu edilen K, geribesleme kazang¢ matrisi Ackermann formiilii ile hesaplanabilir

C 0
CG | |0
K,=¢(G) ; 4.112)
CGn—l l
burada
#G)=G" +o,G"'+---+0a,,G +a,l (4.113)

3. Sistem diisiik mertebeden verilmis ise K, :[k€1§k€22~~-§k€n] matrisinin  katsayilari

|zI—G+K€C karakteristik denklemi ve arzu edilen karakteristik denklemin z’in esit

mertebeden olan katsayilarini esitleyerek bulunabilir. Arzu edilen karakteristik denklem
asagidaki sekilde verilmisti
z-—p)z=p)(z-—p)=z"+a,z" "'+ +a, z+a, =0 (4.114)
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burada x,’ ler, G —K_,C’ nin arzu edilen 6zdegerleridir.

4.3.5 Enlyi K, Matrisinin Segilmesi Uzerinde Yorumlar

Sekil 4.8’ye bakilarak, K, gozlemleyici geri besleme matrisinden gelen geri besleme sinyalinin

planttaki bilinmeyenleri hesaplamak iizere plant modelinin diizeltme sinyali olarak uygulandigina

dikkat edilmelidir. Sistem belirgin bilinmeyenleri igeriyorsa, K, matrisinden gelen geri besleme

sinyali goreceli sekilde biiyiik olacaktir. Bununla birlikte, ¢ikis sinyali bilylik oranda bozucular ve

Ol¢tim giiriiltiileriyle karismis ise, y(k) c¢ikist giivenilir olmayacaktir ve K, matrisinden gelen
geribesleme sinyali goreceli sekilde kiiglik olacaktir. K, matrisinin belirlenmesinde (arzu edilen
Mo fys ..., i, Ozdegerlerine baghdir) y(k) ¢ikisina dahil olan bozucular ve giiriiltiilerin etkileri
dikkatle incelenmelidir.

K, gozlemleyici geribesleme kazan¢ matrisinin ¢(z) = (z—x,) (z— ) ... (z—p,) =0 arzu
edilen karakteristik denkleme bagli oldugu hatirda tutulmalidir. g, ,, ... , u, kiimesinin

seciminin belirli bir sisteme 06zgiin olmadigina dikkat edilmelidir. Bu nedenle, arzu edilen
karakteristik denklem olarak birgok farkli karakteristik denklem segilebilir. Her arzu edilen

karakteristik denklemin, farkli K, matrisi bulunmaktadir.

Gozlemleyicinin tasariminda, ¢esitli K, gozlemleyici geribesleme kazan¢ matrisinin birkag
farkli arzu edilen karakteristik denklemlere gore belirlenmesi tercih edilmelidir. Bu farkli K,
matrislerinin herbirinde ortaya c¢ikan sistem performansini degerlendirmek igin simiilasyon
testleri yapilmalidir. Daha sonra, genel sistem performansi bakis acisiyla en iy1 K, secilmelidir.
Birgok pratik olguda, en iyi K, matrisinin secilmesi hizli cevap ile bozucu ve giirtiltii duyarlilig

arasinda bir se¢cim yapilmasina indirgenir.

4.3.6 En Diisiik Mertebeden Durum Gozlemleyicisi

Su ana kadar tartisilmis olan goézlemleyiciler tim durum degiskenlerinin yeniden elde edilmesi
icin uygulanan gozlemleyicilerdi. Bu gozlemleyiciler, kontrol sisteminin mertebesiyle ayni
mertebeden tasarlanir. Tecriibede, durum degiskenlerinin bazilar1 hassas sekilde 6lgiilebilir. Bu
tir dogru olarak Olciilebilen durum degiskenlerinin kestirilmesine gerek duyulmaz. n, durum

vektoriiniin  boyutu olmak iizere »n’den daha az sayida durum degiskenini kestiren bir
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gbzlemleyiciye indirgenmis mertebeden gozlemleyici adi verilir. Indirgenmis mertebeden
gozlemleyicinin mertebesi miimkiin olan en diisiikk mertebeden ise bu gozlemleyici en diisiik
mertebeden gbzlemleyici olarak adlandirilir.

X(k) durum vektoriiniin bir » vektorii oldugunu ve y(k) cikis vektoriiniin Olctilebilir bir m
vektori  oldugunu varsayalim. m ¢ikis degiskenleri, durum degiskenlerinin dogrusal
kombinasyonu oldugundan m adet durum degiskeninin kestirilmesi gerekmez. Kestirilmesi
gereken sadece n—m adet durum degiskenidir. Boyle hallerde indirgenmis mertebeden
gbzlemleyici bir (n—m) mertebeden gozlemleyiciye doniigiir. Bu tiir bir (n—m) mertebeden
gozlemleyici en diisiik mertebeden bir gozlemleyicidir. Sekil 4.9’da en diisiik mertebeden
gbzlemleyiciyi igeren sistemin blok ¢izimi gosterilmistir.

Bununla birlikte, ¢ikis degiskenlerinin 6l¢iimii giiriiltiileri igeriyorsa ve goreceli sekilde hatali ise,
bu durumda tam durum gozlemleyicisi kullanmanin daha iyi sistem performansiyla
sonuglanabilecegine dikkat edilmesi dnemlidir.

En diisiik mertebeden gozlemleyici tasarimu ilk olarak x(k) durum vektoriiniin asagidaki sekilde

iki kisma ayrilmasiyla yapilabilir
X, (k+1)
{ __________ :I (4.115)

burada x_(k), durum vektdriiniin dogrudan olgtilebilen kismidir (boylece, x, (k) m vektoriidiir)
ve X,(k), durum vektdriiniin Olgiilemeyen kismidir (bdylece, x,(k) n—m vektoridir). O

zaman ayrilmis durum denklemleri agsagidaki sekilde yazilmis olacaktir

|:Xa(k+1)} |:Gaa ’Gab}|:xa(k):| |:Ha i|
= + u(k) (4.116)
x,(k+1) G, |Gy, | X, (k) H,
| X (k)
K=1:0[] ——- 4.11
y(k) = ]Lb(k)} (4.117)
burada

G,, = mxm mertebeden matris

G, = mx(n—m) mertebeden matris
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G,, = (n—m)xm mertebeden matris
G,, = (n—m)x(n—m) mertebeden matris
H, = mxr mertebeden matris

H, = (n—m)xr mertebeden matris

(4.116) denklemi yeniden yazilarak durumun 6lgiilen kismi asagidaki sekilde verilmis olur

X, (k+1)=G_x,(k)+G _x,(k)+H u(k) (4.118)
veya
x,(k+)-G_x,(k)-H u(k)=G _x, (k) (4.119)

Dikkat edilmelidir ki, (4.119) denkleminin sol tarafinda yer alan terimler dogrudan 6lgiilebilen
terimlerdir. Bu denklem ¢ikis denklemi olarak kullanilir. En diisiik mertebeden gézlemleyicinin
tasariminda (4.119) denkleminin sol tarafi bilinen degerleri icerdigi varsayilir. Gergekte, (4.119)
denkleminde durumun 6lgiilebilen ve 6lgiilemeyen degerleri birbirleriyle iligkilidir.

(4.116) denkleminden durumun 6l¢iilmemis kismi asagidaki sekilde verilmis olur

x,(k +1)=G,x,(k)+ G,, x, (k) + H,u(k) (4.120)
(4.120) denklemi durumun Olgiilmemis kisminin dinamigini tanimlamaktadir. Suna dikkat

edilmelidirk ki, G, x,(k) ve H,u(k) terimleri bilinen terimlerdir.
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u(k) S—— (k)

x(k) En disuk
-K Donuslim mertebeden
gozlemleyici

y(k)

Sekil 4.9 En diisiik mertebeden gozlemleyicili gozlenmis durum
geribeslemeli kontrol sistemi (Ogata, 1995)

En diisiik mertebeden gozlemleyicinin tasarimi tam mertebeden goézlemleyici i¢in gelistirilmis
tasarlama teknigi uygulanarak yapilabilir. Bu nedenle, tam mertebeden gézlemleyicinin durum
denklemini en diisiik mertebeden gozlemleyicinin durum denklemiyle karsilastiralim. Tam

mertebeden gozlemleyicinin durum denklemi ve ¢ikis denklemi asagidaki sekilde verilmisti

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (4.121)
y(k) = Cx(k) (4.122)

ve en diisiik mertebeden gozlemleyicinin ‘‘durum denklemi’” ve ‘‘¢ikis denklemi’’ asagidaki

gibidir

x,(k +1)=G,x,(k)+[G,, x, (k) + H,u(k)] (4.123)
x,(k+1)-G_x, (k)-H,ulk)=G , x, (k) (4.124)
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En diisiik mertebeden gozlemleyicinin tasarimi tam mertebeden gozlemleyicinin denklemine
Cizelge 4.2°de verilmis degisikliklerin yapilmasi yoluyla gergeklesebilir. Kolay bakis acisindan

bu denklem asagida yeni haliyle verilmistir
x(k +1)=(G - K,C)x (k) + Hu(k) + K,y (k) (4.125)
Cizelge 4.2°deki degisiklikler yapilarak (4.125) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olacaktir

%,(k+1)=(G,, -K,G,, X, (k)+G,, x,(k)+ H, u(k)
+Ke[xa(k +1)-G,, x,(k) - HaU(k)] (4.126)

Cizelge 4.2 En diisiik mertebeden durum gozlemleyicisi i¢in gozlemleyici denkleminin
yazilmasinda yapilmasi gereken degisikliklerin listesi (Ogata, 1995)

Tam mertebeden durum gozlemleyici | En diisiik mertebeden durum gézlemleyici
x(k) %, (k)
G be
Hu(k) Gy, X, (k) + H,u(k)
y(k) x,(k +1)- G, x,(k) - H,ulk)
C Gab
K,, nx m mertebeden matris K,, (n — m)x m mertebeden matris

Dikkat edilmelidir ki, K, gozlemleyici geribesleme kazan¢ matrisi (n - m)x m mertebeden olan

matristir. (4.126) denklemi en diisiik mertebeden gozlemleyiciyi tanimlamaktadir. (4.117)

denklemine atfen
y(k)=x,(k) (4.127)
(4.127) denklemini (4.126) denkleminin yerine konulmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir

ib(k+l):(be _KeGab h(k)+Key(k+1)

+(G,, - K,G, y(k)+ (H, - K H, k) (4.128)
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Suna dikkat edilmelidir ki, X, (k +1) nin kestirilmesi i¢in y(k +1) Ol¢iilmiis degeri gereklidir.
Fakat y(k +1)’1 kullanmak zahmetlidir. Dolayisiyla bunun yerine bazi degisikliklerin yapilmasi
istenebilir. (4.98) denkleminden goriildiigii gibi tam mertebeden gozlemleyicinin uygulanmasi
durumunda X(k+1) durumunun kestirimi y(k +1) durumunun 6l¢iimiine ihtiya¢ olmaksizin

y(k) cikis1 Olciilerek yapilabilir. Bu nedenle (4.128) denklemini farkli sekilde asagidaki gibi

yazabiliriz

ib(lﬁ'l) (k"‘l) (G -K Gab )ib(k)+(Gba _KeGaa )Y(k)

(W, K H, Ju(k)

(th K Gab)[xb( ) KeY(k)]+(th _KeGab)Key(k) (4.129)
:(Gba -K.G,, )y(k)+(H, -K H, Ju(k)

G, -K Gab)[xb( ) KeY(k)]+[(be_KeGab)Ke]

Bundan sonra (4.127) denklemi dikkate alinarak asagidaki tanimlar yapilsin

x, (k) - K, y(k) = x, (k) - K, x_ (k) = n(k) (4.130)
%, (k) - K, y(k) =%, (k) - K, x, (k)= 7(k) (4.131)

(4.130) ve (4.131) denklemleri dikkate alinarak (4.129) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olur

ﬁ(k +1)= (be _KeGab )ﬁ(k)+ [(Ghb _KeGab )Ke +Gba _KeGaa ]y(k)

+(H, - K H, Ju(k) *132

(4.131) ve (4.132) denklemleri en diisiik mertebeden gozlemleyicinin dinamigini belirlemektedir.

Suna dikkat edilmelidir ki, 7 = (k +1)’1 bulmamiz i¢in y(k +1) 6l¢iilmiis degerin kullanilmas1
artik gerekmemektedir. Bundan sonra gdzlemleyici hata denklemini elde edelim. ilk 6nce

asagidaki denklemi tanimlayalim

e(k) = nlk) - 7(k) = x, (k) - X, (k) (4.133)
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(4.126) denkleminin (4.120) denkleminden ¢ikarilmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir

X, (k + 1) - ib(k + 1) =G, [Xb(k) - ib(k)] +K,. G, ib(k) (4.134)
- K.[x,(k +1) - G, x,(k) - H,u(k)] '
(4.119) denkleminin (4.134) denkleminde yerine konulmasi asagidaki denklemi verir
Xb(k + 1) - ib(k + 1) =G, [Xb(k) - ib] +K, G, X, (k) -K.G, Xb(k) (4.135)
= (be -K, Gab)[xb (k) - X, (k)]
Son denklem (4.133) denklemi dikkate alinarak asagidaki sekilde yazilabilir
e(k+1)=(G,, - K,G_,)e(k) (4.136)

(4.136) denklemi dikkate alinarak en diisiik mertebeden goézlemcinin karakteristik denklemi

asagidaki sekilde yazilabilir
|z1-G,, +K G, |=0 (4.137)

En disik mertebeden gozlemleyicinin K, gozlemleyici geribesleme kazang matrisinin

belirlenmesi ilk 6nce arzu edilen kutuplarin yerlesimi segilerek ((4.137) denklemiyle verilen
karakteristik denklemin kokleri arzu edilen yere yerlestirilerek) daha sonra tam mertebeden
gozlemleyici i¢in gelistirilmis olan islemler takip edilerek yapilabilmektedir.

y(k) girisinin skaler oldugu durumlarda sistemin x,(k) ¢ikis1 da skaler olacaktir. G,
matrisinin mertebesi 1x (n —1), ve G,, matrisinin mertebesi ise (n —1) x (n —1) olacaktir. Boyle

durumlarda (4-105) denklemiyle tanimlanan Ackermann formiiliinii daha anlasilir kilmak iizere

degistirilip asagidaki sekilde verilebilir

- -1

Gab
Gal.)be
: : (4.138)
(;azb(;Zl:3 O
_GabGZ;Z_
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burada
¢(be) = GZI;I + GZ;Z tota,,G6, +a,1 (4.139)

Yukarida anlatilanlarin 6zetlenmesi gerekirse, K, gozlemleyici geribesleme kazang matrisi
((n—m)xm mertebeden matris) bir kez belirlendikten sonra en diisiik mertebeden durum

gozlemleyicinin (4.131) ve (4.132) denklemleriyle asagidaki sekilde tanimlanabildigi sdylenebilir

o(k) - K, y(k) = %, (k) - K, x, (k) = 77(k) (4.140)

ﬁ(k +1): (th -K.G, )ﬁ(k)+ [(Ghb -K.G, )Ke +G,, -K .G, ]Y(k)
+(H, K. H, Ju(k)

>

(4.141)

Esit olarak en diisiik mertebeden durum gézlemleyicisi 77 (k) cinsinden daha ziyade (4-131) ve

(4-132) denklemleriyle gosterildigi gibi e(k) cinsinden asagidaki sekilde tanimlanabilir

X, (k)=x,(k)—e(k) (4.142)
e(k+1)=(G,, —-K,G , )e(k) (4.143)

4.3.7 Gozlenmis Durum Geribeslemeli Kontrol Sistemi

Asagidaki denklemle verilmis olan tam durum kontroledilebilir ve tam gozlemlenebilir sistemi

ele alalim

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) (4.144)
y(k) = Cx(k) (4.145)
burada

x(k) = durum vektori (n-vektor)
u(k) = kontrol vektorii (r-vektor)
y(k) = cikis vektori (m-vektor)

G, H ve C matrisleri asagidaki denklemlerle verilmistir
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G,.IG, H, .
G:{ 77777777777 } H=[ 77777 } c=[1,:0] (4.146)

G

ba

Geribeslenmis durumun en diisiik mertebeden gdézlemceyinin uygulanmasi yoluyla elde edilen
durum vektoriiniin 6l¢iilmiis kismin1 ve durum vektoriiniin gozlenen (kestirilen) kismini igerdigi
durum geribeslemeli kontrol ¢izimini ele alalim. Sekil 4.10, boyle bir sistemin blok ¢izimini

gostermektedir. Bu sistemin u(k) kontrol vektorii agagidaki sekilde verilmistir
u(k) =-Kx(k) (4.147)

burada X(k), x, (k) olgiilebilen durum ve X, (k) olgiilemeyen (kestirilen) durumu icermektedir:

_ {Xa(k)}{ x, (k) }
X(k)=| - _ (4.148)
X, (k) | n(k)+ K x, (k)

(4.147) denkleminin (4.144) denkleminde yerine konulmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir
x(k + 1) = Gx(k) - HKX(k) = (G — HK)x(k) + HK[x(k) — X(k)] (4.149)

Suna dikkat edilmelidir ki,

x,(k+1) x, (k) 0 0
x(k)-X(k) = — = - = (4.150)
Lb(k +1)} [ X, (k) } { X, (k) =X, (k) } [ e(k) }
burada
e(k)=x,(k)-x, (k) (4.151)

(4.149) denkleminin farkli bir sekilde yazilmasi iizerine yeni I' matrisini asagidaki sekilde

tanimlayalim

r:[ —————— } (4.152)
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u(k) ((k +1) x(k) y(k)
H @ ' C
G
1, - K.H,
0 -
"""" | 7k +1)

Z_l I @ Gba' KeGaa
i(k) @ Gpp - Ke Go

7(k)
0} 17 (k) \\

K
Ke
( I -
K
x, (k)
ii';';;'(iéi}

Sekil 4.10 Geribeslenmis durumun en diisiik mertebeden gozlemceyinin uygulanmasi yoluyla
elde edilen durum vektoriiniin dl¢lilmiis kismini ve durum vektdriiniin goézlenen kismini igerdigi
durum geribeslemeli kontrol ¢izimi (Ogata, 1995)

Daha sonra (4.152) denklemiyle verilmis olan yeni matrisi kullanarak (4-149) denklemi asagidaki

sekilde yazilmis olur

x(k +1) = (G - HK)x(k) + HKTe(k) (4.153)
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(4.153) ve (4.143) denklemleri, geribeslenmis durumun en diisiik mertebeden gozlemleyicinin

kullanilmas1 yoluyla elde edilen durum vektoriinin x_ (k) Olgiilmiis kismmi ve durum
vektoriiniin x, (k) gozlenen (kestirilen) kismini igerdigi durum geribeslemeli kontrol ¢izimini

tanimlamaktadir. (4.153) ve (4.143) denklemlerinin birlestirilmesi asagidaki denklemi verecektir

_____ S [ T | — (4.154)

(4.152) denklemi, en diisiik mertebeden gozlemleyici uygulanarak elde edilen gézlenmis durum
geribeslemeli sistemin dinamigini tanimlamaktadir. Sistemin karakteristik denklemi asagida

verilen denklemle tanimlanir

(4.155)

=[z1 - G + HK|[zI -G, + K, G ,|=0

(4.153) denklemi, sistemin kutup atamaya bagli olan kapali ¢evrim kutuplarini ((G —HK)
matrisinin 6zdegerleri) ve en diisiik mertebeden durum goézlemleyiciye bagli olan kapali ¢evrim

kutuplarmi ((G,, —K_,G ) matrisinin 6zdegerleri) i¢erdigini ifade etmektedir.

4.3.8 Referans Girisli Kontrol Sistemi

Degisen referans girislerini izleyecek bir kontrol sistemini tasarlamada gozlenmis durum

geribesleme yontemi uygulanabilir.

Dikkat edilmesi gerekir ki, gézlenmis durumun uygulandigi kutup atama yontemi, kapali ¢evrim
sisteminin transfer fonksiyonu payinin dinamigi iizerinden etkili degildir. Baska bir deyisle
gozlenmis durumun uygulandigi kutup atama yontemi kapali ¢evrim transfer fonksiyonunun
paymin dinamigini kontrol edemez. Buna karsilik B6liim 4’de polinomsal denklemler yaklagimi
tartistlirken s6z konusu yaklagimin darbe transfer fonksiyonunun paymin dinamigi lizerinden
etkili oldugu ya da darbe transfer fonksiyonunun paymin dinamigini kontrol edebildigi bir
yaklasim oldugu goriilecektir. Bununla beraber, gozlenmis durum geribeslemeli regiilator

sisteminin Sekil 4.11°de gosterilen kontrol sistemine déniistiiriilmesi miimkiindiir. Onceden
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belirtildigi gibi kutup atama yontemine dayali gézlemleyici tasarlama probleminin kutup atama
kismi, n. mertebeden bir sistemin » .mertebeden arzu edilen karakteristik denklemini belirler,
problemin durum gozlemleyici kismi ise n ya da daha diisiik mertebeden gozlemleyici hatasinin
karakteristik denklemini belirler. (4-153) denkleminin ifade ettigi gibi »n. mertebeden
karakteristik denklemin durum gozlemleyicisi hatasinin karakteristik denklemiyle ¢arpimi biitiin

sistemin karakteristik denklemini verir.

r(k) u(k) x(k) y(k)
— = K, *®~—> x(k + 1) = Gx (k) + Hu(k) C

A

Y

A

=  Gozlemleyici

x(k)

Sekil 4.11 Gozlenmis durum geribeslemeli kontrol
sisteminin blok ¢izimi (Ogata, 1995)

Regiilator sistemi kontrol sistemine doniistiiriiliirken biitiin kontrol sisteminin kazanci, birim
basamak girisi uygulandiginda y(k) kalic1 hal ¢ikisinin bire esit olacak sekilde belirlenebilmesi
i¢in sistemin giris yolunda ayarlanabilen bir K, kazancinin bulunmas: gerekmektedir. Bu yilizden
K, sabiti gerektigi gibi ayarlanmadig: siirece sistemin iyi performans gostermesi s6z konusu

degildir.
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5. AYRIK ZAMANLI KONTROL SISTEMININ TASARIMINDA POLINOMSAL
DENKLEMLER YAKLASIMI

Boliim 4’de, kutup atama yontemini uygulama yoluyla durum geribeslemeli kontrol sisteminin
tasarimi tartigilmisti. Bazi durum degiskenlerinin dogrudan dl¢lilemedigi durumlarda geribesleme
amaciyla sistemin gozlenmis durumlarinin kullanilmasi Onerilmisti. Biitiin sistemin tasarimi
durum uzayinda gergeklestirilmisti.

Kutup atama yontemi, bu tiir sistemin, daha dogrusu gozlemleyicili regiilator sistemlerinin
tasariminda uygulanan tek yontem degildir. Tecriibede, benzer sistemlerin tasarimi igin farkl: bir
yaklagimin mevcut oldugu bilinmektedir. S6z konusu yaklasim polinomsal denklemler yaklasimi
olarak adlandirilmaktadir. Polinomsal denklemler yaklasimi, kontrol sistemlerini en diisiik
mertebeden gozlemleyici kullanarak kutup atama teknigi ile tasarlama yaklasiminin alternatif bir
yaklasimi olarak bilinmektedir. Bu yaklasimin ayirt edici 6zelligi denetleyici tasariminin
Diophantine denklemi olarak bilinen 6zel (specific) tipteki dogrusal polinomsal denklemler
¢Oziimiine indirgenmesidir. Diophantine denkleminin ¢6ziimii, fiziksel olarak gerceklestirilebilir
kontrol sistemlerinin tasariminda sinirl islem sayisinda matematiksel ¢oziim saglayabilen bir
yaklasimdir.

[lerileyen béliimlerde polinomsal denklemler yaklasimimin dzeti ve Diophantine denkleminin
¢Oziimii tartisilacaktir. Daha sonra kontrol sistemlerinin polinomsal denklemler teknigi ile tasarim
yaklasimi incelenecektir. Boliimiin sonunda model eslemeli (model matching) kontrol sisteminin

tasarimi sunulacaktir.

5.1 Diophantine Denklemi

Bu bolimde Diophantine denklemi incelenecektir. Asagidaki darbe transfer fonksiyonuyla

tanimlanan sistemi ele alalim

U(z) A(z) 1)

burada

Aiz)=z"+az"" +..+a,  z+a, (5.2)
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B(z)=byz" +bz"" +..+b_z+b (5.3)

olarak tanimlansin.
Darbe transfer fonksiyonunun tam durum kontroledilebilir ve tam gozlemlenebilir oldugu
varsayilir. Bagka bir deyisle, darbe transfer fonksiyonu kutup-sifir sadelesmesini icermeyen bir

transfer fonksiyonu olsun. Bu nedenle, 4(z) ve B(z), ortak bolenleri olmayan birer polinomdur.
A(z) ve B(z) polinomlarinin kutup-sifir sadelesmesini igermedigi durumlarda bu polinomlar

karsuikli asal polinomlar (coprime) olarak adlandirilir. En yiiksek mertebeden terimin katsayisi

bir olan polinoma fekil polinom adi verilir. Boylece, dikkat edilirse A(z) polinomu bir tekil

polinomdur.

Daha sonra (2n —1) . mertebeden bir sabit D(z) polinomunu asagidaki gibi tanimlayalim

D(z)=d,z*"" +d 2" +..+d,, ,z+d,, (54)

Bu durumda (5.5)’1 saglayacak bir (n—1) . mertebeden «(z) ve f(z) polinomlar bulunabilir,

a(z)A(z)+ B(2)B(z) = D(2) (5.5)
burada

a(z)=a,z" " +az" P+ ta, 2 ta, (5.6)
B(2) :ﬂozn_l +ﬂ12n_2 tot B2+ 6, (5.7)

(5.5) denklemi, Diophantine denklemi olarak adlandirilir. Diophantine denklemi, a(z) ve £(z)

polinomlari i¢in 2nx2n mertebeden E Sylvester matrisi uygulanarak ¢oziilebilmektedir (Ogata,

1995). Sylvester matrisi, A(z) ve B(z) karsilikli asal polinomlar1 katsayilarinin cinsinden

asagidaki sekilde tanimlanmaktadir
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a 0 0 5 0 -~ 0

a,, 4, 0 b, b 0
Cooa,, 0 : b, 0

a b :

E={1 aq - a b b - b, (5.8)

0 1 a, 0 b »

0 0 g 0 0 b

10 0 1 0 O b |

Suna dikkat edilmelidir ki, (5.8) denklemini uygulayabilmenin sarti, A(z) polinomunun tekil
olmasidir. A(z) tekil olmadigi takdirde (5.8) denkleminin degistirilip yeniden tiiretilmesi

gerekebilir. Eger n =4 ise Sylvester matrisi agsagidaki sekilde verilir:

a, 0 0 0 b 0 O O]

a, a, 0 0 b, b, 0 0

a, a; a, 0 b, by b, 0

E- a a, a; a, b b, by b,
1 a a a, b, b b, b

0 a a, 0 b, b b,

0 0 1 a 0 0 b, b
K 0 1 0 0 0 b]

(5.9)

E Sylvester matrisinin, sadece ve sadece A(z) ve B(z) polinomlarin karsilikli asal oldugu ya da
ortak bolene sahip olmadigi durumda tekil olmayan bir matris olabildigine dikkat edilmelidir.
Bunu gostermek i¢in yukarida verilmis olan 8x8 mertebeden E matrisinin determinanti

asagidaki sekilde verilebilir
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a, 0 0 0 b 0 0 O

a, a, 0 0 b, b, 0 O

a, a;, a, 0 b, by, b, 0

Ee a a, a; a, b b, b, b,
1 a a, a; b, b b, b

0 1 a a O b, b b,

0 0 I a 0 0 b b

0 0 0 I 0 0 0 b,

=b3 (A4 —A)A = A4 — 44, — A5)
'(12 _15 )(’12 _/16)(/12 _17 )(22 _ﬁ“s)

’ (ﬂ’s - ﬂvs )(23 - ﬂ“e )(13 - 27 )(/13 - /13)
'(14 - ﬂ’s )(/14 _/16 )(/14 - 27 )(14 _ﬁg) (5-10)

burada a,,...,a, ve b,,...,b, sirasiyla A(z) ve B(z) polinomlarinin katsayilaridir ve 4,,...,4, ve

Ag,...y Ag strastyla A(z) ve B(z) polinomlarmin karakteristik kokleridir.

Az)=z"+a 2’ +a,z’ +az+az+a, =(z=A)z-A)z—,)(z—A,) (5.11)

B(z) = boz4 + blz3 + b222 +b,z4+b, =b,(z—=A)z=A )Nz =4, )z —A) (5.12)

(5.10) denkleminden goriildigii tizere,

E| determinanti, sadece ve sadece denklemin sag

tarafindaki tiim carpanlarin sifir olmadigr durumda sifirdan farkli cevap verecegi bellidir. Baska

bir deyisle,

E| determinanti, sadece ve sadece A(z) ve B(z) polinomlar1 katsayilarinin

sadelesmedigi durumda sifirdan farkli cevap verecegi bellidir.

Simdi 6yle bir D ve M iki vektorii tanimlayalim ki,
_d2n—1 ]
d2n—2
D=| : (5.13)

Ve
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M - (5.14)

Daha sonra «,,,,....a, | ve pB,,p,,.... 5, katsayilar1 asagidaki denklemden bulunabilirler

M=E'D (5.15)

(5.15) denklemi, Diophantine denkleminin ¢6zliimiinii saglayan vektordiir.

5.2 Kontrol Sistemlerinin Tasariminda Polinomsal Denklemler Yaklasimi

Bolim 5’in baglangic kisminda kontrol sisteminin polinomsal denklemler yaklagimi ile
tasariminda genel ¢Oziimiin Diophantine denklemi olarak adlandirilan
a(z)A(z)+ B(z)B(z) = D(z) polinomsal denkleminin ¢dziimiine indirgenmis oldugu ve daha
sonra, bu denklemin ¢6zimi «,,,,....a,, ve B,,p,.... 5, katsayillarim veren E Sylvester

matrisinin ¢ozlimiine dayali oldugu sdylenmisti. Simdi yukaridaki 6zetlenmis olanlar1 dikkate
alarak kontrol sisteminin s6z konusu yaklagimi uygulama yoluyla nasil tasarlandigini1 gostermeye
calisalim.

Sonraki kisimlarda polinomsal denklemler yaklasimina dayali kontrol sistemini tasarlama
problemi detayli sunulacaktir. Burada iki farkli mimarideki kontrol sistemi incelenecektir.

Kontrol sisteminin tasarimi asagidaki denklemin ¢6ziimiine dayalidir
a(z)A(z)+ f(z)B(z) = H(z)F(z) = D(z2) (5.16)
burada

A(z), n mertebeden bir tekil polinomdur, B(z), m mertebeden bir polinomdur (m < n), (A(z)
ve B(z) polinomlariin ortak bdlenler igermedigi varsayilir), H(z), kutup atama probleminde

¢Oziilen sistemin arzu edilen karakteristik denklem polinomu ( H(z), » mertebeden polinomdur),
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F(z), en diisiik mertebeden gozlemleyicinin arzu edilen karakteristik denklem polinomu ( F(z),

n—1 mertebeden polinomdur). Sistem ¢ikisinin, yalniz Olgiilebilen durum degiskeni oldugu

varsayilir. Dolayisiyla en diisiik mertebeden gozlemleyicinin mertebesi n —1dir.

Kontrol Sistemi Mimarisi - 1: Birinci tip mimarideki kontrol sisteminin blok ¢izimi ¢ikigin

referans girisini takip ettigi bir yapiya sahiptir. Sistemin blok ¢izimi asagidaki gibi verilmistir.

R(2) U(z) B(2) Y(2)
— Ky A(Z)
Bz |
a(z) |

Sekil 5.1 Mimari-1 kontrol sisteminin blok ¢izimi (Ogata, 1995)

Bolim 4’de sdylendigi gibi, kontrol sistemi ayarlanabilen K, kazang sabitine sahip olmasi

gerekir. Kazang sabiti, sistemin girisine birim basamak girisi uygulandigi zaman y(k) kalici hal

Y(2)

z

cikisinin bire esit olacak sekilde ayarlanmalidir. Sistemin kapali ¢cevrim darbe transfer

fonksiyonu asagidaki sekilde verilmigtir

B(z) B(z)
Y(2) _K A(z2) _ A(z2)
R L B@AG)  A@ak)+ BEAG) s
A(z)a(z) A(z)a(z) '
_ a(2)B(2)
" a(2)4(2)+ f(2)B(2)
(5.16) goz Online alinarak
') _ g a(2)BC) (5.17(a))

R(z) " H(2)F(2)
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Y@

R(z)

Dikkat edilmelidir ki, verilmis olan kontrol sisteminin mertebesi darbe transfer

fonksiyonun pay1 ve paydasindaki polinomlarin birbirleriyle, daha dogrusu a(z)B(z) ile
H(z)F(z) polinomlar1 sadelesmedikce (27 —1) olacaktir. Suna dikkat edilmesi gerekir ki, darbe
transfer fonksiyonunun paymin dinamigi B(z)’den K,a(z)B(z)’ ye degismistir. (Buna aksi
olarak, albdliim 4.3.5’de bahsedildigi gibi, gézlenmis durumun uygulandigi kutup atama yontemi,
kapali ¢evrim sisteminin transfer fonksiyonu paymin dinamigi iizerinden etkili degildir ya da
kapali ¢cevrim transfer fonksiyonunun payinin dinamigini kontrol edemez).

Yukarida K, i¢in verilen tanim dikkate alinarak kazang sabiti son deger teoremi kullanilarak ve

girisi birim basamak alarak, R(z) = Ll asagidaki gibi bulunabilir
Z J—

¥, = lim y(k) = lim(1 - 2)¥(2)
_ lim?Z —IKO a(z)B(z) z
=l z H(z)F(z)z-1

_g e®BO) _,
* H(1)F(1)

(5.18)

(5.18) denkleminden

o _ HOF®

T (5.19)

olarak elde edilir.

Kontrol Sistemi Mimarisi - 2: Polinomsal denklemler yaklagimiyla tasarlanabilen kontrol
sistemin bir diger mimarisi Sekil 5.2’de verilmistir. Bu mimaride verilmis kontrol sisteminin

denklemi alagidaki sekilde tanimlanmaktadir

@U(z)—U(z)+&Y(z)}+KOR(Z) (5.20)

v = {F(z) F(z)

(5.20) denklemi asagida verilen denkleme basitlestirilerek yazilabilir
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%@ iy = POy 2y 4k R(2) (5.21)
F(z) F(2)
. . Y(2) . . C e
Sistemin T darbe transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilir
z
Y@ _ B (5.22)
U(z) A(z)
burada
A(z), n mertebeden tekil polinom, B(z), m mertebeden polinomdur (m <n)
R(2) —ﬂ@@ )2) ((2) Y(2)
— K - —= -
[(z)
A
| @ |
Ll ’(Z -,(Zj .
Sekil 5.2 Mimari-2 kontrol sisteminin blok ¢izimi (Ogata, 1995)
(5.23)

U(z) :%Y(z)

oldugundan (5.23) denkleminin (5.21) denkleminde yerine konulmasi asagidaki denklemi

verecektir

a(z) A(z)  P(z)
Y(z)=K,R(z 5.24
{HAB@+F@}() (2) (5.24)
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daha sonra

Y(2) _ K, _ K, F(z2)B(z)
R(z) a(z) Az)  p(2)  a(2)A(2)+ B(2)B(2)
F(z) B(z) F(z)

(5.25)

a(z)A(z)+ f(z)B(z) = H(z)F(z) oldugundan, (5.25) denklemi asagidaki sekilde yazilmig

olacaktir

Y(z) K F(2)B(z) K, B(z)
R(z) HEF(z)  H(2)

(5.26)

Suna dikkat edilmelidir ki, sistemin transfer fonksiyonunun elde edilmesi (5.26) denkleminin

pay1 ve paydasinda F(z) gozlemleyici polinomunun sadelesmesiyle sonuglandi. F'(z) polinomu
sabit bir polinom oldugundan bunun sadelesmesi genel sistemi etkilemez. F(z)’in sadelesmesi
kabuledilebilir bir islemdir. Bununla beraber, kapali ¢evrim sisteminin karakteristik polinomu
H(z) polinomu ile verilmis oldu. H(z), kutup atama problemi i¢in ¢dziilen sistemin arzu edilen
karakteristik denkleminin polinomudur. H,(z), n mertebeden bir sabit polinomdur. Bu nedenle,
Mimari-2’de tasarlanacak olan kontrol sisteminin mertebesi de #» ’dir. Dikkat edilirse, Mimari-
1’deki kontrol sistemi tartigilirken sistemin mertebesi, darbe transfer fonksiyonun payi ve
paydasindaki polinomlarin birbirileriyle sadelesmedik¢e (2n—1) olacagi sdylenmisti. Sunu da
soylemek gerekir ki, ilk tartisilan sisteme karsilik, Mimari-2’deki sistemin paymnin (5.22)
denklemine bakildigina degismedigi farkedilebilir.

5.3 Model Eslemeli Kontrol Sistemlerinin Tasarim

Mimari-2 kontrol sistemi yapisinin anlatildigi bir onceki kisimda F(z) gozlemleyici polinomu
(5.26) denklemiyle verilen kapali ¢evrim darbe transfer fonksiyonunun payi ile paydasinin
sadelesmesi sonucu kisaltilmisti. Tasarlanmis sistemin karakteristik denklemi » mertebeden bir
H(z) sabit polinomla verilmisti (H(z), n mertebeden arzu edilen sabit polinom oldugu
sOylenmisti).

Plantin, yine agagidaki sekilde tanimlanan darbe transfer fonksiyonuyla verildigi varsayilsin
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@ = @ (5.27)
U(z) A(z) '

burada A(z), n mertebeden bir tekil polinomdur, B(z), m mertebeden bir polinomdur (m < n),
(A(z) ve B(z) polinomlarin ortak bolenler icermedigi varsayilir). B(z) polinomunun sabit

oldugu (sifirlarn tamami z- diizlemindeki birim dairenin igerisinde oldugu diisiiniilerek)

durumda asagidaki sekilde gosterildigi gibi B(z) polinomunu igeren bir H(z) polinomunun

se¢ilmesi miimkiin olabilmektedir
H(z)=B(2)H,(2) (5.28)
Daha sonra (5.28) denklemi dikkate alinarak (5.26) denklemi asagidaki gibi verilebilir

Y(z) K B(z) K B(z) K,
R(z) H(z) B()H,(z) H(2)

(5.29)

Dikkat edilirse, (5.29) denkleminin payir ve paydasinin sadeleserek B(z) polinomunun

kisaltilmas1 paydadaki polinomun sifirlarinin ¢ikarildigini ifade etmektedir. Bu da, plant
sifirlarinin istendigi kadar ¢ikarilabilmesi miimkiin oldugu anlamina gelmektedir.

Transfer fonksiyonun payinda arzu edilen sifirlarin ve paydasinda arzu edilen kutuplarin olmasi
istendigi varsayilsin. Baska bir deyisle asagida gosterildigi ve daha dnce (5.27)’de verildigi gibi

sistemin ‘‘model sisteme’’ benzer bir tarzda arzu edilen kutuplar ve sifirlara sahip olmasi istensin

Y(z) _B,(2)
R(z) ™ 4,(2)

(5.30)

Belirli kosullarin saglanmasi sartiyla polinomsal denklemler yaklasimiyla benzer sistemin
tasarlanmas1 miimkiin olabilmektedir. Sistemin darbe transfer fonksiyonunun model sisteminin
darbe transfer fonksiyonunu tamamiyla eslemesi s6z konusu oldugundan bu tiir sistemlere model
eslemeli kontrol sistemleri ad1 verilir.

Alt bolim 5.2°de bahsedilen tasarlama yonteminde H(z) polinomu n mertebeden arzu edilen
polinom olarak secilmisti. (H(z), n mertebeden sabit fakat benzersiz olmayan bir polinom

olmasindan ziyade sistem cevabinin kabuledilebilir olmasi sartiyla keyfi secilebilen bir
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polinomdur). H,(z) polinomu, n—m mertebeden bir sabit polinom olarak seg¢ilsin. (H,(z),
sistem cevabinin kabuledilebilir olmasi sartiyla keyfi segilebilen bir polinomdur. Buradaki ‘‘keyfi

secilebilen” ifadesinin tam anlami /,(z)’nin sabit polinom olmasidir). B(z) ile H,(z)

polinomlarinin ¢arpimi asagidaki gibi H(z) olarak tanimlansin

H(z)=B(z)H,(2) (5.31)

5.3.1 Model Eslemeli Kontrol Sistemi
B(2)

Ik olarak, Sekil 5.3’de verilen blok ¢izimine goz atalim. y
Z

plantinin tam durum

kontroledilebilir ve tam gozlemlenebilir oldugu, dolayisiyla A(z) ve B(z) polinomlarinin ortak
bolenler igermedigi varsayilsin. «(z) ve f(z) polinomlarn asagidaki Dophantine denklemi

¢Oziilerek tanimlanir

a(2)A(2) + p(2)B(2) = F(2)B(2)H,(2) (5.32)

burada F(z), (n—1) mertebeden sabit bir polinomdur. a(z) ve f(z)’ler, (n—1) mertebeden

polinomlardir. Daha sonra Sekil 5.3’deki blok ¢iziminden sistemin denklemi asagidaki sekilde

yazilabilir
_ 2@ iy - B
U(z)= |:F(Z) U(z2)-U(2)+ F) Y(2)|+V(2) (5.33)
veya
23 5+ POy vz (5.34)

F(z) F(2)
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Y

R(z) v(z) )(2) || v
Ko C@ | Uz)

(z iz

Sekil 5.3 Model eslemeli kontrol sisteminin blok ¢izimi

U(z) = ;8 Y(z) (5.35)

oldugundan (5.35) denklemini (5.33) denkleminde yerine konulmasi asagidaki denklemi vermis

olacaktir

F(2) B(2) Y(z)+ F) Y(z)=V(z) (5.36)
veya

Y(2) _ F(z)B(2) B F(z)B(2) B 1 (5.37)

V(z) a(2)A(z)+p(2)B(z) F(2)B(z2)H,(z) H,(2)
Ayni zamanda

V(z) =G, . H,(2)R(2) (5.38)

model

Dolay1siyla
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Y(2) _Y() V() _ Guoaalli(2) _ 5 (5.39)
R(Z) V(Z) R(Z) Hl (Z) model .

Son (5.38) ve (5.39) denklemlerine bakilirsa

Ve

RC2) ode 1 (2) olarak belirlendiginde Y(z) ve R(z) arasindaki darbe transfer fonksiyonun

G, 0lacagy gosterilebilir. Dolayistyla (5.30) denkleminde belirtildigi gibi belli bir sistemin

mode

darbe transfer fonksiyonunun model sisteminin darbe transfer fonksiyonunu tamamiyla esledigi

gorilmustiir.

5.3.2 Model Eslemeli Kontrol Sisteminin Tasarimi Uzerinde Yorumlar

Polinomsal denklemler yaklagimini model eslemeli kontrol sistemlerinin tasariminda uygularken
asagidaki hususlar hatirda tutulmalidir

1. G,.uH,(z) darbe transfer fonksiyonunun fiziksel olarak gergeklenebilir olmasi igin

model

G, o1, (z)’nin  paymndaki polinomun derecesi G, ,,/H,(z)’in paydasindaki polinomun

model

derecesine esit ya da kiigiik olmalidir. Aksi takdirde mevcut yaklasim gegersiz olabilir.

2. Onceden belirtildigi gibi plantin darbe transfer fonksiyonunun payindaki B(z) polinomu

sabit olmalidir. Aksi takdirde, I);EZ)

’in pay1 ile paydasmin sadelesmesi B(z) polinomunun
z

kisaltilmasina yol acar. B(z)’in kisaltilmasi daha sonra kararsiz cevapla sonuglanir. Boylece,

sistem kararsiz bir sisteme doniisiir.
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6. UYGULAMALAR

Simdiye kadar kontrol sistemlerinin kutup atama ve polinomsal denklemler yaklasimi ile tasarimi
tizerinde tartisilmisti. Konuyla ilgili olarak her iki yonteme iligskin teorik bilgi sunulmustu. S6z
konusu iki yontemin pratikte nasil uygulandigini anlamak i¢in ileride dort adet drnek problem
sunulacaktir. Daha sonra her problemin c¢oziimii saglanacaktir. Goriilecegi lizere kontrol

sistemlerinin ad1 gegen iki yontemle basarili olarak tasarlanabildigi gosterilmis olacaktir.

Problem 1. Bir siirekli zamanli sistemin durum uzayi goésterimi asagidaki sekilde verilmistir

(Ogata, 2002). T ornekleme zamaninin 0.5sn oldugunu kabul ederek siirekli zamanli sistemi

ayriklastirmiz. Daha sonra asagidaki dort adet sikki ¢Oziiniiz. Sistemin tam durum
kontroledilebilir ve tam gozlemlenebilir oldugundan emin olunuz.

Tim siklar ¢ozildiikten sonra polinomsal denklemler yaklagimiyla mimarisi Sekil 5.1°de
gosterilen Mimari-1 kontrol sistemini tasarlayiniz. Tasarlanacak sistemin birim basamak ve birim
rampa cevaplarini elde ediniz. Kutup atama ve polinomsal denklemler yaklasimiyla tasarlanacak
olan sistemlerin ayni sonucu saglayacagini gosteriniz.

Daha sonra benzer bisimde mimarisi Sekil 5.2°de gosterilen Mimari-2 kontrol sistemini
tasarlaymiz. Ayni sekilde sistemin birim basamak ve birim rampa cevaplarini elde ediniz. Elde

edilen iki farkl1 mimarideki sistemin birim basamak ve birim rampa cevaplarini karsilagtiriniz.

01 0 0
=] 0 0 1 [x(t)+]0u(t) (6.1)
-2 -5-10 1
X, (t)
y(®)=[1 0 0] X, (t) (6.2)
X5 (1)

a. Kontrol sinyali u(k)=-Kx(k) olarak verildiginde kapali ¢evrim sisteminin x(0)

baslangi¢c durumuna 6liivurus cevabi saglayacak ¢ekilde K durum geribeslemeli kazang

matrisini belirleyiniz. Sistemin, X(0) baslangic durumuna gosterecegi cevabini

belirleyiniz. Baslangi¢ durumlar1 agsagidaki gibi verilmistir
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x(0) =0 (6.3)

b.  Sistemin Yy(k) c¢ikismin yalniz dlgiilebilen durum oldugunu varsayarak hata sinyalinin

gozlemleyici hatasina oliivuruslu cevabi saglayacak sekilde en diisiik mertebeden durum
gozlemleyicisini tasarlayiniz.
¢.  Gozlenmis durumun geribesleme i¢in uygulandigini varsayarak sistemin asagidaki sekilde

verilen X(0) baslangic durumu ve en diisik mertebeden gozlemleyici igin

é(k) gozlemleyici baslangi¢ hatasina saglayacagi cevabini elde ediniz.

1

x(0) =101, &(0) = m (6.4)
0

d. Gozlemleyici regiilatoriin G, (z) darbe transfer fonksiyonunu elde ediniz

C6zUm

T =0.5sn oldugunu kabul ederek siirekli zamanli sistemi (3.107) MATLAB komutu ile

ayriklagtirllmis  hale getirelim. Ayriklastirildiktan sonra elde edilen ayrik zamanli sistem

asagidaki gibidir
0.9837 0.4569 0.0373 0.0081
x(k+1)=|-0.0746 0.7972 0.0839 |x(k)+|0.0373 ju(k) (6.5)
-0.1677 —0.4939 —0.0415 0.0839
X, (K)
y(k) =[1 0 0] x, (k) (6.6)

X3 (K)
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K geribesleme kazan¢ matrisini bulmak i¢in ilk dnce sistemin tam durum kontroledilebilir olup
olmadigmin ogrenilmesi gerekir. Bunun i¢in (3.112) denkleminden yararlanarak sistemin

kontroledilebilirlik matrisini elde edip daha sonra bunun rankini 6grenelim

0.0081 0.0282 0.0434
rank[H:GH:G*H|=| 0.0373 0.0362 0.0248 |=3 6.7)
0.0839 -0.0233 -0.0216

Gorildiigii  gibi, matrisin ranki sistemin mertebesi ile aynidir. Sistem tam durum
kontroledilebilirdir. Dolayisiyla, sistemin arzu edilen kutuplarinin yerlestirilmesi miimkiindiir.
Daha sonra gozlemleyici tasarlama asamasinda K, gozlemleyici geribesleme kazang matrisini
belirlemek i¢in sistemin tam gozlemlenebilir olup olmadiginin 6grenilmesi gerekir. Eger sistem
gozlemlenebilir ise gozlemleyici kutuplarmi yerlestirecek olan K, matrisin bulunmasi

miimkiindiir. Bunun i¢in (3.123) denkleminden yararlanarak sistemin gézlemlenebilirlik matrisini

elde edip daha sonra bunun rankini1 6grenelim

10000 0 0
rank[C*EG*C*E(G*)ZC*]: 0.9837 0.4569 0.0373 |=3 (6.8)
0.9274 0.7952 0.0735

Gorildiigii gibi, matrisin ranki sistemin mertebesi ile aynidir. Sistem tam goézlemlenebilirdir.

Dolayistyla gézlemleyicinin arzu edilen kutuplarinin yerlestirilmesi miimkiindiir.
a. Sistemin oliivuruslu cevabi saglamasi1 gerektigini, baska bir deyisle arzu edilen kutuplarin

orijinde yerlesmesi gerektigini dikkate alarak, K matrisi (4.62) denklemiyle verilen formiille

bulunabilir
K=[a,-a,'a, —a,'a, —a [T (6.9)

burada «,,a, ve «a, Kkatsayilari, durum geribeslemeli sistemin arzu edilen karakteristik

denklemin katsayilaridir. Sistemin arzu edilen karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir
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A-G+HK|=2"+a,2" +a,2+a, =0 (6.10)
Sistemin arzu edilen kutuplar orijinde yerleseceginden «,,a, ve «; katsayilar sifir olacaktir:
a,=a,=a,=0 (6.11)

Bunu dikkate alarak sistemin arzu edilen karakteristik denklemi yeniden asagidaki sekilde

yazilabilir
21-G+HK|=17"=0 (6.12)

Daha sonra (6.9) denkleminde yerine konur:

K=[-ai-a,i—a[T" (6.13)
(6.13) denklemindeki T doniisiim matrisi (3.134) denklemi ile bulunur

T=MW (6.14)
burada

M= [HEGHEG2 H], (6.7) denklemi ile bulunan kontroledilebilirlik matrisidir.

ve
a, a 1

W=la 10 (6.15)
100

W matrisinin @; elemanlari karakteristik denklemden asagidaki gibi bulunur

21-G|=7"+a,2" +a,z+a, =0 (6.16)
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2-0.9837 -04569  -0.0373
21-G|=| 0.0746  2-0.7972 -0.0839

-1
0.1677 0.4939  z+0.0415 (6-17)
=27’ —1.7394z% +0.79192 - 0.0124 = 0
Boylece, karakteristik denklemin a; katsayilar1 asagidaki gibi belirlenir
a, =-1.7394,a, =0.7919,a, =-0.0124 (6.18)
Daha sonra (6.15), asagidaki sekilde yazilmis olacaktir
0.7919 —-1.7394 1
W =|-1.7394 1 0 (6.19)

1 0 0

(6.19) ve (6.7) denklemleri dikkate alinarak (6.14) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olacaktir

[0.0081 0.0282 0.0434 0.7919 -1.7394 1
T=MW =| 0.0373 0.0362 0.0248 |-|—1.7394 1 0
1 0.0839 -0.0233 -0.0216 1 0 0
[0.0008 0.0140 0.0081
=|-0.0086 -0.0287 0.0373
| 0.0853 -0.1692 0.0839

(6.20)

Elde edilen T matrisin (6.13) denkleminde yerine konulmasi, bulunmasi amaglanan asagidaki K

matrisini vermis olacaktir

0.0008 0.0140 0.0081
K= [0.0124 —-0.7919 —1.7394]- -0.0086 -0.0287 0.0373

6.21)
0.0853 -0.1692 0.0839

= [41.53 31.20 2.82]

Elde edilmis olan K matrisi ile sistemin denklemi asagidaki sekilde yazilabilir
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x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) = (G — HK)x(k)

0.9837 0.4569 0.0373 | [0.0081

=|1-0.0746 0.7972 0.0839 |—|0.0373 |-[41.53 31.20 2.82] (6.22)
-0.1677 -0.4939 -0.0415] |0.0839

0.9837 0.4569 0.0373 | [0.3382 0.2541 0.0230] \ x,(k)
=[1-0.0746 0.7972 0.0839 |—| 1.5491 1.1638 0.1052] | x,(k)
1-0.1677 -0.4939 -0.0415] | 3.4831 2.6157 0.2365] )| x;(k)

islem sonucu durum degiskenleri ¢oziilmiis olur:

x,(k+1)] [ 0.6455 0.2028 0.0143 | x, (k)
x,(K+1) [=| -1.6237 -0.366 -0.0213 | x,(k) (6.22 (2))
X;(k+1)| |-3.6508 -3.1114 -0.2785 || X, (k)

Bu sistemin keyfi baslangic durumuna nasil cevap verecegini anlamak i¢in problemin basinda
verilmis olan baglangi¢ durumunu sisteme uygulayalim. Daha sonra goriilecegi lizere sistemin

cevabi asagidaki sekilde degismis olacaktir. Yani, x(0) baslangi¢c durumunun gittik¢e 6liivuruslu

cevabini saglamis oldugu goriilecektir

%, (1) 0.6455 0.2028 0.0143 | |1 0.6455
X, (1) |=| -1.6237 -0.366 -0.0213|-|0|=|-1.6237 (6.23)
| X;(1)] [-3.6508 -3.1114-0.2785| | 0] |-3.6508

x,(2)] [ 0.6455 0.2028 0.0143] [ 0.6455] [ 0.0350 ]
X,(2) |=| -1.6237 -0.366 -0.0213|-|-1.6237|=|-0.3750 (6.24)
X,(2)] [-3.6508 -3.1114-0.2785] |-3.6508] | 3.7091

x,(3)| [ 0.6455 0.2028 0.0143] [ 0.0350 [-0.0003]
X,(3)|=| -1.6237 -0.366 -0.0213|-|-0.3750|=| 0.0015 (6.25)
| X,(3)] |-3.6508 -3.1114-0.2785] | 3.7091] | 0.0076

[x,(4)] [ 0.6455 0.2028 0.01437 [-0.0003] [ 0.0002
X,(4) |=| -1.6237 -0.366 -0.0213|-| 0.0015 | =|-0.0003 (6.26)
| X,(4)] |-3.6508 -3.1114-0.2785] | 0.0076 | |-0.0059




'x,(5) ] [ 0.6455 0.2028 0.0143] [ 0.0002 | 0

X,(5)|=| -1.6237 -0.366 -0.0213|-|-0.0003|=|-0.0002 (6.27)
[ X,(5)] [-3.6508 -3.1114-0.2785] |-0.0059] | 0.0016

(%, (6)] [ 0.6455 02028 0.01431[ o ][ 0

X,(6) |=| -1.6237 -0.366 -0.0213|-|-0.0002|=| 0 (6.28)

X,(6) | |-3.6508 -3.1114-0.2785| | 0.0016 | |0.0001

[x, (7] [ 0.6455 0.2028 0.01437[ 0 0
X,(7) |=| -1.6237 -0.366 -0.0213|-| 0 |=|0 (6.29)
| %,(7)] |-3.6508 -3.1114-0.2785] | 0.0001] |0

veya x(k)=0, k=7,8,9,..,

Sistemin 6liivuruslu cevabi sagladigr goriilmektedir.

b. Simdi y(k) c¢ikisinin yalniz 6lgiilebilen durumun oldugunu varsayarak en diisiik mertebeden
durum gozlemleyicisi tasarlayalim. Dikkat edilmelidir ki, y(K), dlgiilebilen tek durum degiskeni

oldugundan gozetlenecek olan durum degiskenlerinin sayist 2°dir. Bu nedenle, tasarlanacak olan
en diisik mertebeden gdzlemleyicinin mertebesi n =2 ’dir. Onceden, en diisiik mertebeden

gozlemleyici tasariminin x(K) durum vektoriiniin 6l¢iilebilir ve 6lgiilemeyen olmak tizere iki

kisma ayrilmasiyla yapilabildigini hatirlayip (4.115) denklemini tekrar asagida yazalim
x,(k+1)
{ —————————— :I (6.30)

burada x,(k), durum vektdriinin dogrudan olgiilebilen kismidir (problemde verilen y(k)
cikisidir). Dolayisiyla, x,(k), m ya da 1 vektordir. x,(k), durum vektoriiniin 6lglilemeyen
kismudir, x,(k), n—m ya da 3—-1 vektdrdiir. O zaman ayrilmis durum denklemleri asagidaki

sekilde yazilabilir

|:Xa(k+1):| |:Gaa ’Gab :H:Xa(k):| |:Ha :|
= + u(k) (6.31)
X, (kK +1) Gy, |Gy || X, (K) H,
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k
y(k)=[1:0] {Xa()} (6.32)

burada

G, =1x1 mertebeden matris
G,, =1x2 mertebeden matris
G,, = 2x1 mertebeden matris
G, =2x2 mertebeden matris
H, =1x1 mertebeden matris

H, =2 x1 mertebeden matris

|:Xa(k+1)} |:Gaa |Gab }|:Xa(k):| |:Ha }
= + u(k) (6.33)
x, (kK +1) G, |Gy, || X, (K) H,
. Xa(K)
k)y=[1:0| ——- (6.34)
' [ ]|:Xb(k)j|

Suna dikkat edilmelidir ki, problemde verilen C ¢ikis matrisinin ([1 0 0] matrisi) (4.117)

denkleminde verilen ¢ikis matrisi ile ayn1 olmas1 doniisiim yapmaksizin gozlemleyici tasarlamaya
baslanabildigini ifade etmektedir.

(6.31) denklemine uygun olarak sistemin ayrilmis durum denklemi asagidaki sekilde yazilir

XKHD 00837 | 04569 00373 Tx (K] [0.0081
X, (k+1) |=|-0.0746 | 0.7972 0.0839 | x,(K)|+|0.0373 [u(k) (6.35)
x,(k+1) | [-0.1677 | -0.4939 -0.0415 | x, (k)| |0.0839
X, (k)
y(k)=[1:0 0] x,(k) (6.36)
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Burada

-0.0746 0.7972  0.0839
G, =0.9837, G, =[0.4569 0.0373], G,, = , G, = (6.37)
-0.1677 -0.4939 -0.0415
0.0373
H, =0.0081, H, = (6.38)
0.0839
(4.137) denklemi dikkate alinarak
0.7972 0.0839 | [k,
G, -K.G, = —| % |-[0.4569 0.0373]
-0.4939 -0.0415] |k,
(6.39)

0.7972-0.4569k,  0.0839-0.0373k,
-0.4939-0.4569k, -0.0415-0.0373k,,

Daha sonra (4.137) denklemi mevcut probleme uygun olarak asagidaki sekilde yazilmis olacak

z-0.7972+0.4569k, -0.0839+0.0373k, }

-G, +K .G, |=
| o T KeGyp | |:O4939+04569kez Z+O.0415+0.0373k92

= 2> +(0.4569k, +0.0373k, —0.7557)z (6.40)
+(0.0012k, +0.0013k, +0.0084)

En diisik mertebeden gozlemleyicinin hata dinamiginin arzu edilen karakteristik denklemi

asagidaki sekilde yazilir
+a2+a, =0 (6.41)

Oliivuruslu cevabin saglanmas: istendiginden gdzlemleyicinin arzu edilen kutuplar orijinde

yerlesecek. Bu nedenle «, ve «, katsayilar sifir olacaktir ya da
a,=a,=0 (6.42)

Dolayistyla hata dinamiginin arzu edilen karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir
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22 =0 (6.43)

Buradan

(6.44)

0.4569k, +0.0373k, —0.7557 =0
0.0012k, +0.0013k,, +0.0084 =0

(6.44) denklemi k, ve k. igin ¢oziilirse asagidaki K, gozlemleyici geribeslemeli kazang

matrisi elde edilmis olur

1.7422
K, = (6.45)
—1.0808

c¢. En diisiik mertebeden gozlemleyici uygulanarak gozlenmis durum geribeslemeli sistemin

dinamigi (4.154) denklemi ile tanimlanmaktadir

_____ S [ T | P (6.46)

Gozlenmis durumun geribesleme i¢in uygulandigini dikkate alarak (u(k)=-Kx(k)) (6.46)

denklemi x(k) durum vektoru ve e(k) hata vektorii cinsinden asagidaki sekilde yazilir

x(k +1) = Gx(k) + Hu(k) = Gx(k) - HKx(k)
= (G — HK)x(k) + HK[x(k) - X(k)] (6.47)
= (G — HK)x(K) + HKT'é(k)

burada I', (4.152) denklemi ile tanimlanan matristir. (4.152) denklemi dikkate alinarak I" matrisi

problemimize uygun olarak asagidaki sekilde yazilabilir

'=|10 (6.48)
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Daha sonra (6.46) denklemindeki matrisin terimleri asagidaki sekilde bulunur

[0.9837 0.4569 0.0373 0.0081
G-HK=|-0.0746 0.7972 0.0839 |-|0.0373 -[41.53 31.20 2.82]
| —0.1677 —0.4939 —0.0415 0.0839

. (6.49)
0.6455 0.2028 0.0143
=| -1.6237 -0.366 -0.0213
-3.6508 -3.1114 -0.2785
0.0081 00 ] [0.2541 0.0230
HKI = 0.0373 |-[41.53 31.20 2.82]-| 1 0 |=]1.1638 0.1052 (6.50)
0.0839 01 | |26167 02365

(6.45) denklemindeki kel ve kez katsayilar1 dikkate alinarak (6.39) denklemi asagidaki sekilde

yazilir

G, -K,G, =

e ab

0.0012 0.0189
{ } 6.51)

-0.0001 -0.0012
Elde edilen terimler dikkate alinarak (6.46) denklemiyle verilen matris asagidaki sekilde yazilir

[x,(k+1)| [ 0.6455 0.2028  0.0143  0.2541  0.0230 | [ x,(k) ]
x,(k+1)| |[-1.6237 —0.3666 —0.0213 1.1638  0.1052 | | x,(K)

x,(k+1) |=|—-3.6508 —3.1107 —02780 2.6167 02365 |-| %, (k) (6.52)
& .(k+1) 0 0 0 0.0012  0.0189 | | & (k)
&, (k+1) 0 0 0 —0.0001 —0.0012] |&,(k)]

Elde edilen sistemin verilmis baslangic duruma cevabi asagidaki sekilde elde edilebilir. i1k énce,

(6.4) denklemini dikkate alarak baslangi¢c durumunu asagidaki gibi tanimlayalim

%, (0) ]
X, (0)
X;(0) | =
€0

1€,(0) ]

(6.53)

_ o O O




buna gore

[ %,(0) ]
X, (0)
X3 (O) =
él(O)

_éz(o)_
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—_ o O O =

durum degiskenleri agagidaki gibi hesaplanir

%, (1) ]
X, (1)
X3 (1) =
&)

&,

%,(2) ]
X, (2)
X3 (2) =
él(z)

_éz(z)_

(%3]
x,(3)
X5 (3) =
é1(3)
16,3)

x4 ]
X2(4)
X5 (4) =
é1(4)

16,(4) ]

[ 0.6455 0.2028 0.0143 0.2541 0.0230 |
—1.6237 —0.3666 —0.0213 1.1638 0.1052
—3.6508 —3.1107 —0.2780 2.6167 0.2365
0 0 0 0.0012 0.0189

0 0 0  —0.0001 —0.0012 ]

[ 0.6455 0.2028 0.0143 0.2541 0.0230 |
—-1.6237 —0.3666 —0.0213 1.1638 0.1052
—-3.6508 —3.1107 —0.2780 2.6167 0.2365
0 0 0 0.0012 0.0189

0 0 0  —0.0001 —0.0012 ]

[ 0.6455 0.2028 0.0143 0.2541
-1.6237 —0.3666 —0.0213 1.1638
-3.6508 —3.1107 —0.2780 2.6167

0 0 0 0.0012

0 0 0

[ 0.6455 0.2028 0.0143 0.2541
-1.6237 —0.3666 —0.0213 1.1638
-3.6508 —3.1107 —0.2780 2.6167
0 0 0 0.0012
0 0 0

—0.0001 —0.0012 |

—0.0001 —0.0012 |

0.0230 | [

0.1052
0.2365
0.0189

0.0230 |
0.1052
0.2365
0.0189

(17 [ 0.6685 |
0| |-1.5185
10|=|-3.4143
0 0.0189
1| [-0.0012
[ 0.6685 | [ 0.0794 |
—1.5185| |-0.4341
—3.4143 3.2816
0.0189 0
|-0.0012] | 0 |
0.0794 | [ 0.0102 |
—~0.4341| |-0.0397
3.2816 0.1482
0 0
L O . L O .
[ 0.0102 ] [ 0.0007 |
—-0.0397| |-0.0052
0.1482 0.0449
0 0
L O . L O .

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)

(6.58)
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[x,(5)] [ 0.6455 02028 0.0143 0.2541 0.0230 | [ 0.0007 | 0

X,(5)| |-1.6237 —0.3666 —0.0213 1.1638 0.1052 | | -0.0052| |-0.0002

X,(5) | =|—3.6508 —3.1107 —0.2780 2.6167 0.2365 |-| 0.0449 |=| 0.0013 (6.59)
é,(5) 0 0 0 0.0012  0.0189 0 0

EXO I 0 0 -0.0001-0.0012] O | | 0 |

x,(6)] [ 0.6455 0.2028 0.0143 02541 00230 [[ 0o | [ 0

X,(6)| |—1.6237 —0.3666 —0.0213 1.1638 0.1052 | | -0.0002| |-0.0001

X,(6) | =] —3.6508 —3.1107 —0.2780 2.6167 0.2365 |-| 0.0013 |=|-0.0009 (6.60)
é,(6) 0 0 0 0.0012 0.0189 0 0

&0 | 0 0 0 -0.0001-00012)| O | | O |

[x,(7)] [ 0.6455 0.2028 0.0143 02541 0.0230 |[[ 0 ] [0]

X,(7)| |-1.6237 —0.3666 —0.0213 1.1638 0.1052 | | —0.0001| |0

X,(7) |=|—3.6508 —3.1107 —0.2780 2.6167 0.2365 || —0.0009 [=|0 (6.61)
é,(7) 0 0 0 0.0012  0.0189 0 0

EXOIE. 0 0 -0.0001 —0.0012| | 0 | [O]

Aciktir ki, sistemin oliivuruslu cevap vermektedir. Elde edilen cevaplar, sistemin herhangi bir
baslangi¢c kosuluna gosterecegi cevabinin yerlesme zamani en fazla yedi 6zrnekleme zamanina
esit oldugu diisiiniilebilir. Baska bir ifadeyle sdylemek gerekirse, sistemin, hata vektoriiniin sifira
inmesi i¢in en fazla iki érnekleme zamani ve durum vektOriiniin sifira inmesi i¢in ek olarak bes

ornekleme zamanina ihtiya¢ duydugu anlamina gelmektedir.

d. Gozlemleyici regiilatoriin G, (z) darbe tranfer fonksiyonunu elde etmek i¢in sirastyla (6.35)

(6.36) denklemleriyle tanimlanan sistemin durum denklemini ve ¢ikis denklemini ele alalim.
Boliim 4’de gozlemleyicilerin tasarimi iizerinden tartigilirken (4.131) ve (4.132) denklemleriyle
tanimlanan en diisiik mertebeden durum gozlemleyicilerin denklemlerinden bahsedilmisti.
Problemimize uygun olarak s6z konusu denklemleri ¢bzerek hedefledigimiz en diisiik
mertebeden gozlemleyicinin darbe transfer fonksiyonunu bulabiliriz. Bu nedenle ilgili

denklemleri asagida yeniden yazalim

%, (k)-K,y(k)=7(k) (6.62)

(k +1): (be _KeGab )ﬁ(k)+ [(be _KeGab )Ke +Gba _KeGaa]y(k)
+(Hb _KeHa)u(k)

<y

(6.63)
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(6.62) ve (6.63) denklemlerini ¢dzebilmek i¢in dnceden bu denklemleri olusturan terimleri ayri

ayri ¢ozelim.

(G,, -K.G

e

)= 0.7972 0.0839 | [ 1.7422
®771.0.4939 -0.0415| |—1.0808

_[0.0012 0.0189}

][0.4569 0.0373]

-0.0001 -0.0012

-0.0746 [ 1.7422 -1.7884
G,.-K.G,, = = 109837 =

-0.1677| | -1.0808 0.8955
0.0373] [ 1.7422 0.0232
H, -KH, = - -0.0081 =
0.0839] |-1.0808 0.0927

Daha sonra (6.63) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olacak

Sdean | 00012 001897 L7884l 00232
g ~1-0.0001 -0.0012|” 0.8955 "™ 0.0927

(6.67) denkleminin z-doniisiimiiniin alinmasi asagidaki denklemi vermis olacak

25(2) = 0.0012 0.0189 on -1.7884 Y (2)+ 0.0232 U(2)
me= -0.0001 -0.0012 7 0.8955 0.0927

veya

2-0.0012 -0.0189 |_ -1.7884 0.0232
1(2) = Y (2)+ U(2)
0.0001  z+0.0012 0.8955 0.0927

(6.69) denklemin 77(z) igin ¢6ziilmesi asagidaki denklemi vermis olacak

- 2-0.0012 -0.0189 " ([-1.7884 0.0232
1(2) = - Y(2)+ U(2)
0.0001 z+0.0012 0.8955 0.0927

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)

(6.70)
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A matrisinin tersi (A™') A =Ek—A formiilii ile bulunabildigi dikkate alinarak (6.70)

A
2-0.0012 -0.0189

denkleminde verilen
0.0001 z+0.0012

} matrisinin tersi agagidaki sekilde bulunabilir

_[z+0.0012 0.0189 6.71)
| -0.0001 z-0.0012 '
|A| =(z2-0.0012)-(z +0.0012) +0.00000189 6.7
= (2% +0.0012z —0.0012z —0.00000144 + 0.00000189 = z* '
z+0.0012  0.0189
a1 [2+00012 00189 7 _ 2 7 673
"~ 22| -0.0001 z-0.0012| | _0.0001 z-0.0012 (6.73)

2 2
z z

(6.73)’ de bulunan matrisinin (6.70) denkleminin yerine konulmasi asagidaki denklemi vermis

olacaktir

[2+0.0012  0.0189

e — -L7884), | [0.0232]
TD=1 00001 2-0.0012 |'|| 08955 | P+ 0.0027
z’ z

__ 1.7884z +0.0021 N 0.017 0.0232 N 0.0017

— z’ z? Y(z)+ z z’
0.0001 N 0.89552-0.001 0.0927z-0.0001

A z? z?

__ 1.7884z -0.0149 0.0232z+0.0017

_ z? Z?
=1 0.89552-0.0009 '@ *| 0.09272-0.0001

z? z?

U (2) (6.74)

U(2)

(6.62) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olur
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%,(2)=K.¥(2)+7(2)
 1.78842-0.0149 0.02322+0.0017

[ 17422 v 72 v 2
=1 1008 " P 0.89552-0.0009 "D+ 0.09277-0.0001
) 7’ z’
178842 -0.0149 0.02322 +0.0017

Y (2)+

U(z) (6.75)

1.7422 —

zZ Z2 U (Z)
0.8955z-0.0009 0.0927z-0.0001
~1.0808 + - .

L z z

Kontrol sinyalinin u(k)=-KxX(k) olarak verildigini ve Sik b’da x(k) durum vektoriiniin
Olciilebilir ve odlgiilemeyen olmak iizere iki kisma ayrildigim1 hatirlayip elde edilen degerleri

u(k) = =KX (k) ’nin yerine koyup denklemi asagidaki sekilde yazalim

u(k) = -Kx(k)
k
=-[41.53 31.20 2.82 Ay( )
%, (k) (6.76)

= [41.53y(k) + [31.20 2.82] %, (k)]

= —41.53y(k) - [31.20 2.82]-%, (k)
(6.76) denkleminin z doniisiimiiniin alinmas1 asagidaki denklemi vermis olacak
U(z) = —41.53Y (z) -[31.20 2.82]-%,(2) (6.77)

(6.75) denklemi dikkate alinarak (6.77) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olur
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U(z) = -41.53Y(2)

17420 — 1.7884z-0.0149 0.0232242-0,0017
_ . zZ z
[31'20 2'82] 0.8955z-0.0009 Y (2)+ 0.0927z -0.0001
—1.0808 + . .
z Z
[ ] 1.7422—1'78842_0'0149
=-31.20 2.82| z Y (2)
11,0808+ 0.8955z2 ; 0.0009
z
0.0232z+0.0017
_ . z’
[3120 282} ) 59277 - 0.0001 [V @
Z2
2 —
_ {_ 4153 51.3088z 53.35472 + 0.4623}((2) _{0.98522 J;O.OS28}U )
z z
veya (6.78) denklemi asagidaki sekilde degistirilip yazilirsa
2 —
U(z) = [_ 41.53— 51.3088z 53.235472 + 0.4623}((2) B [0.98522 er O.OSZS}U )
z Z
ya da
2 —
{1 N 0.9852z er 0.0528}U (2) = [_ 92.8388z 53.235472 +0.4623 }Y(z)
z

U(2)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.80) denkleminden G,(z) gozlemleyici regiilatoriin darbe transfer fonksiyonu asagidaki

sekilde elde edilir

U(z) _ 92.83882% —53.35472+0.4623
Y(2) 2> +0.98527 + 0.0528

GD(Z) ==

(6.81)

Sistemin G, (z) darbe transfer fonksiyonu (3.72) denkleminden yararlanilip D ’nin sifira esit

oldugunu dikkate alarak asagidaki sekilde bulunabilir
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2
60 = YD _ (1) m = 0008127 +0.0142:+0.0008

— . . (6.82)
U(z) z* ~1.73942* +0.7921z - 0.0067

Gp(z) ve Gy(z) darbe transfer fonksiyonlarmin elde edilmesi sistemin tasarlanmis oldugu
anlamina gelmektedir. Boylece, kutup atama yontemi uygulanarak elde edilmesi amacglanan en
diisiik mertebeden goézlemleyicili gozlenmis durum geribeslemeli kontrol sistemi tasarlanmis

oldu. Tasarlanmig sistemin blok ¢izimi asagida verilmektedir

U@ 0.00812% +0.0142 +0.0008 Y@)

7’ -1.73947° +0.7921z - 0.0067

Y

92.83882% —53.35472 +0.4623
2% +0.98522+0.0528

A

Sekil 6.1 Kutup atama yontemine dayali

olarak tasarlanmis sistemin blok ¢izimi

Simdi ayni sistemi polinomsal denklemler yaklasimiyla tasarlayip nihai sistemin kutup atama
yontemi ile tasarlanan sistemle ayn1 oldugunu gostermeye calisalim.

(6.12) denklemine atfen sistemin karakteristik denkleminin asagidaki sekilde tanimlandig:

hatirlanir

ZI-G+HK|=2"=0 (6.83)
bundan dolay1

H(z)=12’ (6.84)

Gozlemleyici hatasinin karakteristik denklemi (6.40) denklemine atfen asagidaki sekilde

tanimlanmistir
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|21-G,, +K, G, |=2° (6.85)
bundan dolay1
F(2)=12° (6.86)

Daha sonra plantin G,(z) darbe transfer fonksiyonunu belirleyelim. Bunun i¢in (6.82)

denklemiyle 6nceden tanimlanan darbe transfer fonksiyonu agagida yeniden yazalim

0.0081z% + 0.014z + 0.0008
7’ —1.7394z% +0.7921z — 0.0067

Gp(2)=C(zI-G)'H = (6.87)
Boliim 5’de, darbe transfer fonksiyonunun A(z) ve B(Z) polinomlari cinsinden incelenebildigi
gosterilmisti. (5.1) denklemine uygun olarak (6.87) ile tanimlanan transfer fonksiyonu A(z) ve

B(z) polinomlari cinsinden asagidaki sekilde yazilabilir

A(z)=12’-1.7394z% +0.79212 — 0.0067 (6.88)
B(z) =0.0081z° +0.014z + 0.0008 (6.89)
burada

a, =-1.7394,a, =0.7921,a, = -0.0067, (6.90)
b, =0,b, =0.0081,b, =0.014,b, = 0.0008 '
Sekil 5.1°de verilen sistemin blok ¢izimine uygun olarak mevcut sistemin blok ¢izimi Sekil

6.2’de gosterilmistir.
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R(z) U2) | Bz)  0.00812> +0.014z +0.0008 Y(z)
A(2) 1z’ -1.7394z% +0.7921z — 0.0067

Y

B(2)
a(z)

A

Sekil 6.2 Mimari-1 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin blok ¢izimi

Biitlin sistemin (gozlenmis durum geribeslemeli sistem) karakteristik polinomu (5.4) denklemi

dikkate alinarak asagidaki sekilde yazilabilir

D(z)=H(2)F(2)=2’-2* =7’ (6.91)
(6.91) denkleminin katsayilar1 asagidaki gibidir

d,=1, d,=0, d; =0, d, =0, d;=0 (6.92)

Sekil 6.2°de gosterilen sistemin transfer fonksiyonu (5.17) denklemiyle verilip asagidaki sekilde

yazilir

Y@ a@p) 693
R@) " a(2)A@)+A@)B()

(6.93) denkleminden sistemin karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir
a(2)A(z)+ p(2)B(2)=0 (6.94)

Boliim 5°de, kontrol sisteminin tasarimi asagida verilmis denklemin ¢oziimiine dayali oldugu

sOylenmisti

a(2)A(z)+ f(2)B(z) =H(2)F(z) = D(2) (6.95)
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Dolayisiyla (6.88) ile (6.89) denklemleriyle verilen polinomlar ve (6.91) ile verilen karakteristik

polinom dikkate alinarak son denklem asagidaki sekilde yazilmis olur

a(z)(z’ —=1.7394z% +0.7921z — 0.0067)

(6.96)
+ B(2)(0.00812> +0.014z +0.0008) = z°

(6.96) denklemi, denetleyicinin darbe transfer fonksiyonunun ¢6ziimiidiir. (6.96) denklemi ¢(2)
ve f(z) igin (5.8) ile verilen 2nx2n mertebeden E Sylvester matrisi ile ¢oziilebilir. Mevcut

sistemin N =3 mertebeden oldugu diisliniilerek E matrisi 6 x 6 mertebeden matrise doniisiir. Bu

matris asagidaki sekilde yazilir

[-0.0067 0 0 0.0008 0 0
0.7921 -0.0067 0 0.0140 0.0008 0
-1.7394 0.7921 -0.0067 0.0081 0.0140 0.0008

E= (6.97)
1.0000 -1.7394 07921 0  0.0081 0.0140
0  1.0000 -1.7394 0 0  0.0081
0 0 1.0000 0 0 0

(6.97) ile verilen matrisin tersi MATLAB programinin uygun komutuyla kolayca asagidaki

sekilde hesaplanabilir. Bir matrisin tersini hesaplayan MATLAB programinin komutu soyle

verilir

inv(E) (6.98)

Bu komutun (6.97) esitligine uygulanmasi asagidaki matrisi vermis olacak

E™' =(1.0e+003)-

[-0.0173 0.0010 -0.0001 -0.0000 0.0000 0.0001 ]
-0.0103 0.0005 0.0001 -0.0003 0.0004 0.0010

0 0 0 0 0 0.0010 (6.99)

1.1050 0.0085 -0.0004 -0.0001 0.0002 0.0005

-2.2796 0.0960 0.0592 0.0117 -0.0260 -0.0540
| 1.2738 -0.0640 -0.0152 0.0327 0.0685 0.0931 |

a(z) ve p(z) katsayilarin1 bulmak igin ilk once asagidaki sekilde D ve M matrislerini

belirleyelim
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w

N

O o O O o o
w
—_ o O O O O

D= = (6.100)
2
1
LMo L1
ve
R
a,
M= (6.101)
B, '
By
5 ]
Daha sonra M matrisi (5.15) denklemi kullanilarak asagidaki sekilde bulunur
[ 0.0548 ]
0.9850
1
M=E'D= (6.102)
0.4589
—54.0294
| 93.1414 |

M matrisi elde edildikten sonra «(z) ve f(z) polinomlari asagidaki sekilde belirlenebilir

a()=a,2’ +a,2+a, =2° +0.98502 +0.0548 (6.103)

B(2)=B,2° + B2+ B, =93.14142° — 54.02947 + 04589 (6.104)
Boylece, tasarlanmis denetleyicinin darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde belirlenmis olur

B(z) 93.14142% —54.02947 + 04589
a(2) 2> +0.98502 +0.0548

(6.105)
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Dikkat edilirse (6.105) denklemi ile tanimlanan % denetleyicinin darbe transfer fonksiyonu
a(z

(6.81) denklemi ile tanimlanan G, (z) gozlemleyici regiilatoriin darbe transfer fonksiyonu ile

ayn1 oldugu sdylenebilir. Iki transfer fonksiyonu karsilastirma amaciyla asagidaki tekrar yazalim

~92.83882% —53.35472+0.4623

Gy (2)

6.106

2* +0.98522 +0.0528 ( )

B(2) _93.14142% —54.02942 + 04589 (6.107)
a(2) 2% +0.9850z +0.0548 |

Sonug olarak iki yaklagimla tasarlanmis sistemlerin ayni sonucu sagladigi gosterilmis oldu.

Sekil 6.2°’de gosterilen sistemin kapali ¢cevrim darbe transfer fonksiyonu (6.93) denkleminde

verildigi gibi asagidaki sekilde yazilmis olur

B(2) < B®
YO _ A _ "AD KB (6.108)
R2) |, ADB@) a@dAD)+L(2)B(2)  a(2)A2)+p(2)B(2) '
a(z)A(z) a(2)A(2)
(6.95) denklemi dikkate alinarak son denklem asagidaki sekilde yazilmis olur
Y(@) _ K,a(2)B(2) _ K,a(2)B(z)
R(z) a(n)A(D)+p(2)B(z) H(F(2)
_ K,(z*> +0.9850z + 0.0548)(2(2.008122 +0.014z +0.0008) (6.109)
_ K, (0.0081z"* +0.0220z> +0.0150z> +0.0016z + 0.000042)
ZS

K, kazang sabitini belirlemek amaciyla Boliim 5.2° de anlatildifi gibi sistemin girisine birim

basamak girisi uygulandiginda y(oo) kalici hal ¢ikisinin bire esit oldugu kabul edilir, ya da baska
bir ifadeyle

lim y(k)
imZ ~1K,(0.0081z* +0.0220z> +0.0150z° +0.0016Z +0.000042) z

(RS 7’

=0.0467K, =1

(6.110)
z—-1
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Boylece, K, =21.4132 esit olup kapali ¢evrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde

yazilmis olur

Y(2) 21.4132(0.0081z* +0.02202° +0.01502> +0.0016 + 0.000042)
R(2) 7’
_0.17342* +0.47102° +0.32112* +0.03427 + 0.0009)

ZS

(6.111)

Gorildiigii gibi, tasarlanmis sistem besinci mertebeden bir sistemdir. Sistemin birim basamak

cevabi Sekil 6.3’de verilmisti. Dikkat edilmesi gerekir ki, y(k) ¢ikis1 biri, i¢ 6rnekleme zamani

icerisinde buldu. Sistemin birim rampa cevabi1 Sekil 6.4’de verilmisti. Birim rampa girisini

izleyen hata asagidaki sekilde hesaplanabilir

Y@
R(2)

_ {1 _ 0.1734z* +0.47102° + 0.321 12” +0.0342z + 0.0009)}R(Z)

z

B {25 -0.1734z% - 0.4710z° —0.3211z> - 0.0342z — 0.0009)

E(z)=R(2)-Y(2) =[1 }R(z)

(6.112)

5 }R(Z)
_(z-1)(z" +0.82662° +0.35562% +0.0345z + 0.0003)

ZS

R(2)

T ornekleme zamaninin 0.5 esit oldugu hatirlanip R(Z) birim rampa girisi asagidaki denklemle

verilir
-1
R(z) = 1z ~ = 0'522 (6.113)
(1-z7) (z-1)
Daha sonra
. . 2-1(z-1)(z* +0.82662° +0.35562° +0.0345z + 0.0003) 0.5z
ilme(k):hnll - 5
—o 17 z (z-1 (6.114)

=1.1085

Boylece, Sekil 6.4’ den goriilebildigi gibi birim rampa girisini izleyen hata 1.1085 esittir.
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A@)
a(z)

denetleyicinin darbe transfer fonksiyonunun ve K, kazang sabitinin gosterildigi sistemin nihai

Sekil 6.5de, elde edilen G, (z) gozlemleyici regiilatoriin darbe transfer fonksiyonunun,

blok ¢izimi verilmistir.
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Birirm-Bagarnak Cevahi

A= . ........... ........... .......... .......... ........... .....
T .10 SO NN SO NN, NN SO
MEFL s .......... ........... ........... ........... .......... .....

|:|2_ .......... .......... .......... ........... ........... ........... .....

o
O

Sekil 6.3 Mimari-1 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin birim basamak cevabi

Birim-Rampa Cevabi

40

Sekil 6.4 Mimari-1 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin birim rampa cevabi
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R(z) Ui2) | g 12 14 Y(2)
—»{ 21.4132 (@ _ 30.008 z er0.0 z +0.0008
A(z) 7z’ —1.73942% +0.7921z — 0.0067

Y

B(z) 93.14142% —54.02942 + 04589 | _
a(2) 2% +0.9850z + 0.0548

Sekil 6.5 Mimari-1 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin nihai blok ¢izimi

Simdi ayn1 yaklagimla diizeni sekil 5.2°de gosterilen 2 diizendeki kontrol sistemini tasarlayalim.

Sistemin blok ¢izimi Sekil 6.6°da verilmisti. Onceki 6rnekte H(z) ve F(z) polinomlar: asagidaki

sekilde belirlenmistir

H(z) =7’ (6.115)
Ve
F(z2)=2 (6.116)

Plantin darbe transfer fonksiyonu soyle elde edilmistir

0.0081z° +0.014z +0.0008

G,(2)= 6.117
(2) 2’ —1.73942 +0.7921z - 0.0067 ( )
Mevcut problemin Diophantine denklemi asagidaki gibi verilmistir
a(2)A(z)+ f(2)B(z) =H(2)F(z) = D(2) (6.118)
veya
a(z)(z® —1.73942° +0.7921z2 — 0.0067)
(6.119)

+ B(2)(0.0081z> +0.014z + 0.0008) = z°
denklemi asagidaki sekilde ¢oziilmiistii

a(z)=a,2* +a,z+a, =27 +0.98502 +0.0548 (6.120)
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B(z2)=B,2° + B7+ B, =93.14142% —54.02947 + 04589 (6.121)

Dolayistyla, (5.26) denklemine uygun olarak kapali ¢evrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki

sekilde yazilmis olur

Y(z) K,B(z) K,(0.0081z% +0.014z +0.0008) 6.122)
R(z) H(2) z’ '
R(2) )(2) B(z) _ 0.0081z* +0.014z +0.0008 Y(z)
— Ko ™A@ 2’ -1.739427 +0.79212-0.0067 =
A
- @ S R

Sekil 6.6 Mimari-2 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin blok ¢izimi

K, kazang sabitini belirlemek icin sistemin girisine birim basamak girisi uygulandiginda y(c)

kalic1 hal ¢ikisinin bire esit oldugu kabul edilir, ya da asagidaki ifadeyle

lim y(k)
1K, (0.00812% +0.014z + 0.0008
— lim 271 K0 (0008127 + 00142 + ) 2 (6.123)
-1 7 z z-1
= 0.0221K, =1

Boylece, K, =43.6681 esit olup kapali ¢evrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde

yazilmis olur
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Y(z) 43.6681(0.00812> +0.0147 +0.0008)

R(2) z (6.124)
©0.35362% +0.61122 +0.0349)
Z3

Gorildiigii gibi, tasarlanmis sistem ticlincli mertebeden bir sistemdir. Sistemin birim basamak
cevabi Sekil 6.8’de verilmisti. Dikkat edilmesi gerekir ki, y(k) ¢ikis1 biri, iki 6rnekleme zamani
igerisinde buldu. Sistemin birim rampa cevabi Sekil 6.9’de verilmisti. Birim rampa girisini

izleyen hata asagidaki sekilde hesaplanabilir

RN _Y( 1Y@
E(z)=R(z)-Y(z) = {1 R(Z)}R(z)
_ {1_ 0.35362° +0.61122 +o.0349)}R(Z)
z (6.125)
_ {23 ~0.35362> - 0.61122 — 0.0349)}«2)
23
_ (z-1)(2 +0.64642+0.0352)

3 R(2)
z

T 6rnekleme zamaninin 0.5 esit oldugu hatirlanip R(z) birim rampa girisi asagidaki denklemle

verilir
-1

(1-z7)" (z-D

Daha sonra
_ _ 2

lime(k) = lim = 1(z-D(z +O.643164z+0.0352) 0.522
K—>o0 251 7 Z (z-1) (6.127)

=0.8408

Boylece, Sekil 6.8”den goriilebildigi gibi birim rampa girisini izleyen hata 0.8408 esittir.

Sekil 6.7, tasarlanmig sistemin nihai blok ¢izimini géstermektedir.



R(z)

43.6681
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-

a(2)
+0.98502+0.054

B@ _

A(Z) 7’ —1.73942° +0.7921z — 0.0067

0.00812 +0.014z +0.0008

1.14147% —54.02947 + 04589 | g

Y(z) .

2

72

Sekil 6.7 Mimari-2 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin nihai blok ¢izimi
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Birim-Basarmak Cevabi

02k .......... ........... ........... ........... .......... ......... il
[ s .......... .......... .......... ........... ........... ......... »
DI:.K 1 1 1 | 1 1 1
1] 5 10 15 20 25 30 ] 40
k

Sekil 6.8 Mimari-2 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin birim basamak cevabi

Birim-Rarmpa Cevahi

Sekil 6.9 Mimari-2 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin birim rampa cevabi
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Polinomsal denklemler yaklasimiyla tasarlanan iki farkli sistemi karsilastirmis olursak, daha
dogrusu bu sistemlerin rampa girislerini izleyen hatalar1 karsilagtirirsak Mimari-2 kontrol
sistemine dayal1 olarak tasarlanmis sistemin Mimari-1 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmig
sisteme nazaran daha iyi performans gosterdigi goriilmektedir. S6z konusu hata degerleri agagida

verilmistir

Mimari-1 Kontrol Sistemi

e(k)=1.1085 (6.128)

Mimari-2 Kontrol Sistemi

e(k) = 0.8408 (6.129)
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Problem 2. Bir siirekli zamanli sistemin durum uzayi gosterimi asagidaki sekilde verilmistir

(Ogata, 2002). T ornekleme zamanmin 0.5 sn oldugunu kabul ederek siirekli zamanli sistemi

ayriklastirin. Daha sonra asagidaki ii¢ sikki ¢6ziin. Sistemin tam durum kontroledilebilir ve tam
gozlemlenebilir oldugundan emin olunuz. Tiim hesaplamalar1t MATLAB programi yardimiyla
yapiniz.

Tim siklar ¢oziildiikten sonra polinomsal denklemler yaklasimiyla mimarisi Sekil 5.1°de
gosterilen Mimari-1 kontrol sistemini tasarlaymiz. Ayni tarzda mimarisi Sekil 5.2°de gosterilen
Mimari-2 kontrol sistemini tasarlaymiz. Daha sonra tasarlanacak olan farklt mimarideki
sistemlerin birim basamak ve birim rampa cevaplarini elde ediniz. Iki sistemi karsilastiriniz.
Kutup atama yontemi ve polinomsal denklemler yaklagimu ile tasarlanacak olan sistemlerin ayni

sonucu saglayacagini gosteriniz.

0 1 0 0
xt)=| 0 0 1|x(t)+|0uct) (6.130)
-5 -6 0 1
X, (t)
y(®)=[1 0 0] X, (t) (6.131)
X, (t)

a. Kontrol sinyali u(k)=—-Kx(k) olarak verildiginde kapali ¢evrim sisteminin 6liivurus cevabi

saglayacak sekilde K durum geribeslemeli kazang matrisini belirleyiniz.

b. Sistemin Yy(k) ¢ikisinin yalniz Olgiilebilen durum oldugunu varsayarak hata sinyalinin

gozlemleyici hatasina Oliivurus cevabi saglayacak sekilde en diisiik mertebeden durum

gbzlemleyicisini tasarlayiniz.

c. Gozlemleyici regiilatdriin G, (z) darbe transfer fonksiyonunu elde ediniz
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Coziim

T =0.5 snoldugunu kabul ederek siirekli zamanli sistemi ayriklastirilmis hale getirelim.

Ayriklagtirildiktan sonra elde edilen ayrik zamanl sistem asagidaki gibidir

0.9039 03723  0.1089 0.0192
x(k+1)=|-0.5446 02503 0.3723 |x(k)+|0.1089 [u(k) (6.132)
~1.8616 -2.7785 0.2503 0.3723
X, (k)
y(K)=[1 0 0] X, (k) (6.133)
X; (k)

K geribeslemeli kazan¢ matrisini bulmak i¢in ilk dnce sistemin tam durum kontroledilebilir olup
olmadig1 6grenilmesi gerekir. Bunun igin sistemin kontroledilebilirlik matrisini elde edip daha

sonra bunun rankini 6grenelim

0.0192  0.0985  0.1202
rank[H:GH:G H|=|0.1089  0.1554 -0.1060 |=3 (6.134)
0.3723 -0.2452 -0.6765

Goriildiigii  gibi, matrisin ranki sistemin mertebesi ile aymdir. Sistem tam durum
kontroledilebilirdir. Dolayisiyla, sistemin arzu edilen kutuplarinin yerlestirilmesi miimkiindiir.
Bundan sonra sistemin tam gozlemlenebilir olup olmadigi Ogrenilmesi gerekir. Eger sistem

gozlemlenebilir ise K, matrisin belirlenmesi miimkiindiir. Bunun i¢in sistemin

e

gozlemlenebilirlik matrisini elde edip daha sonra bunun rankini 6grenelim

1.0000  0.0000 0.0000
rank[C*fG*C*f(G*)ZC*]: 0.9039 0.3723 0.1089 |=3 (6.135)
04115 0.1271 0.2643

Goriildiigii gibi, matrisin ranki sistemin mertebesi ile aymidir. Sistem tam gdzlemlenebilirdir.

Dolayisiyla gozlemleyicinin arzu edilen kutuplarinin yerlestirilmesi miimkiindiir.



156

a. Sistemin arzu edilen karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir

21-G+HK|=7"+a, 2" +a,2+a; =0 (6.136)
Sistemin arzu edilen kutuplari orijinde yerleseceginden «,,, ve «; katsayilar sifir olacaktir:

o, =a,=a;,=0 (6.137)
Bunu dikkate alarak sistemin arzu edilen karakteristik denklemi yeniden asagidaki sekilde yazilir
|ZI-G+HK|=2"=0 (6.138)

K matrisi, MATLAB programinin komutunun yardimiyla kolayca bulunabilir. {lk dnce sistemin

arzu edilen kutuplar1 belirlenir. (6.137) dikkate alinarak kutuplar asagidaki gibi girilir

L = [0 0 0] (6.139)
daha sonra K matrisi K =acker(G,H, L) komutu uygulanarak bulunur

K = acker(G, H, L) (6.140)

Boylece, K geribeslemeli kazang matrisi asagidaki gibi elde edilmis olur

K =[4.0796 2.1537 2.9318] (6.141)

b. Simdi y(k) ¢ikisinin yalniz dlgiilebilen durum oldugunu varsayarak en diisiik mertebeden
durum go6zlemleyicisini tasarlayalim. y(k), oOlgiilebilen tek durum degiskeni oldugundan

gozetlenecek olan durum degiskenlerinin sayis1 2’dir. Bu nedenle, tasarlanacak olan en diigiik

mertebeden gbzlemleyicinin mertebesi n =2 ’dir.

Suna dikkat edilmelidir ki, problemde verilen C ¢ikis matrisinin ([1 0 0] matrisi) (4.117)

denkleminde verilen ¢ikis matrisi ile ayni olmas1 doniisiim yapmaksizin gozlemleyici tasarlamaya

baslanabildigini ifade etmektedir.
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Sistemin ayrilmis durum denklemi asagidaki sekilde yazilir

X (k+1) 0.9039 | 03723 0.10897 X (K)| [0.0192
X,(kK+1)|=[-0.5446 | 0.2503 0.3723 || x,(k) |+|0.1089 [u(k) (6.142)
x;(k+1)| |-1.8616 | -2.7785 0.2503 | x,(k)| |0.3723

y(k)=[1:0 0] x,(k) (6.143)
X5 (k)

burada

-0.5446 0.2503  0.3723
G, =0.9039, G, =[0.3723 0.1089], G,, = , Gy, =

(6.144)
-1.8616 -2.7785 0.2503

(6.145)

0.1089
H, =0.0192, H, =

0.3723

En diisiik mertebeden gozlemleyicinin hata dinamiginin arzu edilen karakteristik denklemi

asagidaki gibidir
2 +az+a, =0 (6.146)

Oliivuruslu cevabin saglanmasi istendiginden gozlemleyicinin arzu edilen kutuplari orijinde

yerlesecektir. Bu nedenle o, ve «, katsayilari sifir olacaktir

o, =a,=0 (6.147)
Dolayisiyla hata dinamiginin arzu edilen karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir

=0 (6.148)

K, matrisi, MATLAB programinin komutunun yardimiyla bulunabilir. Tlk énce gézlemleyicinin

arzu edilen kutuplar1 belirlenir. (6.147) dikkate alinarak kutuplar asagidaki gibi girilir
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J = [0 0] (6.149)
daha sonra K, matrisi K =acker(Gbb', Gab',J) komutu uygulanarak bulunur
K = acker(Gbb”, Gab”, J)’ (6.150)

Boylece, K, geribeslemeli kazang matrisi asagidaki sekilde elde edilmis olur

2.0722
K, = (6.151)
—2.4875

c. Gozlemleyici regiilatoriin G (z) darbe transfer fonksiyonunu elde etmek i¢in sirasiyla

(6.132) ve (6.133) denklemleriyle tanimlanan sistemin durum ve ¢ikis denklemlerini yeniden ele
alalim. En diisiik mertebeden gozlemleyicinin darbe transfer fonksiyonunu elde etmek amaciyla
(4.131) ve (4.132) ile tanmimlanan en diisiik mertebeden durum gozlemleyicinin denklemlerini

asagida tekrar yazalim.

%, (k)-K,y(k)=n(k) (6.152)

ﬁ(k +l)= (be _KeGab )ﬁ(k)+ [(be _KeGab )Ke +Gba _KeGaa]Y(k)

6.153
+(Hb_KeHa)u(k) ( )
(6.152) ve (6.153) denklemlerini olusturan terimler asagidaki gibi hesaplanir
0.2503 0.3723 2.0722
(G, -K.,G, )= - (03723 0.1089]
-2.7785 0.2503| |-2.4875
(6.154)

-0.5212 0.1466
-1.8524 0.5212

-0.5446] [ 2.0722 -2.4177
G, -K.G,, = - 10.9039 = (6.155)
-1.8616 | |—2.4875 0.3868
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0.1089] [ 2.0722 0.0691
H,-K.H, = - 10.0192 = (6.156)
03723 | |—-2.4875 0.4201

Elde edilen terimler dikkate alinarak (6.153) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olacak

i), fosm2 o)

6.157
{-0.5212 0.1466} {2.0722} [-2.4177}} {0.0691} (137
+ . + y(k) + u(k)
-1.8524 0.5212| |-2.4875| | 0.3868 0.4201
veya
M,(k+1)| [-0.5212 0.1466 7,(k)| [-3.8624 0.0691
L‘h(k + 1)} - { 1.8524 0.5212}{?]3 (k)} " { 4.7482}’0() ’ {0.4201}"“() (6.138)
burada
ﬁz(k)} [iz(k)}
= ~K,y(k 6.159
i x o) o
veya
X, (k) ﬁz(k)}
=K, y(k 6.160
ErA{REOR (6.160)

Kontrol sinyalinin u(k) =—-KX(k) olarak verildigini ve x(k) durum vektoriiniin dlgiilebilir ve
Olgiilemeyen olmak T{izere iki kisma ayrildigini hatirlayip elde edilen degerleri

u(k) = =KX (k) ’nin yerine koyup denklemi asagidaki sekilde yazalim
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u(k) = -Kx(k)
y(k)
=[4.0796 2.1537 2.9318]-| X, (k
23(k
« (6.161)
)

kq

k)

X
X

N N

= —[4.0796y(k) +[2.1537 2.9318]

= —4.0796y(k) - [2.1537 2.9318]-{

[l ell

il
s

Bundan sonra en diisiikk mertebeden gozlemleyici temelli regiilatoriin G, (z) darbe transfer

fonksiyonunu elde etmemiz gerekir. Bunu MATLAB programi ortaminda yapabilmek i¢in ilk
once en diisilk mertebeden gozlemleyiciyi veren (5.184) ve (5.185) denklemleri olusturdugu

terimleri asagidaki gibi tanimlayalim

A

G=G,-K.G, (6.162)
H=GK,+G, -K.G_, (6.163)
F=H,-K_H, (6.164)

O zaman agsagidaki ii¢ denklem en diisiik mertebeden gozlemleyiciyi soyle tanimlamis olur

1K) = Gi(k) + Hy(k) + Fu(k) (6.165)
(k) =%, (k) - K, y(k) (6.166)
u(k) = -Kx(K) (6.167)

(6.166) dikkate alinarak (6.167) esitligi asagidaki gibi yazilabilir

X, (k)
Ky0-K.%. () (6.168)
=-K,q1(k) - (K, +K,K,)y(K)

u(k) = -Kx(k) = -[K, Kb{ /o }

(6.168)’nin (6.165) esitliginin yerine konulmasi asagidaki denklemi vermis olur
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(k) = Gii(k) + Hy(k) + F[- K, (k) - (K, + K K, )y(K)]

L o (6.169)
= (G -FK, )ﬁ(k) + [H -F(K, + KbKe)]y(k)

(6.169) denklemini olusturan terimler asagidaki bigcimde tanimlanirsa
G=G-FK, (6.170)
H=H-F(K, +K,K,) (6.171)
C=-K, (6.172)
D=-(K,+K,K,) (6.173)
(6.169) ve (6.168) asagidaki gibi yazilmis olur
(k) = Gi(k) + Hy(k) (6.174)
u(k) = Cj(k) + Dy(k) (6.175)

(6.174) ve (6.175) denklemleri en diisiik mertebeden gozlemleyici temelli denetleyiciyi tanimlar.

u, cikis ve —y, giris olarak diisiiniiliirse U (S) asagidaki gibi yazilmis olur

U@2) = {é(zl ~G)'H+ 5JY(s)

AN (6.176)
—{Ca-G) ' f+B|[-Y(9)]

Gozlemleyicinin girisi Y (S) ’den ziyade —Y(S) oldugundan dolay1 gozlemleyici denetleyicinin

transfer fonksiyonu asagidaki gibi verilmis olur

—UY((ZZ)) _ —[E(zl _é)_lﬁ s 5] (6.177)

Gy (2) darbe transfer fonksiyonu MATLAB ortaminda asagidaki komutla kolayca bulunabilir

[num,den] = ss2tf(Gtilde, Htilde, -Ctilde, -Dtilde) (6.178)
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(6.178) ile verilen komutun uygulanmasi asagidaki darbe transfer fonksiyonunu vermis olur. flgili

transfer fonksiyonunu hesaplayan MATLAB programi Ek 3’de verilmistir.

U(z) 1.2498z2° —22.23932 +16.5572

Gp(2)=- = 6.179
0(2) Y (2) 2> +1.3804z + 0.3216 ( )
Sistemin G (z) darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde bulunabilir
2
G, ()= Y(2) _ C(z1-G)'H = 0.(3)1922 + 0.2)7152 +0.0194 (6.180)
U(z) z° —1.40452° +1.9552z2 -1

G, (z) ve G,(z) darbe transfer fonksiyonlarmin elde edilmesi sistemin tasarlanmis oldugu
anlamina gelmektedir. Boylece, kutup atama yontemi uygulanarak elde edilmesi amaglanan en
diisiik mertebeden goézlemleyicili gozlenmis durum geribeslemeli kontrol sistemi tasarlanmis

oldu. Tasarlanmuis sistemin blok ¢izimi Sekil 6.10°da verilmektedir

U(@) Y(2)

0.0192z° +0.07152 +0.0194
7} —1.40452% +1.95522 -1

Y

Y

Gu(@)

1.24982° —22.23932 +16.5572
2> +1.38042 +0.3216

A

-Gp(2)

Sekil 6.10 Kutup atama yontemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin blok ¢izimi
Simdi ayni sistemi polinomsal denklemler yaklagimiyla tasarlayip nihai sistemin kutup atama
yontemi ile tasarlanan sistemle ayni oldugunu gostermeye calisalim.
(6.138) denklemine atfen sistemin karakteristik denkleminin asagidaki sekilde tanimlandigi

hatirlanir



163

ZI-G+HK|=2"=0 (6.181)
bundan dolay1
H(z)=2’ (6.182)

Gozlemleyici hatasinin karakteristik denklemi (6.148) denklemine atfen asagidaki sekilde

tanimlanmigtir
#(2)=1" (6.183)
bundan dolay1
F(z) =12’ (6.184)

Plantin G, (z) darbe transfer fonksiyonu asagidaki gibi belirlenmistir:

~0.0192z° +0.07152+0.0194  B(2)

G, (z = 6.185

(2) 7> —1.40452% +1.9552z -1  A(2) ( )
burada
A(z) = 2° —1.40452% +1.9552z2 -1 (6.186)
B(z) = 0.0192z +0.0715z + 0.0194 (6.187)
buradan
a, =—1.4045,a, =1.9552,a, = -1,

(6.188)

b, =0,b, =0.0192,b, =0.0715,b, =0.0194

Mevcut problemin Mimari-1 kontrol sisteminin blok ¢izimi Sekil 6.11°de gdsterilmistir
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R(2) Ul2) | B(z) 0.019222+0.07152+0.0194 Y(2)

A(Z) 7' -1.40452>+1.95522 -1

B(2)
a(z)

A

Sekil 6.11 Mimari-1 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin blok ¢izimi

Y

Biitiin sistemin (gozlenmis durum geribeslemeli sistem) karakteristik polinomu asagidaki sekilde

yazilabilir

D(2)=H(2)F(2)=2" -7 =7’

buradan

d,=1 d, =0, d,=0, d, =0, d, =0, d; =0

Mimari-1 kontrol sisteminin transfer fonksiyonu asagidaki gibidir

Y@ _k a(2)p(2)
R@) °a(@A@)+B(2)B(2)

Sistemin karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir

a(z)A(z)+ p(z)B(z)=0

Polinomsal denklemler yaklasiminda asagidaki denklemin ¢oziilmesi hedeflenir

a(2)A(2) + B(2)B(2) = H(2)F(2) = D(2)

veya

(6.189)

(6.190)

(6.191)

(6.192)

(6.193)



a(2)(2° —1.40452° +1.95522 - 1)
+ f(2)(0.01922% +0.07152 +0.0194) = 2°
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(6.194)

(6.194) denklemi, denetleyicinin darbe transfer fonksiyonunun ¢oziimiidiir. (6.193) denklemi

a(z) ve B(z) icin 2nx2n mertebeden E Sylvester matrisi ile ¢oziiliir. Mevcut sistemin n =3

mertebeden oldugu diisiinlilerek E matrisi 6x6 mertebeden bir matrise doniisiir. Bu matris

asagidaki sekilde yazilir

-1 0 0 0.0194 0 0

1.9552 -1 0 0.0715 0.0194 0
E - -1.4045 1.9552 -1 0.0192 0.0715 0.0194
1.0000 -1.4045 1.9552 0 0.0192 0.0715
0 1.0000 -1.4045 0 0 0.0192

0 0 1.0000 0 0 0

(6.195) ile verilen matrisin tersi asagidaki gibi hesaplanir

E' =
[-0.6333  0.1820
-0.1801 0.0376
0 0
18.9040 9.3825
-15.1353  0.5593
| 9.3825  -1.9576

-0.0380
0.0421
0
-1.9576
13.2100
-2.1901

-0.0425
-0.1946
0
-2.1901
2.3245
10.1340

0.1966
0.6821
0
10.1340
-22.0041
16.5577

0.3212 |
1.3805
1
16.5577
-22.2397

1.2512 |

(6.195)

(6.196)

a(2) ve [(2) katsayilarini bulmak i¢in ilk 6nce asagidaki gibi D ve M matrisleri belirlenir

w

S

8]

O o O O O o
w
- o O O O O

Ve

(6.197)



M matrisi asagidaki sekilde bulunur

M=E'D=

Daha sonra a(z) ve f(z) polinomlar: asagidaki sekilde belirlenir

[ 0.3212 ]
1.3805
1
16.5577
-22.2397

| 1.2512 |

166

a())=a,2’ +a,2+a, =27 +1.38052+0.3212

B(2)=p,2° + B2+ B, =1.25122% —22.23972+16.5577
Boylece, tasarlanmis denetleyicinin darbe transfer fonksiyonu agagidaki gibidir

B(z) 1.25122° —22.23977+16.5577

a(z)

Dikkat edilirse (6.202) denklemi ile tanimlanan p EZ;
alZ

7> +1.38052+0.3212

(6.198)

(6.199)

(6.200)

(6.201)

(6.202)

denetleyicinin darbe transfer fonksiyonu

(6.179) denklemi ile tanimlanan G, (z) godzlemleyici regiilatoriin darbe transfer fonksiyonu ile

ayni oldugu goriinmektedir. Iki transfer fonksiyonu Karsilastirma amaciyla asagidaki tekrar

yazalim
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1.2498z° —22.23932 +16.5572
z? +1.3804z +0.3216

Gy(2) = (6.203)

B(z) 1.25122> —22.23972+16.5577
a(2) z? +1.38052 +0.3212

(6.204)

Sonug olarak iki yaklagimla tasarlanmig sistemlerin ayni sonucu verdigi gosterilmis oldu.

Sekil 6.11°de gosterilen sistemin kapali ¢evrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde

yazilir
< B@) < B@)
Yo _  A® " Az) _ Ka(2)B(2) (6.205)
R@ 1, FOBR)  a@AD)+FDBQD)  a(2)A2)+S2)B() '
a(2)A(2) a(2)A(2)
(6.194) denklemi dikkate alinarak son denklem asagidaki sekilde yazilmis olur
Y@ _ Kea@B@)  _ Ke(2)B(2)
R(z) a()A2)+p(2)B(z) H(2)F(2)
_ K,(z% +1.3805z 4—0.3212)((2).5019222 +0.07152+0.0194) (6.206)
_ K,(0.0192z* +0.09802° +0.1243z* +0.0497z + 0.0062)
ZS

K, kazang sabitini belirlemek i¢in sistemin girisine birim basamak girisi uygulandiginda y(o0)

kalict hal ¢ikiginin bire esit oldugu kabul edilir ya da

lim y(k)
4 3 2
=limz—1 K,(0.0192z" +0.0980z +0.51243z +0.04972 +0.0062) z (6.207)
-1 7 V4 z—1
=0.2974K, =1

Boylece, K, =3.3624 esit olup kapali cevrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde yazilir
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Y(z)  3.3624(0.0192z* +0.09802 +0.12432> +0.0497 + 0.0062)
R(2) 7’
©0.06462* +0.32952° +0.41792% +0.16732 + 0.0210
ZS

(6.208)

Gortldiigii gibi, tasarlanmig sistem besinci mertebeden bir sistemdir. Sistemin birim basamak

cevabr Sekil 6.12°de verilmistir. Dikkat edilmesi gerekir ki, y(k) ¢ikis1 biri, bes ornekleme

zamani igerisinde buldu. Sistemin birim rampa cevabr Sekil 6.13’de verilmistir. Birim rampa

girisini izleyen hata asagidaki sekilde hesaplanir

Y@
R(2)

0.06462* +0.32952° +0.41792% +0.16732 + 0.0210
=|1- - R(z)
Z
~ {25 —0.06462* —0.32952° —0.41792> — 0.16732 —0.0210}R(Z)
ZS

_(z-1)(z" +0.93542° +0.6059z> +0.1880z + 0.0207)

ZS

E(z)=R(2)-Y(z) = [1 }R(z)

(6.209)

R(2)

T ornekleme zamanimin 0.5 sn oldugu hatirlanip R(z) birim rampa girisi asagidaki gibi verilir

Tz 0.5z

R(z) = -z = 1) (6.210)
daha sonra

. . z—1(z-1)(z* +0.93542° +0.6059z° +0.1880z +0.0207) 0.5z

ilme(k) = lzln’ll . 5 5

- - z (z-1) (6.211)

=1.375
Boylece, birim rampa girisini izleyen hata 1.375°dir. Sekil 6.14’de, elde edilen G,(z)
B(2)
a(2)

gozlemleyici regiilatoriin darbe transfer fonksiyonunun, denetleyicinin darbe transfer

fonksiyonunun ve K, kazang sabitinin gosterildigi sistemin nihai blok ¢izimi verilmistir.
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Birirn-Baszamak Cevahi
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Sekil 6.12 Mimari-1 kontrol sistemine dayal1
olarak tasarlanmis sistemin birim basamak cevabi
Birim-Fampa Cevabi
4 T T T T T T T T T

Sekil 6.13 Mimari-1 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin birim rampa cevabi
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R(2) U(2) B(z) 0.01922>+0.07152 +0.0194 Y(2)
3.3624 AZ) 2 -140452%+1.95522~1

Y

B(z) 1.25122% —22.23972 +16.5577
a(2) 2> +1.38052 +0.3212

Sekil 6.14 Mimari-1 kontrol sistemine dayal1 olarak
tasarlanmis sistemin nihai blok ¢izimi

Simdi aynm1 yaklagimla mimarisi Sekil 5.2°de gosterilen Mimari-2 kontrol sistemini tasarlayalim.

Sistemin blok c¢izimi Sekil 6.15°de verilmistir. Onceki ornekte H(z)ve F(z) polinomlar:

asagidaki sekilde belirlenmistir

H(z) =17’ (6.212)
Ve
F(z)=12° (6.213)

Plantin darbe transfer fonksiyonu asagidaki gibi elde edilmistir

0.0192z* +0.0715z +0.0194

G, (2)= 6.214
P S 404527 11955221 (219

Mevcut problemin Diophantine denklemi asagidaki gibidir

a(z2)A(z)+ B(2)B(z) =H(z)F(z) = D(2) (6.215)

veya

a(2)(z° —1.40452% +1.95522 — 1) + B(2)(0.01922° +0.07152 + 0.0194) = 2° (6.216)
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R(2) J(2) | B@ _0.01922*+0.07152+00194 | Y(2)
> Ko ™ AQZ) 2140452 41955271

Y

Y
"]

Sekil 6.15 Mimari-2 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmig sistemin blok ¢izimi

(6.216) denklemi agagidaki sekilde ¢ozilmiistiir

a(l)=a,2’ +a,z+a, =2° +1.38052+0.3212 (6.217)

B(2)=B,2% + B2+ B, =1.25122% —22.23977 +16.5577 (6.218)

(5.26)’ya uygun olarak kapali ¢evrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde yazilir

Y(z) K,B(2) K,(0.0192z° +0.0715z +0.0194) (6.219)
R(z) H(2) 7> '

K, kazang sabitini belirlemek i¢in sistemin girisine birim basamak girisi uygulandiginda y(co)

kalict hal ¢ikiginin bire esit oldugu kabul edilir, ya da

2—1K,(0.01922> +0.07152 +0.0194) 7

25 - =0.1101K, =1 (6.220)

&im y(k) = lil’l’ll

K, =9.0826 esit olup kapali ¢gevrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki gibi yazilmis olur

Y(z) 9.0826(0.01922% +0.07152+0.0194) _ 0.17442% +0.64942 +0.1762 6221)
R(z) 7’ - 7’ '
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Tasarlanmig sistem iiglincii mertebeden bir sistemdir. Sistemin birim basamak cevabi1 Sekil

6.17’de verilmistir. y(K) ¢ikis1 biri, ii¢ 6rnekleme zamani igerisinde buldu. Sistemin birim rampa

cevabi Sekil 6.18de verilmistir. Birim rampa girigini izleyen hata asagidaki sekilde hesaplanir

_R(2)-Y(z)=|1-Y®)
E(2)=R(2) Y(z)—[ R(Z)}R(z)
_ {1 ~0.17447° +0.6494z +o.1762}R(Z)
z (6.222)
{z —~0.1744z —22.64942—0.1762%(2)
_ (z-1)(z +0.82562+0.1762)

3 R(2)
z

(6.210)’de verilmis olan R(z) birim rampa girisi dikkate alinarak birim rampa girisini izleyen

hata asagidaki gibi elde edilmis olur

2-1(z—1)(z> +0.82562 +0.1762) 0.5z
z 7z’ (z-1)

&im e(k) = lil’Ill - =1.0009 (6.223)

Birim rampa girisini izleyen hata 1.0009 *dur. Sekil 6.16, tasarlanmig sistemin nihai blok ¢izimini

vermektedir
R(z) J(2) | B@ 0019222 +007152+0.0194 | Y(2)
— 9.0826 | A 271404577 41955221 o
| +138052+03212 25127° —22.23972+16.5577 | g
z° 22

Sekil 6.16 Mimari-2 kontrol sistemine dayal
olarak tasarlanmis sistemin nihai blok ¢izimi
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Birirn-Basamak Cevabi
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Sekil 6.17 Mimari-2 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin birim basamak cevabi

Birim-Rampa Cevahi
4 T T T T T T T T T

Sekil 6.18 Mimari-2 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin birim rampa cevabi
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Polinomsal denklemler yaklasimiyla tasarlanan iki farkli sistemin rampa girislerini izleyen
hatalar karsilastirilirsa Mimari-2 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis sistemin Mimari-1
kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis sisteme nazaran daha iyi performans gosterdigi

goriilecektir. Tlgili hata degerleri asagida verilmistir

Mimari-1 kontrol sistemi
e(k)=1.375 (6.224)

Mimari-2 kontrol sistemi

e(k) =1.0009 (6.225)
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Problem 3. Bir ayrik zamanli sistemin durum uzayr gosterimi asagidaki sekilde verilmistir
(Ogata, 1995). Asagidaki 3 sikki c¢ozerek kutup atama yontemiyle en diisiik mertebeden
gbzlemleyici temelli regiilator sistemini tasarlayimiz. Sistemin tam durum kontroledilebilir ve tam
gozlemlenebilir oldugundan emin olunuz.

Tim sikkilar ¢oziildiikten sonra polinomsal denklemler yaklasimiyla mimarisi Sekil 5.1°de
gosterilen Mimari-1 kontrol sistemini tasarlayimiz. Kutup atama yontemi ve polinomsal

denklemler yaklasimu ile tasarlanacak olan sistemlerin ayni sonucu saglayacagini gosteriniz.

0 0 —0.25 1
x(k+D)=1 0 0 |x(k)+|0 lu(k) (6.226)
01 05 1
X, (k)
y(k)y=[0 1 0] x,(k) (6.227)
X; (k)

a. Kontrol sinyali u(k) =-Kx(k) olarak verildiginde kapali ¢evrim sisteminin 6liivurus cevabi

C.

saglayacak sekilde K durum geribeslemeli kazang matrisini belirleyiniz.

Sistemin y(k) ¢ikiginin yalniz Olgiilebilen durum oldugunu varsayarak hata sinyalinin

gozlemleyici hatasina Oliivurus cevabi saglayacak sekilde en diisiik mertebeden durum

gbzlemleyicisini tasarlayiniz.

Gozlemleyici regiilatoriin G (z) darbe transfer fonksiyonunu elde ediniz.
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Coziim

K geribeslemeli kazang¢ matrisini bulmak i¢in ilk dnce sistemin tam durum kontroledilebilir olup
olmadig1 6grenilmesi gerekir. Bunun i¢in sistemin kontroledilebilirlik matrisini elde edip daha

sonra bunun rankini1 6grenelim

I -0.25 -0.125
rank[H:GHIG’H|=[0 1 -025|=3 (6.228)
105 125

Gorildiigii  gibi, matrisin ranki sistemin mertebesi ile aynmidir. Sistem tam durum
kontroledilebilirdir. Dolayisiyla, sistemin arzu edilen kutuplarinin yerlestirilmesi miimkiindiir.
Bundan sonra sistemin tam gozlemlenebilir olup olmadig1 6grenilmesi gerekir. Eger sistem

gozlemlenebilir ise K, matrisin belirlenmesi miimkiindiir. Bunun i¢in sistemin

gozlemlenebilirlik matrisini elde edip daha sonra bunun rankini 6grenelim

0 1
mnkc G ci@ fe]=lt 0 0 |=3 (6.229)
0 0

Goriildiigii gibi, matrisin ranki sistemin mertebesi ile aymdir. Sistem tam gdzlemlenebilirdir.

Dolayistyla gézlemleyicinin arzu edilen kutuplarinin yerlestirilmesi miimkiindiir.

a. Sistemin arzu edilen karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir

21-G+HK|=7"+a, 2" +a,7+a; =0 (6.230)
Sistemin arzu edilen kutuplari orijinde yerleseceginden «,,, ve «; katsayilar: sifir olacaktir:
a=a,=a;,=0 (6.231)

Bunu dikkate alarak sistemin arzu edilen karakteristik denklemi yeniden asagidaki sekilde yazilir



177
21-G+HK|=2"=0 (6.232)

K matrisini elde etmek i¢in K ’y1 hesaplamanin farkli yontemleri anlatildigi Altboliim
4.1.4°deki iiglincii yontemi uygulayalim. lk once arzu edilen K matrisinin katsayilarmi

asagidaki gibi tanimlayalim
K =[k, ik, k] (6.233)
Daha sonra K matrisi asagidaki gibi elde edilir

z 0 0] [0 0 —025]k Kk, Kk
ZI-G+HK|=[0 z 0|-[1 0 0 [0 0
00 z] [0 1 05 |k Kk, k,

=2° +(k, +k, —0.5)2% +(k, —0.75k, )z + (k, —0.75k, +0.25) =0

(6.234)

Elde edilen karakteristik denklemin, (6liivuruslu cevab ig¢in) verilen arzu edilen karakteristik

denklemle esitlenmesi asagidaki K matrisini vermis olacaktir
K=[0.48 0.36 0.02] (6.235)

b. Simdi y(k) ¢ikisinin yalmz 6lgiilebilen durum oldugunu varsayarak en diisiik mertebeden
durum go6zlemleyicisini tasarlayalim. y(k), oOlgiilebilen tek durum degiskeni oldugundan

gozetlenecek olan durum degiskenlerinin sayis1 2’dir. Bu nedenle, tasarlanacak olan en diisiik

mertebeden gbzlemleyicinin mertebesi n =2 ’dir.

Suna dikkat edilmelidir ki, problemde verilen C ¢ikis matrisi ([0 1 0] matrisi) (4.117)
denkleminde verilen ¢ikis matrisinden farklidir. Dolayisiyla, bu formiilden yararlanilamaz. Bu

farkliligi ortadan kaldirmak igin x(k) durum vektoriiniin, C ¢ikig matrisi [O 1 O]’dan
[1 0 0]’ya doniisecek sekilde yeni §(K) durum vektoriine doniistiiriilmesi gerekir. S6z konusu

doniisiimii gerceklestirmek icin asagida verilen P matrisi kullanilacaktir
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0 1 0

P=1 0 O (6.236)
0 01

Boylece, yeni &(k) durum vektorii asagidaki gibi tanimlamis olacaktir

x(k) = PE(k) (6.237)

Daha sonra Altboliim 3.4.2°de anlatildigi gibi sistemin denklemi asagidaki sekilde yazilmig

olacaktir
gk +1) = P'GPE(K) + P"Hu(k) = GE(k) + Hu(k) (6.238)
y(k) = CPE(K) = C&(k) (6.239)
burada
0 1 oo o —-0250 1 ©
G=P'GP=|1 0 0|1 0 0 |1 0 0
00 110 1 05 [0 0 1
- (6.240)
01 0 &G
=0 0 -0.25 { Aab}
10 05 G Gu
0 1 1] [o
H=P'H=[1 0 0f0|=|1 (6.241)
0 0 1 |1
01 0
Cc=cp=[0 1 0]1 0 o|=[1 0 0] (6.242)
0 0 1

Boylece, sistemin doniistiiriilmiis ve daha sonra ayrilmigs durum denklemi asagidaki sekilde

yazilir
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& (k+1) 0o | 1 0 sk 0
Ek+Dl=| 0 | 0 -025)&K) |+ 1 |uk) (6.243)
E(k+1) 1 0 0.5 || &(K) 1
()
yky=[1 : 0 0]& k) (6.244)
& (k)
burada

G,,=0,G, =[ 0],G %6, 2| OB (6.245)
aa = Y ab — s ba — 1 ) bb 0 05 .
n n 1
H,=0, H, :[J (6.246)
(4.137) denklemi dikkate alinarak
A A 0 -0.25 K,
Gy —-K.Gy = - '[1 0]

0 05 K,

(6.247)

ke 2025
|-k, 0.5
Daha sonra (4.137) denklemi mevcut probleme uygun olarak asagidaki sekilde yazilmis olacak

R n z+Kk 0.25
|ZI_be+KeGab |:{ ) }

ko, z-0J5
=72 +(k,, —0.5)z —(0.5k,, +0.25k,,)

(6.248)

En diisik mertebeden gozlemleyicinin hata dinamiginin arzu edilen karakteristik denklemi

asagidaki gibidir

’+az+a,=0 (6.249)
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Oliivuruslu cevabin saglanmasi istendiginden gozlemleyicinin arzu edilen kutuplari orijinde

yerlesecektir. Bu nedenle o, ve «, katsayilari sifir olacaktir

a =a,=0 (6.250)

Dolayisiyla hata dinamiginin arzu edilen karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir

22 =0 (6.251)

(6.250) dikkate alinarak K, matrisinin katsayilar1 asagidaki gibi elde edilecektir

k, =0.5 ve k,, =—1 (6.252)
veya

0.5
K, =[ J (6.253)

c. Gozlemleyici regiilatoriin G (z) darbe transfer fonksiyonunu elde etmek i¢in sirasiyla

(6.226) ve (6.227) denklemleriyle tanimlanan sistemin durum ve ¢ikis denklemlerini yeniden ele
alinir. En diisiik mertebeden gbzlemleyicinin darbe transfer fonksiyonunu elde etmek amaciyla
(4.131) ve (4.132) ile tanimlanan en diisiik mertebeden durum gozlemleyicinin denklemlerini

asagida tekrar yazalim
& (k)-K.y(k)=7k) (6.254)

ﬁ(k +1): (ébb _Keéab (k)"‘ l(ébb _Keéab )](e +éba _Keéan}'(k)

+(ﬁb —KeHa)l(k) (6.255)

(6.254) ve (6.255) denklemlerini olusturan terimler asagidaki gibi hesaplanir
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- N 0 -0.25 0.5
be_KeGab= 0 05 - . [1 0]

B -0.5 -0.25
11 05
- N 0 0.5 0
Gba_KeGaa = - 0=
1 -1 1

ool

Daha sonra (6.255) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olacaktir
-0.5 -0.25 -0.5 -0.25(10.5 0 1
nk+1)= nk)+ : + k) + k

veya

-0.5 -0.25 0 1
ﬁ(k+1){ U os }N'(k){l}y(k”[l}”(k)

(6.260) denkleminin z-doniisiimiiniin alinmasi asagidaki denklemi vermis olacaktir

zﬁ(z>{‘°'5 ‘O'ZS}ﬁ(m[ﬂv(z){jum

1 0.5

veya
z+0.5 025 (2)= oY , 1U ,
1 z-05 M ()+1 @)

(6.262) denkleminin ﬁ(z) icin ¢Oziilmesi asagidaki denklemi vermis olacaktir

(6.256)

(6.257)

(6.258)

(6.259)

(6.260)

(6.261)

(6.262)



)= z+0.5 025
B S
z-05 025
~(\_| z° z?
W= 4,0
22 z?

025

- z+0.5

(6.264) dikkate alinarak (6.254) asagidaki sekilde yazilmis olur

u(k) = -KX(k) oldugundan kontrol sinyali asagidaki gibi verilir

Z2

[0.5]

C Y@+ak)

[0.5]

__I_Y(z)+

[ 0.522-0.25

_ZZ—Z—O.S

22

u(k) = -KEg(k)

burada

K=KP=[0.48 036 0.02]1 0

dolayisiyla

025

Z2 Y

(Cye-fbe)
o[

z-0.75

7° 7’
Y@+ s PO

Z2

22

z-0.75

zZ+1.

Z2

0 1

0 0

z

z-0.75
Z2 Y Z2 U
205D+ ;115 M@

2

@+ 2 5 V@
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0
0|=[0.36 0.48 0.02]
1

(6.263)

(6.264)

(6.265)

(6.266)

(6.267)
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u(k) = -K&(k)
=036 0.48 0.02]{3’“()}
(k)
= 0.36y(k)+ [0.48 0.02]-&,(K)]

=—0.36y(k)—[0.48 0.02]- &, (k)

(6.268)

(6.268) denkleminin z-doniisiimiiniin alinmas1 ve daha sonra bunun yerine (2.264) nin konulmasi

asagidaki denklemi vermis olacaktir

U(z) =-0.36Y(2)-[0.48 0.02]-&,(2)

0.52%-0.25 2-0.75
__ _ _ 2’ 7
=—0.36Y(2)-[0.48 0.02] 2 o5V @ B s V@
R z?
[ 0.522-0.25 2-0.75 (6.269)
__ _ _ 7 _ |z
=-0.36Y(2)-[0.48 0.02] 2l s @ [0.48 0.02] s V@
- z?
2
_ {_ 036 0-222 +0;02z-0.11}Y(Z)_{0.5z 20.33}U(Z)
z z
veya
f— 2 -
{HO.SZ 20~33}U(z)=[_0,36_0-222 +0.02z 0.11}(2) 6.270)
z z

(6.270) denkleminden G, (z) gozlemleyici regiilatoriin darbe transfer fonksiyonu asagidaki

sekilde yazilmis olacak

U(z) 0.582° +0.02z-0.11
Y(2) 2 +0.52-0.33

G, (2) = - (6.271)

Sistemin G (z) darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde bulunabilir
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(6.272)

Go(2)= 2 _(a-G)'H —C(a-6)' A== 207>
U(2) 2 -0.5z2"+0.25

Gp(z) ve Gp(z) darbe transfer fonksiyonlarmin elde edilmesi sistemin tasarlanmis oldugu

anlamina gelmektedir. Boylece, kutup atama yontemi uygulanarak elde edilmesi amacglanan en

diisiik mertebeden gozlemleyicili gozlenmis durum geribeslemeli regiilator sistemi tasarlanmis

oldu. Tasarlanmis sistemin blok ¢izimi Sekil 6.19°da verilmektedir

U@ 7-0.75 Y@
2°-0.522+0.25

Gp(2)

0.582% +0.02z-0.11
722 +0.52-0.33

A

-Go(2)

Sekil 6.19 Kutup atama yontemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin blok ¢izimi

Simdi aymi sistemi polinomsal denklemler yaklasimiyla tasarlayip nihai sistemin kutup atama
yontemi ile tasarlanan sistemle ayn1 oldugunu gostermeye calisalim.

(6.232) denklemine atfen sistemin karakteristik denkleminin asagidaki sekilde tanimlandig:

hatirlanir

ZI-G+HK|=2"=0 (6.273)
bundan dolay1

H(z)=12’ (6.274)

Gozlemleyici hatasinin karakteristik denklemi (6.248) denklemine atfen asagidaki gibidir
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| Zl_ébb +Keéab |: 22

(6.275)
bundan dolay1
F(z) =17’ (6.276)
Plantin G, (z) darbe transfer fonksiyonu asagidaki gibi belirlenmistir
G,(2)=C(a1-Gy'H=— 20D _B@ (6.277)
27 -052"+025 A(2)
burada
A(z)=17’-0.52> +0.25 (6.278)
B(z)=2-0.75 (6.279)
buradan
a, =-0.5,a, =0,a; =0.25,
(6.280)
b, =0,b, =0,b, =1,b, =-0.75

Mevcut problemin Mimari-1 kontrol sisteminin blok ¢izimi Sekil 6.20’de gosterilmistir

R(2)

U(z) B(z)  2-0.75 Y(2)
> Ko AZ) 7' -052°+025

Y

B@)
a(z)

Sekil 6.20 Mimari-1 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin blok ¢izimi
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Biitiin sistemin (gbzlenmis durum geribeslemeli sistem) karakteristik polinomu asagidaki sekilde

yazilabilir

D(2)=H(2)F(2)=2" -7 =7°

buradan

d,=1 d, =0, d,=0, d; =0, d, =0, d; =0

Mimari-1 kontrol sisteminin transfer fonksiyonu asagidaki gibidir

Y@ _k a(2)p(2)
R@) "’ a(A@)+B(2)B(2)

Sistemin karakteristik denklemi asagidaki sekilde yazilir

a(2)A(2) + B(2)B(2) = 0

Polinomsal denklemler yaklasiminda asagidaki denklemin ¢oziilmesi hedeflenir

a(2)A(2) + f(2)B(2) = H(2)F(2) = D(2)
veya

a(z) (2’ —0.52° +0.25)+ B(z2)(z-0.75) =2’

(6.281)

(6.282)

(6.283)

(6.284)

(6.285)

(6.286)

(6.286) denklemi, denetleyicinin darbe transfer fonksiyonunun ¢oziimiidiir. (6.286) denklemi

a(z) ve f(z) i¢in 2nx2n mertebeden E Sylvester matrisi ile ¢oziiliir. Mevcut sistemin n=3

mertebeden oldugu diigiiniilerek E matrisi 6x6 mertebeden bir matrise doniisiir. Bu matris

asagidaki sekilde yazilir



[0.25
0 025
-0.5
E =
1 -05
0 1
0 0

(6.287) ile verilen matrisin tersi agagidaki gibi hesaplanir

E' =

[ 2.56
0
0
-0.48
-0.64
-2.56

0

0

0
0

0.25

0

-0.5

1

-0.75

S o o o =

1.92  1.44
0 0
0 0
0.64 048
-0.48 0.64
-1.92 -1.44

0 0 |
075 0

1 -075

0 1

0 0

0 0 |

1.08
0
0

0.36

0.48

0.08

0.06 -0.33]
1 0.5
0 1

0.02 -0.11
0.36 0.02
0.44 0.58 |

(6.287)

(6.288)

a(z) ve [(2) katsayilarin1 bulmak igin ilk 6nce asagidaki gibi D ve M matrisleri belirlenir

Ve

w

N

8]

O o O O O o
w
- o O O O O

(6.289)

(6.290)
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M matrisi asagidaki sekilde bulunur

[-0.33]
0.5
1
M=E'D= (6.291)

-0.11
0.02

| 0.58 |

Daha sonra a(z) ve A(z) polinomlar1 asagidaki sekilde belirlenir

a(z)=a,2’ +a,z+a, =2° +0.52-0.33 (6.292)

B(2)=p,2> + B2+ B, =0.582" +0.02z2-0.11 (6.293)
Boylece, tasarlanmis denetleyicinin darbe transfer fonksiyonu asagidaki gibidir

B(z) 0.582° +0.02z-0.11

- 2 (6.294)
a(2) z°+0.52-0.33

Dikkat edilirse (6.294) denklemi ile tanimlanan % denetleyicinin darbe transfer fonksiyonu
alZ

(6.271) denklemi ile tanimlanan G, (z) gozlemleyici regiilatoriin darbe transfer fonksiyonu ile

ayni oldugu gériinmektedir. Iki transfer fonksiyonu karsilastirma amaciyla asagidaki tekrar

yazalim
2
G, (2) = U@ _ 0.5822 +0.02z-0.11 (6.295)
Y(2) z2°+0.52-0.33
2 f—
p(z) 0.58z2°+0.02z2-0.11 (6.296)

a(z)  7>+0.52-0.33

Sonug olarak iki yaklagimla tasarlanmis sistemlerin ayni sonucu verdigi gosterilmis oldu.
Sekil 6.20’de gosterilen sistemin kapali ¢evrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde

yazilir
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B() « B@
YO _ A _ "AD _ Ka(@B@) (6.297)
R(2) |, ADBQ) ~ a@AD+ DB a()A)+B(2)B(Q) '
a(2)A(z) a(2)A(2)
(6.284) denklemi dikkate alinarak son denklem asagidaki sekilde yazilmis olur
Y(2) _ K,a(2)B(2) _ K,a(2)B(z)
R(z) a(2)A(2)+B(2)B(z)  H(2)F(2)
_ K, (2% +0.52 ;50.33)(2 -0.75) (6.298)
_ K,(z’ —=0.252° —0.705z + 0.2475)
ZS

K, kazang sabitini belirlemek i¢in sistemin girisine birim basamak girisi uygulandiginda y(o0)

kalic1 hal ¢ikiginin bire esit oldugu kabul edilir ya da

2-1K,(z* —0.252> —0.7052 + 0.2475) 2
z z° z-1

lim y(k) = lim =0.2925K, =1 (6.299)

Boylece, K, =3.4188 esit olup kapali ¢cevrim darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde yazilir

Y(2) 3.4188(z° —0.252> —0.7052 + 0.2475)
R(2) 7’
_ 3.41887° —0.85472% —2.41032 + 0.8462

ZS

(6.300)

Goriildigi gibi, tasarlanmig sistem besinci mertebeden bir sistemdir. Sistemin birim basamak

cevabr Sekil 6.21°de verilmistir. Dikkat edilmesi gerekir ki, y(k) c¢ikist biri, dort 6rnekleme
zamani igerisinde buldu. Sekil 6.22°de, elde edilen G,(z) goézlemleyici regiilatoriin darbe
transfer fonksiyonunun, % denetleyicinin darbe transfer fonksiyonunun ve K, kazang
alZ

sabitinin gosterildigi sistemin nihai blok ¢izimi verilmistir.
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Birirn-Baszamak Cevahi
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o :
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k
Sekil 6.21 Mimari-1 kontrol sistemine dayal1
olarak tasarlanmis sistemin birim basamak cevabi

Y(2)

R(z) a1 U(2) | B®_  z-07s
> 3.4188 A(z) 7°-0.5z°+0.25

B(z) 0.582% +0.022-0.11

A

a(z) 2°+0.52-0.33

Sekil 6.22 Mimari-1 kontrol sistemine dayali
olarak tasarlanmis sistemin nihai blok ¢izimi

Y
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Problem 4. Asagidaki denklemle tanimlanan sistemi diisiiniiniiz (Ogata, 1995)

Y(2) 0.01873(z +0.9356)

_ (6.301)
Uz) (z-1)(z-0.8187)

Polinomsal denklemler yaklasimini kullanarak asagidaki denklemle verilen G, ,, model

sistemiyle ayni1 sekilde davranacak olan kontrol sistemini tasarlayiniz

= 0.52 (6.302)

G
model 22 1274052

T 6rnekleme zamaninin 0.2sn oldugunu kabul ederek sistemin birim basamak ve birim rampa

cevaplarini elde ediniz.
C6zUm
Mevcut sistemin darbe transfer fonksiyonunu asagida tekrar yazalim

Y(z) _ 0.01873(z +0.9356)
U(z) (z—1)(z-0.8187)

(6.303)

Boylece, darbe transfer fonksiyonunun A(z) ve B(z) polinomlar1 asagidaki sekilde yazilir

A(z)=(z-1)(z-0.8187)=z> —1.81872+0.8187 (6.304)
B(2) =0.01873(z+0.9356) =0.018732+0.01752 (6.305)
burada

a, =—1.8187,a, = 0.8187,

(6.306)
b, =0,b, =0.01873,b, = 0.01752,

(6.304) ve (6.305) denklemlerine bakildiginda A(z) ve B(z) polinomlarinin ortak bdlenleri

icermedigi goriiliir. Dolayisiyla, B(z) polinomunun sabit oldugu sdylenebiliyor. Kontrol
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sisteminin tasariminda H(z), mevcut sistemin 2 mertebeden arzu edilen karakteristik denklemin

polinomu, H,(z), asagidaki sekilde 1 [(n — 1)] mertebeden sabit polinom olarak secilir
H,(z)=2+0.5 (6.307)

Onceden belirtildigi gibi H,(z), sabit bir polinom oldugu siirece H,(z) keyfi olarak

secilebilmektedir.

Daha sonra asagidaki sekilde verilen denklemi tanimlayalim

H(z) = B(z)H,(z) = (0.01873z + 0,01752)(z + 0.5)

5 (6.308)
=0.01873z" +0.0269z + 0.0088
Daha sonra asagidaki sekilde F(z) polinomunu tanimlayalim
F(2)=z (6.309)

Onceden belirtildigi gibi F(z), 1 mertebeden herhangi bir sabit polinom olarak

secilebilmektedir. Daha sonra D(z) polinomunu alagidaki sekilde tanimlayalim
D(2) = F(2)H(2) = F(2)B(2)H,(2)
=2(0.01873z* +0.0269z + 0.0088) (6.310)
=0.018732" +0.0269z° +0.0088z
Son denklemin katsayilar1 agagidaki sekilde belirlenir
d, =0.01873, d, =0.0269, d, =0.0088, d, =0 (6.311)
Bundan sonra asagidaki sekilde verilen Diophantine denkleminin ¢6ziimiinii bulmamiz lazim

a(2)A(2) + B(2)B(2) = E(2)B(2)H,(2) (6.312)

A(z) ve B(z) polinomlar1 dikkate alinarak (6.312) denklemi asagidaki sekilde yazilmis olur
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a(z)(z* —1.81872 +0.8187) + B(2)(0.018732 + 0.01752)

(6.313)
=0.018732° +0.02692> +0.00882

(6.313) denklemi a(z) ve f(z) icin 4 x4 mertebeden E Sylvester matrisi ile ¢oziiliir. Bu matris

asagidaki sekilde yazilir

a, 0 b, 0] [08187 0 001752 0

a, a, b, b,| [-1.8187 0.8187 0.01873 0.01752

E = = (6.314)
1 a b, b 1 -18187 0 0.01873
0 1 0b, 0 1 0 0

(6.314) ile verilen matrisin tersi MATLAB programinin komutuyla asagidaki sekilde hesaplanir

0.2946 -0.2755 0.2577  0.6943
0 0 0 1.0000

= (6.315)
43.3129 12.8755 -12.0437 -32.4450

-15.7267 14.7107 39.6299 60.0312

-1

Daha sonra «(z) ve f(z) katsayilarmin bulunmasi icin ilk 6nce (6.311) dikkate alinarak

asagidaki sekilde D ve M matrisleri belirlenir

d, 0
d,| |0.008s8

D=| *|= (6.316)
d, || 0.0269
d, | [0.01873

veE
a,

M=| (6.317)
B '
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Daha sonra M matrisi (5.15) denklemi kullanilarak asagidaki sekilde bulunur

0.0175

L 0.0187
M=E'D= (6.318)
~0.8170

2.3180
M matrisi elde edildikten sonra «(z) ve f(z) polinomlari asagidaki sekilde belirlenir

a(2) =,z +a, =0.01872 +0.0175 (6.319)

B(z2)=B,z+ B, =2.3182-0.817 (6.320)

Y (@)

Elde edilen a(z) ve A(z) polinomlar1 kullanilarak Vi) asagidaki sekilde yazilmig olur
z

Yo __F@B@ 1 | (6321)
V(z) F(@)B(@H,(z2) H,(z2) z+05 '
V(z 0.32(z+0,5
(—) =G0 H1(2) == ( ) (6.322)
R(2) (z7-1.22+0.52)
oldugundan
Y(2) : S
m darbe transfer fonksiyonu asagidaki sekilde yazilmis olur

z
Y(z) 1 0.32(z+0.5) 0.32 6323)

R(2) 2+05(2°—122+052) (2°-122+052) ™"

(6.323) denklemine bakilirsa verilmis sistemin istendigi gibi ‘‘model sistemine’” benzer bir

V@ _

sekilde arzu edilen kutuplar ve sifirlara sahip olmas1 ger¢eklesmis oldu. Sistem, ) model
z

darbe transfer fonksiyonuna sahiptir.
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Tasarlanmis olan model eslemeli kontrol sisteminin blok ¢izimi sekil 6.23’da gdsterilmistir.

Sistemin birim basamak ve birim rampa cevaplar1 sirasiyla Sekil 6.24 ve Sekil 6.25°de

verilmistir.
R(z) | 0320z+05 |/(2) M2) | o18mz+001752 | YiZ)
™ 27-127+4052 T T-1.8187z+0.818 T
A
. 0187z +0.017 3182-0.81 -
z z
(a)
0.32 1
—_— T A~ o m P . T b
22 -122+0.52 2+0:5 2+0.5
(b)
0.32
032 -
. 2°-1.22+0.52
(c)

Sekil 6.23 (a) Model eslemeli kontrol sisteminin blok ¢izimi,

(b) ve (c) sistemin basitlestirilmis blok ¢izimleri
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Birim-Basamak Cevabi
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Sekil 6.24 Model eslemeli kontol sisteminin birim basamak cevabi

Birim-Rampa Cevabi

Sekil 6.25 Model eslemeli kontol sisteminin birim rampa cevabi



197

Birim rampa girisini izleyen hata asagidaki sekilde hesaplanabilir

Y@
R(2)

}R(Z)

E(z)=R(2)-Y(2) =[ }R(z)

_{ ~ 0.32

722 -1.22+0.52
2

_ z2 1.22+0.2 R(2)
z2°—-1.2z+0.52

B (z-1)(z-0.2) R
722 -1.22+0.52

(6.324)

(2)

T o6rnekleme zamaninin 0.2 esit oldugu hatirlanip R(z) birim rampa girisi asagidaki denklemle

verilir
-1
R(z) = 1z 5 = 0'222 (6.325)
(1-z7) (z-1)
Daha sonra
. . 2-1(z-1)(z-0.2) 0.2z
&nne(k):lmll > 5
= -1z 27 -122+0.52(z-1) (6.326)

=0.5

Boylece, Sekil 6.25’den goriilebildigi gibi birim rampa girisini izleyen hata 0.5 hata birimidir.
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7. SONUCLAR

Bu tez caligmasinda kontrol sistemlerinin tasariminda uygulanan iki farkli yontem tartigilmistir.
Bunlarin ilki kutup atama tasarim teknigi olarak adlandirilir. Bu yontem durum gozlemleyicilerle
biitiinlestirilip kutup yerlestirmeye ve atamaya dayal tasarim teknigidir. Ilgili yontem kapali
cevrim kutuplarinin z diizlemindeki arzu edilen yerlere yerlestirilmesiyle iliskili ve kontrol
miithendisliginde yaygin uygulanan tasarim yOntemi olarak bilinir. Kutup atama tasarim
tekniginde tiim durum degiskenleri, kapali ¢evrim sisteminin tiim kutuplar1 arzu edilen yerlere
yerlestirilecek sekilde geri beslenir. Durum degiskenlerinin Olglimii miimkiin olmadig1
durumlarda s6z konusu durum degiskenleri geri besleme i¢in kullanilamayacaktir. Bdoyle
durumlarda durum geribeslemeli tasarim uygulamak i¢in 6l¢iimii miimkiin olmayan degiskenlerin
kestirilmesi veya oOngoriilmesi gerekmektedir. Kutup atama yoOnteminin tasarim islemi iki
asamadan olusur. Birinci asamada, tim durum degiskenlerinin geribesleme icin elde edilebilir
oldugu varsayilip sistem tasarlanir. Son asamada geribesleme igin gereken tiim durum
degiskenlerini veya sadece dogrudan Oolgiilebilir olmayan degiskenleri kestiren bir durum
gozlemleyicisi tasarlanir. Suna dikkat edilmelidir ki, kontroledilebilirlik kavrami kutup
yerlestirme probleminin ¢dziimlerinin varolusunun temelidir, gdzlemlenebilirlik ise dlgiilemeyen

durum degiskenlerinin hesaplanarak elde edilmesi i¢in uygulanan 6nemli bir kavramdir.

Tezde esas olarak incelenen ikinci yontem polinomsal denklemler yaklasimi olarak adlandirilir.
Bu yaklagim uygulanarak kutup atama yoOntemiyle tasarlanmis kontrol sisteminin esdegerini
tasarlamak miimkiin olabilmektedir. Polinomsal denklemler yaklagiminin ¢oziimii a(z) ve f(z)
bilinmeyenlerinin yer aldigit Diophantine denklemi olarak isimlendirilen lineer polinomsal
denkleminin ¢oziimiine indirgenir. Diophantine denklemi, a(z) ve f(z) bilinmeyenlerin yani
sira sistemin darbe transfer fonksiyonunun A4(z) payda polinomu, B(z) pay polinomu ve D(z)
sistemin karakteristik denkleminin bulundugu bir 6zdesliktir. Yontem 6zetlenecek olursa, kontrol
sistemini tasarlama problemi a(z)A(z)+ f(z)B(z)=D(z) olarak verilmis lineer polinomsal
denklemin ¢oziilmesine dayali oldugu sdylenebilir. Diophantine denkleminin ¢oziimii birbirine
bagli, matematiksel olarak cazip ve olduk¢a kolay islemlerin sonucunda elde edilebilmektedir.

S6z konusu denklemin ¢oziilmesi denetleyicinin darbe transfer fonksiyonunu veren a(z) ve

f(z) polinomlarinin elde edimesini saglar. Diophantine denkleminin ¢éziimiiniin var olmasi i¢in
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A(z) ve B(z) polinomlar1 karsilikli asal (coprime) olmalidir, bir bagka deyisle A(z) ve B(z)

ortak bolenleri igermemelidir. Basitten karmasiga giden dort temel 6rnek problemle alisilmis
kutup atama ve gozlemleyici temelli kutup atama yontemiyle ele alinan polinomsal denklemler
yaklasimi ¢ozlimleri elde edilmis ve sonuglar karsilastirilmistir. Bu yontemlerle tamamen ayni
sonuglar elde edilmistir. Ancak polinomsal denklemler yaklasiminin ¢ok daha sade ve
uygulamasi kolay oldugu gosterilmistir. Boylece polinomsal denklemlerle ¢6zliim yaklagiminin,
artik endiistride de uygulama alani bulmaya baslayan kutup atama ve oOzellikle gozlemleyici
temelli kutup atama yontemlerinin dijital denetim uygulamalarmi (dijital kontrol

implementasyonunu) yayginlagtirmaya yonelik 6nemli bir teknik oldugu ortaya konmustur.
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EKLER

Sekil 6.5°de verilen Mimari-1 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmig sistemin birim basamak
cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile birinci duzendeki
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim basamak cevabi

num = [0 0.1734 0.4710 0.3211 0.0342 0.0009];
den = [1 00 0 O 0];
r = ones(1,41);

v = [0 40 0 1.4];
axis(v);
k = 0:40;

y = filter(num,den,r);
plot(k,y,"0")

grid

title("Birim-Basamak Cevabi™)
xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")

Sekil 6.5’de verilen Mimari-1 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmig sistemin birim rampa
cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile birinci duzendeki
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim rampa cevabi

num = [0 0.1734 0.4710 0.3211 0.0342 0.0009];
den = [1 00 0 O 0];

v = [0 20 0 4.0];

axis(v);

k = 0:20; r=[0.2*K];

y = Filter(num,den,r);
plot(k,y,"0",k,y,"-",k,0.2*k,"--")
grid

title("Birim-Rampa Cevabi™)

xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")
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Sekil 6.7°de verilen Mimari-2 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmig sistemin birim basamak
cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile ikinci duzendeki
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim basamak cevabi

num = [0 0.3536 0.6112 0.0349];
den = [1 0 O 0];
r = ones(1,41);
= [0 40 0 1.0];
axis(v);
k = 0:40;
y = filter(num,den,r);
plot(k,y,"0")
grid
title("Birim-Basamak Cevabi™)
xlabel ("k™)
ylabel ("y(k)")

<

Sekil 6.7°de verilen Mimari-2 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis sistemin birim rampa
cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile ikinci duzendeki
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim rampa cevabi

num [0 0.3536 0.6112 0.0349];
den [1 00 0];

v = [0 20 0 4.0];

axis(v);

k = 0:20; r=[0.2*K];

y = Filter(num,den,r);
plot(k,y, 0" ,k,y,"-",k,0.2*k, " --")
grid

title("Birim-Rampa Cevabi*®)
xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")
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Sekil 6.14°de verilen Mimari-1 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis sistemin birim
basamak cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile Mimari-1
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim basamak cevabi

= [O 0.0646 0.3295 0.4179 0.1673 0.0210];
= [1 0 0 0] 0 01;
ones(1,41);

[O 40 0 4];

s(v);

0:40;

= filter(num,den,r);

plot(k,y,"0")

grid

title("Birim-Basamak Cevabi*®)

xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")

D Cc
I Il w1 5 3

X

KXo <=sQ>

Sekil 6.14°de verilen Mimari-1 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis sistemin birim rampa
cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile Mimari-1
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim rampa cevabi

num = [O 0.0646 0.3295 0.4179 0.1673 0.0210];
den = [1 0 0 0 0 01;

k = 0:20;

r = [0.2*K];

v = [0 20 0 4];

axis(v);

y = Filter(num,den,r);
plot(k,y,"o",k,y,"-",k,0.2*k,"-")
grid

title("Birim-Rampa Cevabi®)
xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")
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Sekil 6.16°de verilen Mimari-2 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis sistemin birim
basamak cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile Mimari-2
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim basamak cevabi

= [O 0.1744 0.6494 0.1762];
= [1 0 0 01;
ones(1,41);

[O 40 0 4];

s(v);

0:40;

= filter(num,den,r);

plot(k,y,"0")

grid

title("Birim-Basamak Cevabi*®)

xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")

D Cc
I Il w1 5 3

X

KXo <=sQ>

Sekil 6.16°de verilen Mimari-2 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmig sistemin birim rampa
cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile Mimari-2
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim rampa cevabi

num = [O 0.1744 0.6494 0.1762];
den = [1 0 0 01;

k = 0:20;

r = [0.2*K];

v = [0 20 O 4];

axis(v);

y = filter(num,den,r);
plot(k,y,"0",k,y,"-",k,0.2*k,"-")
grid

title("Birim-Rampa Cevabi*®)
xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")
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Sekil 6.22°de verilen Mimari-1 kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis sistemin birim
basamak cevabini hesaplayan MATLAB programi

%Polinomsal denklemler yaklasimi ile Mimari-1
%kontrol sistemine dayali olarak tasarlanmis
Y%sistemin birim basamak cevabi

[O O 3.4188 -0.8547 -2.4103 0.8462];
[1 0000 O0];

nes(1,41);

0 40 0 6];

v);

= filter(num,den,r);
plot(k,y,"0")

grid

title("Birim-Basamak Cevabi*®)
xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")

D C
I 1l = | 53

XIS

OO Il

KXo <=sQ>
N
o
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Sekil 6.23’de verilen model eslemeli kontol sisteminin birim basamak cevabini hesaplayan
MATLAB programi

%Model eslemeli kontol sisteminin birim basamak cevabi

[0 O 0.32];

[1 -1.2 0.52];
r = ones(1,41);

v = [0 40 0 1.4];

axis(v);

k = 0:40;

y = filter(num,den,r);
plot(k,y,"0")

grid

title("Birim-Basamak Cevabi®)
xlabel ("k")

ylabel ("y(k)")

Sekil 6.23’de verilen model eslemeli kontol sisteminin birim rampa cevabini hesaplayan
MATLAB programi

%Model eslemeli kontol sisteminin birim rampa cevabi

num [0 O 0.32];

den [1 -1.2 0.52];

v = [0 20 0 4.0];

axis(v);

k = 0:20;

r=[0.2*k];

y = filter(num,den,r);
plot(k,y,"0",k,y,"-",k,0.2*k,"--")
grid

title("Birim-Rampa Cevabi™)
xlabel ("k™)

ylabel ("y(k)")
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(6.179)’de verilen G, (z) darbe transfer fonksiyonunu hesaplayan MATLAB programi

% En dusuk mertebeden gozlemleyici temelli
% regulatorun transfer fonksiyonunun belirlenmesi

G = [0.9039  0.3723  0.1089; -0.5446  0.2503  0.3723; -1.8616
2.7785  0.2503];

H = [0.0192; 0.1089; 0.3723];

C=10[100];

Gaa = 0.9039; Gab = [0.3723  0.1089];

Gba = [-0.5446; -1.8616];

Gbb [0.2503 0.3723; -2.7785 0.2503];
Ha = 0.0192; Hb = [0.1089; 0.3723];

Ka = 4.0796; Kb = [2.1537 2.9318];
Ke = [2.0722; -2.4875];

Gsapka = Gbb - Ke*Gab;

Hsapka = Gsapka*Ke + Gba - Ke*Gaa;
Fsapka = Hb - Ke*Ha;

Gtilde = Gsapka - Fsapka*Kb;

Htilde = Hsapka - Fsapka*(Ka + Kb*Ke);
Ctilde = -Kb;

Dtilde = -(Ka + Kb*Ke);

[num,den] = ss2tf(Gtilde, Htilde, -Ctilde, -Dtilde)
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