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OZET

Adindan da anlasildifi gibi oyun teorisinin ilgi alanina biitiin oyunlar girmektedir. Bir
oyundan bahsedebilmek icin oyuncular, stratejiler ve maliyet fonksiyonu bilinmelidir. Bu ii¢

temel 6ge bilindiginde bir oyun ortaya ¢ikar.

Oyun teorisi ger¢ek hayat problemlerine ¢oziim Onermesi ile biiyiik 6nem kazanmustir. Bu
problemlere 6rnek olarak, ordular arasi savas durumlari, ekonomiler arasi ¢catisma durumlari,

isletmeler arasi rekabet durumlari gibi konular 6ne ¢ikar.

Bu tez Oyun Teorisinin, askeri ve iktisadi problemlerin disinda, Kontrol Miihendisligine

uygulanabilirligi lizerine hazirlanmustir.



ABSTRACT

As it can be understood with its name all the games are concerned by Game Theory. To
mention about a game the players, strategies and the cost functions should be known. If these

three elements are known, a game will appear.

Game Theory, can provide solutions to the problems which can be come across in real life. As

an example, the wars between armies, conflicts between economies or rivalry between firms.

In this thesis investigates the applicability of Game Theory to not only the military and

financial strategic problems but also particularly to the Control Engineering area.



1. GIiRiS

N degiskenli fonksiyonlarin optimizasyonunda kullanilan Oyun Teorisi en genis anlamda bir
optimizasyon problemidir. Bu tezde siras1 ile optimizasyon problemlerine ve onlarin ¢6ziim
yontemlerine daha sonra bir optimizasyon problemi olan Oyun Teorisine sonunda da Oyun

Teorisinin Kontrol Miihendisligine bir uygulamasi olan bir 6rnege yer verilmistir.

Birinci boliim olan Optimizasyon Yontemleri’'nde ilk olarak optimizasyonun tanimina ve
kontrol problemlerinin formiile edilmesi konularina degilmistir. Daha sonra dinamik ve statik
optimizasyon konulari ele alinmustir. Bu konulardan sonra bir degiskenli fonksiyonlarin
optimizasyon yontemleri olan Newton Yontemi ve Fibonacci Yontemi agiklanmaya
calistlmistir. N degiskenli fonksiyonlarin optimizasyon yontemleri olarak da Hooke ve Jeeves
Yontemi, Nelder ve Mead YoOntemi, Gradyant Yontemi Diizenlenmis Hooke ve Jeeves
Yontemi ve son olarak da Gradyant Yontemi kisaca 6zetlenmis ve ilgili isaret akis diagramlar:

cikarilmustir.

Ikinci boliimde, Oyun Teorisi’'nin matematiksel agiklamasi yapilmaya calistimistir. Bu
aciklama yapilirken iizerinde cokca bahsedilen teoremler ve esitlikler ispatlariyla verilmistir.
Ayrica, konunun daha iyi anlasilabilmesi icin bircok ©Ornek ve coziimleri bu béliimde
bulunmaktadir. Bu boliimiin ana basliklar: ise, Minimax Esitlikleri, Matris Oyunlari, Karma
Stratejiler, Bir Oyunun Karma Yapisi, Minimax Teoremi, Oyun Degeri ve Optimal Stratejiler
ve 2x2’lik Oyunlar’dur.

Bu calismada incelenen iigiincii ve son bdliimde ise Oyun Teorisi ve Optimal Kontrol
kullanarak Multiagent Melez Sistem tasarimi anlatilmaya ¢alisilmistir. Bu tasarim anlatihirken
ilk 6nce Multiagent Melez Kontrol kisaca 6zetlenmis ve bu tasarimin Oyun Teorisel Iskeleti
¢ikartilmistir. Daha sonraki asamada Plant’in modeli verilmistir. Plant modellendikten sonra
Multiagent Melez Kontrol’ii olusturan katmanlar olan Ayrik Tabaka, Siirekli Tabaka ve
Arayliz anlatilmaya calisilmis ve bir Multiagent Melez Kontrol semas: detaylanyla
agiklanmaya calisilmistir. Multiagent Melez Kontrol'iin teorik kismu incelendikten sonra
Ornek bir kontrol problemi iizerinde uygulanabilirligi gosterilmistir. Bu 6rnekte Oyun Teorisel

hesaplamalar ve formiilasyonlar kullanilmustir.



Sonu¢ boliimiinde ise lizerinde incelenen Ornegin yorumlanmasi yapilmistir. Ayrica bir
optimizasyon problemi olan Oyun Teorisi’'nin artilari ve eksileri belirtilmis, Ornek

uygulamadaki yeri a¢iklanmaya ¢aligiimistir.



BOLUM 1

1.1 Optimizasyon Tanim

Herhangi bir fiziksel tasarim ve yapiminda miihendisler bir ¢ok teknolojik faktorii gbz 6niinde
bulundurmak ve degisik asamalarda tercihler yapmak durumundadirlar. Tiim faktorleri goz
Oniine almanin temel amaci ortaya konulacak fiziksel sistemin maliyetini ve iiretim icin
harcanacak g¢abayr en aza indirmek (minimize etmek) ve aym zamanda sistemden elde
edilecek faydayr da azami kilmaktir (maksimize etmek). Uretilecek sistemin maliyeti ve sarf
edilecek caba ya da istenen bir amaci degiskenlerin fonksiyonu olarak ifade edebildigimiz
icin, optimizasyon fonksiyonunu maksimize veya minimize edecek kontrol degiskenlerinin
degerini bulma yontemi olarak tanimlayabiliriz. Daha genel olarak optimizasyon: bir fiziksel

sistemi gerceklemede en uygun ¢6ziimii elde etme yontemidir.

1.2 Kontrol Problemlerinin Formiile Edilmesi

Optimal Kontrol Teorisinin amaci bir sistemdeki kontrol isaretlerini belirleyecek kontrol
organlarinin tasarlanmasi olduguna gore , oncelikle optimal kontrol probleminin formiile
edilmesi gerekir.Bu baslica ii¢ asamada gerceklesir.

1. Kontrol edilecek sistemin matematiksel modelinin ¢ikariimas:

2. Fiziksel sinirlandirmalarin belirlenmesi

3. Davrans 6lciitiiniin belirlenmesi

Matematiksel modelinin ¢ikarilmasinda amag,olabilir biitiin girislere sistemin yamtme wygun
olarak veren, sistemin en basit matematiksel modelinin elde edilmesidir.

Statik ve dinamik olarak simiflandirdigimiz optimal kontrol problemlerinde starik halde sadecs
bir fonksiyonu minimize etmek s6z konusu olduunda elimizde optimize edilecsk
(maksimum veya minimum) bir fonksiyon vardir.Bir de problemin tipine gore fonksivonum
ifade edildigi degiskenlerin fiziksel simirlandirmalan séz konusudur.

Dinamik halde ise optimize edilecek bir davrams Glciiti ve sitemi kommol ediem Rentreill
degiskenleriyle durum degiskenlerini ifade edilen durum denklemlen: vardur.



Bir fiziksel sistemin matematiksel modeli ¢ikarildiktan sonra atilacak ikinci adim kontrol ve

durum degiskenleri iizerine kurulacak fiziksel sinirlandirmalarin belirlenmesidir.

Fiziksel sistemde kontrol ve durum degiskenleri iizerinde sinirlandirmalarin olmasi bu
degiskenlerin fiziksel simrlarin bulunmasindan otiiriidiir.Ornegin kesiti belirli bir kablodan
gecen akimin maksimum bir degeri vardir.Eger sistemde bu akim bir kontrol veya durum

degiskeni ise bir iist sinir1 s6z konusudur.

Sistemin davramis oOlgiitii , kontrol ve durum degiskenlerinin bir fonksiyonudur.Ele alinan
sistemin,kendisinden istenen gorevi ne derecede yerine getirdigini sayisal olarak 6l¢mek icin ,
sistemi tasarlayan kisinin bu sisteme ait bir davrams olgiitii belirlemesi gerekir.Iste optimal
kontrol,bu davranis Olgiitlinlin duruma goére minimum yada maksimum yapan uygun

kontroldiir.

1.3 Statik Optimizasyon

Bu calismada n degiskenli bir f(x,,x,,....x,) fonksiyonunun optimumu (maksimum vaya
minimum) bulunmaya calisilmistir. Eger p,iiriinlerin x; miktariyla iiretilen fayday: ifade

ediyorsa ; o zaman fonksiyon maksimumlastirilmaya , eger iiretilen malin maliyetini ifade
ediyorsa minimumlastirlmaya calisilacaktir. Matematiksel olarak maksimumlastirma ile

minimumlastirma arasinda isaret farkindan baska bir fark yoktur .Bir f(x)fonksiyonu bir
takim islemlerle maksimumlastiriliyorsa , ayni islemlerle - f(x) fonksiyonu

minimumlastiriliyor demektir.

Fonksiyonun degiskenleri problemin tipine gore sinirlandirilmis veya sinirlandirilmamis
olabilir. Ornegin degiskenler iiretilmesi gereken malin miktari ise bunlarin fiziksel olarak sinir
degerleri olacaktir. Boylece optimisazyon problemlerinin ¢oziimii de sinir degerleri géz oniine
alinarak yapilacaktir. Bolim 1.4 ve 1.7 de degiskenlerin sinirli olmadigi, Boliim 1.11 de ise
sinirhi oldugu optimizasyon problemleri goz oniine alinacaktir. Her boéliimde kullanilan

iterasyon yontemi anlatilmis, buna ait isaret akis diagramlari ¢ikartilmustir.



1.3. Dinamik Optimizasyon

Genel olarak durum uzayr denklemleriyle tanimlanmis dinamik bir non-lineer sistemi ele

alalim.

D _ Gy (1.1)
dt

i(ty) = x, (1.2)

Burada X, n boyutlu bir durum vektorii, #, m boyutlu kontrol vektorii ve f ise siirekli bir

vektor fonksiyonu olsun. X(z,) baslangi¢ degeri bilinmektedir. Denklem (1.1) bir¢ok fiziksel

sistemi tamimlamada kullanilabilir. Bir an i¢in bdyle bir fiziksel sistemi gercekledigimizi

diisiinelim. Modelde &neli olan u(f) (f,< t< t,) kontrol yoriingesini se¢mektir.
Buradaz, sabit ve ya serbest olabilir. Ornegin sistemimiz, siirekli halde normal ¢alisma

kosullar1 igerisindeyken bir bozucu etkisi s6z konusu oldugunda, dinamik davranis, yoriinge
boyunca kontrol ve durumu minimize eden bir kontrol vektoriiyle temsil edilebilir. Boylece u
vektoriinii secmede uygun bir yol davranis Olciitiinii minimize eden # vektoriinii bulmak

olabilir.

=00, )t )) + [(@(E(), (e, 1)t (1.3)

Bu davranis olgiitiinde 0 ve ¢ ve genellikle non-lineer fonksiyonlardir. Model denklemimiz

fiziksel bir sistemi simgelediginden, biliyoruz ki fiziksel sistemde kontrol ve durum
degiskenleri sonsuz olamaz. Bu durumda durum ve kontrol degiskenlerini simmirlamak
zorunday1z. Kontrol degiskenleri, durum degiskenleri ile ilgili oldugundan, kontrol
degiskenleri durum degiskenleri iizerinde herhangi bir sinir kosulunu bozucu etki olarak
gostermemelidir. Ornegin sicakhigin 7 + AT arasinda oldugunda reaksiyon veren bir kimyasal
reaktdor diisiinelim. Bu durumda degiskenimiz 7 -AT7 <T <T+AT simr kosulunu
saglamalidir. Kontrol degiskenimiz de ,e8er yakit akis hizi ise, borularin ¢apina bagh olarak

siirli bir degerde kalacaktir.

Simdi tipik birkag¢ kontrol problemini ve bu problemlerde segilen davrams dlgiitlerini gdrelim.



a) Minimum zaman problemi: Bu problemde amag, géz oniine alinan sistemi keyfi herhangi

bir X(t,) = x,durumundan, belirli bir s hedef kiimesine minimum zamanda transfer etmektir.

Minimize edilecek davranis 6lgiitii;
7
j=ty—to = [dt (1.4)

seklindedir. Buradaki 7, zamani, X(7) durumu ile § kiimesinin ilk kesistigi andur.

b) Hedef Problemi :Bu problemde amag, son zamandaki durumun, son zamanda arzu edilen

durumdan olan sapmalarini minimize etmektir. 7(7,) final zamaninda istenen durumunu

gostermektedir. Bu problem i¢in olabilecek davranis olg¢iitii;
J=x ) -r,)P (1.5)
i=1

seklindedir. Pozitif ve negatif sapmalar esit olarak istenmediginden hatanin karesi alinmistir.
Hatanin mutlak degeri yukaridaki ifade yerine kullanilabilir fakat matematiksel islem
acisindan kuadratik seklin kullanilmasi daha uygun olacaktir. Matematiksel notasyonu

kullanarak ayni davranis olgiitii;

j=1E,) - 7 TR, - 7(t,)] (1.6)
veya
j=|ge)-7a,) | (17)

seklinde yazabiliriz. || ¥(z,)- 7(t,) ||, [X(z;)-7(z,)] vektoriiniin normu olarak adlandirilir.

S6z konusu davrams Olgiitiinii genellestirmek igin kuadratik sekle reel simetrik yar1 kesin

pozitif (nxn) boyutlu bir h agirlik merkezi eklenir ve davranis dlgiitii asagidaki gibi olur.

J=13@,)-F@a,) 1" H[%@,) - F(t,)] (1.8)



H agirlik matrisinin birim matris olmasi durumunda, baslangigta yapilan esitlikler, birbirine
esit olur. H agirlik matrisinin kdsegen bir matris oldugunu kabul edelim. H’in elemanlarinin
degerleri ayarlanarak durum degiskenlerinin istenen durumdan olan sapmalarina verilen 6nem

ayarlanabilir. Ornegin h;; elemam diger elemanlara gére biiyiitiiliirse, x, (t ;) in istenen r,(z,)
durumunda olan sapmasina biiyiik 6nem verilmis olur. Oysa h;; sifir yapilacak olursa x,(z,)

durum degiskeninin degerinin problem i¢in bir 6nemi olmadig: anlasilir.

¢) Minimum kontrol enerjisi problemi : Burada amag; belirli bir sistemi, herhangi bir X(z,) =
x, baslangic durumundan belirli bir s hedef kiimesine minimum kontrol enerjisi harcayarak

gotiirmektir.

Minimum kontrol enerjisi kavrami 0zel fiziksel uygulamalara dayandigi icin, davranis ol¢iitii
gesitli sekillerde olabilir. Ornegin bir uzay aracin1 géz 6niine alalim ve u(t) aracin roketinin
itme giicii olsun. Itme giicii yakit harcama hiz1 ile dogru orantili oldugundan toplam yakit

harcamasini minimize etmek icin davranis olciitii;

j= flu) ar (1.9)

Ty

biciminde olur. Eger birka¢ tane kontrol degiskeni varsa ve i. kontroliin kontrol enerjisi

harcama hz1, ¢; |w; |, i=12 ... m ( ¢; oranti sabitidir) seklinde ise

j= ji/ﬂu,.(t) dr (1.10)
o i=1

esitligi ile verilen davrams Olgiitiiniin minimize edilmesi, harcanan kontrol enerjisinin
minimize edilmesi anlamina gelir.

d) Izleme problemi : Bu problemde amag, [#, #] zaman aralifinda, sistem durumu X(¢) ’yi

miimkiin oldugunca istenen 7(f) durumuna yakin tutmaktir. Se¢ilen davranis Glgiitii;



ji= | Wxe)-Fap) | ;H d (1.12)

Iy
bicimindedir.bu esitlikte Q(), t € | 7, ;| i¢in reel simetrik yar1 kesin pozitif bir matristir. Q(t)
matrisinin elemanlari, durum degiskenlerinin istenen durumdan olan sapmalarina verilen
Ooneme gore ayarlanmakta ve ayni zamanda niimerik degerlerin normalize edilmesinde

kullamlmaktadir. Ornegin Q matrisi diyagonal sabit elemanl1 bir matris ise g;’'nin sifir olmasi,

xi(t) ‘nin istenen r;(t) durumundan olan sapmalarinin fazla 6nem tasimadigi anlamina gelir.
Statik Optimizasyonda Kullanilan Yontemler
1.4 Bir degiskenli fonksiyonlarin optimizasyonu

Bir f(x) fonksiyonunun x, da bir bdlgesel minimumu olsun. ¢ pozitif bir say: ise

| X-X, | < 0 vef(x) = flxp) biciminde bir ifade yazilabilir.

Eger tiim x degerleri icin f (x) = f (x) ise f (x) fonksiyonunun x~ noktasinda mutlak

minimumu vardir.

f(x)

°><
y
>
*

>
3
o

Sekil 1.1 Mutlak ve bolgesel minimumu olan bir degiskenli bir fonksiyon [H. Bakoglu , 1991]



Sekilden de goriildiigii gibi fonksiyon ve tiirevleri siirekli ve hem x, hem de x  daki

? JPEERe | | il . =

Ex—degen sifirdir. Boylelikle = 0 denklemin ¢oziimii, hem x, hem de x dir. x,, bolgesel

maksimum, x. degeri ise bir doniim noktasidir. x. ve x, degerleri ayrica yukaridaki
daf

denklemin bir ¢éztimiidiir. e = (0 denklemi bu durumda yalnizca gerekli kosuldur. Dolayi ile

bir yeterli kosul bulunmas gerekir.

daf

Zx—ifadesi X .ve x’ da negatiften pozitife isaret degistirmektedir. x,,” de ise isaret pozitiften

negatife isaret degistirmektedir. x. ‘de ise bir isaret degisimi s6z konusu degildir. Buradan,

tiirev fonksiyonu minimumda azalan maksimumda artan bir fonksiyon oldugu soylenebilir.

% fonksiyonunun azalan mi1 artan mi oldugu bir kez daha tiirev alinarak bulunabilir. f{x)

fonksiyonu x, civarinda Taylor Serisine agilirsa;

" d’s
2! dx?

d
Fx +h)= F(xg) = h;f@cm

e (1.13)

Eger x, bir minimum noktasiysa biitiin kii¢iik # degerleri icin denklem pozitif olacaktir.

d*f

2

Ayrica gerekli kosul geregince % (x,) degeri sifir olacagindan , (x,) degerinin

pozitif olacag agiktir. ikinci terim W "yi igerdiginden eger,

d*f
de

(x,) >0 (1.14)

d’f

2

af

ise x, noktasinin minimum oldugu goriiliir. Eger E(x'") =0 ve

x,< 0 ise benzer

akil yiiriitmeyle x,, 'nin maksimum oldugu sdylenebilir.
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1.5 Newton Yontemi

Bir degiskenli fonksiyonlar igin fonksiyonun doniim noktalarini bulmakta klasik yol

% (x) = 0 denklemini ¢6zmektir. Bu denklemi ¢6zmek her zaman kolay olmayabilir. Bu
yiizden bunun ¢6ziimii i¢in niimerik bir algoritma bulmamiz gerekir. Eger y= =

df df

(x) fonksiyonu icin E (a) ve E (b) degerlerinin birbirine gore ters isaretli oldugu a ve b

gibi iki deger bulunursa, a ve b degerleri arasinda bir kok oldugu sonucuna ulasilabilir.

Sekil 1.2 Newton Yonteminin kullanildig: tipik bir tiirev fonksiyonu [H. Bakoglu., 1991]

Newton Yontem su sekilde agiklanabilir;

Sekil 1.2°den goriildiigii gibi K, #(x) = O fonksiyonunun kokidir. PT ise egrinin P

noktasindaki tegeti olsun. 7 ise bu tegetin x ekseni ile kesistigi nokta olsun. OT nin K k&k
degerine daha da yaklastig: sekilden goriilmektedir. Sekilde ¢ (x) = 0 egnisi | % (x) =

@ (x) olarak alinmistir.
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' |

Y= f(x)

Sekil )
Tiirev fonksiyonunun kokiiniin bulunmasinda kullanilan yontemi aciklayic1 bir tiirev

fonksiyonu [H. Bakoglu., 1991]

OT=0A-TA = xp-TA (1.15)
PA _ ot
T tan@ = = ;) (1.16)
PA _ 9(x)
s 5 11
ﬂ deg(x,) ( )
dx dx
_ . P(x)
X, =X, —d(b(xo) (1.18)
dx

Benzer sekilde bir akil yiiriitme ile x, noktasi ;

g(x,)
1.19
do(x) (1.19)
dx

X2=X]-

bigiminde elde edilir. Ifadeyi genellestirecek olursak;

S iR
ey (1.20)

dx
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esitligi elde edilir. Bir 6nceki nokta ile bir sonraki nokta esit oluncaya kadar itersyona devam
edilir. Bulunan iki noktanin da ayni olmasi, tiirev fonksiyonunun kdokiiniin bulunmasi
anlamina gelir. dolayisiyla bu da esas fonksiyonun ekstremum noktasinin (maksimum ya da
minimum) elde edilmesi demektir. Iterasyona baslangic degeri olan xy, minimumun tahmin
edildigi yere yakin olarak verilir. Bu yontemde, fonksiyon tipine gore degisik xo baslangic
degerleri igin farkli degerler elde etmek miimkiindiir. Ustelik bulunan noktanin minimum mu
yoksa maksimum mu oldugu bulunan kok degerinin ikinci tiirevde yerine konulmasi ile

anlasilir.

Ayrica minimum noktasinin mutlak minimum mu yoksa bolgesel minimum mu oldugu, ancak

degisik baslangic degerleri ile elde edilen sonuclarin karsilastirilmasi ile anlasilir.

1.6 Fibonacci Yontemi

Fonksiyonun minimumunu » tane iterasyon sonunda, miimkiin olan en kiiciik aralikta bulma
yontemine dayanmaktadir. Burada n’nin degerine karar verilmesi sorun teskil etmektedir.
Bunun igin baslangicta fonksiyonun aldig1 degerler konusunda bir 6n arastirmaya gerek
vardir. Bu degerler alindiktan sonra fonksiyon ve onun minimumu hakkinda bilgiye sahip
olunabilir. Sekil 1,4’degoriildiigii gibi (x;, x3) baslangic araliginda bir f(x;) degerini
bildigimizi varsayalim. Daha sonra bir f{xs) degeri tayin edebilirsek, yeni araligimiz, (x2,x4)

olacaktir. Boylelikle aralik genisligi kiiciiltiilmiis olacaktir.

v

i AR

Sekil 1.4 Belirli bir baglangi¢ araliginda fonksiyonun minimumunu bulmada kullanilan

Fibonacci Yontemini agiklayici tek degiskenli bir fonksiyon 6rnegi [H. Bakoglu., 1991]
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xp-x;=L,x3—=x2=R, L> R oldugunu varsayilsin ve bu aralikta bir f{x;) degeri tayin edildigi

diistilsiin.

i) Eger f(x4) < f(x2) ise yeni aralik (x;,x;) , aralik uzunlugu ise L olacaktir.

i) Eger f(x4) > f(x) ise yeni aralik (x4x;3) olacak ve aralik uzunlugu x;-x4 olacaktir.

Yukaridaki sonuglardan hangisinin gerceklesecegi kesin olarak bilinmedigi icin x,’'ti,  x2-x;
ve x3-x4 aralifini minimize etmek icin secilir. Bunu da x3;-x; ve x;-x; ifadelerini birbirine esit
secerek gerceklenebilir. Yani x4'ii xo’e gore simetrik segcmek gerekir. x;’iin bunun disindaki

herhangi bir durumu L araligindan daha biiyiik olacaktir.

Ayni islem (x;,x;) araliginda yapilirsa, bu aralikta yer alan x/iin fonksiyon degeri
bilindiginden x,’e simetrik bir nokta bulunur. Eger aralik olarak (x3, x4) s6z konusu ise bu

sefer x,’ye gore simetrik olan diger bir nokta bulunur.

N. iterasyonda (n-7). noktaya gore simetrik bir nokta bulunur. Bu adimda en biiyiik aralik

uzunlugu azalmasini saglamak i¢in sondan bir 6nceki aralif1 ikiye bélmek yeterlidir.

Fibonacci Yonteminde amag n tane iterasyon sonunda, baslangi¢ araligin1 daha da kiigiilterek
€ degerine getirmektir. £ degeri bize n. iterasyon sonundaki aralik uzunlugunu vermektedir.
Boylelikle € araliginin ortasindaki deger , £/2 hatayla minimum degerdir. Bu yontem,

minimumu ancak belirli bir aralikta arastirmas1 durumunda hatali sonug verebilir.
1.7 N Degiskenli Fonksiyonlarin Optimizasyonu

M)z (X}, Xy 500X,)  (X1,X2,....%,) n boyutlu Oklit uzay1 siitun vektoriidiir. Fonksiyonun

gradyant vektorii;

& df
Vix)=(—=,—,.=—— 1.21
fix) (axI i85, ) (1.21)

n

olarak gosterilebilir. f{x) fonksiyonun Hessian matrisi ise G(x) ile gosterilecektir.
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o’ f

G.=
T S

(1.22)

fix) fonksiyonunun x,” da bir bélgesel minimumu olsun. & pozitif bir say1 olmak iizere;

-xo| < O, fix) = fixp) dur.

Mutlak minimum igin ise f{x) > f(x*) ifadesi biitiin x ler i¢in gecerli ise s6z konusudur.

& of 1 8 o’ f
f(xo+ h)—fix)= h.—(x,,%,,..X, ) +— hh.——(x,,..x , +.e.....
(xo + 1)~ f(x) g,ax[(l LN 2!,»2. ,.zl'fax,.axj(' "
hTVf(x0)+%hTG(xo)h+.... (1.23)
Eger xy bir minimumsa , birinci dereceden kismi tiirevlerin her biri 8_ Ci=I;....n) etkisiz
5 8

olmalidir. Eger degilse yaklasik olarak h; degeri secerek f(xp + h) — f(x) ifadesi negatif

yapilabilir. Boylece xy noktasinin bir minimum olmasi i¢in gerekli kosul;

Vixo)=0 (1.24)
yani;

ai (i=1,....,n) (1.25)
ox,

flxo + h) — fix) ifadesinin isareti ise
1.7
Eh G(x,)h (1.26)

ifadesinden irdelenebilir. Eger G (xp) kesin pozitifse, bu biitiin 4 degerleri i¢in de pozitiftir.

Boylelikle gerek ve yeter kosullar asagidaki gibi verilmistir.

Vf(x,) =0 ve G (x) kesin pozitif olmalidir.



15

N degiskenli fonksiyonlarin minimumunu bulmada direk arastirma yontemleri de
gelistirilmistir. Direk arastirma yontemi sadece fonksiyon degerlerini kullanan yontem
demektir. Bu tez igerisinde oldukca sik kullanilan iki yontem ele alinacaktir.

Iki degiskenli bir fonksiyon diisiinelim. Sekil 1.5°de oldugu gibi fonksiyonun minimum
noktasinin (x; x; ) da oldugunu kabul edelim. Rasgele bir A noktas: secelim ve yoniimiiz de
x eksenine paralel olsun. Boylelikle ilerlettigimiz paralel dogrunun fonksiyona kestigi noktay:
bulabiliriz. Bu nokta da B noktasi olsun. B noktasindan x; eksenine paralel cizelim. Boylelikle
C noktasim1 ve sonrada D noktasini elde etmis oluruz. Bu islemlere devam ederek minimum
noktalar olan (x; ,x;') noktasim elde edebiliriz. Bu yontem ancak fonksiyonun bir tane
minimum noktas1 oldugunda gecerlidir. Uygulamada ise yavas isleyen bir yontemdir. Bu
yiizden daha kullanish ve uygulanabilir yontemler bulmak gerekir.

Sekil 1.5 Minimumu (x; x; ) olan iki degiskenli bir fonksiyon [H. Bakoglu.. 1991]
1.8 Hooke ve Jeeves Yontemi

Yontem agafida anlatilan drmek adimlann basanya ulasmas: ile elde edilem bir temel nokta:
civannda aragtirma adimlanndan olusmustur. izlenen yol ise sdyledir;

) Herbiry (j = 1,2...n) deliskeni igin bir b; temel noktas: ve f; adim genisligii segilin:
i) b, civannda bir arastrma yapihr. Bundan amag, fonksiyomum bdlgesel dawrams
hakkinda bilgi sahibi olmaktir. b, civanndaki arastrma asadaki bigimde olun:
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a) f(b;) degeri bulunur.

b) Her bir degisken adim genisligi ilave edilerek sira ile degistirilir. Boylece f
(b; + hie;) degeri bulunur. Burada e; , x; ekseni yoniindeki birim vektordiir. Eger bu degerle
fonksiyonun degeri azaliyorsa , b; yerine b; + h;e; degeri atanir. Eger azalmiyorsa bu kez f (b,
- hje;) degeri atanir. Eger s6z konusu islemlerin hicbirinde bir azalma s6z konusu olmuyor ise
x; degeri degistirilir yani f (b; + hje;) yapilir.

c) Eger tiim bu islemlere ragmen b,= b; ise yani fonksiyonda bir azalma bulunmamissa b,
temel noktasi civarindaki arastirma bu kez adim genisligi kiiciilterek tekrar edilir.

d) Eger by# b, ise bu kez 6rnek adim gerceklestirilir.

iii) Ornek adimda, yukaridaki arastirma ile elde edilen bilgilerden faydalanilir ve tayin
edilen yon dogrultusunda hareket edilerek fonksiyonun minimizasyonu gerceklestirilir. Bunun

icin asagidaki yontem izlenir.

a) by- b; dogrultusunda b, temel noktasindan uzaga gitmek fonksiyonda zaten bir azalma

yapacagindan akla uygun degildir. Dolayiyla yeni 6rnek noktada fonksiyon degeri hesaplanir.

P] = b] = 2(b2-b1) (1.27)
genel olarak;

P,'=b,'+2(b,'+1—b,') (128)
seklinde yazilabilir.

b) Bdylece P; (P;) civarinda arastirmaya devam edilir.
c¢) Eger iii. adimdaki en kiiciik deger b, (b;; ) temel noktasinda elde edilen degerden daha

kiiciikse yeni temel nokta b3 (b;.>) olarak atanir. Bu durumda iii-a durumu tekrarlanir.

iv) Adim genislikleri onceden saptanan kiigiik bir degere geldiginde islem durdurulur.
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Terel noktadalq

forksiyan - dagerini
bul

aragtirma 73p

bulunan
deger temefl

degerden
kug tkmu

yeni emel noktays
olustur

ornex admy gergekle

aragshrma yap

adum gencgunm Wuguie L

buluran

Sekil 1.6 Hooke ve Jeeves Yontemine iliskin isaret akas diyagramm [M. Karamiirsed  1997]
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Ging

!

ik keordinat

‘V
koordinati adim ganis -
L ile arttir

fonksiyon
dederi azalds mu

"

koordina ti adm genis-
L ile azalt

YA '{(i)o.rdinat Ve
ifonkstyonu sakla.

ks
E

bir sonraki koordi-
nat: at

tork siyon
degeri azaldi mi

Y H
bastangic koordinat
dejerint al.

tum
koordinatiar
kullanildi mi

Ciki s

Sekil 1.7. Hooke ve Jeeves Yonteminde arastirma asamasina iliskin isaret akis diyagrami [M.

Karamiirsel.,1997]
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1.9 Nelder ve Mead Yontemi

Nelder ve Mead Yontemi Spendly’in Simpleks Metodunun genellestirilmis halidir. N boyutlu
uzayda n+/ tane karsilikli olarak aymi uzakliktaki noktalar takimi diizenli simpleks olarak
bilinir. Boylece iki boyutta simpleks eskenar iicgendir. Ug boyuta ise diizgiin dortyiizliidiir.
Bu yontemin esas1 n+/ tane noktada fonksiyonun degerlerini karsilastirmak ve boylelikle
iteratif yontem esasinda optimum noktaya ulasmaktir. Bu yontem ii¢ temel harekete dayanir.

Bunlar yansima, genisleme ve biiziilmedir. Yontemde kullanilan adimlar asagida anlatilmistir.

a) n+1 nokta ile baslanir. x;,xy,....,. %47 i¢in fi= fix;), fo= fixz) , ... fas1 = f (xn+1) degerleri
bulunur.

b) Fonksiyondaki en yiiksek deger f;, en yiiksekten bir 6nceki deger f; ve en kiiciik deger f;
ve buna karsilik gelen x;, , x, ve x; degerleri bulunur.

¢) x;hari¢ olmak iizere biitiin noktalarin agirhk merkezleri bulunur ve xq ile gosterilir. Daha
sonra f (xg) = fp degeri hesaplanir.

X, =%§x, (1.29)

d) x; dan uzaklasmak ilk etapta akla yatkin goriinmektedir. f (x,) = f; ve x, yi bulmak igin xy

da x; 1n yansimasini almak gerekir. Soyle ki ; a > 0 ise x, asagidaki gibi hesaplanir

Xr-Xp=0 (X0 -Xp ) (1.30)
Xr=(1+a)xo—ax (1.31)
a=|x-x0l/|x0-xn (1.32)

e) frile f; karsilastirilir.
i) Eger f, < f; ise en diisiik fonksiyon degeri elde dilmis olunabilir. xo dan x, ye dogru olan
yonde ilerlemek bunun igin iyi bir ¢6ziim olabilir. Bu yiizden x, yi bulmak i¢in bu ydnde bir

genisleme yapmak gerekir.

Xe-X0=0(X,-Xp), 0=Xe-X0/ X - X0 (1.33)
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Xe=0x+(1-0)x (1.34)

v : Genisleme faktorii

a) Eger f, < fise x; yerine x, konulur ve n+ Itane noktanin simpleksi test edilir.

b) Eger f. >f; ise x. de8eri isimize yaramaz. Bu demektir ki gidilen yon dogru degildir. x,

yerine x; konulur yaklasim i¢in test edilir, eger f, < f;degilse (b) adimina geri doniiliir

ii) Eger f, > f fakat f, < f, ise x, yerine x; konulur, yaklasim i¢in test edilir. Eger yukaridaki

onermelerin tersi gegerli ise (d) adimina geri doniiliir.

iii) Eger f, > f; ve f, > f, ise (f) adimina gegilir.

f) frile f, in kiyasi

i) Egerf, > fj ise direk olarak biiziilme adimina gecilir. Ege f; < fj ise x, yerine x; ve f, yerine

Jfn konulur ve f-ii adimina gegilir.

ii) Bu durumda f, > f, dir. Su agiktir ki x;, — xp dogrultusundan epeyce uzaga hareket
edilmistir. Bu durumda x. yi bulmakla bunu diizeltmeye calisilmalidir. Eger f, > f; ise
asagidaki bicimde bir x. noktasi bulunur.

Xe—Xo= B (xn—Xo) (1.35)

B : biiziilme katsayisidir (0 < B <1)

Xo=Pxp+(1-B ) xc (1.36)

Eger f, < f;, ise oncelikle x, yerine x; konur. Bu durumda;

Xe=Xo=p(xr—x0) (1.37)
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xe=pBxr+(1-B) xo (1.38)
bi¢ciminde olur.

g) bu adimda da f. ile f, karsilastirilacaktir.

i) Eger f. < fj ise, x. yerine x; konur. Eger tersi ise (b) adimina geri doniiliir.

ii)Eger f. > f, ise, f, dan daha kiiciik degerler bulma cabasi basarisizliga ugramistir. Bu

durumda (h) adimina gegilir.

h) Bu adimda en diisiik fonksiyon degerinin elde edildigi noktadan (x;) simpleksin her bir
noktasindaki uzaklig1 bilmekle bulunan simpleksin biiyiikliigii azaltilir. Bu durumda; x; yerine
x; + 0,5 (x; —x;) konur. Boylelikle i =17,2, ...,n+1 i¢in f; ler hesaplanir, yaklasim i¢in kontrol

edilir.

i) Yaklasim kontolii saglanan kiiciik bir € degerinden daha kii¢iik fonksiyon degerlerinin

standart sapmast {izerine kurulmustur.

L "zﬂ_fz;"i (1.39)

Burada f = Zj—ldir. Eger ¢ < ¢ ise biitiin fonksiyon degerleri birbirine ¢ok yakindir.
n+

Uygulamalar ac¢isindan a = 1, f = 0,5, v= 2 sabitleri alinabilir. Yonteme ait isaret akis

diagrami asagidaki gibidir.
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Sekil 1.8 Nelder ve Nead Yontemine iliskin isaret akis diyagrami [M. Karamiirse.,1997]
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1.10 Gradyant Yontemi

Bu boliimde fonksiyonun degerleri yerine gradyantimi kullanan yontemler goz Oniine
alinacaktir. Bu yontemde amag, bulunan herhangi bir noktadan minimum icin Onceden
kestirilen bir yonde ilerlemektir. Minimumu bulmada kullanilan en iyi yol, gradyantin tersi

olan yondiir. Bunu asagidaki bicimde aciklayabiliriz.
Verilen herhangi bir x noktasindan x+hd komsulugundaki bir yere hareket edelim. Burara da
herhangi bir yondeki birim vektor, h ise adim genisligidir. Dolayisiyla, (X1, 20465 : %)

den

(x;+ 0 Xj, X2 + 0 X2,.....X, + 0 X,) gidildigi varsayilsin. Burada ox; = hy; dir ve
Ydhi= (1.40)
i=1

Fonksiyondaki degisim ise

df= f(X1 c 5X1, X3+ (5x2,.....x,, + 6x,,) -f(x, X )
) )
a—flax, +£8x2 +....+%ax,l (1.41)

Biciminde olur. (1.40) ile belirtilen esitlikte d; degerinin nasil segilecegi sorundur. Bunun i¢in
kistas df ifadesinde en biiyiik degisimi yapacak d; degerlerini bulmaktir. Bunun i¢in agagidaki

tamimlanan Lagrange carpanlart metodu kullanilirsa;

0(d,.d,,..d,)=df +A>.d,’ -1 (1.42)

9d,.d,,.d )= h(%_d, +a%{-d2 L G - AP So s e (1.43)
1 2

d¢ of ;

— =L 121, =12...n) (1.44)

e T % :
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AR B (1.45)

ad o 24 0x;

Yukaridaki esitlikler yorumlanmak istenirse;verilen kiiciik bir 2 adimi igin fonksiyonda en
biiylik bolgesel artim d’nin yoniiniin Vf{x) ve ya g(x)in yonii ile ayn1 olmas: ile
saglanmaktadir. Dolayisi ile steepest descent’in yonii -V f{x) veya —g(x) yoniinde olmalidir.

(1.41)’deki denklemi daha degisik bi¢imde yazarsak;
df = |V fix)| ldx| cos ¢ (1.46)

olur. Burada ¢acisi , dx ile Vf{x) arasindaki acidir. Verilen bir dx biiyiikligii icin df’yi
minimum yapmak ¢agisini 180° se¢mekle miimkiindiir. Dolayis1 ile dx’in yonii - V f(x)

yoniinde olmalidir.

f(X1 + d] s X dz,.....x,, + d,, ) =f(x1 o A ST x,,) (1.47)
df = Za—fd (1.48)
.

Steepest descent yontemi gradyant yoniiniin bu 6zelliginden yararlanir. Boylece herhangi bir
x; noktasinda iken fonksiyonun minimumunu bulmak i¢in - V f{x;) yoniinde hareket edilir. i.

adimda iken minimum nokta i¢in bir x; yaklasimini biliyoruz. Bundan sonraki yaklagimimiz;

Xis1 = x; — % Vf{xi) olamdir.Buradar;, ¢ (A)=f|xi -A Vfix;)| ifadesini minimum yapan A

degeridir. Yontemle ilgili isaret akis diagrami agsagida verilmistir.
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!r'(i::O) ile
Yasla

!

d= -9(x)

| !

fx.s Ad) yi mini-
mize eden A yi
bul.

i_—;;*T : ! (

Sekil 1.9. Gradyant Yoéntemine iligkin igaret akig diyagrami [M. Karamiirsel.,1997]
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Degiskenleri simirlandirilmis fonksiyonlarin Optimizasyonu

1.11 Diizenlenmis Hooke ve Jeeves Yontemi

Hooke ve Jeeves YoOntemi bolim 1.5’de anlatilmistir. Bu yonteme degiskenleri
sinirlandirilmis optimizasyonu uyguladigimizda daha etkili bir yontem olmaktadir. Ancak
onceki yontemden farki, bulunan her noktadan sonra bunun sinir kosullarini saglayip
saglamadiginin Kkontrol edilmesidir. Bulunan noktada eger sinir kosullar1 saglanmiyorsa
minimize edilecek fonksiyona cok biiyiik deger verilmektedir. Buradan anlasilir ki
fonksiyonun alacag deger cok biiyiik olamamalidir. Bu yolla, tekrar sinir kosullar1 icersinde

dontilmesi saglanmis olur.

1.12 Kompleks Yontemi

Bu yontem ashinda Nelder ve Mead’in simpleks metodunun simirlari da dikkate alan
gelistirilmis bir durumudur.problem, fix) = fix; , x ... , x, ) fonksiyonunun

minimizasyonudur. Ancak ;

lj<xj<uj j=],2,...,n (149)

gibi degiskenlerin sinirlandiriimalari ile

gi(x) < b; i=12....m (1.50)

gibi fonksiyon big¢imindeki sinirlandiriimalari da s6z konusudur. Eger f{x) fonksiyonu
konveks, g; (x) fonksiyonunun sinirlar1 da konveks ise problemin yalmzca bir ¢6ziimii vardur.

Burada /; ve u; degerleri degiskenler igin alt ve st limitlerdir.

Problemde n,m,; ve u; ile baslangig noktasi x;’in bilindigi varsayilirsa, once sinir kosullarini
gercekleyen k tane deger bulunmasi gerekir. Daha sonra fonksiyonda bu degerler yerine
konur. Bu nokta takimlar1 kompleks olarak adlandirilir. Baglangigta verilen x; degerinin tiim
sinir kosullarim1 gercekledigini diisiiniilsiin. ( 1.49) denklemini saglayan baska noktalar da

bulunabilir.



xj=l+rw-4) j=12..n isl2...k (1.51)

Burada r degeri 0-1 aralifinda makine tarafindan iiretilen rasgele sayilardir. (1.51) denklemi
ile yukarida bahsedilen noktalar bulunmaktadir. Bulunan bu noktalar (1.49) denklemini zaten
saglamaktadir. Eger bu noktalar ayn1 zamanda (1.50) denklemini de sagliyorlarsa bunlar
baslangic kompleks degerleri olarak kabul edilirler. Eger yukarida bahsedilen kosulu
saglamiyorlarsa bu kez bu noktalarin agirhk merkezine asagida verilen esitlik yardimu ile

biraz kayilir. Yani

TRy
e~ 1.52
i > (1.52)
Buradaki x. degeri
1 i=1
xc=—2xe (1.53)

i_] e=1

dir. (1.52) esitligi hala uygun degilse uygun hale gelinceye kadar bu yontem tekrarlanir. Eger
gi (x) sinir esitsizlikleri konveks ise sinir degerleri eninde sonunda bulunacaktir. Kuskusuz x;
her zaman sinirlandirilmis bolgede oldugundan, alinan noktalarin agirlik merkezi de burada
bulunacaktir. Bu noktalarin fonksiyonda yerine konulmalari ile elde edilen degerleri

biiyiikliiklerine gore siralamak daha sonraki iglemler bakimindan uygun olacaktir.

Bu yontemle kabul edilen noktalarin baslangic kompleks degeri elde edilebilir. Bu noktalari
fonksiyon degerlerinin biiyiikliigiine gore siralamak uygun olacaktir. Buraya kadar

anlatilanlar sekil (1.10) da akis diyagrami bi¢iminde gosterilmistir.

Boylece Kompleks Yontemin iteratif asamasina gelinmistir. Bundan sonra asagidaki islemlere

gecilir

1) En biiyiik fonksiyon deZerini veren x; degeri bulunur. Diger k-/ noktamin x, agirlik
merkezi bulunur

2) x; ‘dan uzaklagmak igin ; & yansima katsayisini kullanarak x, degeri bulunur.
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x= (I1+a)xg—ax (1.54)

3) x,degerinin sinir kosullarini saglayip saglamadig kontrol edilir.
i) eger uygun degilse, ayrica [ bu kosulu bozuyorsa, x,; - [ + 1 5", eger u; bozuyorsa x,;

=Uj- 10 alinir.

i) Eger x, degeri fonksiyon sinirina uygun degilse yeni bir x, degeri bulunur. Bu da

= (x+x)/2 (1.55)
bicimindedir.Bu adimda uygun bir nokta bulunana kadar devam edilir.

4) eger x, uygunsa f(x, ) degeri bulunur. Bu deger f(x;) degeri ile karsilastirilir. N ) >
fi(xx) ise en kotii fonksiyon degerinden daha kétii bir kotii bir nokta elde edilmis demektir. Bu
kez yeni bir x, degeri bulunmaya calisilir. x, = ( x, + xp ) /2 yapilir ve iiciincii adima geri

doniiliir.

5) f(x,) < f(xx ) ise x; yerine x, konulur fonksiyon degerleri ve noktalar1 yeniden biiyiikten

kiiglige siralanir.

6) Bu adimda yontemin yakinsayip yakinsamadigimi kontrol etmek amaci ile iki deger
karsilastirilir. Bu degerler, k tane fonksiyon deerinin standart sapmasi ile, kompleksin iki

noktas: arasindaki ( d,, ) maksimum degeridir.

k 2

o=|fx)- 1] 1K) (1.56)
e=1

Burada, f= i—if(xe) (1.57)

yazilabilir. (1.56) esitligindeki standart sapma yerine onun karesi de kullanabilir.
7) & ve d,, degerleri, kabul edilebilecek diizeyde kiigiikse iterasyonu tamamlandi demektir.
Degilse birinci adima tekrar geri doniilir.

Isaret akis diagramlar1 asagidaki gibidir.
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Sekil (1.11) Kompleks Yontemine baslamadan onceki agamada simir degerlerine uyan k tane

noktanin bulunmast icin isaret akis diyagrami [M. Kar amiirsel.,1997]
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Sekil (1.12) Kompleks Yontemine iligkin isaret akis diyagrami [M. Karamiirsel ,1997]
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Bu yontemin diger bir dezavantaji ise bulunan minimum bolgesel ya da mutlak minimumu
oldugunun bilinmemesidir. Ancak yine de degisik baslangic degerleri ile eldeki sonuglarin

karsilastirilmasi ile bu zorluk da asilabilir.
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BOLUM 2
OYUN TEORISI

Oyun Teorisi, genel anlamda N degiskenli fonksiyonlarin optimizasyonunda kullanilan bir
yontemdir. Bu tezde iki degiskenli yani iki oyuncu olan durumlar incelecektir. Gerekli bazi

teoremler, ispatlar ve yardimci kavramlar asagida belirtilmistir.
2.1 Yardimcr Kavramlar ve Minimax Esitsizlikleri

Tanim : f, A kiimesi {izerinde tanimli bir fonksiyon olsun. Vxe A icin f(x) < § esitsizligini
saglayan S sayilarinin en kiiciigiine f fonksiyonun A kiimesi lizerindeki ‘supremumu’ denir

ve supf(x) ile gosterilir. Uzerinde calisilan kiime biliniyor ise sadece sup f(x) ile

xeA

gostermenin bir sakincasi yoktur. Benzer sekilde,
Vxe A icin f(x)=S§ esitsizligini saglayan §sayilarinin en biiyiigiine f fonksiyonunun A

kiimesi iizerindeki ‘infimumu ‘ denir ve inf f(x) ile gosterilir.

Eger fonksiyon supremumuna tanim kiimesinde ulagirsa, yani x € A igin f(x")=sup f(x)

ise bu deger aym zamanda fonksiyonun maksimumudur ve ayni zamanda ve bu durumda

sup f(x) = max f(x) olur. Benzer sekilde, fonksiyon infimumuna tanim kiimesinde ulasirsa,

inf f(x) = min f(x) olur.
2.2 Minimax Esitlikleri ve Eyer Noktalar:
Teorem

NxT iizerinde tammli herhangi bir f(x,y) fonksiyonunun bir eyer noktasmna sahip

olabilmesi icin gerek ve yeter kosul;

max inf f(x,y) , min sup f(x,y) minimaxlarimn varhg ve
x y - y \
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max inf f(x,y) = rqm sup f(x,y) esitliginin saglanmasidir.
Ispat
Gereklilik

(x",y") ffonksiyonunun bir eyer noktasi olsun o halde;

faY)SFE YIS FE ) 2.1)

esitsizligi saglamir. f (x*,y") sabit bir nokta oldugundan esitsizligin sol tarafina supremum

uygulanarak;

sup f(x,y") < f(xy) 2.2)
elde edilir. Buradan da;

inf sup f(x,y) < sup f(xy) < f @&y 2.3)
esitsizliginin varligi goriiliir. Benzer sekilde (2.1) ifadesinden;

TR . x)s inf fx',y) < sup inf f(x.y) (2.4)
elde edilir. (2.3) ve (2.4) no’lu esitsizliklerden ;

inf sup f(x,y) < sup zrff f(xy) (2.5)
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oldugu goriiliir. Teorem de goz Oniine alinacak olursa ;

max inf f(x,y) = min sup f(x,y) (2.6)

elde edilir. Bunun sonucu olarak (2.3) ve (2.4) no’lu esitsizlikteki ifadelerin birbirine esit

oldugu goriiliir. O halde;

inf sup f(x,y) = sup f(x,y") 2.7)
yazilabilir.

Boylece, inf sup f(x,y) ifadesi, infimumuna y = y" noktasinda ulasmistir. Buna gore,

inf sup f(x,y) yerine rryn sup f(x,y) yazilabilir. Ayn: mantikla;

inf f(x",y) = sup inf f(x,y) ifadesinde sup inf f(x,y) yerine max inf f(x,y)

yazilabilir. Sonug olarak (2.6.) no’lu ifadeden

max inf f(x,y) = min sup f(x,y) (2.8)

elde edilir.
Yeterlilik

max inf f(x,y) ve min sup f(x,y) mevcut ve birbirine esit olduunu diisiinelim. Ayrica

ifadeler dis ekstremumlarina x" ve y" noktalarinda ulagsinlar. Bu durum;

max inf f(x,y) = uzf f&,) (2.9)
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demektir. Ustelik inf f(x,y) £ f(x",y") oldugundan ;

max inf f(x,y) =inf f(x',y) < f (") (2.10)
ve benzer sekilde
fO&y) < sup f(x,y) = min sup f(x,y) 2.11)

elde edilir.

max inf f(x,y) ve n}m sup f(x,y)‘minimaxlarmm esitlifinden, (2.10) ve (2.11)

ifadelerindeki biitiin terimlerin birbirine esit oldugu gosterilmis olur.

sup f(x,y) = f (x',y") ifadesinin anlami ise Vx igin ;
f(x,y") € f(x",y") ‘dir. Benzer sekilde, inf f(x',y) = f (x',y") esitliginden

filx’ ) Sf(x, ) (2.12)

elde edilir. Bu son iki esitsizlik birlestirilirse;
&,y < £ G0y < fFG.) (2.13)

Bulunur ki bu da (x', y') noktasinin f fonksiyonunun bir eyer noktas: oldugunu gosterir.

Teoremin ispatindan, eyer noktasinin bilesenleri olarak max inf f(x,y) ve
min sup f(x,y) minimaxlarimn f dig ekstremumlarindan elde edilen x ve y ‘nin bagimsiz
y x

seilebilecegi goriilmektedir. Boylece (x,,y;)ve (x,,y,)  f fonksiyonunun birer eyer

noktalari ise, (x,,y,)ve (x,,y,) noktalari da f fonksiyonunun eyer noktalandir.
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Bir fonksiyonun biitiin eyer noktalarinin kiimesinin bu 6zelligine genellikle 2 eyer
noktalarinin dikdortgensel ozelligi denir. Genel olarak , NxT iizerinde tanimh

f(x, y) fonksiyonunun eyer noktalarinin apsisler kiimesi N~ , ordinatlar kiimesi 7 olmak

iizere tiim eyer noktalar1 kiimesi N'x T~ < N'x T" olur. N"x T kartezyen carpimi eyer

noktalarin dikdortgensel 6zelligini gostermektedir.
(2.3),(2.4) ve (2.6) no’lu ifadelerden bir eyer noktasinda fonksiyonun degerinin

max inf f(x,y) ve rryn sup f(x,y) minimaxlarinin ortak degerine esit oldugunu biliyoruz.

Sonug olarak fonksiyon biitiin eyer noktalarinda ayn1 degeri alir.
2.3 Matris Oyunlar

Her bir oyuncunun sonlu sayida stratejiye sahip oldugu iki kisili sifir toplamli oyunlara matris
oyunlar1 denir. Oyun, bir matris ile ifade edilebildigi icin bdyle oyunlara bu isim verilmistir.
Gergekten de bir numarali oyuncunun stratejilerine karsilik matris satirlar1 iki numaral
oyuncunun stratejilerine karsilik matris siitunlari, satir ve siitunlarin kesisimindeki hiicrelere
de sonuglar yerlestirilmistir. Bu sonuglar, oyuncularin ilgili stratejilerini oynamalari ile ortaya
¢ikan durumlara ait ddemelerdir. Genelde 1 oyuncusunun ddemelerine ait matrisler kullanilir.
2 oyuncusunun ddemeler matrisi de bunun ters igaretlisidir. Bu matrise kisaca oyun matrisi ya

da 6demeler matrisi de denir.

Bir matris oyununu oynama siireci $oyle temsil edilebilir : 1 oyuncusu i. satin seger (i.
stratejisini oynar.) 2 oyuncusu j. siitunu seger ( j. stratejisini oynar) bu segimler birbirinden
bagimsiz olarak yapilir. Ortaya ¢ikan (i, j) durumunda 1 oyuncusu @, miktar 6deme (kazang)
elde eder. Bu say1 negatif ise 1 oyuncusunun s6z konusu miktar kadar kaybettigi aciktir.
Béylece , 1 oyuncusunun m 2 oyuncusunun n tane stratejisi olmasi halinde A=(a;)

matrisi bir oyun belirler. (Odeme matrisi A olan bir oyun, kisaca A oyunu olarak adlandirilir.
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[M. Ahlatcioglu, F. Tiryaki., 1998]

A matrisinin i. satir1 A; ile j. slitunu A, ile gosterilir. i satir numarasi, siitun olmak lizere

(7, j) ikilisi matris oyununda bir durum belirler.
i li=12,..m)ve ¥ (j=1dsm) 060
a;< a; < a; (2.14)

esitsizligini saglayan (i", j* )durumu bir denge durumudur. Bu nokta ayn1 zamanda A oyunu

iki kisili sifir toplamli bir oyun oldugundan bir eyer noktasidir.

Bir matris oyununun bir eyer noktasina sahip olmasi igin gerek ve yeter kosulun;

]

max min @, = min max a,; (2.15)
i J j i

oldugu bilinmektedir. Her iki oyuncunun da stratejiler kiimesi sonlu oldugundan

minimaxlarin varlig1 agiktir.

A matrisinin eyer noktalarinin belirlenmesi, asagidaki sematik prosediir kullanilarak elde

edilebilir.
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[M. Ahlatcioglu, F. Tiryaki., 1998]

Burada max min @, 1 oyuncusunun kazanglarinin alt sinirini, min max @, de 2 oyuncusunun
i J ? i

kayiplarinin iist sinirin1 gostermektedir. Ancak bunlarin birbirine esit oldugu durumda oyun

dengeye ulasacaktir.

1 oyuncusu i. stratejisini oynadiginda A matrisinin i. satirindaki elemanlara talip olmus
demektir. Buna karsilik 2 oyuncusu bunlardan en kiiciik degere sahip olan 6demeyi rakibine

verecek sekilde stratejisini oynayacaktir. Buna goére, 1 oyuncusu i. stratejisinden min a,
J
miktar 6demeyi garanti eder. O halde en biiyiik ddemeyi veren strateji max min a; kadar
1 /
odemeyi 1 oyuncusuna saglayacaktir. O halde 1 oyuncusunun oyundan bekledigi kazang¢, max

min a; den kiigiik olamaz.
J

Benzer sekilde 2 oyuncusu j stratejisini sectiginde matrisin j siitunundaki elemanlardan
birisini rakibine sunuyor demektir. 1 oyuncusu bunlardan en biiyiiglinii veren stratejiyi

oynayacaktir. Dolayisi ile 2 oyuncusunun j stratejisinden bekledigi kayip max a,; kadardir. 2

oyuncusu en az kaybettiren stratejiyi secmek isteyecektir ki bu strateji 2 oyuncusunun

kayiplarinin max min a;’den biiyiik olmayacagini garanti eder.
s
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Ornek -1

Tablo 2.1 Bir oyuncusunun stratejiler kiimesi {A,,A,,A,,A,} , 2 oyuncusunun stratejiler

kiimesi (BI,BZ,B3,B4) olmak iizere 1 oyuncusunun kazanglarina gore verilmis kazanclar

matrisi [M. Ahlatcioglu, F. Tiryaki., 1998]

B, B, B, B, B,
A 1 2 1 3
A, 3 1 1 2 -3
A, 3 4 2 2 5
A, 5 2 1 4 7.

Oyuncularin optimal stratejileri bulunmak istensin. C6ziim iki ayr1 yoldan yapilabilir.

1. yol : Baskin ve iteratif baskin stratejileri kullanarak ¢6ziimiin bulunmasi

Birinci oyuncu igin A, = A, [ A, elenir.
B, [

Ikinci oyuncu igin B, 2 B, elenir, B, 2 B, [ B, elenir.

Bu islemlerden sonra;

Tablo 2.2 Elemelerden yapildiktan sonraki kazang matrisi [M. Ahlatgioglu, F. Tiryaki 1998]

B, B, By
; -1
2 4 2 5
4 -3 1 2
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Bu durumda ise benzer elemeler yapilirsa;

Birinci oyuncu i¢in A, 2 A, ve A, 2 A, oldugundan A, ve A, elenir.

Ikinci oyuncu igin bu asamada bir eleme miimkiin degildir.

Tablo 2.3 Son asamadaki oyun matrisi [M. Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]

Bu durumda 1 oyuncusunun tek stratejisi kaldigindan oyun bitmistir. 2 oyuncusu satirdaki

elemanlardan en kiigiigiine karsihik gelen B,’ii oynar. Bir bagka deyis ile B, stratejisi B, ve

B den baskindr.

Sonug olarak, 1 oyuncusunun optimal stratejisi A,, 2 oyuncusunun optimal stratejisi B, ve

oyun degeri v® =2’dir. Oyuncular bu denge durumunu bozmazlar.

2. yol : Minimaxlar kullanarak denge durumunun bulunmas:
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[M. Ahlatcioglu, F. Tiryaki., 1998]

Bu durumda max min @, = min max @, =2 oldugundan oyun degeri n® =2’dir. Bu oyun
i F J i

degerini veren A, ve B, stratejileri oyuncularin optimal stratejileridir. [AHLATCIOGLU M.,
TIRYAKIF., 1998]

Ornek-2

Aym pazarda rekabet eden iki firmadan A firmasi pazarin %60’1n1, B firmasi ise %40’1m
kontrol etmektedir. Pazar paylarin1 arttirmak yada mevcut pazar payindan rakibine
kaptirmamak igin firmalar reklam kampanyasina girmeyi diisiinmektedirler. Firmalarin

kullanabilecegi dort alternatif reklam araci vardir. Bunlar ;

R, : Ozel olarak miisteri ile goriisme, esantiyon dagitma, fuar, sergi vb
R, : TV reklam

R, : Gazete reklam

R

, : Radyo reklam

Miisterilerin kullandig1 iiriin hakkinda yapilan reklamin kararini degistirmede moral etkisi
haricinde bir etkisi yoktur. Ancak kullanmadig: iiriin rakip firmanin iiriinii) ile ilgili yapilan
reklamin etkisinde kalmaktadir. Yapilan aragtirmalar, R,R,, R, R, reklamlarinin rakip firma
miisterilerinin sira ile %40, %25, %20, %10 iizerinde etkili oldugu ve bu miisterilerin,
reklamini  gordiigii iirtind almaya baglayacagini gostermektedir. Pazarin oyun matrisini

kurarak;
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a) Firmalarin biitiin reklam araglarim kullanabilme giiciinde olduklar1 kabuliinde, optimal
seceneklerini olusturacak yani pazar paylarim belirlemek,

b) Daha kii¢iik olan B firmasimin R, secenegini kullanacak giiciiniin olmadig: altinda
olusacak yeni pazar paylarinm belirlemek

¢) Sonuglarin yorumu

Cozim

Tablo 2.4 Firmalarin reklamlar sonucu bekledigi miisteri yiizdeleri [M. Ahlat¢ioglu, F.
Tiryaki., 1998]

Reklam A firmasinin kazanci B firmasinin kazanci
R, 04x04=0,16 0,4x 0,6 =0,24

R, 0,25 x 0,4 =0,10 0,25 x 0,6 =0,15

R, 0,20 x 0,4 = 0,08 0,20x 0,6 =0,12

R, 0,10x 0,4 =0,04 0,1 x 0,6 =0,06

Firmalarin karsilikhi stratejilerini oynama durumunda a firmasinin net kazanci, rakibinden
aldigi miisteri yiizdeleri ile kendisinin rakibine kaptirdi§i miisteri yiizdeleri arasindaki fark

kadar olacaktir. Bu durumda,

Tablo 2.5 A firmasimin net yiizde kazanglan cinsinden oyun matrisi [M. Ahlatgioglu, F.

Tiryaki, 1998]
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noktasinin (R,,R,) durumunda olugtugu agiktir. Her iki oyuncunun da optimal stratejileri
R, reklam aracim kullanmaktir. Bu durumda oyun degeri v® = -0,08 olmaktadir yani A

oyuncusu %8 miisteri kaybederken B oyuncusu % 8 miisteri kazanacaktir. Boylece

firmalarin yeni Pazar paylar sirasi ile %52 , %48 olur.

b) B firmasinin R, reklam aracim kullanamadigi durum

Tablo 2.6 B firmasinin R, reklam aracimi kullanamadigi hal ic¢in oyun matrisi [M.

Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]

Fs R, R, R, R,
R, -0,08 0,01 0,04 0,10 -0,08 <
R, -0,14 -0,05 -0,02 0,04 -0,14
R, -0,16 -0,07 -0,04 0,02 -0,16
R, -0,20 -0,11 -0,08 -0,02 -0,20
-0,08 < -0,01 0,04 0,10
a) her iki firmanin da aymi reklam araglarin1 kullanabilmesi halinde oyunun denge

R, R, R,
R, 0,01 0,04 0,10 0,01 <
R, 20.05 20,02 0,04 -0,05
R, 20,07 20,04 0,02 0,07
R, 011 0,08 -0,02 0,11
32 001 & 0,04 0,10
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Yeni halde oyunun denge durumu (R, , R, ) ve oyunun degeri v® = 0,01 olacaktir. Bu
durumda A firmasi R, , B firmas1 R, reklam seceneklerini kullanmalidir. Oyun sonucu olarak

A firmasi %1 oraninda miisteri kazanirken b firmasi %1 oraninda miisteri kaybedecektir. Yeni

haldeki miisteri dagilimui sirasi ile %61 ,%39 olacaktir.

¢) (a) ve (b) siklarindan elde edilen sonuglardan baslica su yorumlar yapilabilir;

1) Rakibi ile aym sartlarda miicadele edebilen kiiciik firma pazar payini arttirmistir.
Biiyiik firmanin elindeki imkanlara sahip olmayan kiiciik firma daha da kiiciilmiistiir. [M.
Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]

Ornek-3

Asagida verilen sebekedeki diigiimler bir yerlesim birimindeki mahalleleri cizgiler de
mahalleler arasindaki yollari gostermektedir. Diigiimlerin yanindaki sayilar mahallelerdeki
potansiyel ©grenci sayilari, cizgilerin yanindaki sayilar da yol uzunluklaridir. A ve B
dershaneleri bu yerlesim birimlerine birer sube agmayi diisiinmektedirler. Rakibine nazaran

daha cok taninan A dershanesinin kurdugu sube, rakip subeye gore;

Yakin mesafelerdeki 6grencilerin % 80’ini
Esit mesafedeki 6grencilerin %60’ 1n1

Uzaktaki 6grencilerin %40’ n1

almakta ve geri kalan 6grenci potansiyeli rakip firmaya kalmaktadir.
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4000 2000

wh

1000 3000

Sekil 2.1 Ornek-3’e ait mahallelerdeki 6grenci sayilarimi ve mesafeleri gosteren sekil [M.

Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]

Dershaneler subelerini hangi mahallelere agmalidirlar?

Coziim

Tablo 2.7 A dershanesinin kazanacagi Ogrenci sayis1 cinsinden oyun matrisi

[AHLATCIOGLU M., TIRYAKIF., 1998]

B, B, B, B,
A 6000 5600 5600 6200 5600
A, 6400 6000 5200 6000 5200
A, 5800 6800 6000 6800 6000 <
A, 6400 6000 5200 6000 5200
6400 6800 < | 6000 6800

Goriildiigii gibi her iki dershane de subelerini 3 mahallesine kurmalidir. A dershanesi 6000

dgrenci kazanirken B dershanesine de 4000 6grenci kalacaktir.

Ornek-4
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Petrol arama ve sondaj isi yapan iki firma olan A ve B bir bdlgede cesitli noktalarda petrol
oldugu tespit ederler. Rakibine gore daha teknolojik imkanlara sahip olan A firmasi, B firmasi
ile yakin mesafedeki kuyulardan %75 oraninda, esit mesafelerdeki kuyulardan %60 oraninda ,
uzak mesafelerdeki kuyulardan ise %45 oraninda petrol elde edecektir. Buna gore firmalarin

kuracagi tesislerin optimal yerleri nerelerdir?

Coziim

50 Ton

42 Ton

Tek tek biitiin hesaplamalari yapip oyun matrisine yerlestirirsek;

B, B, B, B,
A 111 125,25 124,35 98,25
A 96,75 111 96,75 96,75
A 97,65 125,25 111 97,65
A 123,75 125,25 124,35 11
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Satirlar arasinda en kiiciik degerlerin en biiyiigii (A ,, B, ) noktasindakil11, siitunlar arasinda
en bilylik degerlerin en kiigiigii de yine (A ,, B ) noktasindakil11 oldugundan optimal nokta

her iki firmanin da (A ,, B, ) kuyusunda tesis kurmahdir.

Ornek hesaplama (A, , B, ) igin;
(42 *0,75) + (48 * 0,75) + (50 * 0,75) + (45 * 0,45) = 125,25

2.4 Karma Stratejiler

Bir matrisin minimalari (max min a@; ve min max ) birbirine esit degilse bu matrisin temsil
i J J i

ettigi oyunun bir denge noktas: yoktur. Byle bir durumda, 1 oyuncusu kazancinin max min
i J

a;’den kii¢lik olmayacagini garantilerken 2 oyuncusu da kaybinin nllm max 4, ‘den biiyiik

olmayacagini garantilemektedir. Problem , (min max @; - max min @, ) farkinin oyuncular
J i ¢ % §

arasindaki paylasimi problemidir. Oyuncularin bu farktan en biiyiik pay1 garantilemek igin

ilave stratejik firsatlar1 aramalar1 dogaldir.

Degerleri, bir oyuncunun stratejilerini oynama olasiliklarini gdsteren degiskene oyuncunun
bir karma stratejisi denir. Boylece oyuncunun bir karma stratejisi, onun orijinal segeneklerini
se¢me olasiliklar1 olarak tanimlanabilir. Eger oyuncu bir stratejisini 1 olasilikla digerlerini de
0 olasilikla secerse, gergekte sadece bir strateji segmis demektir. Karma stratejiler sinifinda
tek olarak oynanabilen bu tip stratejilere piir stratejiler denir. Bir oyuncunun karma stratejisi,

mevecut piir stratejilerini segme olasiliklari ile belirlendiginden,
- ST AERGE (2.16)
vektorii ile gosterilebilir. Burada;

%20 (i=12...m (2.17)
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x =1 (2.18)
i=1

2%

1

olur. Biitiin bilesenleri 1 olan .7,,, =(1,1,....1) m boyutlu vektorii ile (2.18) esitligi;

ST m=1 (2.19)

seklinde ifade edilir. Bilindigi gibi (2.16) tipindeki biitiin vektorler m-boyutlu bir uzay teskil
ederler. (2.17) ve (2.18) sartlar1 altinda bu vektorler kiimesi;

E'=(1,0,...,0)
E* =(0,1,...,0)

E" =(0,0.,...1) (2.20)

ile gosterilir ve (m-1) boyutlu bir simpleks olustururlar. Bu simplekse temel simpleks denir ve
Sn ile gosterilir. m=2 icin simpleks bir dogru pargasi, m=3 igin licgensel bolge, m=4 igin

diizgiin dortyiizlii olacaktir.
2.5 Bir Oyunun Karma Yapisi

1 ve 2 oyuncular, 6deme matrisi

[M. Ahlatgioglu, F. Tiryaki,, 1998]

olan bir oyunda X = (N Nwady) Ve Y =(».,¥.y,) karma stratejilerini birbirinden

bafimsiz olarak segmiy QIR
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Tanim: Bir matris oyununda oyuncularin (X,Y) karma stratejiler ¢iftine bir durum denir.

(X,Y) durumunda her bir (i,j ) pir stratejiler durumu x,, y ; olasilikla meydana gelecektir. (i,j )
durumunda 1 oyuncusu ¢, aldigindan (X,Y) durumunda bu oyuncuya ait demenin beklenen

degeri;
Z Ryni) g (2.21)

ifadesine esit olur. Bu karma stratejilerde bir (X,Y) durumunda 1 oyuncusuna ait 6demedir ve

bu 6deme H(X,Y) ile gosterilir.
Tanim : 1 ve 2 oyuncusunun karma stratejiler simpleksleri sirasi ile §,, ve S, , 1 oyuncusuna
ait ddeme fonksiyonu H(X,Y) olmak iizere bir matris oyununun (S,, , S, , H) karma yapisina

bir muhalif oyun denir.

Skaler ¢arpim kullanilarak;

HXY)=Y x) y,=xAY" = XAY' (2.22)

i=l  j=1

bulunur. Bir muhalif oyunda eyer noktasi tanimi hatirlanarak, benzer gekilde bir matris

oyunun karma yapisinda (X *,¥ " )durumu bir eyer noktasi ise VX € S, ve VY € §, igin

xay® < xBAv® <x®ay® (2.23)

esitsizligi saglanr.

Yafd1mc1 Teorem: Karma Stratejilere Gegis Teoremi



50

Y, 2 oyuncusunun keyfi bir karma stratejisi ve a,

AY <a,i=12..m (2.24)

esitsizligini saglayan bir say1 ise, 1 oyuncusunun herhangi bir X karma stratejisi i¢in,
XAY'  <a (2.25)
esitsizligi saglanir.

Ispat

x, (i=12,...m)ile (2.11) esitsizligi taraf tarafa carparak

X; A,.YT <xa, (i=12..m) (2.26)

elde edilir. x;20 oldugundan esitsizlik yon degistirmez. Bu esitsizlikler taraf tarafa

toplanirsa;

zm:x,.A,.YT =XAY' < aixi (2.27)
i=1

i=1

oldugu goriiliir. Buradan ,

AY' 2a . (i=12..m) (2.28)
XA;ca ,(inl2..n) (2.29)
XA;<a , (i= o A G (2.30)

formundaki esitsizlikler igin de karma stratejilere benzer gegisler yapilabilir.

Teorem
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(X",Y") durumunun bir denge durumu olabilmesi icin gerek ve yeter sart ;
Vi(i=12,..m)veVj(i=12,..n) icin
BT <x"Aa uh' 4 (2.31)

esitsizliginin saglanmasidir.

Ispat

Gereklilik aciktir, ¢iinkii (2.31) esitsizligi (2.23) esitsizliginin 6zel bir urumudur. Yeterliligi
ispatlamak i¢in (2.31) esitsizliginin her iki tarafina yardimci teorem uygulanir ve (2.23)
ifadesi elde edilir.

Teorem

(i", j")durumu A matris oyununda bir denge durumu ise yine bu oyunun karma yapisi icin de

bir denge durumudur.
Ispat : A matris oyununda (i*, j*) durumu bir denge durumu ve Vi ve V igin
a,-j* < a,-*j* < a,-*j (2-32)

olur. (2.31) ifadesinde X~ ve Y~ yerine karsihik gelen i,  piir stratejilerini alarak (2.32)
elde edilir. Goriildiigii gibi (2.32), (2.31) ‘nin 6zel halidir.
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Herhangi bir matris oyununun karma yapisi icin bir denge durumu vardir. Bu iddiay:

ispatlamak icin max inf XAY T ve rqinsupXAY " minimaxlarinin varhg ve esitligi

gosterilmelidir.
Yardimci Teorem

Herhangi bir Y € S, ve herhangi bir X j € §,, icin sirasi ile
max XAY o Ve min X , A y" ifadeleri mevcuttur.
Ispat

m
. . 7 . ws o . . .
XAy =Zx,.A,.Y0T ifadesi XAY, ‘nin x,,x,,...x, degiskenlerinin bir lineer fonksiyonu
i=1

oldugunu gosterir. Dolayist ile bu degiskenlerin siirekli bir fonksiyonudur. Boylece kapali ve

sinirl1 S, kiimesi iizerinde maksimumuna ulasir. Yardimci teoremin ikinci kismi da benzer
sekilde ispatlanabilir. Herhangi bir X, € S, icin ;

min x, A Y =X, A, olacak sekilde bir jo mevcuttur. Herhangi bir ¥, € §, icin

max XAY o = A, Y, olacak sekilde bir i, mevcuttur.

Ispat

XA, (= 1,2,...,n) sayilan dikkate alinsin. Bu sayilarin en kiigiigi X A, olsun. O halde ;
XoA, < XA, (j=12...n) (2.33)
olur. Karma Stratejilere Giris Teoremi kullanarak

2 T N R (2.34)

elde edilir. Son esitsizlik herhangi bir ¥ 2 §,, i¢in gegerlidir. Boylece ;
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X,A

Jjo

< mn X,AY' (2.35)

bulunur. Diger taraftan X A, , X A Y" formunda bir sayidir. ( yani Y karma stratejisi jy plir

jo?

stratejisi olarak da adlandirilabilir.) Boylece;

X,A;, 2 mn X,AY (2.36)

Bulunur. Bu iki esitsizlik birlestirilirse,

X,A;,=mn X,A o (2.37)

elde edilir.
Yardimci Teorem

max X A Y” ifadesi, Y’nin siirekli bir fonksiyonudur. Benzer sekilde min X A Y" ifadesi de

Xin siirekli bir fonksiyonudur.
Teorem

max min X A Y’ ve min max X A Y" minimaxlar1 mevcuttur.
X y y x

Ispat

Yukarida bahsedildigi gibi max X A Y ifadesi, Y'nin siirekli bir fonksiyonudur. Sonlu

boyutta, kapali, sinirli S,’de tanimli bu fonksiyon tanim kiimesi iizerinde minimumuna ulagir.

Yani min max X A ¥’ minimaxi vardir. Benzer sekilde max rrgm X A Y mevcuttur.
y X )

Iki alternatif iizerine yardimci teorem
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Keyfi bir a matrisi i¢in asagidaki iki alternatiften biri gegerlidir.

1) Vj(j=12...,n)icin XA, > 0olacak sekilde bir X € §, mevcuttur.

2) Vi(i=12,...,m)igin A, Y" < 0 olacak sekilde bir Y € §, mevcuttur.

Ispat

Sm temel simpleksinin ve A;’nin konveks kabugu dikkate alinsin. Bu kabuk C ile gosterilsin.

Bu durumda iki olasilik mevcuttur.

Sekil 2.1 Herhangi bir konveks diizlem [M. Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]

a) Og C’dir. Bu durumda 0 noktas:1 C diizleminden belli bir hiperdiizlemle ayrilabilir. Bu
hiperdiizlemin 0 noktasindan gecti8ini ve biitiin C kiimesinin bu hiperdiizlemin bir

tarafinda oldugu kabul edilebilir. Hiperdiizlemin denklemi V_ = 0 olsun. Genelligi
bozmadan herhangi bir z€ Sigin V. > 0 olsun, 6zel olarak, Vi (i = 1,2,...,m) i¢in V,

> 0 olur. Vbl = v (i = 1,2,...,m) sayilar1 tammlansin. Biitiin bu sayilat pozitif
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oldugundan toplamlar1 da pozitiftir. Yani v=Zv, > 0 olur. Daha sonra

i
i=l

X = l)'—,....,h) vektorii tanimlansin. X € §, oldugu aciktir. v > 0 oldugundan
v v

herhangi bir ze § noktasi i¢in X, = lvz > 0 oldugu goriiliir.
v

b) Bu durumda O € C ‘dir. Bu durumda O noktas1 C cokyiizliisiiniin tepelerinin kompleks

kombinezonu olarak :

JZ:]:O‘,-A,- +gﬁiE' =0 (2.38)
seklinde gosterilebilir. Burada o, >0 (j = 1,2,...,n) ve B>0(i=12,...m)ve

JZ;:% +’_Z::ﬁi -5 (2.39)
dir. (2.14) esitligi vektor formunda verilmistir. Bu esitlik koordinatlar seklinde;

gajaij +h =1 (2.40)
seklinde ifade edilebilir. B, > 0 oldugundan ;

Z,a,-a,-,- <0 (2.41)

yazilabilir. Ayrica ,

a:Z a, 20 (2.42)
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oldugunu biliyoruz. Eger o0 = z o; =0ise, Vo, =0 bu sonug, (2.16) ifadesinden

j=1
VB.=0(i=12,...,m)oldugunu gosterir. Fakat V o ; =0 ve VB, =0 ifadeleri (2.39) esitligi
ile gelisir. O halde (2.42) ifadesi tam esitsizlik, ifadesi ile gecerlidir. Yani
8 a, -
o= Z o, 20 olur. == y;olacak sekilde Y =y,,...,y, vektorii kurulursa Ye §,
j=

o

oldugu goriiliir.

o > 0 oldugundan (2.41) ifadesi o ile boliinerek Z yj aij = A; Y" < 0 elde edilir. Boylece

J=1

aranan bir ¥ bulundugundan yardimci teorem ispatlanmuis olur.
2.6 Minimax Teoremi

Herhangi bir A matrisi i¢in max ngn XAY = rqm max X A Y" esitligi vardur.

Ispat

A matrisine iki alternatif yardimci teoremi uygulansin birinci alternatifin gecerli oldugunu
kabul edilsin. Yani XpAj 2 0 , (j = 1,2,...,n) olacak sekilde bir X, vardir. Karma stratejilere
gore XpAY" > 0 elde edilir. Bu esitsizlik V Y€ S, igin gecerli oldugundan min X,AY" > 0

elde edilir. Bu da goz oniine alinarak ;
max min XA V' (2.43)

oldugu goriiliir. $imdi de ikinci alternatifin gegerli oldugu kabul edilsin. A Y < 0 olacak
sekilde bir Yy vardir. Karma stratejilere gecerek V. X e S, igin XOAYT < 0 elde edilir.

Boylece max X,AY" < 0 bulunur. Buradan da ;

n;innxaxXA Y'<0 (2.44)
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ifadesine ulagilir. O halde birinci ve ya ikinci alternatif gecerli olacagindan ya (2.43) ya da
(2.44) esitsizligi saglanir. Boylece her iki esitsizlik de aym anda saglanamaz. Bir baska

deyisle;

max min XA ¥’ <0 < min max XA ¥" (2.45)

esitsizligi hicbir zaman saglanmaz. Keyfi bir ¢ sayisin1 ve

[M. Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]
A(t) matrisini goz Oniine alalim. A(z) matrisi i¢in (2.45) esitsizligi;

max min X A() ¥' <0 < min max X A(1) Y" olarak yeniden yazilabilir. Bununla beraber;

X A(t) YT= Z x,-(a,~,~-t)y,~=z xia,-jyj—tz Xi yj—t (2.46)

j=1 j=1 j=1

oldugundan yukaridaki esitsizlik;

max min (X A(?) Y1)<0< min max (X A(1) Y1) (2.47)
yada
max min X A(t) Y —t<0< min max X A(1) o (2.48)

seklinde yazilabilir. Bunun sonucu olarak
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max min X A(1) Yi<t< min max X A(t) g (2.49)

yazilabilir. Son esitsizligin her iki tarafi ,  sayis1 ne olursa olsun ayni anda gegerli olamaz. Bu

da demektir ki max rryn XA Y ve m‘m max X A(t) Y arasinda kesin esitsizlik saglayan bir

sayr yoktur.bu da ikinci minimaxin birinciden daha kiigiik olamayacagim gosterir

yani; m max XA Y < max rr}m X A(1) Y'dir. Bir yandan da
max rqm X A(t) T rqm max X A(t) YToldugu bilinmektedir. Bu iki esitsizlikten,

max rryn XA(t) Y = m max XA(t) Y" elde edilir ki bu da teorimin ispatidir.

2.7 Oyun Degeri ve Optimal Stratejiler

A matrisli bir oyuna katilan 1 oyuncusunun diisiinme tarzi, i. stratejisini sectiginde

odemesinin en kotii durumda min @; olmasi, bdylece bu minimumu maksimize edecek bir
J

sekilde bir i segcmesi gerektigi, rakibinin niyetini bilmediginden en az tercih ettigi durumda

bile max rrjnn a; odemesini kesinlikle garantileyecegi seklindedir. Benzer sekilde 2 oyuncusu

da j. stratejisini sectiginde en kotii durumda max a,; miktar kaybedeceginden bu maksimum
]

kayiplari minimize edecek bir j stratejisi segmelidir. Bu tarz oynayarak rakibinin kendi niyeti

ile ilgili her seyi bildigi en az tercih edilebilir durumda bile min max a; miktarindan daha
¥ i

fazlasim1 kazanmasina izin vermemelidir. Bu tartismalardan mantiksal bir yorum ile;

max min @; < min max 4, (2.50)
i y 5 | i

esitsizligine ulasilabilir. Ustelik eyer noktasi mevcutsa bu esitsizligin esitlik durumuna gegtigi

bilinmektedir.

Bir oyunun karma yapisina gecildiginde, oyuncularin yiiriittiigii mantik biraz degismektedir. 1

oyuncusu X stratejisini sectiginde en kotii durum rryn X A Y" 6demesini veren durumdur. O

halde 1 oyuncusu n?xnyn X A(1) Y" 6demesini elde edecek sekilde strateji se¢meye dikkat
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etmelidir. Benzer sekilde 2 oyuncusu, 1 oyuncusuna min max X A Y den daha biiyiik bir

O0deme yapmayacaktir.

Karma stratejilerde minimaxlarin esitligi bilinmektedir. Sonug¢ olarak oyunculardan her biri
mantikli oynarsa 2 oyuncusunun 1 oyuncusuna yapacagi ddeme bu minimaxlara esit miktarda

olacaktir.

Bu sekilde karma stratejilerin kullanilmasina izin verildiginde oyunun sonucu Onceden
belirlidir. Bu sonug, oyuncularin becerisine ya da yiiriittiikleri hamlelerin basarisina bagl
degildir. Sadece A matrisi ile belirlenmis olan oyunun sartlarina baghdir. Bu, matris

oyunlarinin tamamen belirli oyunlar olarak adlandirilmasinin nedenidir.

Tanim : (2.45) ve (2.47) minimaxlarinin ortak degerine A 6deme matrisli oyunun oyun degeri
denir ve bu deger v(A) ile gosterilir. distaki maksimumun (2.45)’de elde edildigi X stratejisi
secimi, 1 oyuncusu icin en iyi hamleyi temsil eder. Benzer sekilde distaki minimumun
(2.47)’de elde edildigi Y stratejisi se¢imi 2 oyuncusu i¢in en iyi hamleyi temsil eder. Buna

gore 1 ve 2 oyuncularn bir eyer noktasi olusturacak sekilde stratejilerini secmelidirler.

Tanim : Bir muhalif oyunda oyuncularin denge siratejilerine, oyuncularin optimal stratejileri
denir. Bir matris oyunun c¢oziimii, oyun degerini ve oyuncularin optimal stratejilerini

belirleme siirecidir. Diger taraftan muhalif oyunun eyer noktalarina da oyunun coziimleri

denir. Coziim teriminin bu ikili kullanimi yanlis anlamalara yol agmamahdir. X", Y~ eyer
noktasini karakterize eden esitsizligi V Xe€ §, ve V Ye S, igcin XAY T<y<

X" AY" formunda yazilabilir.

2 oyuncusunun hangi hamleyi yapacagini, 1 oyuncusu kendi optimal hamlesini secerse oyun
degerinden daha kiiciik olmayan bir 6deme elde edecegini bilinmektedir. Benzer sekilde 2
oyuncusu da kendi optimal hamlesini secerek kaybinin oyunun degerinden daha fazla
olmayacagini garantilemektedir. Sonu¢ olarak oyunculardan birinin kendi optimal hamlesini
rakibinden gizlemesine gerek yoktur. 1 oyuncusuna ait ddemenin tek sekilde belirli olmasi

oyunun belirli oyun olmasi anlamina gelir.
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2.8 2x2’lik Oyunlar

1 ve 2 oyuncularinin ikiser tane piir stratejiye sahip oldugu ve 1 oyuncusunun kazanglarina

gore;

P {a“ a”} (2.51)

a; A4y

O0deme matrisi ile verilen oyunu goz Oniine alinsin. 1 ve 2 oyuncularinin karma stratejileri
sirast ile X =(x,1—x) ve Y = (y, I-y) olsun. Burada oyuncularin ilk stratejilerini oynama
olasiliklar1 x,y ve ikinci stratejilerini oynama olasiliklar1 da

I-x , 1-y ‘dir. Dolayis1 ile x,y € [0,1] olur.oyuncularin kendi stratejileri arasinda olabilecek

miimkiin iligkiler acisindan oyunun ¢dziimii iic durumda incelenebilir.

a) Stratejiler arasinda baskinlik olma hali : Herhangi bir oyuncunun stratejileri arasinda
baskinlik varsa, basilan strateji optimal karma stratejisinde yer almayacaktir ve
oynanma olasilig1 sifirdir.

b) Stratejiler arasinda denklik olma hali : Oyunculardan birinin stratejileri arasinda
denklik varsa bu oyuncu her iki stratejisini keyfi olarak karabilir. Her durum icin
oyundan bekledigi degerle aynidir.

¢) Denk ve baskin strateji olmamasi hali : Her iki oyuncunun da optimal stratejileri piir
degildir. Su halde her iki oyuncunun da karma optimal stratejileri vardir.

1 oyuncusuna ait bu strateji X~ = (x",1—x") iken 2 oyuncusuna ait strateji ¥ =(y",1-y")

olacaktir. Bu stratejiler piir olmayacagindan

0<x',y <1 (2.92)

* * |
olur. x ',y denge durumu igin,

Bz )= XAY" =[x l—x][a” a‘z][ 4 } (2.53)

a, ay

0deme fonksiyonu,
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H(x,y)<H(x',y')<H(x",y) (2.54)
Bu da,
max H(x,y)=H(x',y)=H(x",y) (2.55)

demektir. (2.52) ifadesinden son formiildeki maksimum ve minimuma [0,/] arahi@inin ig
noktasinda ulasir yani ekstremumlar analitiktir. Boylece x',y" noktalarinda bunlara karsilik

gelen kismi tiirevler sifir olur. Buradan da

*
y =(a;,—a,—a, +ay,)+a,-y, =0
*
X = (a —a,—ay +ay;)+ay —ay =0 (2.56)

yazilabilir. Bu esitliklerin her birinin [0,/] arah@inda x",y" ¢bziimiine sahiptir. S6z konusu

sartlar altinda, a;;-aj2-az;+az2 = 0 esitliginin miimkiin olmadig: gosterilmek istensin. Gercekte

boyle .bir esitlik olsaydi,

ajj+az = apptaz; Q.57)
esitligi yazilabilirdi. (2.57) ifadesinde,

ap 2 azj (2.58)
oldugu kabul edilsin. (2.57) ve (2.58)’den

ajp > a2 (259)
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olur. (2.58) ve (2.59),1 oyuncusuna ait birinci piir stratejinin ikinci piir stratejiyi bastig1 ya da
esitlik durumlari i¢in iki stratejinin denkligi sonucunu verir. Bu da oyuncularin basilan ya da
denk stratejilerinin olmadig1 hipotezi ile celisir. Bu ¢eliskiye neden olan

ap 2 ay esitsizligidir. Benzer sekilde;

ap < az (2.60)

oldugu kabul edilirse, (2.57) ifadesi de gbz Oniine alinip,

ap <ax (2.61)

bu durumda da (2.60) ve (2.61) ifadelerinden 1 oyuncusunun ikinci piir stratejisinin birincisini
bastig1 anlasilir ki bu durum da hipotezle celisir. Her iki ifade de birlikte ele alinirsa; a;;-a;2-
azj+ax = 0 esitligi gerceklesmeyecektir. O halde a;;-aj2-az;4a2, # 0 dir.

Dolayisiyla (2.56) denklemlerinden,

& a,, —a . a,, —a,,
x = e .y = (2.62)
a,, —a,, —ay tay a,, —a;, —a, +ay,

optimal ¢6ziimii elde edilir. Oyun degeri ise;

a, Ay — a4,y

wWA)=H(x",y)= (2.63)

a;, —a;, —a, +ay

Boylece 2x2’lik oyunlarin ¢dziimii icin ilk olarak piir stratejilerde bir denge durumunun olup

olmadigi kontrol edilir. Bu amagla maxming; ve minmaxa, minimaxlari hesaplanip
¢ J &

karsilastirilir. Esitlik varsa piir stratejilerde denge durumu vardir. Minimaxlar esit degil ise
oyunun karma stratejilerinde tek denge durumu vardir ve oyuncularin optimal stratejileri ile

oyunun optimal degeri sirasiyla (2.62) ve (2.63) ifadelerinden hesaplanir.
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Ornek-4

Biri as digeri ikili oldugu bilinen iki karttan birisini A oyuncusu seciyor ve B oyuncusuna
gostermeden bakiyor. A oyuncusu cektigi kartin as oldugunu séyleyip B oyuncusu da inanirsa,
B oyuncusu A oyuncusuna bir birim 6deme yapiyor. Inanmayip elini gostermesini istediginde
eger cekilen kart gercekten as ise A oyuncusuna iki birim ddeme yapiyor. A oyuncusunun as
dedigi kart ikili ¢ikarsa A oyuncusu b oyuncusuna ii¢ birim 6deme yapiyor. A oyuncusu
cektigi kartin ikili oldugunu sdylerse, B oyuncusuna bir birim 6deme yapiyor. Oyun degeri ve

oyuncularin optimal stratejileri bulunmak istensin.

Coziim

Once oyuncularn piir stratejileri tespit edilmelidir.
A’nin stratejileri

A; : Blof yapmak
A; : Dogruyu sdylemek

B’nin stratejileri

B; : Inanmak
B;: Inanmamak

Goriildiigii gibi oyun 2x2lik bir oyun yapisindadir. A’nin kazanglarina gore kurulacak 6deme

matrisi asagidaki gibidir.

(A;,B;) durumunda; A oyuncusu as da gekse ikili de cekse blof yaptigindan as cektigini

soyleyecek ve B oyuncusu da inandigindan bir birim 6deme yapacaktir. Yani a;; = 1 dir.

(A;,B>) durumunda; B oyuncusu inanmama stratejisini kullanacagindan, as c¢ekimi A

oyuncusuna iki birim, ikili cekimi B oyuncusuna ii¢ birim kazandiracaktir. As ya da ikili

cekme olasiliklari % oldugundan bu durumda A oyuncusunun kazanci,
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(A2,B;) durumunda; A oyuncusu dogru soylerken B oyuncusu inanma stratejisini
kullanmaktadir. Bu durumda as ¢ekimi A oyuncusuna bir birim, ikili gekimi de B oyuncusuna

bir birim kazandiracaktir.

(A2,B>) durumunda; A oyuncusu dogru sdylerken B oyuncusu inanmiyor olacaktir. As cekimi

A oyuncusuna iki birim kazandirirken ikili ¢ekimi B oyuncusuna bir birim kazandiracaktir o

halde a,; = % olur. Oyun matrisi ise,

Tablo (2.8) Ornek-4’e ait oyun matrisi [M. Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]

1
5.2+5.( -3)=- % olur.
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B1 B2

Al 1 =
2

A 0 ¥
2

yapisindadir. Burada X = ( x,,x,) A oyuncusunun, ¥ = (y,,y,) B oyuncusunun karma
stratejileridir. Matristeki elemanlar piir stratejiler olmadigindan optimal stratejiler igin
XA;=vA) ve A; Y' = w(A) esitlikleri saglamir. Burada v oyunun optimal degeridir. A

oyuncusunun optimal stratejileri,

l1x,+0x,=v

1
Gl e Ry
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: i v vpniloguuil 1
Denklem sisteminin ¢oziimiinden x, =Z, X, = 2 vev= % olarak bulunur. Buna gore

A oyuncusunun optimal karma stratejisi X = —, éolur. Yani oyuncu .41].— olasilikla blof

4

N

yapmali, % olasilikla dogruyu soylemelidir. Oyun degeri ise %’dﬁr. Boylece oyun, A

oyuncusuna oyun basina % birim kazandiracak sekilde kurulmustur. B oyuncusu % birimden

fazla kaybetmemek icin kendi optimal karma stratejisini belirlemelidir.

B oyuncusunun optimal stratejileri, A ; Y= v(A) esitliginden elde edilen,

ly, —5)’2 s
1

Oy, +‘2‘Y2 =

i +iy=i

sistemini ¢ozerek Y~ =(%,——;—) seklinde bulunabilir. Béylece B oyuncusu % olasilikla

rakibine inanmali, :12— olasilikla da rakibine inanmamalidir. [M. Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]

Ornek-5

A tarafi B’nin elinde bulunan bir hedefi tahrip etmek istemektedir. Bunu gerceklestirebilmek
icin iki adet ugag vardir. Ucaklardan biri bomba tasiyacak digeri de ona koruma ve rakibi
aldatma gorevi yapacaktir. Bu amagla ugaklar arka arkaya ugacaktir. Ancak B’nin hava

sahasina girildiginde B tarafindan ugaklara bir ugaksavar fiizesi gonderilecektir. Eger fiize
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ondeki ucaga yonlendirilirse, iki ucagin da atesi altina girecek ve %60 olasilikla
diigiiriilecektir. Fiize arkadaki ucaga yonlendirilirse sadece arkadaki ugagin atesine maruz
kalacak ve %40 ihtimal ile diisiiriilecektir fakat saldiriya ugramayan 6ndeki ucak yoluna
devam edecektir. Diisiiriilmeyen fiizeni yoneldigi ucag diisiirme olasilig1 %90’dir. Taraflarin

optimal stratejileri ve oyun degeri isntenmektedir.
Coziim
A’nin stratejileri

A; : Bomba tasiyan ugag 6nden gondermek

A, : Bomba tasiyan ugagi arkadan géndermek

B’nin stratejileri

B, : Fiizeyi 6ndeki ugaga yoneltmek

B; : Fiizeyi arkadaki ucaga yoneltmek

Goriildiigii gibi oyun 2x2lik bir oyun yapisindadir. A'nin kazanglarina gore kurulacak 6deme

matrisi asagidaki gibidir.

(A;,B;) durumunda; A bombayr ©Ondeki ucakta tasgimakta B de fiizeyi bu ugaga
yonlendirmektedir. A’min hedefi tahrip etmesi, ya fiizeyi diisiirerek yada fiizenin ugag
diisiirememesi halinde miimkiindiir. Bu durumda A’nin hedefi tahrip edebilme olasihig1 a;; =

0,6 + 0,4x0,1 = 0,64 diir

(A;,B;) durumunda; A bombayr Ondeki ucakta tasimakta B ise fiizeyi arkadaki ucaga
yoneltmektedir. Bu durumda hedef %100 tahrip edileceginden a;; =1 olur.

(A»,B;) durumunda; A bombayr arkadaki ugakta tasirken B ise fiizeyi ondeki ucaga
yoneltmektedir. Bu durumda hedef %100 tahrip edileceginden ay; =1 olur
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(A2,B;) durumunda; A bombayr arkadaki ucakta tasimakta B de fiizeyi bu ucaga
yonlendirmektedir. A’nin hedefi tahrip etmesi, ya fiizeyi diisiirerek yada fiizenin ucagi
diisiirememesi halinde miimkiindiir. Bu durumda a»; = 0,4+0,6x0,1= 0,46 olur. Béylece oyun

matrisi,

Tablo (2.9.) Ornek-5’e ait deme matrisi [M. Ahlat¢ioglu, F. Tiryaki., 1998]

B1 BZ
Aj 0,64 1
A ! 0,46

yapisindadir. Oyuncularin baskin piir stratejileri yoktur. A ve B’nin optimal stratejileri
sirastyla X = (x;,x2) ve Y = (y;, y2) olsun. Oyun degeri v olmak iizere A ve B’nin optimal

stratejileri ve oyun degerti;

064x;+x2=v 0,64 y;+y,=v
Ix;+046x;=v ve vi+0,46 y> =v
Xi+x2=1 yi+y2=1

. 2 e
Sistemlerinin ¢oziimiinden X = (%,g) » ¥ = (gg ) ve v = 0,782 olarak bulunur. Bu

sonuca gore A tarafi bombayr %60 olasilik ile 6ndeki ugaga, %40 olasilik ile de arkadaki
ucaga yiiklemelidir. B tarafi da fiizeyi %60 olasilik ile 6ndeki ucaga, %40 olasilik ile de
arkadaki ucaga yoneltmelidir. A’nin hedefi tahrip edebilme sans1 %78,2’dir.
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BOLUM 3
Oyun Teorisi ve Optimal Kontrol Kullanilarak Multiagent Melez Sistem Tasarim

Bu boliimde multiagent sistemler i¢in melez kontrol tasarimi ele alinacaktir. Yaklasimimizda
Oyun teorisi basta olmak iizere optimal kontrolden de yaralanilmistir. Bu yaklasimda, melez
tasarim, iki oyuncunun arasindaki oyun olarak goriilmektedir. Bunlardan ilki tasarimci
tarafindan belirlenen kontrol digeri ise ¢evresel veya diger etmenler tarafindan meydana gelen

disturbance’dir.

Bu iki oyuncu melez sistemin tatmini icin (giivenlik gibi) maliyet fonksiyonu iizerinde cesitli
hesaplamalar yaparlar. Sistem kabul edilen disturbance’lar altinda giivenli olarak calisiyorsa
kontrol kazanmis demektir.  Oyun teorisi probleminin ¢Oziimii, tasarimciya siirekli

kontrolorlerle giivenli durumlar yaratarak kontroliin kazanmasini saglayacaktir.

3.1. Giris

Artan otomasyon talebi ve sistem gereksinimleri kontrol miihendislerini daha karigik sistemler
iizerinde ¢alismaya zorlamistir. Ustelik yeni teknolojik gelisimler Srnegin; daha hizh
bilgisayarlar, ucuz ve giivenilir sensorler ve kontrol gelerinin imalat siireci ve iirlin dizaynina
girmesi gegmise oranla kontrol uygulamalarinin gelismesine neden olmustur. Daha karigik
sistemlerin ¢Oziimiinde, tasarimcilar hem ayrik hem de siirekli kontroldrler kullanmak
zorunda kalmuglardir. Siirekli kontrolorler, Ozellikle fiziksel tesislerde kullanilir. Ayrik
islémler ise kansik sistemlerin ¢oziimiinde faydali sonuclar vermektedir. Hem siirekli hem
ayrik dinamikler iceren sitemlere melez sistemler denir.yapisi geregi melez kontrole uygun
sistemlerden biri multiagent sistemlerdir. Multiagent sistemlerin yapilar1 geregi; bir¢cok etmen
ortak ve tikanmis problemleri optimize etmeye calisir. Reel bir 6rnek olarak otobanlar
gosterilebilir. Burada araglar ¢oklu etmenlerdir. Bu tip sistemlerde optimum politika her
zaman ortak faydada ortiismez. Bu yilizden uzlagma saglanmalidir.ortak optimuma ulagsmak
icin, global optimuma erismede, etmenleri yonetecek merkezi kontrol tasarimlart yapilmalidir.
Bir merkezi kontrolor, tasarim uygulamasi ne kadar karigik, yogun hesaplamalar gerektiren az
giivenilir olursa olsun bu zorluklarin iizerinden gelebilmelidir. Eger tamamen merkezi
olmayan ¢oziim ¢ok etkisiz ve merkezi ¢oziim de veya pahali ise arada uzlagmaci bir ¢oziim

aranmahdir. Boyle bir uzlasma yari-6zerk bir etmen ¢aligmasi saglayacaktir. Bu durumda her
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etmeni kaynagin kullandig:i boliimiinii optimize etmeye galisacak ve yanindaki etmenle

isbirligi yapacaktir.

Yari-6zerk etmen kontrol yapisi geregi melez tasarimlara uyar giinkii her etmen kendi
optimal stratejisini siirekli zamanda secer ve ayrik esgiidiimler olas1 catismalari engellemede
kullanilir. Bu durumda sisteme iki etkiden soz edilebilir. Bunlardan ilki kontrol ki bunu biz
belirliyoruz, ikincisi ise kontroliimiiziin olmadigi disturbance. Disturbance ii¢ sekilde
karsimiza cikabilir;

1) harici sinyaller

2) modellenmis dinamikler

3) diger etmenlerin etkisi

Birinci ve ikinci maddeleri klasik kontrolden de taniyoruz. Ugiincii madde ise melez yapidan
meydana geliyor. Amimsatmak gerekirse bu asamada sadece planti modelliyoruz , etmenler
arasinda bir iliski olmadigin1 kabul ediyoruz. Boylece her etmen komsusunun faaliyetini
kontrol edilmeyen disturbance olarak goriir. Siirekli zamanda kapali ¢cevrim sistemlerine ait
ozellikler deger fonksiyonun terimleri olarak diisiiniilebilir. Bizim amacimiz, disturbance’a
ragmen iyi bir performans iireten kontrol girisleri i¢in siirekli bir tasarim iiretmektir. Bazen
disturbance’1 limitlemek de tek ¢oziim olabilir. Buna 6rnek de iigiincii siradaki distrubance
olan etmenlerin kendi aralarindaki durumudur. O zaman amacimiz, Oyle bir disturbance
limitleyen ayrik tasarim yapmak ki siirekli tasarim miimkiin olsun. Bunlar g6z oniine alinirsa
Oyun Teorisi bu sistemler i¢in gayet uygundur ¢iinkii Oyun Teorisinin yapis1 geregi kontrol
ve disturbance birbirine diismandir ( kontrol sistem performansini arttirmaya calisirken
disturbance tam tersi etkiyi yapmaya calistyor). O zaman maliyet fonksiyonu iizerinde bir esik
degeri belirleyelim. Kontroliin oyunu kazanabilmesi igin istenen degerin esigin altinda
kalmasi gerekir, aksi halde disturbance kazanacaktir. Tasarimcinin gérevi, en iyi kontrolii ve

en kotii distrubance’t bulmaktir.

3.2 Oyun Teorisi iskeleti

Melez kontrolor tasariminda ortaya c¢ikan en biiyiik zorluk; hem ayrik hem siirekli
biiyiikliiklerin bir arada kullanilmasidir.  Yetersiz kontrolorler kullanildiginda sonug
istenilenin ¢ok disinda olabilir. Bu zorlugu asmak icin oyun Teorisi kullanarak siirekli

kontroldrler ve diizgiin kapali gevrim sonuglari igin istikrarli ayrik soyutlamalar iiretilebilir
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3.3 Plantin Modeli

dx

—=f(x(1), u(), d(t), t ) (3.1)
dt

x (t9) = xo (3.2)
y(t) =h (x(1), u(t), d(t), t) (3.3)

x(t)e R"  durumlan gosterir
u(t) € R" girisleri gosterir

d(t)e R’  disturbance’1 gosterir

(3.1) nolu esitligin tek ¢oziimii oldugunu ve tiim durumlarin geri beslemeye uygun olarak

secildigini kabul ediyoruz.

Fiziksel etkenler sistem gelisim evrimini sinirlar. Bu sinirlamalar durumda zorlanmalar olarak

ortaya ¢ikar (girisler ve disturbancelar).

Bu sistemin ¢oziimiinde her ¢ igin x(1) € X €eR" , u(t) € U cR" ve d(t) € DcRK’
yazilabilir.ayrica PC adinda R’nin parcali siirekli bir fonksiyon kiimesi oldugunu diisiinelim
ve U={ue PC/uit)e U},D={de PC/d(t) € D } olmak iizere iki fonksiyon

tanimlayalim.

Diizenli kontrol icin iskelet yapimizda istenen performans ayrik tabakalar tarafindan
belirlenir.siirekli tabakalar regulasyon ve giris seciminden sorumludur. Bir arayiiz bu iki
katman arasinda iletisimi saglar. Bu asamada siirekli tabakanin tasarimindan ve arayiizden

bahsedilecektir.
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3.4 Ayrik Tabaka

Siirekli tabakanin terimleriyle ayrik tasarim istenen ardisik noktalarinin ( yjd ) cikisini izlemesi
olarak agiklanabilir. i = /........ N,J;=R"x Ux D —R maliyet fonksiyonlart ve  C; € R de
esiklendit. Heri=1........ N i¢in eger J; ( xo ,u, d ) < C; ise egri kabul edilebilir demektir. Biz
maliyet fonksiyonlarim1 azalan olarak kabul ediyoruz. Nitel olarak 6nemli maliyet
fonksiyonlar giivenlik gibi 6nemli hususlari gosterirken daha az 6nemli maliyet fonksiyonlari
ise kaynak degerlendirilmesi gibi konular1 belirtir. Tasarim asamasinda bu konulara dikkat

edilmelidir.
3.5 Siirekli Tabaka
Asagidaki algoritma melez diisiik seviyeli kontrolor tasariminda kullanilabilir.

0. adm: Vo= X Up(x,) = U, i=l
adim : Iki oyuncunun sifir toplamli dinamik bir oyun oynadigimi ve J;'nin bir eyer

noktasi ¢oziimii oldugunu diistinelim. ( w,di )

J= max min J,(x,,u.d) (3.4)

(deD) uelU;(xy)

= min maxJ,(x,,u,d)
ueU;(xy) deD

Ji X0, wi*d; )

Tanim

Vi={xeR'/Jx) < Cj} ve

Ui(x,) = {ue U; (x,) 1 Ji(xo ;u, d) < Ci } (3.5
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algoritma hesaplanirken eger i <N ise i = i+/ alinir ve i. basamak tekrar edilir.

Her adimda 0 <i , U; (x,) ve V;’yi belirtir ki biitiin x, € V; i¢in 6yle bir u" €
Ui (x,) vardirkide D J; (x(,,u,-* BESG (=l i) saglar. Algoritmanin sonucu olarak ;
de D eV, vej=1.... i ) icin baslangi¢ kosullar1 V= V,’in Jj

(Xoslti ) <(C; ifadesini sagladig1 yorumu yapilabilir.

Kontrolér durum cinsinden soyle yazilabilir;

uN*(x) xeV
u'(t) = un.” (x) xe V. /V
................... (3.6)
up (x) xeR"/V,

(3.5) ifadesi melez bir otomasyon tarafindan kolaylikla tamamlanabilir. Bu prosediir, biitiin
katmanlar tarafindan, istenen noktaya erisinceye kadar tekrar edilmelidir. Bu metodun tek
aksayan yonii ise; ¢coziimiinde Oyun Teorisi’nin eyer noktas: metodundan faydalanildig: icin

dinamik oyunlarin her zaman bir eyer noktasinin bulunmamasidir.

3.6.Arayiiz

V kiimeleri sistem performansina etki eden biitiin gereksinimleri barindirir. Bu kiimeler ayrik
degisim temalariin tatmin eden durumlar betimlerler. Eger mevcut durum V kiimesinin iginde
yer almiyorsa, ayrik katman yeni komutlar iiretemez. Aslinda bu kiimeler siirekli katman

performansini belirlemede de kullanilir.

Mimaride V; kiimeleri yuvalanmus bir haldedir. Bu yiizden V; ‘deki baslangi¢c kosullarinin
V’de goriilmeme olasihi1 vardir. Bu durum dolayh olarak gosterir ki; bazi sistem performansi

gereksinimleri saglanirken (giivenlik gibi) bazilari saglanamaz (efektif kaynak kullanimu).
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Aslinda bu durum ayrik tasarima daha gok 6zgiirliik tanir. Ornegin, yeni bir komut verimliligi
bozacak gekilde de olsa giivenlik tarafindan olusturulabilir. Bu yapi, diisiik oncelikli
gereksinimlerin yiiksek oncelikli gereksinimlere gore ihmal edilebildigi durumlarda asamali
performans bozulmalarinin uygun olarak modellenmelerinde kullanilir. Biitiin siirekli tasarim

(arayiiz de dahil ) sekilde gosterilmistir.

Siirekli kontrolorlerin degisimi iki asamada olur. Ayrik sistemin iki nokta belirttigini bunlarin
da A ve B oldugunu bu noktalarin da giivenlik ve verim oldugunu diisiinelim. Her bir nokta
icin Oyun Teorisel iskelet optimal kontrolorler olusturacaktir. Bunlar, giivenlik icin u; ve
verim icin u; , baslangi¢ kosullar1 da V* ve V? ‘dir. Yukaridaki semadaki gibi, iki kontolor
arasindaki degis tokus, durumun o anki degisimine bagl olarak saglanir (semada v3 girisi
olarak) . Ayrik tabakadan yeni bir set point alindiktan sonra arayiiz e8er sistem uygun bir
giivenlik noktasina ulasmissa yeni bir kontrolor atar. Eger bu gereksinim saglanamamis ve
ayrik kontrolér yeni bir nokta iizerinde 1srar ediyorsa, ayrik katmanin diger elementleri

koordine etmesi gerekir.

Bu tip koordinasyonlar, etmen faaliyetlerini bu yiizden yari-6zerk yaparlar. Daha soyut bir
goriis ise oyun yapisinin sifir toplamli kooperatif olmayan yapidan kismi kooperatif yapiya
tasimaktir. Ancak olagandis1 sartlarda ( 6rne8in hatalarin varhigi ) kooperatif oyun yapisi

¢oziim olarak diisiiniilebilir.
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Sekil 3.1 Multiagent melez kontrol semasi [J. Lygeros., D. Godbole., S. Sastry., 1995]
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Ornek

Trenin Izledigi Yol

Sekil 3.2 Tren yolu gegisi [J. Lygeros., D. Godbole., S. Sastry.., 1995]

Tren yolu sekilde gosterilmistir. Kolaylik agisindan trenin boyu L olan dairesel bir yol
icersinde hareket ettigini, L’nin de yeteri kadar biiyiik ve genis oldugunu diisiinelim. Ayrica

trenin bir nokta olarak gosterildigini diisiinelim. Bu analizi trenin gercek boyutuna tasimak

: L L ; i
oldukga kolaydir. Tren saat yoniinde hareket etsin. x;e [ s ] trenin yeni pozisyonu olsun.

; dx, e
Trenin hiz1 sinirh olacaktir mesela = € [vyva], 0 <v;< v2< oo yazilabilir. Bir yol

gegcisi x> = 0 noktasinda mevcut olsun. Bu gegiste bir kap1 oldugunu ve kapi asag: indiginde

araglarin gecis yapamadiklarin diigiinelim. x;e [0°,90") bu kapinin ag1 cinsinden boyutu

olsun bu kapinin birinci mertebeden diferansiyel denklemi; L= -% x; + u seklinde

dr

tanimlanir, u burada tasarimci tarafinda belirlenen ilk kapi durumudur. S; ve S, noktalarinda
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iki adet sensor bulunsun. §; trenin yaklastigini, S, de uzaklastigini algilasin. Bu durumda
kontrol problemi -% < §;<0< §>< % seklinde diistiniilebilir.

Bu tasarimin iki zorlugu vardir; giivenlik ve gecis akis hacmi. Giivenlik agisindan kapinin tren
gecene kadar belirli bir seviyede olmasi gerekmektedir. Bu da su sekilde gosterilebilir;

Nie= yel; (3.7)

Cyin degeri 10° olarak diisiiniilebilir. Gegis akicili1 i¢in de kapi, durun giivenli oldugu

zaman gecen arag sayisini maksimize etmek zorundadir.
3.7.0yun Teorisel Formiilasyon

Bu problemin Oyun Teorisi iskeleti i¢cindeki ¢oziimii i¢in baz1 kabullenmeler yapalim. Oyunu

oynayan iki oyuncunun ilki kap1 kontrolorii u, ikincisi trenin hizi (disturbance) d olsun.

Dinamikler oyun igerisinde lineer ve iki girisli olsun. [x;, x3] - RZ,

-05 0 1
o B e 0 (3.8)
dt =0 0 1

yazilabilir. x ise;

xeX : {( x;, x2)€ ¥ XJE [00,900], X2€ [-%,%]} seklinde yazilabilir. Trenin hizi
(disturbance) ise de D = [v;,v2] , ue U = [0,45] olarak gosterilebilir. O zaman ;

Yardimci Teoreni

Eger xpe X ve giris kosullar saglandiginda biitiin >0 icin x(7) € X ‘dur.

Bu iki oyuncu iki degisik maliyet fonksiyonu iizerinden hesaplarini yapsinlar. Bunlar da J; ve
J olsun. Verilen baslangi¢ kosulu xpe X, T(xp) = min {t=0/x; (t) = 0} yani trenin ilk defa
kesisme noktasina geldigi durum olsun. O zaman giivenlik icin gerekli olan ifadeler maliyet

fonksiyonu cinsinden;

Ji oty d ) =x( T(x0) )SCy (3.9)
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olacaktir.gecis hacminin deger fonksiyonu olarak gosterimi ise ,
J2 ot d) = [ (90, (1) (3.10)
0

olarak gosterilebilir. J,'yi minimilize etmek, kapinin olabildigince agik olmasi anlamina gelir.
0 zaman son durumda

u(t)=0,d(t)=0 (3.11)
yazilabilir.

Yardimci Teorem 2

', d) global bir eyer noktasidir.

Herhangi akla yatkin (u,d) ,
Ti Geotti” d) < J1" (%) € Jj ooty d) (3.12)

sagladigindan (u", d’) global bir eyer noktasidir.

Yardimci Teorem 3

Giivenli baglangi¢ durumlart ;

V= {x }eX/x">0yadaxy’ < 2v,in(Ci/x,°) (3.13)

Akis hacminin tasariminda, birinci yardimci teoremden x; (1) <90° olarak elde edilir. Yani
akis hacmini maksimize etmek x; (z) ‘yi maksimize etmektir bu da u(t) = 45 sonucunu
dogurur. Optimal kontrolor giivenligin ve verimin bir kombinasyonu olarak elde edilir. Sonug

olarak kontrolor;

i 0 xef° (3.14)
45 xe S

burada S, V’nin i¢ yiiziidiir. (interior) bu tasarimla (3.14)’e ait kontrolor giivenli olacaktir.
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Teorem 1

\ v
Eger S © Svex, e Viken, x € § olan bir kontrolor u = 0 yapiyorsa giivenligi saglar. Zaten

bu ifadeyi saglayan kontrolorler en verimli-giivenli kontrolorlerdir.
Teorem 2

Eger S; < 2v,In (C;/ x,o) ve §; > 0 ise ayrik kontrol sistemi giivenlidir.
Kanit

Arayiiz siirekli zamanda giris-¢ikis olarak goriiliirken ayrik kontrolor igin

=0 S] <x< Sz
u= 45 herhangi bir baska durum
yazilabilir.

v
burada biitiin ayrik gecislerin anlik oldugunu kabul edelim. § = {xe X/ §; < x,< S>} olsun.

1. teoremden biitiin x,’e [00,900 licin$;>0ve S2 < 2v, In (C;/ x,o) sonucuna ulasilabilir.

Bazi1 eklemelerle ¢oklu trenlerin oldugu hallerde ve ya gecikme olmasi durumunda giivenli

kontroller tasarlanabilir.
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4.8.Koordinasyonun Muhtemel Rolii

Eger sensorler yanlis yerlestirilseydi ( 6rnegin S;> 2v; In (C; / %)) yukarda yaptigimiz

analizin giivenligi saglayacagi garanti edilemezdi. Ayni durumu trenin hizi i¢in de

diistinebiliriz. x;e [S;, S2] ;,ﬂ € [v,,vz*] ve vz*< v2 oldugunu diisiinelim.
t

Eger v, < 2v;In (C;/x,°) ifadesini saghyorsa sistem giivenli olacaktir.
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4.9.Sonuc¢

Multiagent melez kontrol ile karmasik sistemlere uygun dizayn agiklanmaya calisilmistir.
Oyun Teorisi sonuglari  optimal siirekli kontrolorler ve ayrik degisim davranislarini
aciklamada kullanilmistir. Melez kontrolor, eger ayrik boliim bu gereksinimleri karsiliyorsa
istenen performansi garantileyecektir. Bizim yaklasimimiz tren yolu gecisi iizerindeki kontrol
problemi olarak mizansenlestirilmistir. Yine de hatirlanmalidir ki bu problemin, eyer

noktalarinin bulunmadig: hallerdeki ¢oziimiine bu yaklasimla ulasilamaz.
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