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OZET

Elektrik sistemlerinde kullamilan cihazlann elektriksel dayamm, optimum tasarim, gevre
faktorlerinin sistem ve malzeme iizerindeki etkileri gibi imalat ve isletme karakteristiklerinin
belirlenmesinde kullamlan birgok sayisal yontem vardir. Bu ¢ahsmada niimerik yontemler ve teknikler
incelenmis ve birbirleriyle kargilagtirlmistir.

Ayrica, sayisal yontemlerden Sonlu Elemanlar Yéntemi' nin &zellikleri, elektrik alan
problemlerinin ¢bziimiinde sagladify dstinlikier ve goziim bblgesini otomatik olarak bdimelemenin
gerekliligi incelepmistir. Coziim bolgesine iligkin verilerin otomatik olarak iiretimi i¢in egrisel kenarli
teghizatin kenarlarina iyi bir gekilde uyum saglayan bir bimeleme teknigi ve buna iliskin otomatik veri
iiretim programi anlatilmgtir.

Otomatik af fretimi igin, sivri ug-elektrod sistemi ornek olarak ¢ozilmistiir. Bir yiksek
gerilim bushing’i igin kompleks potansiyel ¢oziimii yapilms, statik ve dinamik elektrik alan dagilimlan
izilmistir.



SUMMARY

There are many numerical methods to find out the electrical ficld strength, effects of the
environmental factors on the materials, working characteristics and optimum design of the equipment
which are used in electrical systems. In this study, numerical methods and techniques are searched and
they are compared with each other.

Furthermore, the features of the Finite Element Method which is a kind of numerical methods.
Superioty of the method in the solutions of the electric field problems and the necessity of the automatic
mesh gencration had been analyzed. For the automatic generation of the data in the solution region, a
mash generation technique well-fitting to the sides of the curved boundary equipment and a data
generation program related with have been explained.

Pointed edge-Electrod system have been analyzed for automatic mesh gencration. Complex
potential solution have been estimated for a high voltage bushing and static and dynamic electrical field
distribution.



BOLUM 1

GIRIS

1.1. Elektrik Alan Inceleme Yontemleri

Yiiksek gerilim ( Y.G ) cihazlarinda ekonomik ve iyi bir tasarim gergeklestirmek igin alan
hesaplanmin yapilmas: gerekir, Bu amagla kullamlan yontemlier genel olarak {i¢ ana gruba aynlir.

1) Analitik y6ntemler
2) Analog yontemler
3) Sayisal y6ntemler

1.1.1. Analitik Yontemler

Analitik yontemler, ¢éziim bolgesi homojen, geometri basit ve kismi diferansiyel denklemler
lincer ise, kolayca kullanilabilirler. Ancak pratikte karsilagilan problemler icin genellikle analitik
goziimler elde edilemez. Diferansiyel denklemin lineer oldugu durumlarda bile ¢oziim bolgesi homojen
degildir, geometri diizgiin olmaz ve sinur sartlarnin basit matematiksel fonksiyonlarla ifadesi zordur.
Dolayisiyla bu yontemler, sadece basit sistemler igin gegerlidir.

Bu yontemler arasinda degigkenlere ayirma yontemi gibi kesin sonug veren yOntemler ile
Rayleigh-Ritz ve Galerkin yontemleri gibi yaklagik ¢oziim veren ¢éziimsel yontemler sayilabilir. Bu
yontemlerden bagka su yéntemlerden yararlamlabilir.

Kismi Tarevli ( Diferansiyel ) Denklemlerin Coziimil: Bir probleme iliskin temel diferansiyel
denklem bilinen diferansiyel denklem ¢oziim yontemleri ile ¢oziilerek ¢oziimleme yapilabilir.

Koordinat Déniigamii: Alan incelemelerde, incelemeyi karmagikhktan kurtarmak igin
incelenen diizene uygun bir koordinat sistemi ile ¢alisilmahdir. Bunun igin koordinat yiizeylerinden biri
incelenecek diizenin sir yiizeyine uyacak bir koordinat sistemi segilmelidir. incelemelerde Laplace



denkleminin s6z konusu koordinat sisteminde yazilmasi ve ¢oziilmesi gerekmektedir. Bu islemin
yapiimasinda genel koordinatlardan yararlamlabilir.

Konform Donilgim: Bir kompleks diizlemde goz 6niine alinan bir karmagik alan problemi
bilinen bir dbnisim bagmus1 yardimyla bagka bir kompleks diizlemde basit bir probleme
donigtiriilerek incelenebilir. Bu diizlem iizerindeki hesaplardan yararlanarak da gergek alana iliskin
bilgiler elde edilebilir. Bu yontemde doniisiim bagintisinin bilinmesi veya verilmesi gere}gir.

Schwarz - Christoffel Donitgitmil: Inceleme, doniisiim bagintist bulunarak yapilir. Bir gokgen
tarafindan simrlanmus bir bolge doniisim bagintisi yardummyla incelenmesi kolay bir bolgeye
doniigtiriliir,

1.1.2. Analog Yontemler

Elektrolitik tank, iletken kapit ve direng devreleri gibi analog yontemler daha genis olarak
kullanilmalarina ragmen, bunlarin da kullamm alanlan kistthdir ve agtk simrls alan problemlerinin
¢Oziimiine iyi cevap veremezler. Hassas sonuglann elde edilebilmesi igin gok fazla teghizat ile dikkatli
olgmeler gerekir ve boylece hatalar % 2 simn icerisinde tutulabilir.

Grafik Yontem: Bir 6rnek tizerinde grafik yonteminin &zii kisaca agiklanacaktir. Sekil 1.1. deki
gibi bir elektrot sistemi ele alirsak; once elektrot sekli de gdzoniine alinirak egpotansiyel cizgiler daha
sonra bunlara her noktada dik alan gizgileri cizilir. Elektrotlarin sekil diizlemine dik dogrultudaki
yiiksekligi 4, alan gizgileri say1s1 n ve espotansiyel ¢izgi sayist m ise;

Q =$DdS=neEbd (L1)
E= —A% (1.2)
ve

AV = m_lif (13)

yerine konursa



(1.4)

(L5)

) b
bulunur. Gerek ¢izim kolaylif1 ve gerekirse bagmtilann basitlesmesi agisindan —‘; =1 olacak sekilde

gozler olugturulursa;
n
O=Ued -1 (16)
C=¢ed = (1.7)
-~ C n
C = :i- =& _—ﬁ ( 18 )
AV
E. = 4 (19)
Vn=sbt
Ay \
N
N\
N
N
N
Espotansivel §
Cizgiler N
Alan N Ea
Cizgileri §
N
1= sht N
u-'?%

Sekil 1.1 Espotansiyel ve alan ¢izgilerinin gizilmesi.



Elektrolitik Banyo Yontemi: Elektrolitik banyo yontemiyle elektrostatik alanin incelenmesinde,
statik alam ile stasyoner akim alam arasindaki benzesimden ( analojiden ) yararlamihr. Benzegim
baglantilan :

Statik Elektrik Alant Stasyoner Akim Alam

D=¢E, J=xE, (1.10)
Q=4 Dda§ 1= 434S (111)
ng G:%?;? (112)
E:—-gradV (1.13)
divgradV =0 (114)

dir. Gorildiii gibi stasyoner akim alanindaki J akim yogunlugu ile statik elekrik alanmndaki D
deplasman vektorleri benzer matematiksel bagintilan saglamaktadir. y, 6z iletkenlikli bir ortam icin
elde edilecek akim yogunlugu cizgileri; dolayisiyla aym elektrot sisteminin ¢, bagil dielekirik sabitli
yalitkan ortamdaki deplasman gizgileriyle ( izotrop bir ortam icin statik alan gizgileriyle ) gakigir, Bu
ozellikten yararlanarak, alan dagilim bulunacak elektrot sisteminin mitkemmel iletkenden yapilmig
olcekli bir modeli elektrolitik bir sivi igerisine yerlestirip akim gizgileri gizilirse, aym: zamanda s6z
konusu elektrot sisteminin elektrostatik alan dagihmi da elde edilmis olur. Akim gizgilerinin
¢izilmesinde daha 6nce bahsedilen ¢izim yonteminden yararlamlir.

Yukanda agiklanan benzesimden yararlamlarak stasyoner akim alani igin;

- = b n
I=0jdS= —d— 1.15
51 A} Uxa ) (L15)

1 1 b n
e g 1.16
G R U Zad +1 ¢ )



b
Yine P =1 alip gerekli islemler yapilirsa ;

1 n
G=—=y——d 1.17
R Zm+1 ( )
*ve RC=f— (1.18)
4

bulynur, Bu arada benzesimin yapilabilmesi igin her iki olanin stmr kosullarinin esdeger olmast gerekir,

Yar: fletken Kagit Yontemi: Elektrolitik banyo yontemi ile aym ilkeye dayamr. Aralanndaki
fark, ortamin elektrolit yerine yaniletken kagit ( kuru ortam ) olmasidur.

Membran ( Zar ) Yontemi: Yontem lastik bir zarn elektrot sisteminin t¢ boyutlu modeli
{izerinde gerilip ¢ikinti ve gerilen noktalara bakilarak gok ve az zorlanan blgelerinin tesbit edilmesine
dayanmaktadr.

Diren¢ Benzetim Yontemi: Direnglerden olusmus bir ag ile problem incelenir. Direnglerin
baglanti noktalarindaki (diigiim noktalarmdaki) potansiyeller dlgiilerek veya hesaplanarak potansiyeller
dlgiilerek veya hesaplanarak potansiyel dagimu bulunur.  Sekil 1.2” de bir direng benzetim devresi
ornegi gosterilmistir. Bu yontem sonlu farklar yontemine benzer.

N
~ v
R R
U R
R
~ .
o

Sekil 1.2 Direng benzetim devresi rnegi.

Saman Copit Yontemi: Bir deney cismi, 6rnegin bir izalatér cevresindeki alamn incelenmesi
icin yaklagtk 2 em vzunlugunda bir saman ¢opiinden yararlanlabilir. Bunun i¢in gerilmig yalitkan bir
tele takilmug olan bir saman ¢dpii deney cismine yaklastnlir. Saman ¢opii, elektrotlar arasindaki



elektrostatik alanin etkisiyle kutuplanarak alan dogrultusunu abr. Bu durum bir yana bir 15tk kaynag1,
bir yana da bir perde yerlestirilip saman ¢Opiiniin perde tizerindeki golgesi isaretlenerek tesbit edilir.
Alan dagiliminin tam olarak belirlenmesi igin saman ¢Opiiniin yizlerce yerdeki dogrultusunun tesbit
edilmesi gerekir (Kalenderli, 1994).

1.1.3. Saysal Yontemler

Sayisal yontemler, yiiksek hizh sayisal bilgisayarlanin gelismesi ve yardunci cihazlarmin
kullamminin artmasiyla gok cazip bir hale gelmis, boylece alan problemlerinin incelenmesinde énemli
adimlar atilmstir, Ancak Laplace ve Poisson tiird kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde birgok
zorluklar bulunmaktadir. Ozellikle iki veya ii¢ boyutlu kompleks alanlarin farkh dielektrik sabitli ve
iletkenlikli yalitkan malzemelerin matematiksel modellerini olugturan denklemlerin ¢oziimii daha da
karmagik olmaktadir. Bu zorluklarn agilmasim saglamak amaciyla aragtirmacilar tarafindan sayisal
yontemler gelistirilmistir. Bu yontemlerin en gok kullamlanlan asagida verilmistir.

(a) Sonlu Farklar Yéntemi (SFY)
Finite Difference Method (FDM)
(b) Sumr Elemanlar Yontemi (BEM)
Boundary Element Method ( BEM)
( ¢) Yiik Benzetim Yontemi (YBY)
Charge Simulation Method ( CSM)
(d) Monte Carlo Yontemi (MCY)
Monte Carlo Method (MCM)
(e) Sonlu Elemanlar Yontemi ( SEY)
Finite Element Methot (FEM)



BOLUM 2

SAYISAL YONTEMLERIN KULLANILMASI

2.1. Sonlu Farklar Yontemi ( SFY )
( Finite Difference Method ) ( FDM )

SFY, kasmi tiirevli denklemlerin ¢oziimiinde kullanilan bir sayisal yontemdir. SFY yonteminin,
basit aritmetik ve trigonometrik bilgi ile uygulanabilmesi, direngle benzetim ydntemi ile benzerligi ve
oldukca basit bilgisayar programlan ile galisabilmesi, bu sayisal yéntemin daha kolay anlagiimasim ve
yayginlagmasim saglammstir,

Kolaylikla anlagilmas1 bakimindan burada oncelikle Laplace ve Poisson denklemlerini
saglayan iki boyutlu problemler incelenecektir. SFY ile alan problemi, simr kosullan verilen, yani
sinirlan iizerinde bazi alan biiyiikliikleri bilinen, simirh bir bblge icinde incelenir. G&zoniine alinan
bolgede potansiyel dagiliminin siirekli oldugu kabul edilir. Elektrik alan dagilimimin bulunacag
bolgede belirli noktalar i¢in yazilan sonlu fark esitliklerinin olusturdugu dogrusal denklem sisteminin
coziilmesiyle bu noktalardaki potansiyel degerleri elde edilir. Bu degerlerden yararlanarak egpotansiyel
cizgiler gizilebilir, alan giddetinin maksimum oldugu nokta bulunabilir. Ancak her sayisal iglemle
sinirh bilgi saglamr. Bolgedeki veya kiigiik bir boliimiindeki alan bilgilerini elde edebilmek igin,
bolgede 6ncelikle diigim noktalan adi verilen belirli noktalarn gosterilmesi gerekir.Bu noktalar, bolge
iizerine gizilen ag veya 1zgaranin diigim noktalandir.

SFY’ de genel olarak diizgiin gozlerden olusan aglar kullamlir. Diizgiin olmayan bir ag ile
tirrevsel denkleme karsilik fark denklemlerinin yazim ve ¢8ziimil zorluk gdsterir. Bu nedenle sayisal
hesaplarda diizgiin olmayan ag, kare, iicgen, altigen veya ¢okgen (poligon) gézlerden olusabilir. Fakat
genelde diizgiin bir agin gozleri, kare veya eskenar iiggendir. Bu kare veya tiggen gbzlerden olugan aglar
her zaman problelemin simrlan igine tam olarak uymayabilir. Bu yiizden, dncelikle diigiimleri stmirlara
yerlestirilebilen ve bolgeye uyan dikdortgen gozlerden olugmus bir ag i¢in fark denklemleri
¢ikarilacaktir. Kare, dikdortgenin 6zel bir durumu oldugundan, elde edilen sonuglar istenirse kare gozlii



aglara uygulanabilir. Bu sekilde, diizensiz ag kullanmanin getirecegi zorluklar da daha iyi anlagilmus
olacaktir.

SFY ile ¢oziimde, ayrk noktalar kiimesinde ¢6ziim elde etmek igin sayisal ¢oziimlemede genig
kullamim alanina sahip olan sonlu fark iglemlerinden yararlamlir. Bu yontemde sonlu fark islemlerinin
ileri, geri ve merkezi sonlu farklar gibi farklt tiirleri kullamlarak ¢ézimiiniin dogrulugu arttirilabilir.
Sonlu fark iglemleri, kisaca, yapilan fark igleminin tiiriinii gésteren operatorler ile gosterilebilir.

fleri fark A operatord ile, geri fark V operatorii ile ve merkezi fark & operatord ile
gosterilirse, sirastyla, f{x) fonksiyonunun genel olarak birinci mertebeden ileri farki,

Aj;‘ = fi+1 _fi (2.1)
ikinci mertebeden ileri fark,
Nf, = frg=2fin (22)

n. mertebeden ileri farka,

Nf,= AN )= f - A, (23)
birinci mertebeden geri farks,

Vii=fi—fa (24)
ikinci mertebeden geri farl,

Vfi=fi-2fatfia (2.5)

n. mertebeden geri farki,
V', =V" -V £ (26)

birinci mertebeden merkezi farka,



0 f,=6 finn—90 S (2.7)

n. mertebeden merkezi farki,
6" f = 5! 12 _5n_lfi-1/2 (28)

olarak tammlanir. Indisli notasyonla yapilan bu tanimlarda, h fark arahifm veya adim biyiikligind

gostermek iizere
fi=f(x)
S =f(x+h)

S =f(x-h) (2.9)

o = f(x"'g)

_ A
i =S (x— 2)

2.1.1. Sonlu Farklar Yontemi ile Statik Elektrik Alan Hesabt

SFY, tim simr kosullartmin verilmesi ve incelenecek bélgenin kapali bir bolge olmast
gerekmektedir. Bu yonteme gore incelenecek bolge, oncelikle, dikdortgen, kare, iggen gibi sekillere
sahip gozlerden olusan bir ag ile boliniir. Sekil 2.1° de, x-y dizleminde, kenarlan x ve y eksenlerine
paralel dikdortgen gozlerden olugmus diizgiin olmayan bir ag gosterilmigtir. Yatay ve diisey cizgilerin
kesisim noktalan diigiim noktalarim olugturur. Ag, problemin tipine gore bélgenin baz1 yerlerinde daha
kiigiik ya da daha bityiik gozlerden olusabilir. Daha sonra a tizerindeki her bir diifimiin potansiyeli,
komsu dilgiimiin potansiyellerine bagh olarak yazilir. Boylece bu islem her digim igin yapildiginda
diigiam potansiyelleri igin ¢Sziilmesi gereken bir lineer denklem takimi elde edilir.

Kartezyen koordinatlarda bir digime iligkin potansiyel bagintisim yazmak icin; Oncelikle
Laplace denkleminin Taylor serisi yardumiyla fark denklemlerine dontstiiriilmesi gerekir.
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Sekil 2.1, Dikdértgen gozlii sonlu farklar yontemi agi.

Kartezyen koordinat sisteminde Laplace denklemi,

o o
&2 + @2

VY = =0 dr (2.10)

Buna gore Laplace denkleminin indisli notasyonla sonlu fark yaklagtm,

;Y =2V, +V
1) (’“ ")=0 (2.11)

Vi
2 i+,
V K,j hz k2

olur. Bagintilarda; h,x yoniindeki aralik ve k, y yOniindeki araliktir. Genelde problemin ¢éziimiinde

kolaylik saglamasi bakimindan % = & segilir ( diizgiin a8 ). Bu durumda kartezyen koordinatlarda
Laplace denkleminin sonlu fark yazilimu

V2 2(V+IJ+V

i-1,j

+ Vl,J+| V - 4Vi’j) =0 olur. (2.12)
Buradan

+V.

ij+1

( wiy TV + Vi) (2.13)

i-1j

yazilabilir. Bu esitlikten de gorildiigi gibi bizi 6zellikle birbirine komsu bes nokta ilgilendirir. Bu
noktalar, 6rnegin 1,2,3 ve 4 ile gosterilen ve bir 0 noktasina komsu dort nokta olabilir. Bu noktalarin
Vi), V(2), ¥(3) ve V(4) potansiyellerinin verilen sinir kogullarindan veya difer hesap sonuglarindan
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bilindigini kabul edelim. Bolge icinde potansiyel siirekli oldugundan, herhangi bir (x,y) noktasindaki
potansiyeli Taylor serisine agmak miimkiindiir. Bu nokta 0 noktas: ile aym nokta ise, x ve y
degiskenleri cinsinden seri:

P (60) =V (o) + [ (5= Vi = 300+ 0= 3o, (5o 30)]

b B V(22 25 300 = 1) (54 + =300 (530

+ [TV 0) #3550 = Yo, (i 10)

=)0~ 10) Vo (0, Y0) + = 10) Yy (50, %0) |+ R, (%0230)  (214)

olacaktir. (xay,) diigiimii civarinda Taylor serisi seklinde yazilan Vix,y) potansiyel esitliginde, 3.
dereceden tiirevleri igeren terimler kiiciik bir h uzunlugunun ¢ veya daha biyilk kuvvetleri ile
¢arpilacaginda ihmal edilirse, denklem (2.14) yeterli dogrulukla yeniden yazlabilir. Béylece 1,2,3 ve 4
diigimlerinin potansiyelleri (x-x5) ve (y-yo) kiigiik uzunluklan yerine h; , ks h; ve h, degerleri
yazilarak asagidaki denklemlerle verilebilir. $ekil 2.2°de diizgiin olmayan ag gosterilmistir.

o

¥4 |

B X ox

Sekil 2.2 Diizgiin olmayan ag.

1
V() =V(x5,¥,) +hV,(%4,,) +5h12V,a(xo>yo)
1
V(2)=V(x4,¥,) +h2Vy(xo>yo) +§hzZVW (%55Y5)
1
V(3)=V(xy,5,) + 1V (x4,¥,) "‘Ehsan (x45¥0) (2.15)

1
V(4)=V(x,,¥,) +h4Vy(xoayo) +§h42.Vyy(x0’y0)
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Son olarak dielektrik sabitleri (g) farkli ortamlardan olugmus sabitleri alamin yoniine bagh
olmayan ( izotrop ) ortamlarda hesap yapmada esas olarak bir zorluk yoktur. $imdi dielektrik sabitleri
£1 Ve &, olan iki farkh yahitkan ortamun arakesitinde 1, (x50 ve 3 diifiim noktalari ve ¢; ‘li ortamda 2
diigiimii, &, 'li ortamda da 4 diigimiiniin oldugunu varsayahm. Sinir yiizeyde (arakesitte) potansiyelin
siirekli oldugu diiginilirse, deplasman vektoriiniin yalmzca normal bileseni s6z konusudur. Bileske
alan, iki laplace alanin birlesiminden olusturulabilir.

% —1{1/1 r3)+—25 yo —ﬁ——ru}
(X0,¥0) =7 O+ ()+(81+82) ()+(El+€2) 4) (2.16)

Farkh &‘lu bélgelerin arakesitlerinin yeni smurlar oldugu, eger bir kere agin digiimleri bu
arakesitlere uymuyorsa, arakesit yakininda diizgiin olmayan dikdSrtgenlerin ortaya gikacag séylenebilir
(Kalenderli, 1994)

2.2. Suur Elemanlart Yontemi ( BEM )
Boundary Element Method ( BEM )

Sinir Elemanlan y6ntemi (BEM), Sonlu Elemanlarda kullamlan tipte enterpolasyon fonksiyonu
ve sinur denklem ifadeleri tizerine kurulan bir rediiksiyon teknigidir. SEY ve SFY gibi domen tipi
tekniklere gore birgok tstinliiklere sahiptir. Yontemin ana karakteristigi, problem boyutunun daha
kiiiik olmas: sebebi ile, kiigik denklem sistemleriyle islem yapmasi ve problemin ¢ozimi i¢in daha az
dataya ihtiyag gostermesidir. Yontemin dogrulugu, kullamlan etki fonksiyonlarinin 6zel tipinden dolay1
Sonlu Elemanlardan daha biyiktir, ¢inki bu yontem biitin bilinmeyenler i¢in aym dereceden
dogruluga sahip karigik bir formiilasyona dayanr. Bir smr ¢oziimii, Green temel denklemlerinin
uygulanmasiyla elde edilen etkin fonksiyonlarla formiilize edilir. En basit formda Simr elemanlan
terimi, bolgenin dis yiizeyinin elemanlara boliindiigii bir yontemdir. Bu elemanlar, Sonlu elemanlar gibi
farkls tiplerde olabilir (Brebbia, 1980).

Bilim ve miihendislikte ¢ok Onemli pratik problemler, sinir deger problemlerine iligkin
matematiksel modellerle goziilebilirler. Bu problemler, bir C simriyla kugatilan R bolgesi ile temsil
edilirler. R’ deki problemin fizigini kismi diferansiyel bir denklem modeller ve bu denklem C
simnindaki sinir sartlarina veya kesin simirlamalara bagimh géziimlere sahiptir. Ornek olarak, statik
elektrik alaninda bu kismi diferansiyel denklem, V¢ = 0 Laplace denklemi seklinde olabilir. Burada ¢,
potansiyel olup, C tizerindeki her noktada belirli bir defere sahiptir. Efer R Gg boyutlu bir bolge ise C,
bir sinur yiizeydir; iki boyutlarda R, diizlemsel bir bolgedir ve C, bu bolgeyi smurlyan bir suur gizgisidir.
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Herhangi bir siir deger probleminde simrlamalar, sadece smmrda ilgili parametrelerin
bazisinda bulunur, digerleri problemin ¢éziim kismu olarak ortaya gikar. Eger C siunnda yeterli
sinirlama var ise, o zaman problemin ¢oziimii bu siirlamalarla saglanir.

Bir sinir deger probleminin analitik ¢oziimii; R bolgesinin homojen ( yani malzeme &zellikleri
koordinatlardan bagmsiz ), geometrinin basit, C’ deki simr sartlarnimin relatif olarak dogru ve kismi
diferansiyel denklemlerin lineer olmasi durumunda kolayca elde edilebilir. Ancak pratikte karsilagilan
problemler igin analitik ¢éziimler bulunamaz. Diferansiyel denklemin lineer oldugu durumlarda bile R
bolgesi homojen degildir, geometri diizgiin olmaz ve simir sartlarim basit matematikscl fonksiyonlarla
ifade etmek zordur. Boyle durumda sayisal bir yontem kullanrak yaklagik ¢6ziim bulunmast gerekir.

Simr deger problemlerinin ¢oziimii igin, sayisal yontemler iki ayn simfa aynlabili; R
bolgesinin tamamun elde etmek isteyen yaklagimlar ve sadece C sintrim elde etmek isteyen yaklasiumlar.
SFY ve SEY ilk gruba, BEM ikinci gruba aittir. Sayisal yontemlerin bu iki tipi arasindaki farkin
anlagilmasi igin, SEY ile BEM ‘in kargilagtirilmas1 gerekir. Bu amagla C ¢izgisi ile sinirlanan iki
boyutlu R bolgesinin iki ayn durumu sekil 2.3’ de gosterilmigtir, SEY, biitiin R bélgesinin sekil 2.3.2°
daki gibi elemanlara ayngtiilmasim ister. Bunun sebebi, elemantarin birlesme noktalan olan
diigimlerde, problemin gdziimiing belirlemektir. Digiimler arasi ¢oziim, degerlerdeki degerlerle basit
olarak yaklasik bir formda elde edilir. Parametrelerin bilinmedigi cebirsel lineer denklem sistemini esas
alan kismi diferansiyel denklemin bu yaklagik ¢oziimiine iliskin olarak R’ deki diigamlere ait degerler C
stnir1 iizerindeki veya ig bolgedeki diigiim noktalarinda bilinen degerlerle ifade edilir. Denklem sistemi
biiyiik, fakat seyrektir; yani cok sayida bilinmeyen parametre vardir ve bundan dolay1 gok sayida lineer
denklem vardir, Her bir denklem kesin olarak bilinmeyen parametrelerin sadece birkagina sahiptir.

BEM ’ de sadece st elemanlara ayrhr ( Sekil 2.3.b ). Sayisal ¢oziim C° deki herbir
clemanda belli simir sartlarnimn yeterli olmas: durumunda, basit tekil problemler igin elde edilmis olan
analitik ¢dziimler iizerine kurulur.

Tekil goziimlerin herbiri R ° deki kaismi diferansiyel denklemleri sagladifidan dolayr, R “vi
bolmelemeye gerek yoktur. Aym stur problemini ¢ozmek icin elde edilecek denklem sayis1 SEY” e gore
daha azdir, fakat denklemler daha seyrek degildir. BEM ozellikle dis problemler icin daha caziptir.
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Sekil 2.3. Problem bélgesinin elemanlara ayrilmasi. a) SEY b) BEM

Problemin ¢oziimiinde kargilasilan 6nemli bir sorun da aynstirma igleminde eleman sayisi ve
bolmeleme sikhiimn yeterli olup olmadifidir. Sinir elemanlan yaklagiminda, simr boyunca eleman
arabklarina bagh olarak hesaplanan sonuglann irdelenmesi amaciyla aragtirma iglemlerini
gergeklestirmek gok kolaydir. SEY igin benzer ¢alismalar yapmak daha sikici ve zordur. Ciinkii bu
durumda tim R bélgesine iligkin ayristirma, tekrar gizilmelidir.

2.2.1. Coziim Basamaklart ve Matematiksel Formitlasyon

Tarihsel olarak BEM iki ayr1 ve paralel yolda geligmistir. Bunlardan biri fiziksel yaklagim ve
digeri klasik potansiyel teori kavramina dayanan matematiksel incelemedir. Bu iki yaklasim arasindaki
fark su sekilde agiklanabilir:

Fiziksel yaklasimda taslak olarak ilk nce dzel simr sartlan yeterli olan tekil dzellikler ¢ozilir
ve bu tekil goziimlerle simir parametrelerinin kalan kismu toplamir, ¢iinkii belirlenemeyen simr
parametreleri indirek olarak elde edilir. Bu prosediir, Indirck BEM olarak adlandinlir. Matematiksel
yaklasimda belli temel integral teoremleri herbir ¢izgi elemaninda belirlenmis parametrelerle dogrudan
bilinmeyen simr parametreleri iligkisi kurularak elde edilen cebrik denklem sistemiyle baglangic
adimim elimine etmek igin kullanthir, Bu prosediir ise, dirck BEM olarak adlandinlir (Crouch and
Starfield, 1983).

BEM ° in matematiksel olrak ifade edilmesinde, once bir R bélgesi i¢in ¢(x;) fonksiyonu
tanimlanir ( iki boyutlu problem igin i = 2, {i¢ boyutlu problem icin i = 3 ). ¢(x;) fonksiyonu Laplace
denklemini saglayacak sekilde segilmelidir.



15

Vi¢=0 (2.17)

R boélgesi, C simrtyla gevrili olsun. Simur sartlan, smnn bir kismu veya tamami  boyunca
$(x) = f(x) olarak dirichlet tipi; 00(X)/ On =g(x ) olarak Neumann tipi veya sinirinmn iki sinirin
iki ayr: kasmunda (c; ve ¢, ), ¢(x) = f(x) ve OO(X)/On =g(X ) olarak kangik tip seklinde verilmist

olabilir. Burada 8/6n sinira dik, disa dogru normal tiirev operatoriidiir.

R bolgesi iginde, diizgiin ve non-singular skalar ¢ ve y gibi iki fonksiyon ig¢in Green

teoreminden

17,
Jovy =6 % - v Tyac (218)

ifadesi yazilabilir. iki boyutlu durum igin, belirlenmek istenen harmonik fonksiyon ¢ = ¢(t) olarak ve
r(t,w), bolgenin herhangi iki noktas: arasindaki mesafe olmak iizere, Laplace denkleminin tekil ¢oziimii
y = log r (t,w) segilirse, denklem ( 2.18 ) gegersiz olacaktir. Cinkii t, w ile ¢akistifinda  tekil olur.
Bundan dolay1 Sekil 2.4° de gosterildigi gibi t etrafinda r’ yangapl kiigiik bir C' dairesi kurulur.

Bu durumda denklem (2.18 ), yeni bolge iin gegerli olur. Aynca V2@ ve V2w daima sifir
oldugundan denklem (2.18) sGyle yazlabilir.

Sekil 2.4. C' Sunurimun Olusturulmasi

ol
J L¢( () ogr(t D gr(t,on%}is(q)=O (2.19)

C+C’
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Burada ds, C stmurinin diferansiyel pargasidir. C' iizerindeki integrallerin r'—0°a giderken limitleri

almirsa

alog r'(t, q)

f¢() £(t,q)d6(q) = 2T6(t) (220)

a¢(q) £'(t,Q)d8(q) = 0 (221)

hm ,[ logr

olur. Denklem (2.17), (2.18) ve ( 2.19 ) birlestirilerck

og rt,q) 80(q) |

<I>(t)-—jf 0(q)————logr(t,q) n Jd (222)

denklemi elde edilir. Bu denklem, kendi smr degerleri ve normal tiirevinin simur degerleri vasitastyla
keyfi bir harmonik fonksiyonu ifade eder. fyi konumlu bir simr deger probleminde denklem ( 2.22 )
icin gerekli datalarn yans: verilir, diger yanst ise BEM ile bulunur. Aksi takdirde bu denklem ¢oziimii

Vermez.

P, stirda bir nokta olsun, P etrafinda kiigiik bir yan cember cizilerek kiigik bir d daire
gizilerek yeni bir C” simn elde edilir ( Sekil 2.5 ). Denklem (2.22 )’ den

610g r(p,q) 80(q) |

—logr(p,q)

6= [ 0@

C+C

st(q) (223)

Sekil 2.5 C” Siunmn Olusturulmast

' — 0° a giderken C” iizerindeki integrallerin limitleri alinarak
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6logr'(p,q)

lim I¢(> £(p,0)d8(q) = (27— a(P)(p)) (224)

D, (v, q)de) =0 (225)

hm J logr'(p,

bulunur. Burada a(@), P’nin ic; agisidir. Belirlenen bélgede ditzgiin bir ¢ dagilimu goz6niine alinirsa

J_ [2losr(e.)

n ds(q) (2.26)

olur. Denklem (2.23), (2.24) ve ( 2.25) birlestirilereck, BEM ’ in temel denklemi elde edilir.

Ologr(p,q) a0(q) |

00 = =1 (@) 5 = - logr(p,q) 5 (@) (227)

()c

Denklem ( 2.27 ), ¢(p) harmonik fonksiyonu ve Jp(p)/éh fonksiyonunun normal tirevinin
sinir degerleri arasinda lineer bir baginti verir. Bu nedenle BEM ° in temel yaklagimi, denklem (2.27 )
deki bilinmeyen sinir datasin belirtmektir. Tim stur datas: bilindikten sonra R i¢inde herhangi bir t
noktastnda ¢(t), denklem ( 2.22 ) ile elde edilebilir (Wu, 1976).

2.3. Yitk Benzetim Yontemi ( YBY )
( Charge Simulation Method )( CSM )

Yiik Benzetim Yontemi ( YBY ), ¢6ziimii sayisal olmakla beraber clektriksel alanin ¢éziimsel
olarak hesaplandi: bir yontemdir. Yéntemin ¢dziimii dogrudan olup iteratif degildir. Bu durum,
uygulamada oldukca kolaylik saglar ve yontemin elektriksel alan hesaplarninda kullamiimasi igin bir
tistiinlitk saglar.

Elektriksel alanlarin hesabinda ¢ok etkin ve dogru bir sayisal yontem olarak ortaya ¢ikan yiik
benzetin yontemi, son yillarda énemli gelismeler kaydederek elektrik miihendisliginde fi¢ boyutlu ve ok
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yalitkanh diizenlerin, eksenel simetrisi olmayan problemlerin ve sinir optimizasyonu problemlerinin
¢oziimiinde ve gazlarda bosanma olaylanimn incelenmesinde basartyla kullamlmaktadir.

YBY ile sayisal alan ¢oziimleri igin ilk ¢ahigmalar Loeb ve arkadaslan Abou Seada ve Nasser
tarafindan yapilmigtir,  Bu ¢ahgmalarda cubuk-dizlem ve silindirsel iletken-diiziem elektrot
sistemlerinin alan ¢6ziimleri bulunmustur. Son olarak Singer, Steinbigler ve Weiss kapsamlt bir
makalede YBY ° yi ve bu yontemin eksenel ( donel ) simetriye sahip iki ve {i¢ boyutlu alanlara
uygulamasinin ayrnintilanm vermigtir. O zamandan beri bu yontem birgok yonden gelistirilerek gesitli
alan problemlerinin ¢bziimiinde kullapilmgtir.

YBY’ nin temel ilkesi ¢ok basittir ve elektroteknikteki toplama ilkesine dayanir. Elektrotlar
iizerinde fiziksel olarak dagilmis elektrik yiikleri yerine ayrik yiikler konur. Bu yiikler alan ¢6ziimii
istenen yalitkan bblgenin digina, elektrotlarin igine veya elektrot gibi bir egpotansiyel ylizey arkasma
yerlestirilir ve “ benzetim yiikii ” adim alir. Yiiklerin degerleri sinir kogullarindan belirlenir. Sinir
kosulu olarak elektrot sinir iizerinde alinan m adet simir noktasinin potansiyeli kullamilir. Buna gore
eger bir iletken bolge icerisinde herhangi bir tipten birgok aynk yiik (6rnegin noktasal, cizgisel veya
halkasal yiik ) varsa, alan ¢6ziimii istenen yalitkan bblge icerisindeki veya elektrot simrindaki herhangi
bir A noktasindaki elektrostatik potansiyel ( A noktas: herhangi bir yiikiin bulundugu nokta olmadigi
siirece ), herbir yiikiin ayn ayn A noktasinda olugturdugu potansiyellerin toplammna esittir. ¢;, n adet
ayrik yiik ve V; de bu bélge igerisinde herhangi bir A noktasindaki potansiyel olsun. Toplama ilkesine
goére

VFZEPUCI,- (2.28)
J:

dir. Burada P; “ potansiyel katsayis1 ” adum alir ve degeri her yiik tipi i¢in Laplace veya Poisson
denkleminin ¢6ziimiinden belirlenir.

Sekil 2.6. Ug adet noktasal yiik ve potansiyeli hesaplanacak olan A; noktasi.
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Ormegin sekil 2.6." da gosterilen serbest uzaydaki ¢ adet noktasal yiikin ( q,q2 ve @3 ) A
noktasinda olusturduklan V; potansiyeli,

ql q2 q3
= + + =PaqdtD: +p; 2.29
dzer, 4mer, 4mer, PudtPi9: *Pisqs (2.29)
bagintistyla verilebilir. Burada 7y (j = 1,2,....n) ]. yiik ile A; noktas: arasindaki uzakliktir ve deBeri

yiiklerin ve A,; noktasinin koordinatlarindan yararlamilarak hesaplamr. € ise yalitkan ortamun dielektrik
sabitidir. Eger A; noktas: elektrot yiizeyi iizerinde alinmis bir nokta ise bu noktaya “ stmr noktasi ” adi
verilir ve bu noktamn potansiyeli, elektrot potansiyeli olan V., ‘ ye esittir. Boylece, elektrot potansiyeli
bilindigine gére m adet simr noktas: icin potansiyel bagintilan yazlarak n adet bilinmeyen benzetim
icin m adet denklemden olugan bir lineer denklem sistemi elde edilir.

B P, o B 4] (7
} Py P, - P,iq Y,

(2.30)

: 3 N RN
[,Pml }Jll - Panl_q _| I.Vn_‘

YBY’ nin temel bagntist olan denklem ( 2.30 ) genellikle simetrik bir denklem sistemi
degildir. Bu denklem sistemi goziilerek q yiiklerinin degerleri belirlenir. Bu yiiklerle denklem ( 2.28 )°
den yalitkan bolge icerisindeki herhangi bir noktamin potansiyeli ve elektrik alan siddeti kolayhkla
hesaplanabilir.

2.3.1. Tek Yalitkanl Sistemler Igin Yitk Benzetim Yontemi

Tek yalitkanli bir elektrot sisteminde, potansiyelleri bilinen N adet elektrot ( iletken )
bulundugunu varsayalim. Boyle bir elektrot sisteminin alan dagilimu YBY ile incelenirken yukarda
aciklandin gibi iletkenlerin icine veya alam incelenecek bolgenin dismna n adet benzetim yiikii
yerlestirilir. Yiiklerin tipi ve yerleri i¢in kabiil yapilir. Yik tipi, elektrot sisteminin geometrik sekline
uygun segilir.

Benzetim yiiklerinin degerlerini belirlemek igin elektrot yiizeyi iizerinde m adet sinir noktast
segilir, Smur kogulu olarak herhangi bir siir noktasinda biitiin benzetim yiiklerinin potansiyellerinin
toplamindan olusan V; potansiyelinin iletkenin V, potansiyeline esit olmast gerekir. Sinr noktalarinin
say1s1 benzetim yiiklerinin say1sina esit (m = n ) alnur. Buna gore yik degerleri:
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[P],.q] m=lV1.., (231)

denkleminden bulunur. Burada [ p ] = potansiyel katsayilart matrisi, [ q ] = yiklerden olugan siitun
matrisi ve [ V ] = sinir noktalanmin potansiyellerinden olusan situn matrisidir. Yiklerin degeri
belirlendikten sonra bu yiiklerin, elektrot yiizeyinin her yerinde simr kosullanni saglayip saglamadigim
kontrol etmek gerekir. Ciinki denklem ( 2.31) u gozmek igin gergek elektrot sistemi yerine yalmzéa n
adet ayrik sir noktas: kullamldigindan, elektrot yiizeyi {izerinde sinir noktalar disindaki herhangi bir
noktanin potansiyeli bu yiiklerle hesaplandiinda elde edilen potansiyel, gergek elektrot potansiyelinden
farkli olabilir. Bu nedenle, benzetim dogrulugunu belirlemek igin elektrot yiizeyinde sinir noktalar
disinda, potansiyeli bilinen belirli sayida “siur noktasi” nda denklem ( 2.28 ) ile potansiyel hesabi
yapilir. Elde edilen potansiyellerle bilinen simr potansiyelleri ( elektrot potansiyeli ) arasindaki fark
benzetimin dogrulugu igin bir Sl¢udiir.

Eger hesaplanan sinir noktas: potansiyelleri ile o noktalardaki elektrot potansiyelleri arasindaki
fark kabul edilebilir deferden biiyiikse agagidaki gibi defiskenlerden bir veya birkagin
degistirilmesiyle hesaplamalar yinelenerek yeni yiik degerleri belirlenir. Degiskenler:

1. Benzetim yiklerinin sayisi,
2. Benzetim yiiklerinin yerleri,
3. Benzetim yiiklerinin tipi,

4. S noktalarinin yerleri.

Bu sekilde uygun yiik degerleri elde edilir edilmez bu yiiklerle elektrotlar digindaki yalitkan
bolge icindeki herhangi bir noktanin potansiyeli ve elektriksel alant toplama ilkesi ile ¢oziimsel olarak
kolayca hesaplanabilir. Potansiyel, denklem ( 2.28 ) in gozillmesiyle hesaplanirken elektriksel alan
siddeti, bu biyakligin gesitli dogrultulardaki bilesenlerinin toplanmasiyla hesaplamr. Ornegin i¢
boyutlu koordinat sisteminde herhangi bir C; noktasindaki E; elektriksel alam

- 7 0”p,~j - I—" ﬁpij -l-.v {" apij _l-.'
B 5T 5 5 )

J= j=1

=‘:Z:1:(j:1)x q; :‘;x +[g(ﬂ1)y g, ];y '{Z(‘fu ): 4, :l;z

(2.32)

bagintisiyla hesaplamir. Burada (fy)s (fj)y (). katsayilan “alan katsayilan” adum alwr. I, I, I, ise
sirastyla x,y ve z dogrultularindaki birim vektorlerdir.
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Birgok durumda bir iletken sistemi ile sifir potansiyelli bir sonsuz diizlem arasindaki elektriksel
alamn incelenmesi gerekir. Béyle durumlarda sézkonusu diizlem “goriintii yikleri” nin baglangict
olarak aliip hesaba katilir. Eger elektrot sisteminde potansiyeli bilinmeyen “serbest elektrotlar™ varsa
denklem ( 2.31 ) her bir serbest elektrodun lizerindeki i¢ yiiklerinin toplaminin sifir oldugunu ifade eden
¢k bir kosulu igerecek sekilde degistirilir. Eger serbest elektrot bilinen bir yiike sahipse i¢ yiklerin
toplamu bu yiik degerine esit altnir (Singer et-al, 1974).

2.3.2. Cok Yalitkanl Sistemler Icin Yik Benzetim Yiontemi

Birden g¢ok yalitkandan olugan bir sistem igin YBY ile elektriksel olan hesaplar biraz
karmagiklagmaktadir. Bunun sebebi, gerilim altindaki bir yalitkan igerisinde dipollerin ortaya
cikmasidir. Bu yalitkanda dipoller elektriksel alan tarafindan yeniden dizilirler. Bu yiik dizilisinde
dipollerin karsihikl yiik etkileri, yalitkamn i¢ kisminda birbirini yok ederken yalitkanin yiizeyinde bir
yiizeysel yikk olugmasina sebep olurlar. Bu yiizden elektrotlarin benzetiminden bagka, yahitkanlar
arsindaki simrlaninda ayrik yiiklerle benzetiminin yapilmasi gerekir. Bunun daha 6nce g6z Oniine
alman durumlardan sadece iki 6nemli farks vardar:

1. Genel olarak, yalitkanlar arasi siur bir eg potansiyel yiizey degildir.
2. Denklem sisteminin olusturulabilmesi i¢in yalitkanlar arasit stminn her iki tarafinda da
elektriksel alan hesaplanabilmelidir.

Yéntemin uygulanmasim anlatmak i¢in, sekil 2.7°de gosterildigi gibi az sayida benzetim
yitkiiniin kullamildig iki yalitkanli basit bir rnek segilmistir.

Sekil 2.7. Cok yalitkanli bir sistemin benzetimi
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Elektrot iizerinde nz adet sinir noktasi ve elektrot icinde aym sayida yik alinmgtir.
Bunlardan nga adedi A yalitkam tarafindadir. ( Inumarali simr noktasi ) ve ng-nps adedi isc B
yalitkam tarafindadir. (2 ve 3 numaral sinir noktalan ). Burada ng adet yik, her iki ortamdaki yani
hem A yahtkanindaki hemde B yalitkanindaki potansiyellerin ve elektrtiksel alan sidetlerinin hesabinda
kullamlir. Yalitkanlarin ara kesitinde ng adet sinir noktas: ( 4 ve 5 numarah simir noktalan ) ile B
yalitkaminda np adet yiik ( 4 ve 5 numaral yiikler, bunlar A yalitkan i¢in gegerlidir ) ve A yalitkaninda
ng adet yﬁk ( 6 ve 7 numarah yiikler, bunlarda B yalitkam igin gegerlidir ) vardir. Toplam olarak
nr=ng+ng ( = 5 ) adet simir noktasi ve ng=ng + 2np (=7 ) adet yiik vardur. .

Benzetim yiklerinin belirlenmesi igin gerekli denklem sistemi, saglanmasi gereken siur
kosullarindan yararlanilarak olugturulur:

1. Elektrot ile A yaltkan arasindaki simr noktasmn ( 1 numaralt noktanin ) potansiyeli V.
olmalidir. ( V. elektrot potansiyali )

+n ng+ng
Epj q;+ P; quVe (2.33)
J=1 J=ng+l
(1.3) (4.3)

2. Elektrot ile B yalitkam arasindaki simr noktalarda da potansiyel V, olmalidir ( 2 ve 3
numarah sinir noktalar ).

n3+2n,,
ip, q;+ p, q,=V, (234)

j=ng+ng+l
(1.3) (6-.7)

3. Yalitkanlarin ara kesiti iizerindeki simr noktalarinda potansiyeller bilinmemektedir, fakat
herbir sinir noktasi i¢in A yalitkanindaki ( Va ) ve B yalitkamindaki ( Vg) potansiyellerin esit ( Va =Vp)
olmasi kosulundan:

n nx+2n3 +np
21’]’ qj q} 21’] q_]+ Epj q_] (235)
j=t ]-ng+n3+1 J=ng+1

(1.3) (6..7) (1..3) (4..5)

yazlabilir . Buda basitlestirilerek
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ngin n3+2n3
- yp, q;+ p g, =0 (2.36)
J=lng+1 j-n3+n,,+1
(4..5) (6..7)

elde edilir.

4. Py, verilen bir sinir noktasindaki potansiye j, yiikiin etkisini géz0niine alan bir katsayidur.
Benzer sekilde f; de j. yiikiin verilen bir simir noktasindaki alan giddeti vektériiniin yalitkan sirina dik
( normal ) bilesenine katkisimi gésterir. O zaman, yalitkanlann ara kesitindeki simr noktalarinda B
yalitkanindaki alan siddetinin normal bileseni, A yalitkamindakinden ep defa daha biiylik olmalidur,

buna gore

D, =D, »epE 5 =8 Ey

Ny

sg{gf, q;+ if,q,} {2f q;+ %fq,- (2.37)

J=ng+l J=ng+1
(1-3) (4-5) (1-3) (6.7
veya
ng +np ng+ng
(52 ; 4,+E5 S a-ea 2F,4, (238)
J=1 j=ng+1 Jj=ng+np,1

(1..3) (4-3) (6-7)

dir. Bu 6rnekte, 4° ten 7° ye kadar olan yiikler A yalitkam simin igin kullanilmig iken 1’ den 3” e kadar
olanlar elektrot icin ( 4 ve 5 ) secilmigsken 1’ den 3’ e kadar olan siur noktalan elektrot {izerinde

ilmistir.

Verilen bir simir noktasindaki denklemler yazlirken sinir noktasimn iizerinde bulundugu
yaltkan igerisindeki yiikler gozonine alinmaz. Ornegin sekil 2.7 de 1 ile gosterilen sumr
noktasindaki potansiyel sadece 1’ den 5° e kadar olan yiklerin olusturdufu potansiyellerin
toplanmastyla hesaplamr. Benzer sekilde, B yahtkam tarafindan bakildiginda 5 ile gosterilen simr
noktasindaki potansiyel ve elektriksel alan giddeti de sadece 1’ den 3” e ve 6’ dan 7’ ye kadar olan
yiiklerin olusturdugu potansiyellerin toplamu ile hesaplamir. B6ylece elde edilen ng+ 2 np (=7 ) adet
lineer denklem aym sayida bilinmeyen yiikiin hesab i¢in kullamilir.

Bu &rnekten de goriildigi gibi, gok yalitkanl sistemlerin benzetiminin daha karmagik oldugu
agiktir. Ustelik yalitkan simirlar daha karmagik bir yapiya sahip olduu zaman bdyle bir benzetimin
dogrulugu da kotiilesmektedir.
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2.3.3. Benzetim Yaki Tipleri

YBY °’ nin uygulamasimn baganhi olabilmesi i¢in, difer etkenlerin yamisira uygun tipte
benzetim yiikii segilmesi de énemlidir. YBY °© in kullamldig ilk galigmalarda noktasal yiikler, sonsuz
uzunlukta ve yansonsuz uzunlukta gizgisel yikler kullamlmigtir. Singer ve arkadaglan yaptiklan
yogunlugu periyodik olarak degisen halkasal yiikleri ve sonlu ¢izgisel yikleri kullanmglardir. Son
yillarda daha bagka yik tiplerinin de kullamldif: cahigmalara raslanmaktadir. Bunlar arasinda eliptik
silindirsel yiikler, kiiresel yiikler, diizlemsel yikler, disk tipi yiikler, sabit yiik yogunluklu halkasal
yiikler, hacimsel yiikler, tabaka ve halka geklinde diizlemsel yiikler ve degisken yogunluklu ¢izgisel
yiikler sayilabilir.

Herhangi bir tip benzetim yiikiinii kullanmak i¢in potansiyel ve alan katsayilarmmn bilinmesi
gerekir. Bu katsayilara iliskin bagintilar, yukanda sayilan yik tipleri igin literatiirde verilmistir.
Genelde noktasal ve gizgisel yiklerin potansiyel ve alan katsayillan hesaplama siiresi az olan basit
¢oziimsel bagintilarla verilebilir.

Ornegin noktasal yiik icin p potansiyel katsayisi ve f alan katsayilar;

p={(4me)’

fe=(x-a)(4ma’)"

S=(y-b)(4mer’)’

fo=(z-b)(4ner’)’ (239)

dir. Sonsuz gizgisel yiik i¢in p potansiyel katsayisi ve f alan katsayilar;

p= (27:8)'1 In (ryr)
fi=(x-a)(2za’)’
5= (y-b)(22a%)’

fi=(z-b)(2na’)’ (2.40)
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dir. Burada ro, sifir potansiyelli en yakin nokta ile yiik arasindaki uzakliktir. Bu bagmtilarda gorinti
yiiklerinin etkisi gbz6niine alinmamugtir.

Daha karmagik gekilli yiik tipleri igin potansiyel ve alan katsayilarinin, zorunlu olarak sayisal
bir yontemle hesaplanmast gerckebilir. Diger taraftan elektrot sisteminin geometrik sekline uygun
karmagik sekilli yiik tipleri kullamilirsa daha az sayida yiikle, verilen bir sistemin benzetimi yapilabilir.
Bu yiizden, basit olanlann yerine karmagik yiik tipleri kullanilirsa, bilgisayar icin gerekli bellek ve
hesaplama siiresi daha az olabilir. Genelde yiiksek gerilim sistemlerinin ¢ogunun benzetimi, ten;el yik
tipleri yani noktasal, gizgisel ve halkasal yiikler veya bunlarin uygun bileskeleri kullamlarak basarl bir
sekilde yapilabilir (Malik, 1989).

Karmagik yiik tiplerinin agagidaki durumlarda kullamlmas: énerilir:

1. Benzetim yiiklerinin say1sim ve bdylece denklem sistemini kiigiiltmek igin,

2. Eksenel simetrili ve simetrisiz ii¢ boyutlu problemlerin benzetimi igin,

3. Cok yalitkanh sistemlerin hesaplanmasi igin,

4. Ince elektrotlu sistemleri modellemek igin,

5. Keskin uglar bulunan elektrotlarin benzetimi igin,

Genelde kullamlacak benzetim yiikii tipinin secimi elektrot sisteminin karmagikhifina, var olan
hesaplama araglarina ve kigisel deneyimlere baghdir.

2.4, Monte Carlo Yéntemi (MCY)

Monte Carlo Method (MCM )

[statistiksel kokenli bir yontem olan Monte Carlo Yéntemi ( MCY ) bir noktanin potansiyelini,
bir anda biiyiikk yaklagim fonksiyonlar1 kullanmaksizin dolayisi ile az igleme ve az bilgisayar bellegi
kullanarak kisa sirede hesaplama imkan: veren bir yontemdir. Bu yontem tiim problemi ¢ézmeksizin
alt bolgenin incelenmesine imkan verir. Bu kisumnda, temel MCY ile simirlarda potansiyel degerleri

verilen yani Dirichlet tipi siir kosullarina sahip bir bdlge i¢inde Laplace denkleminin sayisal olarak
¢oziimii agiklanmustir. Bununla, elektrostatik alan problemlerinin ¢oziimiinde farkli bir segenek
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sunmak, bir yontemin uygulanmasinda kullanabilecek farkli yollardan 6rnekler vermek ve bir
problemin istatiksel yaklagimla nasil ¢oziilecegini gostermek amaglanmustrr.

MCY, rasgele yiiriiyiis ilkesine dayamir. Bu yontemle bir noktamin potansiyeli, herbiri bu
noktadan baglayan ve simrlarda son bulan belli sayida rasgele yiiriiyiis ile kestirilir. Bu rasgele
yiiriiyigleri gerceklestirebilmek igin rasgele sayilara ihtiyag vardir. Rasgele sayilar degisik yontemler
kullamlarak elde edilebilir ( Sadiku, 1990 ). Rasgele sayilar bir bilgisayarin rasgele say1 iiretiminden
yararlamlarakta elde edilebilir. Elde edilen bu. sayilar gergekte rasgele sayilar olmayip uzun bir dizinin
elemanlandir.

Potansiyel teorisi ile rasgele yiiriiyiis arasindaki iligki, ilk olarak 1944’ te Kakutani tarafindan
gosterilmigtir. Daha sonra ihtimale dayanan potansiyel teorisi olarak adlandinlan bu teori, elektrik
miihendisligi de dahil birgok alana uygulanmugtir. Yéntemde kullamilan farklh rasgele yirtiyils tiirleri
farkli MCY lerinin ortaya ¢ikmasina yol agmstir. Burada en taninmug MCY” lerinden, sabit ve serbest
rasgele yiiriyiislii MCY” leri hakkinda bilgi verilecektir.

2.4.1. Sabit Rasgele Yarayisli MCY

Sabit rasgele yiiriiyiigli MCY” nde rasgele yiiriiyiigler sabit uzunluktaki adimlarla ve koordinat
eksenlerine paralel olarak yapihr. Yontem, Laplace denklemini ¢dzmek igin kullamlabilir. Dirichiet
tipi sinir kosullarina sahip bir bélge igin Laplace denklemi

V2V =0 (2.41)

ve bdlgenin siurinda V = V,, yazilabilir.

Sabit rasgele yiiriiyiigli MCY igleme, bélgeyi diizgiin ( kare g6zlii ) bir aga bolerek baglanir ve
V2 yerine sonlu fark esdegeri alimr. Sekil 2.8° den goriildigii gibi kare gozlerden olusan bir agin
herbir kare goziiniin kenar uzunlugu h olarak aliirsa, V’ nin x’ e gore ileri merkezi farklarla ikinci
mertebe tiirevleri yaklagik olarak

oV V(x+hy)-V(x,y)

ox h

AV V(x+h,y)2V(x )V (x-h,y)
dx? n

(2.42)
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olur. Benzer bigimde y’ ye gére merkezi farklarla ikinci tiirev i¢in,

AV V(x,y+h) =2V (x,y)+V (x,y—h)
ayt s

(243)

yazlabilir. (2.42) ve (2.43 ) denklemleri ( 2.41 ) denkleminde kullanilirsa Laplace denkleminin sonlu
farklar yazilimi elde edilir.

[ VA AV (=B YAV (5, + )V (5, = ) —4V (x,Y) }0 (2.44)

h2

Buradan V( xy ) ¢Oziiliirse
1
Vix,y) =2 [V(x +h, )V (x-h, )V (x,y+h)+V(x,y - h)] (245)

veya

V(x,)=P, V(x+hyy+P, V(x—h,y)+ P, V(x,y+h+P,V(x,y—h) (246)
elde edilir. Burada

1
P. =P =P,=P, =,

dir. ( 2.46 ) denklemi ihtimalli olarak degerlendirilebilir. Herhangi bir ( x,y ) noktasindan rasgele
hareket eden bir pargacifin sirasiyla ( X,y ) noktasindan (x+h,y), (x-h,y), (x,y+h)ve(x,y-h)
noktalanindan birisine hareketi Py ve P, ihtimalleri ile belirlenir. Parcacigin hareket edecegi yonii
belirlemek igin, 0 <n <1 araliginda rasgele bir n sayisi iretmek gerekir. Uretilen n sayis1 parcacigin
hareket edecegi yonii asagidaki gibi belirtilir.

Parcacik, n rasgele sayisimn degerine gore, ( X,y ) noktasindan

1) 0<n<0.25 aralifinda ise (x+h, y) noktasina;
2)0<n<0.5 arahpindaise (x-h,y) noktasina;
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3)0<n<0.75 aralifindaise (x y+ h) noktasina;
4)0<n<1.0 aralipindaise (x,y-h)noktasina hareket eder.

Kare gozlii ag yerine diizgiin dikddrtgen gozlii bir ag kullanildifinda, P, = Py, P = Py, ve
P, # P, olur. Bunun yamnda, kiibik gozlerden olusan ii¢ boyutlu bir problemde Py,= P.= Py, = Py. =1/6
olur. Her iki durumda da n raslant sayisimn degerine gore alt ihtimal arahiklan benzer sekilde

tanimlanir.

Y
Vel
Voln) T
ui.') >
h
h %

Sekil 2.8 Diizgiin bir agda sabit rasgele yiiriiyiigler

Bir ( x,y ) noktasindaki potansiyeli hesaplamak igin bu noktadan baglamak iizere rasgele
yiirityen bir pargacik gbz Oniine almmr. Pargacik agdaki diigimden digiime, sinira erisene kadar
ilerletilir. Pargacik sinira ulagtifinda yiiriime sona erer ve parcacifin ulagtifi noktadaki Vp smir
potansiyeli kaydedilir. Ornegin, birinci yiirime sonundaki V, degeri V, (1) olarak kaydedilir (gekil
2.8). Isleme ( x,y ) baslangic noktasindan ikinci bir parcacik yola gikamlarak devam edilir. Bu
pargacifin sinira ulagip yiiriiyiisiin sonlandiy smirn V;, degeri de, sekil 2.8” de gdsterildigi gibi, V;, (2)
olarak almir. Bu iglem, ( x,y ) noktasindan ¢ikan 3.4,....N parcaciklar ile yiiriyiisleri sonunda V;, (3),V
é®,....... V, (N) degerleri belirlenerek siirdiiriiliir. Bilinmeyen potansiyel deBeri, bilinen potansiyel
degerlerinden istatiksel olarak kestirilir. Buna gore Dirichlet probleminin ¢dziimi olan (xy)
noktasindaki potansiyelin beklenen degeri, V;, (1),V(2),......V, (N) deBerlerinden

1 N
V(x,y) =ﬁ§V,, @) (247)

bagintisiyla hesaplanabilir. Burada N toplam yiiriiyiis sayisidir. Hesabin dogru sonuca yakinsama hiz
N;/2 ile degisir. Bu nedenle daha dogru sonuglar elde etmek icin daha gok sayida yiiriiyii§ yapmak
gerekir.
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V (xy ) vi belirtmek igin ( 2.47 ) denklemini kullanmak yerine farkli bir yaklagimda, rasgele
yiiriiyiiglerin herhangi bir simrda son bulma ihtimalini hesaplamaktir. Bu yolla, P, bir rasgele
yiiriiylisiin  k simirda son bulmasi jhtimali V,(k), k smmnn potansiyeli ve M sinir sayisi olmak iizere
herhangi bir ( x,y ) noktasindaki potansiyeli

M
V(x, y):kz_l] PV, (k) (2.48)

bagintisiyla hesaplanabilir.

Biitiin agdaki potansiyel degerlerinin benzer sekilde belirlendifi Sonlu Farklar yéntemi (SFY)
( Finite Difference Method; FDM )* nin tersine MCY ile ¢6ziim bolgesi iginde herhangi bir noktadaki
potansiyel ayn olarak hesaplanabilir. Yontem basit ve giivenlidir, yalmizca sir yiizeylerini gerektirir.
Her yiiriiyiis dizisi yalnizca bir noktanin potansiyelini verir. Bu tiir MCY’ nin bir olumsuzlugu yavag
olmasidir. Bu nedenle, bu yontemin az sayida potansiyel degerinin bulunmasi gerektigi durumlarda
kullanilmas: tavsiye edilir.

2.4.2. Serbest Rasgele Yiriyisli MCY

Serbest rasgele yiirityiiglii MCY” nin ilkesi, potansiyel teorisinin “ Ortalama Deger Teoremi “
ne dayanir. Tamam bolge icinde kalan, ( x,y,z ) merkezli, R yaricaph bir K kiiresi i¢in potansiyel

1
An R !V(r)dS (2.49)

V(x,y,2)=

dir. Bolge icinde herhangi bir kiirenin merkezindeki potansiyel, kiire yiizeyinde alinan potansiyelin
ortalama degerine esittir. Iki botutlu potansiyel degisimi i¢in, V (xy);

Vx,y)=

1
1 )
iz R ;§V(r)d (2.50)

dir. Burada integral ( x,y ) merkezli, R yanigaph bir gember boyunca almmugtir. ( 2.49 ) ve (2.50 )
denklemlerinden;
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Vix,y,z) =_”V(r,6, ¢)dF dT veya

00

(2.51)
V(x,y)=.r V(r,g)drF
0
yazlabilir. Burada ;
F=2 r-La_coso) 2
=, T=5(1-Co (2.52)

dir. 0 ve @ kiiresel koordinat degiskenleridir. F ve T fonksiyonlarni 6 ve @’ ye karsihk diisen
ihtimal dagilimlan olarak g6z 6niine aliabilir. dF /d® = sabit, dT /d6 = 1/2 SinO® oldugundan, biitiin
@ acilan esit ihtimalli, buna karsilik © agilan igin ihtimallerin degisken oldugu sdylenebilir.

Serbest rasgele yiiriiyiislit MCY, ( 4.49 ) ve ( 4.50 ) denklemlerinin uygulanmasina dayanir. Iki
boyutlu bir problemde, SrneSin rasgele hareket eden bir par¢acifin i. yiiriiylisiinde j. adimdan sonra (
X,y; ) noktasinda bulunduBu varsayilirsa, ( j+1 ). adim su sckilde atila: Once, merkezi ( x;y; )
noktasinda olan ve r; yanigap: ( x,y; ) noktas: ile siur arsindaki en kisa uzakha esit olan bir cember
cizilir. ® koordinati 0 <n < 1 arah@inda bir n rasgele sayisi ile ( 0, 2n ) arasinda diizgiin olarak
dagilmug bir raslantt degiskeni olarak @ = 2nn  bagmtisindan hesaplanir. ( j+1 ). acimdan sonra

pargacik

X ;=X ,+r,Cosg, 23
Y, =Y, +r,Sing (233
noktasinda bulunur ve bu durum sekil 2.9 * de oldugu gibi gésterilebilir. Bir sonraki adim, merkezi
( Xi1,¥3+ ) noktasinda bulunan ve yangapi ( £y ), ( X;1,¥31 ) noktasi ile sinur arasindaki en kisa uzakliga
esit olan gemberin ¢izilmesi ile atlir. Bu iglem, bir¢ok kere yinelenir. Yiriiyiis, sinira, 6nceden
6ngoriilen kiiciik bir d uzakliina yaklasana kadar siirer ve bu durumda simraulagldign varsayslir. L
yolun sonunda V,, (i) potansiyeli kaydedilir. Sonunda sabit rasgele yiiriiyliste oldugu gibi herhangi bir
( x,y ) noktasindaki potansiyel N yiiriiyiisten sonra ( 2.44 ) denklemi kullamlarak bulunur. Ortalama
deger teoreminin tekrarlanarak uygulanmasi, bilinmeyen potansiyel ile bilinen potansiyel arasindaki

iliskiyi verir.
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Sekil 2.9 Serbest rasgele yiiriiyiigiin gosterimi

Serbest rasgele yiiriiyiisli Monte Carlo yontemi ile yukanda Gzetlenenlere benzer islemler
uygulanarak ii¢ boyutlu problemlerde ¢oziilebilir.( X; y;, z ) noktasindan rasgele hareket edecek pargactk
bir sonraki adimda r; yangapi, ( X, Y; % ) noktast ile sumr arasindaki en kisa uzaklia esit olan bir
kiirenin yiizeyi iizerinde yeni yerine gidecektir. @ koordinati, 0 ile 1 arasinda rasgele bir say1 olan n
ile 27 carpilarak ( ®=27n ) bulunur. © koordinati, O ile 1 arasinda bagka bir n raslanti sayisi alinip

O=arccos(1-2n) (2.54)
bagmtisindan bulunur. Béylece i. yiiriiyiiste (j + 1 ). adimdan sonra pargacigin yeri

Xjr1 =X+ rcos ¢ sin 6,

Yio =Y;+ rsin ¢cos 6,

Zyy=Z;+ rycos 6 (2.55)

bafntilariyla hesaplanabilir. Son olarak ta yine

1 N
Vx,y,z) =—A;Z_:,V () (2.56)

bagintis1 yardimiyla V ( x,y,z ) bulunur. Serbest rasgele yiiriyiigli MCY” nde, hem adim uzunluklarn
hem de hareket yonleri sabit degildir. Bu biyikliikler serbest olarak degerler aldifindan bu hareket
serbest hareket olarak goz 6niine alinir. Serbest yiiriiyiiste uzun bir atlayista sabit yiirityiigteki birgok ara
adimlan gegilir. Simira ulasmak igin genelde birkag adim yeterlidir, bu ylizden hesaplama sabit adumls
yiiriiylisten daha hizlichr.



BOLUM 3

SONLU ELEMANLAR YONTEMI

3.1. Girig

Sonlu Elemanlar Yéntemi ( SEY ), fiziksel matematigin sinir deger problemlerine, yaklasik
goziimler elde etmek igin kullamilan bir sayisal yontemdir. Y6ntem ilk olarak 1940’1l yillarda 6nerilmis
1950°1i yillarda ucak tasariminda kullanilmaya baglannmstir. Bundan sonra yontem gelistirilmis ve yap
analizi ile ilgili problemlere ok yaygin olarak uygulanmaya baglanmutir. Giintmizde, SEY
mithendislik ve matematik problemlerinin ¢oziimiinde genis uygulama alanina sahiptir.

SEY’ in elektrik miihendisliginde kullamlmasi ilk olarak Winslow ile 1965 yilinda
baslanmustir. Bu yontemin esasi, karmagik siur kogullari nedeniyle tiim ¢oziim bélgesi icin bir
potansiyel fonksiyonu bulmanin miimkiin olmadig1 durumlarda, ¢6ziimin sonlu kiiciik elemanlar iginde
aranmasina dayamr. SEY’ de de diger sayisal yontemlerde oldufu gibi bir sistemin sonlu sayidaki
bilinmeyen biiyiikligiin sistemin bilinen biiyiikliikleri cinsinden bulunmasi yolu izlenir. SEY kapal
sinirlarla tanimlanan bolgelerin ¢oziimi igin ¢ok uygundur. Ancak bu yontemin agik sirh alan
problemlerine uygulanmasi bazi problemler ¢ikarir. Bunun sebebi, kaynaktan ve inceleme altindaki
nesneden belirli uzakhktaki bir mesafede alamin sifir farzedilmesidir ve bu durum genellikle bir sifir
potansiyel simir1 sonsuz simr sartina benzetilerek uygulanir.

Yontemin elektromagnetik alan problemlerine uygulanmas: ilk olarak 1968’de yapilmigtir.
SEY transformatorler, turbo alternatorler, gikik kutuplu genaratorler, eddy akimlan gesitli izotropik ve
anizotropik magnetik problemleri lineer indiiksiyon motorlar, elektrostatik problemler, YG teghizatinda
potansiyel ve alan dagihmlan gibi, degisik elektrik problemlerine uygulanmus ve tiim uygulama
alanlarinda malzeme ve teghizatin optimum tasarimu igin ¢bziime iyi bir yaklagim saglanugtur.

Elektromagnetik alan problemlerinin gogu ya kismi tiirevli ya da integralli denklemleri igerir.
Kismi tiirevli denklemler Sonlu Farklar ya da SEY ile ¢bziilebilir. Yontemin aciklamasi oncelikle
bagintilan daha az kangik ve denklem sayismnin ¢ok olmadigs iki boyutiu Laplace tipi elektrik alanlan
ile ilgili olarak yapilacaktir.
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3.2 Minimum Enerji llkesi

SEY, ilgilenilen bir bdlgenin tamaminda enerji denklemini minimumlagtirma ilkesine dayanir,
Bu bolgedeki alan Laplace ve Poisson tipinde bir elektrik veya magnetik alan olabilir. Simdi iletkenligi
ihmal edilen ve dielektrik sabiti alan dogrultusu olan bir dielektrik iginde (izotropik olmayan bir ortam)
siirekli hal elektrostatik alam ele alinsin. Bu durumda hi¢ bir uzaysal yiik olmadik¢a veya
birikmedikge, potansiyel gizgiler sinirlardan (metal elektrotlardan) baslayacaktir, Boyle Laplasyen bir
alan igin, kartezyen koordinat sisteminde bir V hacmi iginde depolanmug elektrostatik potansiyel enerji
su sekildedir;

&) <o) (2] e

&x, Ey, &z izotropik olmayan bir ortamin dielektrik sabitleridir ve e = &y = £, = ¢ olan izotropik
bir ortamda bile farkhh dielektrik malzemeler arasindaki simirlarda dahi € un tam degerinin
degisebilecegi akildan ikarilmamalidir. Yukandaki (3.1) denkleminden €| V¢l 2/2 terimi birim dV =
dz " dy - dz hacmindeki enerji yogunlugu oldugu kolayca goriilebilir. Potansiyel degisimin z ckseni
boyunca sabit kaldiga iki boyutlu durumlarda, birim uzunluga diigen enerji yoguntugu ifadesi agagidaki

Zw=2{f|agf* as (32)

Enerji yogunlugu bagintisindan yararlanarak enerjiyi minimum yapan potansiyel degerlerini
bulmak igin dncelikle katsayilar1 heniiz bilinmeyen ve basit fonksiyonlarin toplamindan olugmug bir
$(xy) potansiyel yaklasim fonksiyonun tammlanmig olmasi gerekir. Tanimlanacak bu potansiyel
fonksiyonun bolge i¢inde siirekli oldugu ve sonlu sayida tiirevi bulunacagy g6z 6niinde tutulmahdir.

Bir ¢6ziim bolgesi i¢inde smir kosullannm saglayan birden fazla potansiyel fonksiyonu elde
etmek imkant vardir, ancak bunlardan bir tanesi

VV=AV=0 (3.3)
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Laplace denklemini saglar ve bu fonksiyon tektir. Laplace denklemini saglayan bu ¢oziim aym
zamanda bdlge i¢indeki potansiyel enerjiyi minimum yapan ¢8ziimdiir. Bunun tersi de s8ylenebilir, yani
bolge icinde enerjiyi minimum yapan potansiyel ¢Sziimii, Laplace denklemini saglayan potansiyel
¢6ziimiidiir.

Minimum enerji koghunu Laplace denklemini
saglayan potansiyel fonksiyon «—> saglayan potansiyel fonksiyon

Bu nedenle SEY’ de Laplace denklemini ¢ozmek yerine enerji denklemini minimum yapan bir
potansiyel ¢oziimiini bulmak yoluna gidilir.

3.3. Simir Deger Problemleri

Simir deger problemleri, fiziksel sistemlerin matematiksel modellenmesinde ortaya gikmakta ve
bunlarin ¢6ziimil fiziksel matematifin 6nemli bir konusunu olusturmaktadir. Tipik bir sir deger
problemi, bir Q bdlgesinde, bélgeyi kusatan S simn iizerindeki sinir kogullan ile birlikte

Lo=f (34)

temel diferansiyel esitligi ile tammlanabilir. Burada L bir diferansiyel operatdr, f uyaric1 veya kaynak
fonksiyonu ve ¢ ise bilinmeyen bilyiikliiktiir. Elektromagnetikte, bdyle bir diferansiyel esitlik, basit bir
Laplace veya Poisson esitligi olabilir. Bunun yamnda simir kosullar: da, basit Dirichlet ve Neumann
kosullarindan, karmagik empedans kosullarina kadar degisebilir.

Sinir deger problemlerinin miimkiin oldufu kadar analitik yoldan ¢oziilmesi arzu edilir.
Bununia beraber, genellikle analitik ¢6ziim gok az durumda elde edilebilir. Elektromagnetikte bu tiir
durumlar arasinda Grnefin, sonsuz genig paralel dizlemler arasindaki alamin hesaby; dikdortgen,
silindirse! ve kiiresel bosluklardaki bogluk rezonanslan ve sonsuz diizlemler, kamalar, dairesel
silindirler ve kiirelerden dalga dagibm problemleri bulunur. Miihendislik alaninda pratik 6neme sahip
diger birgok problemin analitik ¢6ziimii zordur veya yoktur. Bu zorlugu agmak igin, cesitli yaklagim
metodlan  geligtirilmistir, bunlar arasinda Ritz ve Galerkin yontemleri en yaygin olarak
kullanilmaktadir.
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3.3.1. Rayleigh - Ritz Yontemi

Rayleigh-Ritz yontemi, Varyasyonel formda ifade edilen problemlerin yaklagik ¢oziimlerini
elde etmek i¢in kullamlan bir yontemdir. Yani ydntem, problemin ¢oziiminde Varyasyonel
yakalagimdan yararlamlir.

SEY’ de kullamlan bélmemede bir tek iiggen eleman gozonine alindiginda; yontemin

uygulanmas: igin, nce
G (X)) =P, +P, X+D, Y +D, XY+ Ps X AP Y AP X Y Fo (3.5)

gibi yiksek dereceli polinomlaria tamimlanan bir deneme fonksiyonu segilmelidir. Bu deneme
fonsiyonu basit olarak

¢ (x.y)=p +p, Xx+P; Yy (36)
seklinde birinci dereceden bir polinom oldugunu farzedelim. Eger tiggenin koselerinde potansiyeller ¢,
¢; ve ¢ ise, deneme fonsiyonu herbir kése noktasinda o kdsenin potansiyel degerini saglamak zorunda
olacagindan,

¢ =D Py %, TP
¢ JEP DX TP Y
@ =Pt Dy %yt D3V

(3.7)

ifadeleri yazilabilir. Uggenin alam ise, kdse koordinatlar cinsinden

1 x y,-]

1
A=E [l x; ij
1 x, ¥,

(3.8)

dir. Denklem (3.7)’den py, p, ve ps degerleri kolayca bulunur. Asagidaki kisaltmalar yapilirsa
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(3.9)

Cn =X, X,
N, = (a,+b,x+c,y )/ 2A
N, =(a,+b, x+c, y) 2A

N, =(a,+b,x+c,y) 2A
ve bu degerler denklem (3.6)’da yerlerine yazilirsa
¢(x?y):Ni(x’y)¢i+Nj(x:y)¢ j+Nm(x’y)¢m (310)

bulunur ( itaka et-al.,1980 ).

Burada kullamilan N fonksiyonlarina sekil fonksiyonlan veya Enterpolasyon fonksiyonlar
denilir. Béylece elde edilen ¢ (x,y) deneme fonksiyonu, iicgenin k6seleri dahil her tarafinda gecerlidir.
Her kdsede o koseye ait gekil fonksiyonun degeri 1, diger koselere ait sekil fonksiyonlanmmn degeri
sifirdir.  Herbir iiggen eleman iginde, potansiyel fonksiyonunun Laplace diferansiyel denklemini
sagladif varsayildigindan, homojen simir kogullarinda Laplace denklemine kars: diisen fonksiyonel

2] 8T o

dir. Potansiyel fonksiyonlan yerine denklem (3.10) kullamlirsa

54 ON, . ON, &N,
5x_¢io”x 4, Ox *4 Ax

(b, ,+b,4,+b,6,)/2A (3.12)
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o¢ JN, IN, N,
o”y_¢"é‘y +¢ 7y +¢ 5y =(¢;p,+c;¢,+c, ¢ ,)/2A (3.13)

ve boylece

b, +b,6,+b,9,) T [(c,¢,+¢c,8,+c8.) T
Fz[( g+ 2¢A+ ¢ )J Hmwt("“ci*c ¢ )Jﬂmy(m)

bulunur. Buradan

A=) deay

(3.15)

olmak iizere

F=21A—[(bi¢i+bj¢,-+bm¢m)2+(ci¢i+cj¢j+cm¢m)2] (3.16)

elde edilir. F =f( ¢, ¢, du) de F’yi minimum yapan ¢, ¢;, ¢ degerlerini bulmak icin, degiskenlere
gore kismi tirevier alinirsa, ¢; igin

OF [(b2+c?)  (bbyteic)  (bbotcc). |
a¢i‘2L AA 4T 4a 0T 4 ‘l’mJ 17

yazilir. Burada S;=Sjj, Spi = Sim V€ Syj = Sjn olarak

_b,.2+c,.2
ii_ 4A 2
b.b.+c.c.
R R A
y il (3.18)
b,b, +c,c,
imT 4A

S

ve benzer sekilde
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=bjbm+cjcm
m 4A

bi+c?

S, = J4AJ (3.19)

S

g _bi+ci
mm T 4N

kisaltmalan kullamlirsa

g'j_i:z(sii 9, +Sx‘j ¢j + 8 ¢m)

oF
o4 =2 (Sﬁ $+S;; 9 +Sm ¢m) (3.20)
J

:i =2(S,. 6,+50; 6, Sn b0

olur. Enerji fonksiyonlarini minimum yapmak igin gerekli minimizasyon sarti

oF_oF A\ OF OF , (3.21)
ob 06, 0b; 0b, '

dir. Ve boylece sistem denklemleri matris formda

irS“ 8.5 Siﬂlw,ﬂlfo}
2 o el

olarak yazilir( Silvester and Ferrari, 1983).

3.3.2. Galerkin Yontemi

Fonksiyonelin bilinmedigi durumlarda Varyosyenel hesap yonteminden faydalanamay1z.
Galerkin yonteminde fonksiyonele ihtiyag yoktur; bu yontemde dogrudan diferansiyel denklemden
sOziime gidilir.
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Ap =— g (3.23)
"ifadesinin tam ¢oziimii “ ¢ ” olsun. Bu durumda asil diferansiyel denklem
e =A¢,+g=0 (3.24)

esitliginden gorildagi gibi, tam ¢oziim igin sifira esittir. Tam ¢6ziim olmayan bir deneme fonksiyonu
$q icin ise, diferansiyel denklem sifirdan farkli olacaktir.

e =A¢g ,+g+#0 (3.25)

& ile gosterilen fark ifadesine dik 6yle bir W agirhk fonksiyonu vardirki, € ile garpummin integrali
stfirdir,

J'g Wdxdy =0 (3.26)
W agurlik fonksiyonuna, sekil fonksiyonu da denilebilir. ¢ fark fonksiyonu

e =A ¢9° +g (327)
W agrlik fonksiyonu da

fN;Tl
w =[N; (328)
i

dir. € ve W’ nin bu degerleri denklem (3.26)° da yerlerine yazildifinda
N,

:
fcageeg)| N:
. [N;

lagit

1
deaj/——-o (329)

()

elde edilir. Buradaki {i¢ denklemden birincisini ele alalim.



I.!:(A¢e+g)Nf¢Ca§/=0 (330)
seklinde olan birinci denklem agagidaki gibi yazlabilir:

I!;A¢“Nl“dxa§/= —igN:dxdy (331)
Bu ifade Green teoreminden faydalamlarak

I_!A¢"Nfcbca)z=—£V¢"VNfdxdy+£Nf%ds (3.32)

seklinde elde edilebilir.

Sag taraftaki ikinci terim, ¢6ziim bolgesini simrlayan egrinin tamamu veya bir kisom iizerinde
geserli olan smir sartlanm probleme dahil etmeyi saglar. Sa taraftaki birinci terimin ¢Sziimi igin ise,
ifadeler agagidaki gibi yazlirsa,

799" 0”¢e
Vo i=1—]—
¢i 6x ﬁy
, (3.33)
~dN° <N
=1 +J
ox ay

olur. Bu ifadelerin garpimindan sadece ii = 1’li ve jj = 1'li terimlerin katsayilan elde edilir. Diger
Kkatsayilar dik iki vektoriin skaler carpimu nedeniyle sifir olacaktir. Sonucta

2¢° ON; 24° N

Vg VN = ox ox T dy dy (3.34)
. . 6N JN, 0N, \dN,
V¢ VN1= ¢1 a ¢3 ax ﬁx
(3.35)

ﬁN o”N ON, 2N,

bulunur. Goriildiigi gibi
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OGN, 8N, 3N, 3N,
T ox Ox +0”y Ay
_ON, 2N, ON, N,
6x 0x Oy Jdy
o N GN, ON; oN,
BT 9x x Py By

Sy (3.36)

ifadeleri daha 6nce Rayleigh-Ritz yontemi ile elde edilen matris katsayilarina iligkin ifadeler ile aynidir.
Denklem (3.29)" nin diger iki denklemine de benzer iglemler uygulanirsa, Denklem (3.22) ile verilmis
olan matrisin biitiin elemanlar1 hesaplanmug olacaktir.

3.4. Sonlu Elemanlar Yonteminde Islem Basamakiar:
3.4.1. Céziim Bolgesinin Bilmelenmesi

Siireklilik problemlerinde alan degiskeni, ¢6ziim bolgesindeki noktalara iligkin bir
fonksiyondur. Dolayistyla alan degigkeninin sonsuz sayida degerleri vardir ve problem sonsuz sayida
bilinmeyenlidir. Problemin sonlu sayida bilinmeyenli duruma indirgenmesi amaciyla birinci adim
olarak ¢oziim bolgesi sonlu sayida elemanlar ile bolmelenir.

Kapalt bir bolgenin sonlu elemanlara bélinmesi, boyutlan, konumlar ve bigimleri istege bagl
olarak segilen elemanlarla yapilabilir. Bu elemantar, bir boyutlu problemlerde dogru pargast seklinde,
iki boyutlu problemlerde iiggen, kare, dikdortgen veya okgen gibi gekillerde, ug¢ boyutlu problemlerde
ise kiip, prizma, drtyiizlii gibi sekillerde ve degisik biiyiikliiklerde segilebilir( 3.1, 3.2, 3.3, 3.4 ). Bu
secim inceleme altindaki malzeme veya cihazin siirlan gézoniine alinarak yapalir.

—

. (e)
1 2

Sekil 3.1 Bir boyutlu sonlu eleman

® g ﬁ\ '

Kare Dikdartigen o ggen Dartgen{gokgen)

Sekil 3.2 1ki boyutlu sonlu eleman drnekleri
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4 3
? p
1/ 4 4
i (e
8i...
g 7
Dirtyiizlii 5 Kiip 6
4 3
4 3 L
YV N R
T S
s ’ -
5

] 6
Dikdartgenler

Prizmas .

Prizma

Sekil 3.3 Ug boyutlu sonlu eleman érnekleri

Bir boyutlu eksenel simetrik Iki bogutiu eksenel simetrik
eleman [kabuk) eleman (toroid)

Sekil 3.4 Eksenel simetrik sonlu eleman 6rnekleri

Iki boyutlu bir bélgenin sumrim nokta nokta tanimlamak ve bu noktalan dogru parcalan ile
birlestirmekle bir yaklagik siir elde etmek miimkiindiir. Noktalar ne kadar siklagtirilir, dolayisiyla
dogru pargalan n¢ kadar kiigiiltiliirse gercek simr o kadar dogru bigiminde tanimlanmig olacaktur.

Genellikle, simirlara kolaylikla uyum saglamalan ve bolgeyi bolmelemede zorluk
¢ikarmamalan nedeniyle iki boyutlu problemlerde icgen elemaniar ok kullambirlar. Elemanlarnn
bicimlerini ve sayisim segmekteki bu serbestlik, SEY’e genis esneklik kazandirir. Boylece ciziim
bolgesi, istenilen bityiiklik ve siklikta elemanlar ile blmelenerek difim sayisi ve dolayisiyla ¢6ziim
denklemlerinin sayis: degistirilebilir ( $ekil 3.5).
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Sekil 3.5 Céziim bolgesinin bélmelenmesi

Bolge igindeki eleman sayis1 ve dagilimi ¢oziimiin dogrulufuna etki eden etkenlerdendir. Bir
bolge icinde elemanlarn nerelerde yogunlastirilacag kolayca kestirilebilir. Ornegin kigik egrilik
yanigaph elektrotlara yakin yerlerde kiigiik ve sik, biiyiik egrilik yancaph yerlerde de bityitk ve seyrek
elemanlar kullanmak uygundur. Bu sayede gereksiz elemanlar nedeniyle dogrusal denklem sisteminin
ve ¢Oziim siiresinin gereksiz biiylimesi onlenmis olur.

Uggen elemanlarin  tammlanmasi, elemanlarin  ve kége (diigim) noktalarinin
numaralandinimas: ve koordinatlarinin belirlenmesi demektir. Kapali bir bolgenin sonlu elemanlara
ayirma islemi (ayriklagtirma), eger eleman sayisi az ise elle yapilabilir. Fakat eleman sayist arttik¢a
elle ayniklagtirma islemi zorlagacak ve imkansizlasacaktir.

Son yillardaki caligmalar elemanlarin tammlanmasi ve bunlarin verilmig bir smir ytzeye
uydurulmas: isleminin bilgisayar tarafindan otomatik olarak yaptinlmasi (Automatic Mesh Generation)
iizerine yogunlasmustir. Bu sayede elemanlara ait parametreler cok hizl bir yolla elde edildikten sonra,
bilgisayar belleginde ayrlms bir bolimde saklanirlar ( Andersen, 1973 ).

3.4.2. Sekil ( Enterpolasyon) Fonksiyonlarimin Segimi

ikinci adimda, herbir elemam belirleyen diigiimler yardimiyla o eleman iizerinde veya iginde
alan degiskeninin degisimini gésteren sekil (enterpolasyon) fonksiyonunun tipi secilir. Alan degigkeni
skaler, vektorel veya yiiksek dereceli bir tensor olabilir. Cinki bunlarn integral ve tirevlerini almak
kolaydir. Polinomlar lineer, kuadratik, kiibik v.b. yapida olabilirler.



Yaklasik bir ¢oziim olugturmak iizere boélge elemanlara aynldiktan sonra, ¢(x,y) potansiyelinin
her eleman iginde standart bir bagnti ile degistigini kabul etmek gerekir. Bu baginti n. dereceden bir
polinom olabilir.

G (X)) = D, +D, X+ D Y+ D XY+ D X 4D ¥+ DX Yt (3.37)

Secilen polinomun derecesi ne kadar yiiksek ise, dogru ¢bziime o kadar iyi yaklastr. Polinomun
katsayilari, iiggen veya icinde segilmis diiglimlerinin koordinatlan ve potansiyelleri cinsinden
bulunabilir. Eger polinomun derecesi yiiksek olursa, daha fazla diigiim tammiamak gerekir, fakat bu
durumda bilinmeyen sayist gok artacak ve ifadeler karmagiklacaktir. Birinci dereceden bir yaklagimda
polinomun ti¢ katsayis: vardir.

¢ (x.y) =P, +P, X+Ds Y (338)
Bu tip polinom igin {i¢ diifiim gerekir ki, bunlar da {icgenin kdge noktalanidir. Birinci

dereceden bir yaklagim sonunda ¢(xy) her eleman iginde ve kenarlarinda dogrusal olarak degisir.
Boylece gergek ¢oziimiin yerini parga parga lineer bir fonksiyon alir.

7 h

—— Ug diigiim potansipelinden

B2

gecen diizlemse! ylizey

VS

Sekil 3.6. Elemanlara béliinmiis bolge ve ii¢ diigiim potansiyellerinden gegen lineer ¢bziim
yiizeyi ¢(xy).
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Eger tanimlanan bélgedeki iiggenlerin kdse noktalan ortak ise, potansiyel degigimi iki licgenin
arasindaki sinirda da siirekli olacaktir. Bu smurlar arasinda aralik olmadifindan x-y diizlemi iizerinde
¢oziime yaklasan (x,y) para-parga bir ¢6ziimdiir, fakat tiim bolge i¢inde siireklidir.

¥

0

Sekil 3.7. Tipik bir sonlu Giggen eleman

(3.38) ifadesindeki py, p», ps katsayrlart Sekil (3.7)° de ele alinan tipik bir sonlu eleman
iginde elde edilsin. Uggenin kése potansiyelleri sirasiyla  ¢1, ¢», s ise, (3.38) ifadesinin her diigiim
icin yazilmasiyla ( 3.39) deki denklem takimm elde edilir.

W 1 x5y [pl]
2 |51 X, 2 2 3.39
i_ZsJ IJ X3 j:3J[£3J | )

(3.39) daki katsay1 matrisinin determinanti G¢genin alanimmn iki katina esittir. Alamn sifir olmast
durumu disinda, po, P1, p» katsayilan bu denklemlerin ¢oziimiinden bulunabilir. Bulunan sonuglarn
(3.38) ifadesinde yerine konmastyla elde edilen potansiyel fonksiyonu (3.40)’deki gibi yazlabilir.
Uggen igindeki potansiyel degigimi artik, diigiim noktalanmn potansiyelleri ile o (xy) gibi lineer
katsayis1 fonksiyonlarimin ¢arpimlaninin toplanudir.

¢ (x,y) = Z;¢ o, (%) (3.40)

Burada oy(xy) sckil fonksiyonu olarak adlandirilir. A fggen elemanin alam olmak sartryla
sekil fonksiyonlarinin agik ifadeleri (3.41)’de verilmistir.



Q=7 [(xzys X3, )+(yz"y3) x+(x3 ‘xz)y]
a2:_:(x3yl_x1y3)+(y3—yl)x+(x3 —xx)y] (341)

a3=5 .(xlyZ X0 )+(y1" .V2) x+(x1 _xz) y]

Bu ifadelerden de goriilecegi gibi (3.40)’1n kose arasinda interpolasyonu mimkiindiir. I. koése
fizerinde, sadece 0 kdsenin indisine sahip olan o; birim degere dosinir, digerleri ise sifir olurlar.

a (x,y;) =0 i#
“ =] i=j (442)

Tek bir tiggen eleman iginde depolanmus clektrostatik potansiyel enerji (3.2) denklemi ve (3.40)
ifadelerinin kullamimastyla elde edilebilir. Eleman igindeki potansiyellerin gradyenti,

3
V¢ =2.4,Va, (343)
i=1

olarak bulunur. Burada ¢; sabit oldupu i¢in gradyentin digina cikabilir, Vo ise x ve y
koordinatlarindan bagimsiz hale gelir. IV¢|2 terimi toplamlarin carpimm cinsinden yazlirsa ,

IV¢|2:ZZ¢i¢jvaiva;‘ (3.44)

i=1j=1

bulunur. Elde edilen (3.48) ifadesi (3.2)’deki enerji denklemlerinde yerine konulursa, tek bir elemana
ait enerji denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

e® 33

>0 i‘])j-[ Va, Vo, ds (3.45)

2 o=

W(°)=

Bu ifadede (¢) {issii elemam tammlar. Elemana ait enerji denklemi ikinci dereceden
(Quadratic) bir matris formuna getirilebilir.

1
W<e)-_-—2-¢ TSO¢ (3.46)
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Burada ¢ siitun vekior, ¢ ise bu vektoriin transpozesini gosterir. S© elemana ait “katilik matrisi”
{stiffness matrix) olarak isimlendirilen bir kare matristir. (3.41)’deki ifadelerin V ile carpilmasindan
sonra,

Suzg(")JVaiVajds (3.47)

denklemine yerine konmastyla sekil matrisinin elemanlan (3.48)’deki ifadeler seklinde yazlabilirler.
& eleman igindeki yalitkana ait dielektrik sabitidir. Burada bulunan (e) iist indisleri iizerinde islem
yapilan elemanin numarasim gosterir. Formiillerden de gériilecegi gibi “ Katilik matrisi ” simetrik bir
matristir. Yani matrisin S;2, 813, S35  elemanlan ile S, S3;1, S3;  elemanlan sirastyla birbirine
esittir.

(e)

Sy :Z_A— :(J’z‘.)’3)2+(x3”x2)2]
(e) .
A ZZ_A.(yz"ys) (y3—y1)+(x3_x2) (x3_xl)]
(e) .
Si3 :%Z_.(yz"ys) (yl‘.)’z)+(x3_x2) (xl"xz)]
Su=35,

()
S5 ZZ_A[()’s_yl)z "’(xs—xl)z]

(e)
S :%[(J’s‘yl) (J’1"y2)+(x3"x1) (xl_x2)]
Sy =8y
S§5=8

(e)
S5 =Z_A [(yl_yZ)z +("’1""2 )2]

(3.48)
4= (x2y3—x3y2) + (xsyl"xlys) + (x1Y2_xzy|)

3.4.3 Elemanlarin Birlegtirilmesi

Herhangi bir iiggen eleman igin, elemanin enerjisi daha énceden gosterildigi gibi yaklagik
olarak hesaplanabilir. Tim bir bolge igindeki toplam enerji, eleman enerjilerinin toplamna esittir.
(3.49) ifadesindeki N, bolge icindeki toplam eleman sayisidir.



48

N
W= W

i=1
Uggen pargalardan olugmus bileske bir model, baslangigta tek bir model gibi digiiniilebilir. Heniiz var
olan bu iiggenler topluluguna bir iiggen daha cklendiginde siireklilifin ne derece etkilenecegi ile
ilgilenmek yeterli olacaktir. Daha kolay anlagilmasi amaciyla, modelin sekil 3.8-a’daki 1-2-3
ticgeninden meydana geldigini ve 4-5-6 liggenin buna baglanacagi varsayilsin.

(3.49)

Her iiggene iliskin ii¢ kose potansiyeli oldufundan, tiggen ¢iftinin miimkiin olan tiim birlesme
durumlan alti késenin potansiyellerini iceren vektor ile tammlanabilir.

¢:yr:[¢l¢2¢3¢4¢5¢6]ayr (3.50)

16
34> 5
2 4
1
. b
3

Sekil 3.8 Elemanlann birlestirilmesi

Burada “ayr” indisi elemanlarin herhangi bir yol ile birbirlerine baglanmams oldugunu gésterir.

1
W=38 ayr Surr by (351)

Bu ifade eleman ciftine ait toplam enerjiyi gosterir. Burada S, ayrik fi¢gen ¢iftine ait gekil
matrisidir ( Dirichlet Matrisi). Bu matrisin daha acik bir sekli asagida verilmigtir.

s sps9
S sy sy
S5y s
art 0 0 0
0 0 O
0 0 0O

L

0
0.
0

0
0
0

0
0
0

(2) (2) (2)
Ses  Siy Sas

(2)
S54

2)
Ss4

(2)
Sss

(2)
Sss

(2)
Ss

(2)
Sss

(3.52)
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Sayr matrisi daha kisa gosterilmesi igin parcalanmug matris formunda yazlabilir.

s 0
S = 0 SO (3.53)

Coziimii aranan potansiyel fonksiyonunun tiim bir bdlge i¢inde elemanlar arasindaki siirlarda
siirekli olmas1 gerekir. Daha 6nceki kisimlarda belirtildigi gibi, potansiyel her icgenin i¢inde ve
kenarlarinda uzaklik ile dogrusal olarak degigen bir fonksiyondur. Diger bir deyisle, potansiyelin sabit
bir degeri igin Giggenin iginden bir dogru pargast geger ve bunun siirekli oldugu bellidir. Elemanlann
herbirlerinden ayni ayn diigiiniilmesi durumunda potansiyel, iggenlerin arasindaki simrlarda siireksizlik
gosterir. Simdiye kadar yapilan islemlerde iiggenler birbirlerinden ayr, fakat sonsuz kiigiik uzaklikta
diigiiniilmesiyle sekil 3.8-a’daki 1-6 ve 2-4 diigiimlerinin potansiyelleri esit yapilirsa, gekil3.8-b’deki
duruma gegilir. Bu durumda iki iiggenden olusan bir dortgen bolge olugur. Olusan bu dortgen
bolgedeki diigiimleri tekrar numaralandirmak gerekir. Bu numaralandirma iglemi icin dzel bir kural

uygulanmaz.

Birbirlerinden ayn ayn tggenleri birlegtirirken, diigiimlere ait denklemler asagadaki gibi
matrissel bigimde yazlabilir.

[¢,1 [1 0 0 O]

0,1 {0 10 offo,]

¢3 001 0/,

6.0 1 0 0ll¢,] (359
6,] |0 0 0 1L|>4Jbir

0.l L1 0 0 0

Burada “bir” indisi elemanlann birlestirilmesiyle olugan sistemin diigiim potansiyellerine ait siitun
vektorii gosterir. B elemanlann birlegtirilmesini saglayan baglanti matrisini gostermek izere
yukandaki ifade asagidaki sekilde kisaltilabilir.

Poyr =B P v, (3.55)
B matrisinin elemanlarin olustururken benzer diigiimler ile carpim halindeki elemanlar “ 17

segilmis, digerleri ise “ 0 ” alinmiglardir. (3.55) ifadesinin (3.51)’de yerine konulmastyla, birlegtirilmis
cleman giftine ait enerji yogunlugu;
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1
=505 Subon (36)

burada Sbir;
Sbir:BTSayrB (357)

birlestirilmis katsay1 matrisini temsil eder. Matrissel islemler sonucunda Sy; matrisinin acik ifadesi
asaBidaki gibi verilebilir.

[0 450 SP+5@ SO 5]
g st sesh o s
31 32 33

so s o s@)

(3.58)

4 x4

Elemanlann ayrik ve birlesik durumlarindaki numaralandirilmasi islemine sirastyla “ Yerel
numaralandirma ” ve “ genel numaralandirma ™ denir.

Bu kisimda anlatilanlarin daha kolay anlagilmas: igin birbirine komsu olan iki Gigen elemanin
birlegtirilmesiyle sekil matrisinin elde edilmesi gosterildi. Coziim bdlgesinde cok fazla sayida eleman ve
diigim tanimlanirsa, Sy; matrisinin kurulusu ve uygun bir bellege atanmas: bilgisayar tarafindan
yaptunilir. Tammianan her digiime iki diifim mumarasi vermek gerekir. Bunlar “ Yerel diigtim
numarast ” ( Local node number ) ve “ Genel diigiim numaras1 ” ( Global node number ) olarak
isimlendirilirler. Yerel diigim numaras: bir diigimin iliskisi oldufu elemamn kagnci digimi
oldufunu gosterir. Genel diigiim numaras: ise, herhangi bir diigiimiin bolge icindeki tim digiimlerin
icindeki sirasimi gosterir. Ancak boyle bir numaralandirma yapihirsa Sy matrisinin bilgisayar
yardumiyla kurulmast miimkin olabilir.

3.4.4 Denklem Sisteminin Cozitmil

Sirekli ve yaklagik bir potansiyel dagilimima ait enerji yogunlugu, daha 6nceki kisimlarda
diigiim potansiyellerinin situn vektorleri seklinde ikinci deerceden bir matris formunda elde edilmisti.
Laplace denkleminin yaklagik bir ¢ziimiinii elde etmek icin, sonlu elemanlar ile modellenmis bdlgenin
enerjisini minimumlaghrmak gerekir. Enerji ifadesinin ikinci dereceden olmasi nedeniyle, enerjiyi
minimum yapan sadece tek bir potansiyel vektorii vardir. Bunu yapabilmek igin,
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=0 (3.59)

yapmak yeterlidir. Burada k, birlegtirilmig potansiyel vektoriiniin eleman saysina esittir. Her diiimiin
potansiyeline gore alinan kismi tirevler sonucunda k x k boyutunda lineer bir denklem takim elde
edilir.

[ 0] m[¢ o) =0 : (3.60)

Bilindigi gibi bu minimumlagtirma bitin digim potansiyellerinin serbest degistigi
kasitlamasiz bir minimumlagtirma problemidir. Potansiyeller iizerinde herhangi bir kisitlama yapilmigsa
herbir diigiimiin potansiyeli sifir olacagindan, enerjinin minimum degeri sifirdir. Bdyle bir problem bir
stur deger problemine kars1 gelmez. Fakat ele alinan problem bir simr deger problemi olduguna gore
baz potansiyellerin degeri simir kogulu olarak verilebilir. Diger bir deyisle, elektrotlar {izerindeki
potansiyel degerleri bilinmektedir. Orpegin, genel diigiim numaralandinlmasi yapilirken Once
degeribilinmeyen potansiyellere numara verilsin, daha sonra da sir kosullarmna ait, potansiyeli bilinen
diigiimler numaralandinlsin. Degeri bilinmeyen diZimlerin potansiyelleri serbest degiskenler
olduklarindan bunlara s ” indisi verilsin. Diger diigiimlerin potansiyelleri belirli oldugundan bunlar
da “ b ” indisiyle gosterilirse ( 3.59 ) ifadesi daha agik bir sekilde agagidaki gibi yazilabilir.

oW 3 r 1| S Ssﬂ[m}}_
a¢k‘a[¢s]k{[¢‘¢”]LSbs Sule. ] =° (60

Degerleri belli ¢, potansiyelleri degisken olmadiklan icin, bunlara gore tiirev almaya gerek
yoktur. Sadece serbest degiskenlere gore tiirev alinursa dikddrtgen bir matris esitligi elde edilebilir.

[S“ Ssb]{:‘} =0 (3.62)

b

Bu matrislerin ¢arpimu elde edilecek matrisin satir sayisi serbest degigkenlerin sayisina esittir.
Sol tarafta bulunan S matrisi tekil olmayan bir kare matristir.

S =—Ss 9 (3.63)

S..’in tersi almip sag tarafa gegirilirse, biitiin diigiimlere ait potansiyel vektori,
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¢ {_Ss—: ¢S:b ’ b} (3.64)

seklinde bulunmus olur. Bulunan bu potansiyeller iicgen elemanlarin diigiimlerine ait potansiyel
degerleridir. Ayrica lineer enterpolasyon yaparak, sadece diigiim noktalarinda degil, eleman igindeki
herhangi bir noktadaki potansiyel degeri de hesaplanabilir.

Elde edilen bu bir dizi diiim potansiyeli sadece minimum enerjiyi veren parca-parga
diizlemsel bir yiizey igin birlesik bir ifadedir.

3.4.5 Istenen Diger Hesaplamalmin Yapimas:

a ) Elektrik Alam Hesabi;

ifade (3.6)"daki yaklasik potansiyel fonksiyonunun (3.6)’daki G¢gen eleman iginde dogrusal bir
bagintiyla degistizi kabul edilmisti. Bu eleman igindeki E elektrik alan vektoriiniin bilesenleri

¢
_ ey 65
Ex ax pz (3 )

V74
Ey=——£—=—p3 (3.66)

ay

ve dogrultusu

a1 Ps
9 =tg7"' = (3.67)

g P,

olacaktir. Bu durumda elektrik alan vektériiniin siddeti

|E|=,/E,+Ey =y P2+P} [V I m] (3.68)
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olarak yazlabilir. P; ve P, birer sabit oldufuna gore, elektrik alan vektoriiniin dogrultusu ve
siddetinin eleman iginde sabit kaldig goriiliir. Bu durum potansiyel fonksiyonunun x ve y ‘nin yiiksek
dereceden terimlerini igermesinden kaynaklamir. Potansiyel fonksiyonundaki yiiksek dereceden
terimlerin ihmal edilmesi, yapilan hesaplarda bir miktar hataya sebep olur. Bu hata, ancak gradyentin
yiiksek olmasi beklenen yerlerde daha kiigiik boyutlu elemanlar tanimlamakla bir derecede 6nlenebilir.

b) Kapasite Hesabi;

SEY ile, incelenen bir elektrot sisteminde elektrik alan dagilimindan bagka, sistemin kapasitesi
de yaklagik olarak hesaplanabilir. Bunun igin elektrotlar arasindaki yalitkan ortamdaki elektrostatik
enerjinin hesaplanmasindan faydalamlir. Ortamda depo edilen enerji

W:%gofﬂs,Ede (3.69)

ile hesaplanabilir. Iki boyutlu alan i¢in, elektrotlann z- ekseni boyunca uzunlugu 1 ise, (3.69)’deki
integral yaklasik olarak bir toplam ile ifade edilebilir.

1 n
W=—& A, A E? (3.70)

i=1
Bu bagintida
n: Tanimlanan eleman sayisi,
;. I eleman igindeki bagil dielektrik sabiti
A;: 1. elemanin alam

E; : 1. eleman icindeki elektrik alan siddetidir.

Incelenen elektrot sistemi bir kondansatdr gibi diigiiniiliirse elektrotlara uygulanan gerilim
U = $umax - Pmin Olmak iizere, kondansatérde depolanan enerji

W:%CU2 (3.71)

yazilabilir. (3.70) ile (3.71) ifadesi birbirine esitlenerek,
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£,2.6, AE!
g_ 0; ri i
I_.

C= 7 [F/m] (3.72)

formiiliinden hesaplanabilir.

3.5. Sonlu Elemanlar Yontemi igin Girig Verilerinin Haznrlanmas:

SEY’ in ortaya gikigindan itibaren, diger yontemlere gore problemierin ¢bziminde Snemli
iistiinliikler saglamustir. Ancak uygulamada bazi zorluklar da beraberinde getirmigtir. Bunlardan en
Snemlisi giris verilerinin hazirlanmasichr. Elemanlan belirleyen diigiimierin numaralan ve
koordinatlan, malzeme &zellikleri ve baglangic degerleri gibi bilgilerden olusan verilerin el ile
hazirlanmas: ve bilgisayara girilmesi 6nemli zorluklara, yazim hatalarnna ve zaman kaybina neden
olmaktadir. Bunun igin yontemin ortaya ¢ikmasindan hemen sonra verilerin otomatik iiretimi icin de
galismalara baglanmugtir ( Cebeci, 1992 ).

Ozellikle elektrik ve magnetik alan hesaplamalarinda kullanilmak Gzere yapilan bir ¢aligmada, '
elektrodlarin ve elektrik makinalarinin egrisel kenarlanim iyi bir sekilde temsil eden ve bblgede ticgen
elemanlar yardimiyla otomatik olarak 1zgara tiretimini gergeklestiren bir algoritma sunuldy. Bunu igin
dnce ¢oziim bdlgesi icerisindeki elektrodlarin sekline ve degisik siklikta bolmelenmesi istenen kisimlara
gbre baslangig noktalan tesbit edilir. Sonra bu noktalardan cizilen yatay ve disey dogrularin aralari
istenen siklikta dogrularla taramr, bdylece ¢oziim bolgesi farkh biiyiklikteki dortgenlerle blmelenmis
olur. Daha sonra bu dortgenlerin birer kogesgeni yardimiyla iicgen clemanlar elde edilir. Egrisel
yapidaki elektrodlan veya siirlan iiggenlerin kenarlan ile gakigtirmak iizere; dortgenlerin koseleri,
eprisel kenar iizerinde sayis1 belirlenen digimlerle iist iiste gelecek sekilde kaydinlir. Bu durmda
eprisel kenarin gectigi yerdeki dortgenler yamuklara doniigiir ve boylece kenar boyunca erilerek
birlesen dértgen késegenleri, egrisel kenart uygun bir sekilde modellemis olur (Andersen, 1973).

Sonlu Eleman analizleri igin veri iretimi ile ilgili gok 6nemli ¢ahsmalrdan birinde, egrisel
kenarh bolgelerin bolmelenmesi icinotomatik veri tiretiminin iki farkli yontemi takdim edilmigtir.
Bunlar, her ikisi de kuadratik sekil fonksiyonu kullanan, alan ve izoparametrik koordinat sistemleridir.
Once geometriye ve malzeme degisimlerine bagh olarak ayristirilmus olan kistmlar, belirli sayida Giggen
bolgeler olusturulacak sekilde el ile bolinir. Daha sonra algoritma bu bolgeleri, ii¢ veya alt diifimli
ficgen clemanlar ile otomatik olarak bolmeler ve farkli bolgeleri, bir Merge algoritmast kullanarak
birlegtirir (Ghassami, 1982).
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3.5.1. Alan Koordinatlar, Sekil Fonksiyonlar: ve Izoparametrik Bilmeleme Ile Iigili
Temel Ozellikler

Yapilan galiymada, ¢6ziim bolgesini bélmelemek igin iki tip Gggen eleman kullanilmgtir.
Birincisi, ti¢ digiimlii figgen elemanlardir. Ikincisi ise, egrisel kenarlart iyi bir sekilde temsil etmek
iizere izoparametrik curvilinear bolmelemeyi saglayan alti digimlii tggen elemanlardir.

Uggen elemanlar, sahip olduklant diifim sayisina gore lineer, kuadratik, kiibik, kuartik,
kiiintik...vs. elemanlar olarak isimlendirilir. Bu elemanlar bir iicgen ailesi olustururlar. Sekil 3.9 ‘da
ticgen ailesinin elemantarindan bir kismi gosterilmigtir.

3 3 3
9 6
1 2 1 4 2 1 4 5 2
fa) b) {c)

Sekil 3.9. (a) Lineer, (b) Kuadratik ve (c) Kiibik eleman.

Uggen ailesinin lineer ve kuadratik elemanlar icin, koordinat sistemeri ile sekil fonksiyonlas
arasindaki bagintilan gostermek iizere Sekil 3.10 °da verilen 1-2-3 ficgenini ele alalim. L, , L, , Ls
koordinatlan ile kartezyen koordinat sistemi arasinda,

X=L1X1+L2X2+L3X3
Y=L1Y1+L2Y2+L3Y3
1=L1+L2+L3 (3.73)

lineer baginti vardir. 1 noktasinda Li=1veL;=13=0, 2 noktasinda L, =1veL; =0, 3 noktasinda
da Ls =1veL, =L,=0 "dir. Denklem (3.73)’iin X ve y ’ye gore ¢bziimiinden,

Li=(a;+byx+c; y)/24
L2=(a2+bzx+czy)/2A

L3=(a_;+b3x+03y)/2A (374)

elde edilir.
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Sekil 3.10. Alan ve kartezyen koordinatsisteleri arasindaki iligki.

(a) Dogrusal iiggen eleman igin sekil fonksiyonlari: Basit olarak alan koordinatlaridir.

N, 1= L 1

Ny=L;

N3=1L3 (3.75)

(b) Kuadratik iiggen eleman igin gekil fonksiyonlar1: Kége diigiimleri igin

Ni=(L;-1 1L,

Ne=(Ly-1)L;

Ny=(Ls;-1)Ls (3.76)
ve kenarlarm ortasindaki diigiimler icin de

N4 =4I, 1 L2

N 5= 4L2 L3

Ns=4Ls L; 3.77)
seklindedir ( Zienkiewicz, 1977 ; Rao, 1989 ).

Sekil 3.11 *de gosterilen Gggen bolgenin altt anahtar digiimine ait kartezyen koordinatlarin

bilindigini farzedelim Eger bu liggen bdlgede izoparametrik curvilinear bdimeleme yaptlmas: istenirse,
simir iizerinde ve bolge igerisinde olusturulacak diiiimlerin kartezyen koordinatlari,
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6
X=)N,X,
- (3.78)
Y=2NJ,
i=1

ile elde edilebilir.

2
y
6 5
»®
4
1 2

Sekil 3.11. izoparametrik bolge.

Sekil 3.12.a *da 8-diigiimli bir dortgen eleman gosterilmistir. Gorildigi gibi digimlerin
dérdii elemanin koselerinde, diger dordii de koseleri birlestiren kenarlarin orta noktasinda bulunur.
Boyle bir dortgen bolgenin iki kdgesinin cakigtigin diisiinelim. Bu durumda dortgen bdlge bozulur ve
bir figgen bolgeye doniisiir. Sekilden goriildiizi gibi 3, 4 ve 7 no.lu digumler cakigiktir(Sekil 3. 12.b).

347
6
8
1 5 2
(b]

Sekil 3.12 (a) Dértgen bolge. (b) Dértgen bolgenin {icgen bdlgeye doniigmilg hali.

3.5.2 Merge Algoritmas

Farkli bolgeler, Merge algoritmalan kullamlmak suretiyle birbiriyle baglanabilir. Bu farkh
bolgeler, herhangi bir sira ile numaralanabilir. Algoritma, aym diigiimleri (aym x,y,z koordinath
olanlar)bulacaktir. Bu bolmeleme yontemi yapilitken; ¢Sziim bolgesi, egrisel kenarlar gdzonine
alinmaksizin, miimkiin olan en az sayida iiggen elemana boliiniir ve baslangi¢ bilgisi olarak; i¢gen

koselerin koordinatlart ( x;,X;,Xs ), kenarlann orta noktalarina ait koordinatlarn ( x4,Xs,Xs ), her bir
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elemanin dielektrik sabiti, baglangig potansiyel degeri bilinen kenar ve bu potansiyelin deBeri belirlenir.
Uggenin herheangi bir kenan egrisel degilse, o kenarn orta noktasinda diigim numarasi belirlemeye
gerek yoktur., X4XsX icin sifir yazthr. Digiimlerin baglangi¢ numaralan, bir kenar tizerindeki
bélmeleme sayisina bagl olarak, uygun sekilde tesbit edilmelidir. Degisik bdlmeleme durumlan igin
diigiimlerin nasil numaralandirilacag: sekil 3.13 °te gosterilmigtir. Burada M, iggenin her bir kenarmin
kag pargaya bolinecegini belirleyen bélmeleme sayisidir.

6 10 /‘?
13 14
M= M= 8 ’9 M=4
4 5 10/ 111712
6 7
5 3

& 7 8 9

1T 2 3 2 3 4 1 2 3 4 5§

@ ® ©)

Sekil 3.13. Farkhi M degerleri ile bir liggen elemanin bolmelenmesi.

Sekil 3.13 ’ten goriildigi gibi bolmeleme sonunda elde edilecek eleman sayisi, M ile
belirlenmektedir:

NELEM =M. M (3.79)

Bolmeleme sonunda meydana gelecek diigiim sayist ise; M'in ¢ift olmasi durumunda,

M = 2 i¢in NPOIN = (M+1) . M
M=4 “ NPOIN=(M+1). (M-1)
M=6 “ NPOIN=(M+1). (M-2) (3.80)

<6 23

seklinde ve M’in tek say1 olmasi durumunda da,

M =3 igin NPOIN = Af+1) . (M-1) + (M-1)
M=5 “ NPOIN=M+1). M-2) + (M-2)
M=7 “ NPOIN=M+1). (M-3) + (M-3) (3.81)

23 6

[ [23
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seklinde degismektedir. Iki eleman birlestirildiginde; toplam eleman sayis1 iki katina yikselir, digim
sayis1 ise iki katindan (M+1) kadar az olur (Cebeci, 1992).

Bir ¢oziim bolgesi icerisindeki farkli iicgen clemanlar i¢in ayn ayn M ’ler kullamlabilir.
Boylece istenen lasimlann daha scyrek veya daha sik olarak iggen elemanlara aynstirimast
saglanabilir.



BOLUM 4

EKSENEL SIMETRILI PROBLEMLERIN ANALIZI

4.1. Giris

Bu boliimde, eksenel simetrili problemlerin sonlu elemaniar yontemi ile ¢ozimii icin gerekli
bagntilarin gikarilmast hedeflenmigtir. Buradaki “ ekesenel simetri ” kavramu ile elektrotlarm simetri
ckseni boyunca alinan bir kesitin, bu cksen etrafinda dondiirildiginde degismeyecegi ifade
edilmektedir. Bu tip problemler iig boyutlu olmasina kargin, iki boyutlu olarak incelenebilir.

4.2. Problemin Silindirik Koordinat Sisteminde Incelenmesi

Koordinat sistem, silindirik koordinat sistemi olarak ele alindiginda, eksenel simetri nedeniyle
herhangi bir (1, 6, z) noktasidaki potansiyelin degeri r ve z sabit kalmak kosuluyla © ile degismez.
Bu durumda problemin iig boyutlu bir uzay yerine bir diizlem iizerinde incelenmesi miimkiindiir.

MNZ

i d8 = s=rcos8
'T_z-___- 2 y=r$irl8
dz e, ==l
z=2
‘1-..: :-_—--- dz
r"- d¥ =rdrdB dz
2| Pzl i R
o e
Pob ¥
1 . 1 [ ~,
o IR -
St

Sekil 4.1 Silindirik koordinat sistemi
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Silindirik koordinatlarda

—f - -
ﬁ¢ @e9+—-e2 (4.1)

gradg =" e+ geot s

scklindedir. Burada % =0 olmas: nedeniyle (¢=4¢ (r1,2))

g;;d¢ =%Z,+€g; (42)
olarak ele alinabilir.

4.3 Elektrostatik Enerji

Incelenen elektrot sisteminin simetri ekseninden gegen diizlem iizerindeki “ B ” ¢bziim
bolgesinin yansmnin simetri ekseni etrafinda 2n kadar dndiiriilmesiyle olusan V hacmi igerisinde
depolanan potansiyel enerji:

3y

2
W=—;—m lgrﬁys rdrd@dz (4.3)

dir. Burada “r dr d6 dz” sonsuz kiigik dV hacmidir. Eger (4.2)’ deki ifade (4.3)° de yerine
konarak 6 =0-2n arasinda integre edilirse enerji;

peee (2] (2] o

olarak bulunur.

4.4 Problemin Formiilasyonu

Potansiyelin donme agis1 6’ dan bagimsiz olmas1 nedeniyle iiggen elemanlar r - z koordinat
sisteminde tammlanams: gosterilmigtir. Sekil 4.2°de bir figgen elemanin bu koordinat sisteminde
tammlanmasi gosterilmistir. Burada r ve z, radyal ve eksenel koordinatlan géstermektedir.
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Uggen eleman iginde potansiyelin lineer degisecegi kabul edilirse potansiyel

¢=P+Pr+Pz (4.5)

seklinde bir ifade ile verilebilir.
Az

0
Sekil 4.2. Radyal - Eksenel koordinatlarda bir iicgen eleman

(4.5)’ deki potansiyel fonksiyonu her diigiim i¢in yazlirsa
¢ ||l n z||A
¢, Hl r, z,§ B (4.6)
.11 nn zlAH

(4.6)’ daki denklem takimindan P;, P, ve P; katsayilan “ Cramer kurali ” ile bulunabilir. Katsay1

matrisinin determinants:
1 n z

AS1 r, z, F24=(ryz, -1z, )+ (2 —nz)+(nz, —nz) (4.7)
1 z

A figgen elemanin alant olmak fizere, determinant tiggenin alamimn iki katina esittir. Py, P, ve
P; katsayilani cramer kuralina gére

[ 2z, o1 1z, ¢ [ I, dﬂ
I Z; 9, _ 1z, ¢, _ 1 0,
P = A , P A , Py= A (48)
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esitliklerinden bulunur. Bu esitliklerin sonucunda

1
P = ﬂ[(rzzs —r322)¢1 +(r321 _"123)¢ 2+(l‘122 _rzzl)¢ 3]

A (23 —Zz)¢| +(21 —Zs)¢ 2"'(22 "Zl)¢ 3} (49)

olarak bulunur.

Sekil 4.3 Radyal-eksenel koordinatlarda bir iggen kesitli halka eleman

o 2

Ifade (4.5)’ in _0"’—1‘— ve-gz— seklindeki tiirevleri diizenlenerek (4.4)’ de yerine konulursa, bir

ficgen elemanin Z ekseni etrafinda 2n kadar dondiiriilmesiyle gekil 4.3° de gosterilen iiggen kesitli bir
halka elemamn olusturdugu hacim igerisindeki enerji

W O=gWe x(P}+P}) _”.rdrdz (4.10)

A®

olarak bulunur. Burada;
£ Eleman igindeki ortamin bagil dielektrik sabiti
g : Boslugun dielektrik sabitidir.
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Sekil 4.2 deki iiggen elemanin A® yiizeyi {izerinden yapilan integrasyon isleminin sonucu:

A4
{fe) rdrdz :—j-(r1 +r2+r3)—Arc
A (4.11)
1
T =§(r1+r2+r3)
olur, (4.10)’ da yerine konulursa, enerji:
W= g m A(pi+P})r, (4.12)

sonlu elemanlar yontemi (SEY), tiim bélge i¢indeki enerjinin minimumlagtiriimas: prensibine dayanir.
Ele alinan bir elemanin enerjisi, elemamn diigiim potansiyellerine bagh olarak yazlabildigine gore

oW
4 =0 (4.13)
yapilirsa
oW [ op AP, |
—c©® 2 1= 4.14
9, £, EyF AL2P25¢i +2P30"'¢,._|r° 0 (4.14)
i = 1,2,3 olmak iizere
Su S Slﬂ|
LSZI S Snro (4.15)
S31 SSZ S33

3x3 boyutunda “ katilik matrisi ” elde edilir. Katilik matrisi simetrik bir matris olup elemanlar

er
S, :7[(r3 ~1) Hz, - 2,)%r,
e
512;7[("3 1) (r,—n) H(z, _23)(23—21)]’} (4.16)

e®

Si3= r2A [(’3""2)("1"rz)+(zz_zs)(zl_zz)]rc




65

(4.14) ifadesindeki cebirsel iglemler sonucunda bulunur. Yukanda anlatilan minimumlastirma prensibi
¢oziimiin yapilacag bolgedeki elemanlara aym anda uygulanacak olursa, tammlanan tim clemanlarin
diigiim potansiyelleri arasindaki bagint bir lineer denklem sistemine doniigiir.

[S..][8]=0 (4.17)

Burada ¢, sistemin diigiim noktalarimin potansiyellerinden olusan bir siiitun matristir. S, matrisi
simetrik ve tekil olmayan bir matris olup, oldukga seyrektir( Sparse matriks ).

(4.17)’de elde edilen lineer denklem sistemindeki katsayr matrisinin seyrek olmasi dolayisiyla,
dogrudan matris tersi alma yontemlerinden faydalanmak hem gereksiz bellek kaybina neden olacak hem
de biiyiik boyutlu matrislerde bilgisayarin yuvarlatma hatas1 dolayistyla hata miktan artacaktir. Bu
nedenle bilinmeyen sayist yiizii gegtigi zaman iteratif yontemler 6nem kazanir (Flatabd ve Riege, 1972).

Sekil 4.4” deki figgen elemanlar incelendiginde, 5 nolu diigiime ait ¢s potansiyelinin degeri, bu
diigiime komgu dort diigiimiin potansiyeline baghdir. Benzer sekilde 1,2,3 ve 4 diiimleri igin de o

diigiime komsu diigiimlerin potansiyelleri birbirlerine baglidur.

ﬂ&Z

Vo

0
Sekil 4.4 Uggen elemanlandan olusmusg 1zgaradan bir bélim.

5 nolu diigam igin, 1, 2, 3 ve 4 nolu clemanlann enerjilerini aym1 anda minimum yapan s

degeri aranirsa

15w]

———=0 (4.18)
J ¢,
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yazilabilir( Kuffel, 1984 ).

Bu minimumlastirma isleminin sonucunda

[SS) ¢, +S) 9 +S5) 65+ [eleman (1)'den]
SP ¢ +S2 ¢, +S5P P+ [eleman (2)'den]
S ¢, +55) $+S53 #s + [eleman (3)'den]
SH¢,+SH ¢, +8P 65 |=0 {eleman (4)'den]|

(4.19)

elde edilir. Bu denklem

Kis¢+K)s 6, +K;5 0, +K ¢+ K5 95=0 (4.20)

S(2) +S(l)

XN
Il

S(3) + S(Z)

Ke
I

XN
I

SP+S7 (4.21)

[s2+5

XN
|

N

=[SO+5D+ 5 +8P|= st

olarak elde edilir.

Lincer denklem sistemlerinin ¢oziimiinde kullanilan iteratif yontemlerde her digiim igin
(4.20)’deki gibi bir denklemin kurulmasi ve sonra da iterasyona sokulmasi gerekir, Denklemi olugturan
K; sabitlerinin hesaplanmas: ve iterasyona sokulacak diigim potansiyelinin esitligin diger tarafinda
yalniz birakilmas: iglemi iterasyon igin gereklidir.

Sekil 4.4°deki 1 nolu eleman incelendiginde, bu elemamn katilik matrisindeki k, satirimin
elemanlan (4.21)’deki K; katsayilarmna toplam halinde katkida bulunduBu goriiliir. Bu aym zamanda
5 digimiini saran diger elemanlar da benzer sekilde katkida bulunurlar. Bu durumda herhangi bir k
diiiime ait potansiyel
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1
Pp= ZSkk {;(ski ¢i+Skj ¢,):l (4.22)

seklinde yazilabilir. Burada Z isareti k digiimiini saran elemanlann toplamim ifade etmektedir.
T

Sekil 4.4°deki i, j, k indisleri her Gicgen icin saat yoniinde ters yonde olacak sekilde igaretlenir.

4.5 Heratif Coziim

Laplasyon alan problemlerinde belirli bir potansiyel degere sahip en az iki elektrot vardr.
Tammlanan elemanlara ait diigiimlerin potansiyelleri bu iki elektrodun potansiyeli arasinda bir deger
alir. fterasyondan once elektrotlann iizerindeki diigiimler hari¢ diger biitin diigimlerin potansiyellerine
baslangsg olarak ortalama degeri verildikten sonra bu diigiimler sirayla iterasyona sokulurlar.

¢0___¢ on:l(¢ nnx+¢mm) (423)

¢ mn (4.22)den hesaplanmasiyla k. a1 diigiim icin yeni potansiyel degeri agafidaki gibi
hesaplanabilir.

¢ =g t+w(p ,—p " (4.24)

Burada w rolaksasyon veya hizlandirma faktorii ( acceleration factor ) olup 1 <w <2
arasinda alacags bir w, degeri iterasyonun en hizh yakinsamasim saglar. Wo’ 1n yaklasik degeri
deneme - yamlma ile bulunabilir. Elektrotlar iizerindeki diigiimler iterasyona sokulmayip, bu islem
siiresince sabit birakilir.

Her iterasyon tamamlandiktan sonra digiim potansiyellerinin bir énceki iterasyona gére bagil
degisimlerinin maksimum degeri belirli bir ¢ simin altinda kaldifinda, yani;

¢ (n=1)_ ¢ (m

¢ (n)

max <& (4.25)

oldugunda ¢oziimiin gergek degere yeterince yakinsadiga kabul edilerek iterasyon durdurulur.
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4.6 Elektrik Alan $Siddeti Hesab

Potansiyelin bir iiggen eleman i¢inde lineer olarak degismesi nedeniyle elektrik alan giddeti

2 2
- ({2 -
olup, eleman iginde sabit bir deger alir.

4.7 Kapasite Hesabt

Elektrot sisteminin kapasitesi, ¢oziim bolgesinde tiim elemanlar i¢indeki elektrostatik enerjinin
hesabindan yararlanarak

Y 26,726 , AET,
w i=0
C= Uz e (4.27)

ifadesinden bulunabilir. Burada n, ficgen elemanlann sayisidir.
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BOLUM 5

SONUCLAR VE ONERILER

5.1. Coziilmiig Problemelerle Ilgili Bilgisayar Sonuglart.

SEY kullamlarak yapilan problem gdziimlerinde, elemanlarin boyutlarinin suurlara uygun ve
yeterli sayida olmasi, yapilan hesap hatalarinin azaltilmasi bakimindan dnem tagimaktadur. Ozellikle
diizgiin olmayan egrisel kenarli problemlerde eleman sayimn ok fazla segilmesi gerekmektedir.
Bundan dolayr SEY ile ¢bziim yapan bilgisayar programlar, ¢ok miktarda girig bilgisine ihtiyag
duymaktadir. Elemanlan belirleyen diigiimlerin numaralan ve koordinatlan, malzeme Gzellikleri ve
baglangig degerleri gibi bilgilerden olusan verilerin el ile hazirlanmasi biyik zorluklara sebep
olmaktadir. Bu zorluklardan kurtulmak ve Sonlu eleman programlarmmn kullanimm kolaylagtirmak
icin otomatik veri iiretimi konusunda ¢alismalar yapilmgtir.

Bu kistmda otomatik veri iiretimi igin gekil 5.1 deki Sivri ug-Diizlem elektrod sistemi ele
alinmustir. Burada problemimizin sekli simetrik oldufundan dolay1, yalnizca sol tarafi alinmgtir.
Problemi gozmek icin 6nce 8 elemanhi ve 9 diigiimlii kigik bir baslangg bilgisi tesbit etmek icin el ile
bélmeleme yapilmustir. Baslangig bilgisinde, potansiyel degeri bilinen diigiimlerle o diifiimlerdeki
potansiyel degerleri belirlenmigtir. Ayrica biitiin elemanlarn sahip olduklar dielektrik katsayilart ve
iletkenlikleri verilmigtir.

U =100 Volt

Shvri Ug l)\/

‘1‘

Simetri Ekseni ~=s——

/ Elektrod

U =18 Volt

Sekil 5.1. Sivri Ug-Diiziem elektrod sistemi.
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A /
AN S U = 100 Voit

-X U = D Yolt

Sekil 5.2. Sivri Ug-Diizlem elektrod sistemi igin baglangi¢ bolmelemesi.

Sekil 5.2 ’ye gore tesbit edilen baglangig bilgisinden, M = 2 ( bilmeleme katsayisi ) icin
hesaplanan degerler sekil 5.3. ’te ¢izilmistir.

Sekil 5.3. M = 2 igin Sivri Ug-Diizlem elektrod sistemine ait bSlmeleme ( NELEM=32,
NPOIN=25)
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Degisik M degerleri igin elde edilen diger blmelemeler asagidaki sekillerde gdsterilmisgtir.

M =4 (NELEM= 192, NPOIN=131)

M=5 ( NELEM=300, NPOIN=193 )

Sekil 5.4. M =4 ve M=5 igin Sivri Ug-Diizlem elektrod sistemine ait béimeleme.

"\ - Pi\//\\. s g\v/\ g ’J\“'\.}/f
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\‘1

i
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o ¢ i i, 4
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\\// A .e"f \\ A 2 AT

f‘«"\ "\\: / x‘,fl P l
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M=6 ( NELEM=432, NPOIN=267 )
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M= 8 ( NELEM=768, NPOIN=451)

Sekil 5.5. M =6 ve M=8 igin Sivri Ug-Diizlem elektrod sistemine ait bdlmeleme
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Bu kisumda 6rnek problem olarak “ Busing ” ele alinmugtir. $ekil 5.6 ‘da yiiksek gerilim
iletkeninin toprak diizeyinden gesi¢i icin kullamilan tipik bir busing goriilmektedir. Normal sartlarda
bushing yalitkandir, fakat fizerinde bulunan kir tabakasi elektrik alan olusturur. Havanin gegirgenligi 1
‘dir, bushing’in ise 5.5 olarak alinmgtir. Gerilim kademesi olarak 6000 V kabul edilmigtir. Seklin
geometrisi, iletkene gdre simetriktir, bundan dolayr problem iki boyutlu bir problem olarak analiz
edilebilir. Bu simetriden dolay1 busingin sadece sol tarafi alinarak ¢6ziim yapildi. Bushing ’in iizerinde
bulunan kir tabakasinin homojen olarak dagildigi kabul edilmigtir. Ayrica bu kir tabakasinin cesitli
durumlan igin yani iletkenlik katsayisiin _cesitli degerleri i¢in kompleks potansiyel ¢Sziimler yapildi.

U=5000 Volt'
Juk ﬂetkgn

Hava
£ Buging| ;
ik b
s g

s
-—

=7

N Ixj

|

L
Toprak  Kir tabakast
diizeyi

Simetri ekseni

Sekil 5.6. YG iletkeninin toprak gegisi icin kullanilan busing.

flk olarak daha 6nce de yapildign gibi, girig bilgisi elde etmek fizere problemin el ile
bolmelemesi yapildr. Sekil 5.7 °de bu bolmeleme gizilmigtir. Daha sonra sekil M ’in 2,3 ve 4 degerleri
i¢in bolmeleme yapilmustir. Kompleks potansiyel ¢oziimii yapihrken, ilk olarak bugingin ideal ( yani
iizerinde kir tabakasi olmadig1) durum igin incelenmigtir. Yani o =0 olma durumu ki bu durum
statik elektrik alam olma durumudur. Burada denklem sistemi, sadece € ‘a bagh katsayilardan olusur ve
bu katsayilar reeldir. Dinamik elektrik alam durumunda ise ¢ # 0 *dir ve uygulanan alternatif gerilime
ait frekansin etkisi gozoniine alinmahidir. Ve bu durumda kompleks dielektrik sabiti “ o +jwe”
olarak igleme konulur.
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AN ™, \‘\ ‘\\ .,
g N,

., N

=

/ Vd g s
A
~ 7 S
S awa
S
M=2 (NELEM=236, NPOIN=132) M=3 (NELEM=531, NPOIN=286)
Sekil 5.8. M=2 ve M=3 i¢in businge ait bélmeleme.
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\TAY
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AN

S .,.x_f

v

AN

Sekil 5.9. M

4 igin businge ait bolmeleme ( NELEM= 944, NPOIN= 499 )

©

0 olmasi durumunda busing icin espotansiyel egriler. Buging’in

ayM=2, b)M

@

Sekil 5.10. c

4 ile bolmelenmesi durumundaki egriler.

3, oM
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Daha 6nce dinamik alanlardan yani, ¢ # 0 durumundan bahsedilmigti. Asagidaki sekillerde M

’nin ve ¢ ‘min gegitli degerlerine gore egpotansiyel egrilerin gizimi gergeklegtirilmigtir.
H . //’ H

(a) ®)
Sekil5.11. M=2 ve a) c=102b) =107 icin ¢izilen genlik espotansiyel egriler.

(@ ®
Sekil 5.12. M=3 a)o=1072 ve b) o =10 * icin ¢izilmig genlik espotansiyel egriler.
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®

icin ¢izilmig genlik egpotansiyel egriler.

102 ve b) 6=10"°

(@)
4 a)o=

Sekil 5.13. M

Yukanda genlik degeri gizilen espotansiyel egrilerin reel ve imajiner kisimlan vardir. Bunlar

da ayn ayn gizilecek olursa asagidaki egriler elde edilir.

(@

10 icin reel espotansiyel egrileri.

10%ve byo=

2ao=

Sekil 5.13. M
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107 igin reel espotansiyel egrileri.

Sekil 5.14 M=3 a)o=10"ve by o

TS

=
SO
- T /

———— "

~

e | i ]
S {4/
% H.l.]x . - A 4
v, ..\s.
V *, f(r.l..)lf \llll-.\. -~
e
\ f/af{le e,
",
N e

10 icin reel espotansiyel egrileri.

10%ve byo =

Sekil 5.14. M=4 a)o
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Simdiye kadar gizilen egrilerde gizgiler arasinda %10 potansiyel farki varch yani, egriler
dokuz adet ¢izgiden olusuyordu. Imajiner egrileri ¢izerken bu say1 ondokuz adete ¢rkarildi.

@ ®)
Sekil 5.14. M=2 a)o=10"ve o= 10 icin imajiner egpotansiyel egrileri.

@ ®)
Sekil 5.14. M =3 a) o =107 ve b) o = 10* icin imajiner espotansiyel egrileri.
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(@) ®

Sekil 5.15. M=4a)c=10%ve byo= 10 icin imajiner espotansiyel egrileri.

5.2. Sonug¢

Once incelenen otomatik bilmeleme probleminde; M ’in gesitli degerleri icin bolmelemeler
yapilmustir. Problemi modellemede M’in degeri artkca yani eleman sayisi arttikga problem ¢oziimit
daha hassaslasmakta ve modelleme daha iyi olmaktadir. Ik bilgileri almak icin yaptigimiz bdlmeleme
ile M=8 degteri icin yaptigimiz bolmeleme arasinda sivri ucu modellemek yoniinden bir fark oldugu
goriilmektedir. Bir kabloyu veya bir izolatorii ele aldigimzda egrisel kenarlar daha fazla odufundan bu
fark daha agik gorillecekti. Eleman sayis: arttika egri kenan, daha fazla kenarla modellemis olunuyor
ki modellemede gercege daha fazla yaklagmas olunuyor.

Sonra ise busing’in temiz (yani o = 0 olmas1) durumu ile tizerinde kir tabakasi olmas1 (o#
0 olmas1 ) durumu arasindaki fark yukandaki eprilerde agikar bir sekilde gorilmektedir.  Kir
tabakasinin iletkenliginin kiigik oldugu durumlarda, egriler toprak diizeyine dogru sikigmugtir. Bunun
sonucu olarak bu bolgelerde busing’in igindeki ve yiizeyindeki elektriksel zorlanmalarin daha bityiik



80

oldugunu ve atlamalarin bu bélgelerden baslayacagim gostermektedir. Biiyiik iletkenlik degerlerinde
ise, potansiyel dagihiminin daha diizgiin bir yapida oldugu belirlenmistir.

5.3. Oneriler

Elektrik sistemlerinde alan incelemelerine bir baslangig olan bu ¢aligmamn devami olarak bir
¢ok caligmalar yapilabilir. Hesaplanan potansiyel dagdimdan faydalanilarak, simrlardaki alan siddetleri
belirlenir. Boylece hangi bolgelerin daba bilyiik elektriksel zorlanmaya maruz kaldig1 tesbit edilerek,
yaltum malzemesi optimum olarak tasarlanabilir. 1ki boyutlu eksenel simetrili olarak incelenen
problemler, ii¢ boyutlu eksenel simetrili bir problem olarak incelenebilir.  Agik sturh problemlerin
¢Oziimiinde daha dofru ¢Oziimler yapabilmek icin;, SEY ve YBY birlestirilerek “ Combination
Method ” denilen yontem kullamlabilir.
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iINGILIZCE ABSTRAKT (en fazla 250 sbzcik) :

SUMMARY

There are many numerical methods to find out the electrical field strength, effects of the
environmental factors on the materials, working characteristics and optimum design of the equipment
which are used in electrical systems. In this study, numerical methods and techniques are searched and
they are compared with each other.

Furthermore, the features of the Finite Element Method which is a kind of numerical methods.
Superioty of the method in the solutions of the electric field problems and the necessity of the automatic
mesh generation had been analyzed. For the automatic generation of the data in the solution region, a
mash generation technique well-fitting to the sides of the curved boundary equipment and a data
generation program related with have been explained.

Pointed edge-Electrod system have been analyzed for automatic mesh generation. Complex
potential solution have been estimated for a high voltage bushing and static and dynamic electrical field
distribution.




TUGRKCE ABSTRAKT (en fazla 250 sbzciik) :

(TUB1TAK/TURDUK'un Abstrakt Hazirlama Kilavuzuny kullaniniz.)

OZET

Elektrik sistemlerinde kullamlan cihazlanin elektriksel davamum. optimum tasanm. gevre
faktorlerinin sistem ve malzeme iizerindeki etkileri gibi imalat ve isletme karakteristiklerinin
belirlenmesinde kullamlan birgok sayisal yontem vardir. Bu ¢alismada niimerik yontemler ve teknikler

incelenmis ve birbirleriyle karsilastinlmigtar.

Ayrica, sayisal yontemlerden Sonlu Elemanlar Yontemi® nin o6zellikleri. elektrik alan
problemlerinin ¢6ziimiinde saglachgy astiinlikler ve ¢56ziim bblgesini otomatik olarak bSlmelemenin
gereklilifi incelenmistir. Cé6ziim bblgesine iligkin verilerin otomatik olarak firetimi igin egrisel kenarh
techizaun kenarlarna iyi bir sekilde uyum saglayan bir blmeleme teknigi ve buna iligkin otomatik veri
iiretim progranu anlatilmagtir.

Otomatik af dretimi igin, sivri ug-elektrod sistemi 6rnek olarak ¢bziilmiistir. Bir yiksek
gerilim bushing’i i¢in kompleks potansiyel ¢6ziimii yapilmus, statik ve dinamik elektrik alan dagilimlan
izilmigtir.




