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OZET

Eu ¢aligmada, Lineer zamanle deZigmeyen bir elektrik
devresi ig¢in devre fonksiyonunun kutup ve sifirlarinin bulun-
mas1 incelenecektir. Devre fonksiyonunun kutup ve sifirlari-
nin bulunmesi, Ax =ABx big¢iminde verilen genellegtirilmis
6zdeger probleminin ¢dziimiine egdegerdir. Genellegtirilmig
6zdeZer probleminin ¢ozimii QZ algoritmasiyle bulunabileceZi
gibi, daha ekonomik ve gilivenilir bir yontem olan, QR algo-
ritmasiyla da bulunabilir.

Devre fonksiyonunun kutup ve sifairlera iki ayri algorit-
ma ile bulunur: Birinci algoritmeda genellegtirilmig diizilim
denklemlerinden, ikinci algoritmada ise devrenin durum denk-
lemlerinden elde edilen devre fonksiyonu, genellegtirilmig
0zdeger problemine indirgenerek devre fonksiyonunun kutup ve
sifirlary QR algoritmasiyla bulunur.

QR algoritmasi ile, elemanlari reel olan nxn boyutlu bir
A matrisi, liniter benzerlik doniiglimlerinden yararlanarak, ko-
gsegen elemanlari 1lxl ve 2x2 boyutlu altmatrisler olan blok
licgen matrise indirgenir ve matrisin dzdegerleri bulunur.

A,B kare matrisler ve B tekil bir matris olmek lizere,
standart ©zdeger probleminin genel bir hali olen ve Ax = M Bx
bigiminde ifade edilen, genellegtirilmig Ozdeger probleminin
¢ozimii, QZ algoritmasiyla katsayl maetrislerinden dolaysiz o-
larak bulunabilir.



SUMMARY

In this study, the problem of determining the poles
and zeros of a lineer system is considered. Also point out
that this problem is mathematically equivalent to the ge-
neralized eigenvalue problem of the from AAx=Bx, which will
bé solved by means of the QR algorithm and the QZ algorithm

Two practical and reliable algorithms are presented.
The first algorithm is more general than the second and can
be effectively used to obtain the poles and zeros of a li-
neer system using generalized nodal equations. The second
algorithm assumes that the state-space equations of the sys-
tem are known and takes full advantage of their special from.
Both algorithms also offer considerable savings in computati-
onal effort when applied to multiple-input multiple-output
systems.

The purpose of the QR algorithm of the second chapter
is to compute all the eigenvalues of a given NXN matrix Al
with real elements.The QR transformation, based on unitary
transformations, produce form Al a sequence of similar mat-
rices (AS) which, in nearly all cases, tend to a form which
the eigenvelues may be recovered easily.

The QZ algorithm is presented for the solution of the
metrix eigenvalue: problem Ax=ABx with general square matri-
ces A and B, Particular attention is paid to the degeneraci-
es which result when B is sinqular. The algorithm is a gene-
ralization of the QR algorithm and reduces to it when B=I.
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Lineer zamanla degigmeyen (LZD) ve tek bir ¢oziimii olan
bir elektrik devresinin, genellegtirilmig diigiim denklemleri
veye durum denklemleriyle elde edilen devre fonksiyonu H(s)=
P(8)/Q(e) bigimindedir ve rasyonel fonksiyonun pay ve payda
polinomlarinin kdkleri, sirasiyle, sifir ve kutuplari verir.
Devre fonksiyonunun kutup ve sifirlari, pay ve payda polinom-
larindan, kok bulme yontemleri ile (17],(18] bulunebilir,Yu-
varlatma hatalarindan dolayi polinomun katsayilarinds olusa-
cak ¢ok kii¢clik degisimler, kdk bulme yontemi ile, kdklerin dog-
ru olarek bulunabilmesini zorlagtirir. Kok bulma ydntemlerine
kargilik, H(s) devre fonksiyonu, genellegtirilmis GzdegZer prob-
lemine indirgenerek kutup ve sifirlar bulunebilir.,

Bu ¢aligmada, LZD bir elektrik devresinde, devre fonksi-
yonunun kutup ve sifirlarinin bulunmasi ig¢in iki algoritma ve-
rilmigtir,

- Birinci algoritmada, devre denklemleri

Mx = Ax + Bu
y = Rx + Cx + du

bigiminde yazilir ve bu denklemlerden yarerlanersk elde edilen
genellegtirilmis 6zdeger probleminin ¢&ziimii ile devre fonksi-
yonunun kutup ve sifirlari bulunur. Genellegtirilmis SzdeZer
problemi QZ algoritmasiyla doleysiz olarak g¢oziilebilecegi gi-
bi, ekonomik bir yontem olan ve Ax=Ax big¢giminde verilen stan-
dart ©zdeger probleminin ¢oziimii ig¢in geligtirilen, QR algorit-
masiyla da bulunabilir.
- Ikinci algoritmada ise, devre denklemleri

X = Ax + Bu
y = Cx + du

big¢iminde Yy&azilan denklemler yerdimi ile, elde edilen &zdeger

probleminden, devre fonksiyonunun kutup ve safirlara bulunur.
Ikinci boliimde, elemanlari reel olan nxn boyutlu bir A

matrisinin Szdegerlerinin QR algoritmasiyla bulunmasi: incele-



necektir. Bir A matrisinin Gzdegerleri, karekteristik poli-
nomdan kok bulme yontemleri ile bulunabilir fakat, yuvarlat-
ma hatalarindan dolayi polinomun katsayilarinda meydana ge-
len gok kiigiik degigimler, ¢zdegerlerin dogru olarsk bulunma-
sin1 engellerler. Bu nedenle, bir A matrisinin ozdegerlerini
karekteristik polinomdan bulmak tercih edilmez. Ozdeferleri
bulmenin bagke bir yolu, benzerlik doniigiimleérinden yararla-
narak, matrisi- belirli bpir big¢ime getirmektir. Nimerik yon-
temler, 0zdegerleri bulunacek A matrisini benzerlik dénusﬁm'-
leri ile, daha basit bir yapida olan ve Gzdegerleri kolayca
bulunabilen As matrisine indirgemeye dayanir. Genel bir mat-
risin $zdegerlerini bulmek ig¢in, 1958 yilinda Rutishauser
tarafinden geligtirilen ve liniter olmayan doniisiimlere daya-
nan LR algoritmasindae karsilagilan zorlukler, beraberinde
yeri arayislari getirmigtir. 1961 yilinde Francis, yapi ola-
rek LR algoritmasina benzeyen fakat tamamen iiniter benzerlik
doniisiimlerini kullanarak, matris Gzdegerlerini bulan QR al-
goritmasin: geligtirmigtir.

QR algoritmasi ile, list Hessenberg big¢imine indirgenmis
A€ ¢ genel bir matrisin ozdeZerleri bulunur. Ust Hessenw
berg matris bigimende verilen H matrisi, kOgegen elemanlari
1x1 ve 2x2 boyutlu alt metrisler olan, blok list liggen matri-
se indirgenir.

iglinei boliimde, A,B€ R genel ve B tekil matris olmek
lizere,

Ax = ABx

bigiminde verilen genellegtirilmig ozdeger probleminin ¢ozii-
mi, 1973 yilinda C.B. Moler ve G.W. Stewart tarafindan ge- -
ligtirilen Q algoritmasiyla bulunmasi incelenmigtir (13].
Bollim 4 ve bolim 5'de, LZD bir elektrik devresi igin
devre fonksiyonunun kutup ve sifirlarinin, genellegtirilmisg
0zdeZer yontemlerinden yararlanarak, bulunmesi incelenmigtir.
Genellegtirilmig diiglim denklemlerinden ve durum denklemlerin-
den yararlanarak geligtirilen algoritmalarla, devre fonksiyo-

nunun kutup ve sifirlari gergek ¢oziime yskin ve ekonomik ola-
rak bulunebilir.



2. BIiR MATRiISIN OZDEGERLERININ QR ALGORITMASI ILE
BULUNMASI

2.1,0zdeger Problemi

Bilindigi gibi, elemanlari kompleks sayilar olan nxn
boyutlu bir A matrisinin 6zdegerleri,

aet(M-4) =N+ & X% . . .+ &A 44, (2.1)

karekteristik polinomunun kdkleridir. Matrisin boyutu 4'den
kiiciikse dzdegerler analtik olarak bulunabilir faekat, n>4 i-
¢in polinomun kokleri nilimerik yontemlerle bulunur ve yuvar-
latma hataleri g¢ok etkili olebilir. Ormegin,

Poo(N) = A-1)A-2)A-3) . . . (A-20)

olarak verilen polinomun gergek kékleriA1=l,A7=2, . o .,Aigo
olmasina kergilik, on(A)'nln katsayilara c¢ok kiigiikk bir de-
gigime uZradifinde yeni polinom Q20(A)'n1n kdklerini dogru
olarak bulmek g¢ok zordur. Gergekten,

Qe {055 Pan (Ay-2-23)\°

polinomunun kéklerinden sadece 10 tanesi reel, digerleri esg-
lenik koklerdir([l] . Bu nedenle bir A matrisinin 6zdegZerleri-
ni karekteristik polinomdan yararlanarak bulmek tercih edil-
mez. Ozdegerleri bulmenin bagkas bir yolu, benzerlik doniigiim-
lerinden yararlanarak metrisi belirli bir bigime getirmektir.
Bu yontemle ve bilgisayarlardan yararlanilarak dzdegerler ki-
sa siirede bulunabilir. Nimerik yontemler, GzdeZerleri buluna-
cak A matrisini

B=HIlAH , a,B,HE C™" (2.2)

benzerlik doniigimii ile, daha basit bir yapida olan ve Gzde-
gerleri kolayca bulunabilen B matrisine indirgemeye dayanir-



lar. (2.2) ifadesinde, B matrisi A'ya benzerdir ve benzerlik
doniliglimleri altinde Ozdegerler degigmez, Benzerlik doniigiim-
leri ile A'dan elde edilen B agagidaeki matris bigimlerinden
birisine sahipse, dzdegerler hemen bulunebilir.

1. BEC™" alt veya iist iiggen matris ise, karekteristik
polinom

P(A) = det(AI-B) = (A=by1)(A-byy) « « «(A-b_ )

olur. Buna gore 6zdegerler kigsegen elemenlaridir.
2..136412"2 ise, karekteristik polinom

Gbag - *Bag
(1) =|21-B] =
=byy  A-Dby;

g
=A"=(byq+by5) A =byobyy +byqbys

big¢iminde ifade edilen ikinci dereceden bir polinomdur, do-
layisiyla ©zdegerler analtik olarek bulunabilir.

o o % bkl
Bjy Byp e e ¢ By
o B22 . * - an
B: . o . .
O O . . » B

L nn

bigiminde blok list liggen matris ise, karekteristik polinom

P(A) =|AI-B|=|ALy =By, | [AIpp-Bop| . - | A =By

olarak yazilabilir; buna gore B'nin ozdegerleri By 322,.

e o« B._ matrislerinin tzdeZerleridir.
nn nxn

4. BEC  kbsegen matris ise, SzdeZerler kigegen eleman-



iaridir.
5. Bilindigi gibi,

£ = (XY (2.3)

ile tanimlanen A* 'e A'nin adjointi denir. Oteyanden A" = A
ise, A'ye Hermisyen meatris adi verilir. Asegice agiklenacea-
£1 gibi Eermisyen bir matris, liniter doniigiimlerle, kisegen
bi¢imine indirgenebilir. A matrisi Hermisyen bir metris ol-
sun, Ps iiniter ve kolayca elde edilebilen bir metris olmek
lizere

A

s= P* A_P (2.4)

»
s+l S BC8

ile verilen As+1 matrisi s—eoce igin kUsegen big¢imine indir-

genebilir., Hermisyen metrislerin ¢zdegerlerinin reel olma-

s1 ve matris elemanlarindeki kiigiik degZigimlerin Gzdegerleri

fazla etkilememesi (iyi durumlu problem), problemin g¢&ziimiin-
de biiylik kolaylikler sazlar.

Yukaride verilen 6zel maetrislerin dzdegerleri kolayce
bulunabildiZi halde, genel bir matrisin 6zdegerlerinin bu-
lunmasinde zorluklerle kergilagilebilir. Genel bir matrisin
6zdegerlerini bulmek ig¢in 1958 yilinda Rutishauser terafin-
den geligtirilmig olan ve iiniter olmsyan ddniigiimlere daysnan
IR algoritmasi, ozdeger probleminin bilgisayarlarls ¢dzimiinde
onemli bir ageama olmustur([l],[3]. LR algoritmasinds SzdeZer-
leri bulunacak A matrisi donce, A = LR seklinde syristirailar.
Burada L kigegen elemanlari 1 olan birim alt liggen matris, R
ise bir iist liggen matristir. Ikinci adimda, imiter olmaysn L
donligim metrisi ile A, = RL doniisiimi yepilir. Efer baslangig
matrisi AlsrA'allnlxsé,‘LR algoritmasi ardisil olarak agagi-
deki gibi tanimlenar:

Bay Tho oy A SR b, (2.5)

Bu doniiglimde, A, matrisi A  ,'e benzerdir ve belirli kegullar



saflanirsa s- oo igin

olur. LR algoritmesi simetrik matrislerin Gzdegerlerinin bu-
lunmasinda iyi sonuglar vermesine ragmen, simetrik olmayan
meatrislerin 6zdegerlerinin bulunmasinda iki sorunle kargile-
s1lir (2] ¢ Birincisi, biiyiik boyutlu matrisler ic¢in (2.5)'de
verilen eyrisimin dogru olarzk her zaman bulunmzsi mimkiin de-
gildir. Ikinei olarak, biiyiik boyutlu matrisler ig¢in, ydntem
ekonomik degildir. LR algoritmasindeki bu sorunlar, déniigiim
matrisini liniter almakla giderilebilir. 1961 yilinda FPrancis,
yapi olarak LR algoritmasine benzeyen fakat, tamamen imifer
benzerlik doniligiimlerini kullanesrsk A € ¢™" metrisini benzer
olan A_ iist iicgen maetrisine ddniigtirmiistir [4]. Uniter d&mi-
gimlerle gerceklestirilen bu yonteme QR slgoritmessi denir.

Bu boliimde, genel bir A€ R™hetrisinin &zdeZferlerinin
QR algoritmesiyle bulunmasi incelenecektir.

2.2.Doniiglim Matrisleri

A€ ¢" matrisini benzerlik ddniisiimleri ile dshe Basit Bir
yYapiya indirgeyen temel donilisiim matrisleri,

1. Elemanter matrisler,

2. Elementer iiniter matrisler,

3. Elemanter iiniter hermisyen matrisler
olmek iizere ii¢ grupta toplemabilir.

Elemanter Matrisler

Doniligiim matrislerinin ilki olarak assgidski sekilde ts-
nimlanan matrislere elemanter matrisler, bu mstrislerle ys-
Pilan doniigiimlere elemanter benzerlik diniisimi demir.

e)

B R T TS TIRNR  FERREE ) 2.®)



metrisi ile bir metrisin satir veya siitunlari sabit bir k
degeri ile garpilar. A matrisi hy ile solden(sagdan) garpi-
larse, i inci satir(siitun) k sabiti ile garpilmig olur.

b)

" "y () s
| 2 :

matrisi, birim matrisin i inci satirainin k ile ¢arpailip j i-
nci satirina eklenmesiyle elde edilen matristir. Bilindigi
gibi A matrisi soldan(segdan) sji ile garpilirse, A'nin i 1-
nci satirinin(siitununun) k ile ¢arpilip j inci satirine (su-
tununa) exlenmesine denktir. Kisace, A'nin i inci setira (sii-
tunu) ri(ci) ise,

r -«--—(l:.ri - rj) A cs 4——(kci + cj)
olur.

e) Pij elemanter permutasyon matrisi, I birim matristen
rj-—-ri, ri"_rj ile elde edilen matristir ve Pij“‘ =:2 met-
risi, A'nin i inci ve j inci satirlerinin yerdeZigtirilmesi
ile elde edilen metristir.

Elemanter Uniter Matrisler

Bir nxn birim matrisin, (i,i), (i,3), (3,i) ve (j,i) e-
lemanleri,« , g y @€ R olmak iizere,

- T
r;; =€ Cos e s Tyy -¢ Sine ,
29 (2.8)
&l L
rji" Sin e ® rij =2 Cose

bigiminde ise, bu matris iiniterdir ve diizlem ddndiirme (FPla-
ne rotation) matrisi adini alar. R(i,j) ile gdsterilen biyle
bir elemanter iiniter matriste &=PF =0 ise, R(i,j) ortogonal



bir matris olur, yani

RRE R =% (2.9)
dir. Eger,

T4 = r;,'J = c ’ c = Cose

ri;j = 'rji = =8 ® g = Sine

elinirse, ortogonzl R(i,j) metrisi
N4
c S (1)

R(i,j) = I , 443 (2.10)

I

bicimini elir. R(i,3)€ B ile herhengi bir z£E°>+ vekisrin-
den elde.edilen £:= Rx vektdrinde, i inci elemarn reel pozitif

ve j inci eleman sifir yapilebilir, x'in diZer elemsnler: bu
doniligiimden etkilenmezler. Gergekten,

ifadesinde,
s-’-x:j /r 3 e = x; /T . r=|xi’1+‘xjf
olarsk segilirse, (R::);i = 0 olur. Ote yanden,
(Rx)i = ex; + SX5 :
=|xi|2/r +|xj| /T
=r2»0
dir, r=0ise, c =1l ve s = 0 olur. O halde x vektOrini
ke, = (x,0,. . . ,0)F

vekioriine doniigtiormek i¢in x, (1,2), (1,3), « « « S(1i,mn) @&z~
lemlerinde (n-1l) tene diizlem ddndiirme metrisi ile sclédsx ger-



palar. (1,i) diizleminde ¢ ve s degerleri, i inci eleman sifa-
ra indirgenecek gekilde seg¢ilir.
Benzer gekilde Ae R™ matrisi i¢in,

& $13° X LS @1n
g ¢ Bl 8on
(ca.l-sajl) (caiz-sajz) B (cain--saa.n (
A=RA= o 17 8K | - o B A,
(—sail-cajl) (-sai2-caj2). . (—Bain'cajn (]
%j-1,1 4:1,2 £ 5 L0
a1 8 o . |
L ]

doniiglimiinde A‘nin yalnizce i inci ve J inci satirlari etkile-
nir. Gergekten,

2 fﬁ.

- 2 2 /2 @ 2
c = aii/(aii + aji) . aji/(aii + 85y

olarak &linirsa, aji si1fira indirgenmig olur.
Uniter Hermisyen Matrisler

Diger bir elemanter ddnligiin matrisi, liniter ve hermis-
yen bir matris olan,

P:=1-2ww” & BT
matrisidir. Burada, wé€ Cmd dir. Buna gbre,
PPl = (I-2wW)(I-2ww)
= I-4ww + 4w(dw)w' = I
olur, yani P hermisyen ve iliniter bir masristir. weR™™ ise

P matrisi ortogonal ve simetrik olur. Herhangi bir xecnxl
vektdriinde,

y = Px = x-2w(w x) (2.12)
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ile elde edilen bir y matrisi,
y'y=x"PPx=x"x AR e (2.13)
tzelliklerini tasir. (2.13)'de P hermisyen oldufunden, (xx) R

olur. Boyle bir ddniisiimde, y’y = x x ve (x"x)R kogulunu seg-
leyan P metrisi ig¢in w, (y-x) doZrultusundadar ve

w = (y-x)/((y-x) (y-x))* (2.14)

bigiminde ifade edilebilir[2]). Gergekten, (2.14) egitligi,
( 2.12)'de yerine konurse

oo _ . 2(y-x)(y-x) x
(I-2w)x = x - %_x). e (2.15)

elde edilir. Burada,

2(y-x)x = 2(§x-2x)

% x * X
=yx + &y - xx - Jy
*
= -(y-x) (y-x) (2.16)
dir. (2.16) esitligi (2.15)'de yerine konursa,

(I-2wW)x = x+(y-x) = ¥y

olur.

2.3.QR Algoritmasa

QR algoritmasa AEC™™ matrisini iiniter benzerlik donii-
glimleri ile, kigegen elemenlari 1xl ve 2x2 boyutlu altmatris-
ler olen, iist liggen matrise indirgeyen iteratif bir yontemdir.
Matematiksel olarak QR algoritmasi gsu gekilde tanimlanir: Q
initer bir metris ve R list liggen bir matris olmak lizere, ve-
rilen bir A; € ¢ matrisi igin, A1'=(QQR1 ayrigimi yapilir.

Ikinci adaimda, Al'e benzer olan 42 = RlQl bttt dufile Bu

iglem iteratif olarsk tenimlanirsa,

T e B S Agi= QgRg £ {2.17)
Aga1®= RgQg = QA Qg

ile elde edilen Aa ardigil matrisleri Al'e benzerdir.
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Teorem 2.1: ACE™ tekil olmeyen bir matris ise, A = QR
ayrigimi vardir ve Q ilniter, R ilist liggen matristir. Ayrica,
R'nin kigegen elemanlari riiemfise, ayrisim tektir(1l].

Tanit : A, Q, R'nin k inci siitunlari, sirasaiyla, ak, q
ve rk olsun.

k =1 igin,

al

k

P O 1

FQr = ry1 4

olur. Ciinkii, rt = rllé dir. O halde Ty elemani seg¢ilirse,
q1 belirlenmig olur:

q1 = rz% 2t (2.18)

Bununle beraber, Q'nun iiniter olmasi istendigZinden, (2.18)'in
iki yaninin Euclidean normu &linirse,

1 ="q1"
“llrgd & =[x2pe NENE R

bulunur, r,.€E igin, ry; =lla!ll olarek segilebilir. Giinki,
A tekil olmediginden, |[&| #0 dir.
k = 2 ig¢gin,

- 5 B 1 2
8= ar® = ri, ¢+ Tyq (2.19)

elde edilir. Q'nun iiniter olmasi istendiginden,

X & R | 52
(a1)a® = ry,(a') alerp,(at)e® = ¢y

olur. Burada q1 belirlendiginden, Tio de belirlenmig olur.

Ote yandan, (2.19) baZintisindan yararlanarak
2 1 & 2
||a 30 Il 'llrzzq “

2l <
|r22r”q “ ‘lrzzl
elde edilir. Ayraca, r22£R'.iQin, Too =||32-r12q1|| olarak
segilebilir, A tekil olmediginden, Too ¥ 0 dar.

k = s ig¢gin,
S
SSq
bulunur. T, Tpgs » + « sTgg bilinirse, q° de agafadeki i-
fade ile belirlenir:

1 2
P G BV g e

a® = Qr®
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B

-1 s 1 2 8-

Q liniter oldugunden, i=1,2, « . .,8-1 igin, r.

8
. iy = % * ‘*s
(q 2= = rls(qi)q1 - rzs(qi)q2 B rss(d )a
T
bi¢giminde ifade edilebilir. Son olarsk st
ko s ;| 2 : s-1
“rssq || o “a TIET oye AR ”

- s
= ||

olur, rsselR* olmesi istendiginden, r

bilir.

s ” »” " olarsk secile-

Teorem 2.1'in taniti, A'min (2.17) big¢iminde ayristira-
lebildigini de belirlemektedir. Olusturulan R8 list iliggen mat-
xial, Qs ile sazdan garpilirsa s inci iterasyon tamamlenmisg
olur. QR algoritmasinin tenim bagintilarindan, aegagidaki ba-
gintilar elde edilebilir:

Z *
As+l = Qs As Qg
>
Q; Qs—l As-l Qs-l Qs
*
O el 61 K e Q

S
ve

Q1Q20OOQSAB+1=A1Q1Q2000QSO (2.20)
Buna gtre, s=1,2,. . . ig¢in, As Uniter olaresk Al'e benzerdir.

P8:= Q1 Qs Q3 o ft N
olarak alinairsa,

PUCE g ST O (R S, o Ry

U_:= Rs R R

ge s T R A Rl e

= Ql . . . Qs_l As RS-l . - - Rl
olur., (2.20) egitliginden,

PBUS = Al Ql R S Qs-l Rs-l o U Rl

= A Py 5 U,
_.2 -
M Buolgg e s

= A7 (2.21)
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bulunur. P initer, U st licgen matris oldugunden ve Teo-
rem 2.1'e gore, tekil olmayan bir matrisin iiniter-licgen ay-
risiminin tek olmasindan yararlenarek agagideki teorem ya-
zilabilir.

Teorem 2.2: A€ € tekil olmayen bir matris ise,

3
Age1l = FgtqFg ’ Pg = Q- - - Q4
doniliglimiinde Ps matrisi, Ai'in iiniter-iiggen ayrisimindan el-

de edilebilir.
2.4. QR Algoritmesinin Yakinsamasi

(2.17) ifedesi ile tanimlanan QR algoritmesinds As+l'in
hangi kogullar altinda list liggen matris big¢imine yskinszdi-
gina,

As~n»1 2 P:aAlPs . ey

ifedesinde, Ps'nin davranigleri belirler. Wilkinson(2], ya-
kinsamanin tanitini basit bir gerceZe deysndairair: I birim
matrisin Q ve R faktorleri de birim matristir. AS, birim
metrise doniligtiiriilebilinirse Q ve R faktdrleri de birim m=t-
ris olur. Benzer gekilde, As ardisil matrisleri iist liggen
metris bigimine donlismeye egimli ise, algoritme mutlsk ys-
kinsar.

2.4.1. Ozdegerlerin Ayrik Ve Sirali Olmasa

Teorem 2.3: A, matrisinin 0zdegerleri,

IA] > N >3 1A o (2.22)
geklinde ve L birim alt liggen matris, U lst liggen mstris ol-
mek lizere,

™ 559

X Y = LU

liggen ayrigimi varsa QR elgoritmasi mutlek yskinssr., Burads
X, slitunlara Al'in Ozvektorleri olan kare mstristir.

Tanit: OzdeZerleri (2.22) egitlifindeki gidi olam 4
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matrisi 8 inci iterasyondsa,
X diag(f) x72

s TN X i p%:= diag(R) (2.23)
bigiminde ifade edilir. Q, R, L ve U matrisleri

AS
2

X=QR ’ Y =1U
ifadeleriyle tanimlansin., X'in siitunlera bagimsiz Gzvektir-
lerden olugstuZundan, QR ayrigimi vardir. Y'nin LU iiggen ey-
rigiminin varligi [ 7,s£.19) 'de verilmigtir. Bune gbére Y., Y
nin ilk k satir ve ilk k siitununun olugturdugu matris olmek
lizere, k = 1,2,. . +,n-1 i¢in, detYk % 0 ise L ve U vardar.
X ve Y'nin ayrigsima (2.23)'de yerine konursa,

A7 = QR LU
=GRS 1L D75° ©
elde edilir. Burada (D° L D™®), birim elt iiggen metristir
ve

kS B Eed a B B

olarak yazilebilir. B 'nin (i,j) elemani, i)j igin 1. O\/&)s
ve igj icin sifirdar. l;\J)IXzI) ) 1dal) 0 oldugundan ()\/AJ)
orani l'den kiigilkk ve s—s e igin B —>0 olur. O hslde,

8
Ay

Q R (I4+B)) »'s

Q (Isk B, E°1) R D%
Q (I+F ) R pSu

olur ve s—— o= igin P el v, (I+F ) matrisi, iiniter
matris Q ve iist liggen matrls R garpanlarlna eyrigtirilebi-

1iy, ¥ ———»O i¢in Q ve R -1 birim matrise yekinsedikle-
ri aglktlr. Sonug olarak

= (Q Q)(E, R D° 1) (2.22)

ifadesinde As'in (QQ ) fektorii iiniter ve (R RDSU) fektori
list liggen matristir. ‘1 tekil olmayen bir matris ise, (2.21)"



x5

de verilen PSUs ayrigiminde Ps f Qas olur ve PS, Q Uniter
metrise yakinsar. Ote yandan, (R,RD™U) iist liggen metris ol-
masina ragmen kdgegen elemanlari pozitif olmayabilir. D1 ve
D, uniter kigegen matrisleri ile, (ﬁsRDSU)'nun kogegen ele-
menlari pozitif yepilabilir.

z = -1

alinarse, (Dg1 U)'nun kdgegen elemanlari pozitif olur. Bu i-
fadeler (2.24)'de yerine konurse,

5 _ - & S\-13 s S, n-1
A7 = @ Q_ D, D ((D, D)™ R, R(D, D])I D|°(D;" 1))
elde edilir ve egitligin saZ tarafinde bliyliik parantezin ig¢in-

deki kisim, kOsegen elemanlari pozitif olan iist liggen matris-
tir.

2.4.2. Ozdegerlerin Ayrik Ve Sirali Olmamasi Hali

.....

¢iminde carpanlara ayrilabilmesi yalnizce mutlek yakinsamayi
degil, ayni zamanda A metrisinin GzdegZerlerinin kdgegen ii-
zerinde (2.22) ile verilen bigimde sirali olduZunu da belir-
1y,

[yij]kk matrisinde, herhangi bir k ig¢in detYk = 0 ise
Y'nin LU ayrigimi yoktur. Fakat detY # O ise, Oyle bir P per-
miitasyon matrisi vardir ki, (PY) matrisi LU g¢earpanlarina ay-
rigtirilebilir (7). PY = LU ayrigiminda, L'nin kdgegen altin-
daki elemanlarindan bazilari sifirdir. (2.23) ifadesi, P mat-
risi dikkate alinarak tekrar yazilirsa,

S S
Al B
T

N Y 1L B

xPL (pD° PO)L U (2.25)

elde edilir. (P D° PT)'nin kogsegen elemanlari siralil olmayan
ﬁ ozdegerleridir.

- ) - S5 DS

=QR , PD° P 3

XP

olarak yaszilarsa,
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s
QR D3 LU

e 8 S S
= QR (D3 L D3)D3 U

H

olur. D,'iin kégegen elemanlari, \’ , sirali olmadiklarinden,
(Dg L DB'S)'nin ilk bekigta I birim matrise yakinsamadiZi
gorilir. Bununla bereber, Dgs'nin kGgegen elemanlarlAh,Ahw-
volas A58 gB:terilirse, p>q ig¢in, (D§ L Dgs)'nin (p,q) ele-
mani (AL/Ah).lpq olur. Burada ip<;q ig¢in, lpq = 0 olurl2].
Ayrice,

D3 L D3° = I + By
olarak yazilabilir ve s——+ igin B,—0 olur. O halde P8
matrisi, XPT'nin ayrigimindan bulunen Q iliniter matrise mut-
lak yekinser.

Sonug¢ olarak, farkli Gzdegerlere sehip bir A metrisi i-
¢in, agsagidaki teorem yazilsbilir [ 4):

Teorem 2.4: Herhangi bir A tekil olmayan matrisin Gzde-
gerleri ayrik ise, QR doniiglimii altinda ana kigegen altindski
elemanler sifira, listiindeki elemanlar sabit deZerlere ve ki-
segen elemenlari ozdegerlere yeskinsar,

2.4.3. Mutlak Degerce Egit OzdeZerlerin Bulummasa Esli

etkilemediginden, k = 1,2,. . . ,n-1 ig¢in, detYk * 0 oldugu-
nu varsayalim., (2.23) ifadesinde Y yerine LU konurss,

Ly
x(p° L %)% v

S
Al

elde edilir. Al'in bazi ozdegerleri mutlak deZerce egit, &i-
gerleri farkli olsun. Yani,[Ad] =Pad= . . . =] ve aiZer
dzdegerler mutlak deferce farkli biiyiikliiktedir. (D L D™5)»
nin kdgegen altindeki (i,j) elemanlara (k/}9§1ij, S—a §o

et 14 )5 igin
0 difer durumlardsa
olur.
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Mutlak degerce egit olan ozdegerler katli ise,

e

g B Bk i B, , (By —0)
olur. Burada'i,
b lij t¥i)3 s igin
L=
3 diger durumlerde
bi¢iminde ifade edilir ve sabit legtirilmig birim alt iliggen
matris adini elir. XL = Q R ayrigimi1 varsae,

S
Al

QR ALl B,) p° U

Q (I +RI™ B, RHRD° U

Q (I + FR " 9
4 b S
(Q Q) (R, R D° U)

olur. Burada ésﬁs’ (I + Fs)'nin ﬁniter-ﬁggen~ayr1§1m1d1r. Q
initer matrisi, X'in ayrigimindan degilde, XL'nin ayrigimin-
dan bulunmugtur. Fakat XL'nin siitunlera Al'in bagimsiz 6z-
vektorlerinden olugtugundan, X matrisinden farkli degildir.
Bu bakimdan PS,Q liniter matrise yakinsar. O healde,katli 0z~
degerler yakinsamaeyi engellemezler.

Mutlak degerce egit olan ozdegerler katsiz ise, (AN#),
|Ml=])gp, T birim alt iiggen matrisi yukerida tanimlenan se-
kilde olmasina ragmen, kogegen haricindeki sifirdan farkla
elemanlar sabit degildir, yani, A =|\]exp(ie;) ise,

~

1ij = lij.exp(is(EBl— é%))

olur. XL matrisi, r'den t'ye kadar olan siitunlari diginda
sabittir. Bu slitunlar, X'in kergi diigen siitunlarinin lineer
kombinezonu olarak ifade edilebilirler. Bu nedenle, XL'nin
Uniter-iliggen ayrigiminda Q iliniter matrisin r'den t'ye kadar
olan siitunlari, X'in kargi diigen siitunleranin lineer kombi-
nezonlaridir, geriye kalan siitunleri sabittir. Sonug¢ olarsak
Ps’ r'den t'ye kadar olan siitunlar hericinde Q matrisine ya-
kinsar. Yalnizca, mutlak degerce egit olan ayrik ozdegerler
yakinsemayl engeller fakat, bu durum pratikte Onemli bir zor-
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luk getirmez [2,8f.540] .

Yakinsema bekimindan en sakincali durum, A R? matri-
sinin eglenik Gzdegerlerinin olmasi halidir. Bu durumda Ak,
kégegen ilizerinde merkezlenmig, reel 6zdegerlere kergi diigen
1xl ve eglenik Gzdegerlere kargi diigen 2x2 boyutlu altmat-
risleri igeren blok iist liggen matrise doniigtiiriilibilir. Do-
layisiyla, kigegen altindaki bazi elemanlar sifirdan ferk-
11 olebilirler. Al,r tane mutlak degerce egit kompleks Gz~
degere sahipse, As ozdegerleri kisgegen lizerinde merkezlen-
mig ve bu r tane degere yakinsayan r boyutlu bir matristir.

Ornek 2.1:
g R R BN
s =t 000
O—<F P9
O-V—-F P

bi¢iminde verilen bir A1 metrisine QR algoritmesi uygulani-
sa, Al matrisi ilist liggen metris big¢imine indirgenemez. Ger-
¢ekten, Q1 = Al ve R1 = I olarask asyrigtirilirss,

A2 a RlQl ® Al
olur ve r = 0,1,2,3 i¢in dzdegerler e(exp(l/24 r)) dir.
Ornek 2.1'deki bigimde, ¢ok biiyiik boyutlu bir metrisin
0zdegerleri standart QR algoritmesi ile kolsyca bulunememek-
tadir. Bu zorluk, ileride goriilecegi gibi, orijin Gteleme i-
le (shift of origin) giderilebilir ve A, blok Ust liggen mat-
rise doniligtiiriilebilir.

2.5. Genel Bir Matrisin Hessenberg Metrise Indirgenmesi

Genel bir AR™™ matrisin Szdegerleri QR elgoritmesi i-
le bulunursa, iglem sayisi ve yakinseme hizi bakimindan bazi
problemlerle kargilagilir. A matrisi, Hessenberg matris, iig-
kogegenli matris veya bant matris gibi basit yapide ise ig-
lem sayisi eszalir. Ileride ayrintili olarak goriilecegi gibi
AR™™ Golu bir matrisin Szdeferleri QR algoritmasiyle bulu-
nursa, bir iterasyon ig¢in, iglem sayisi n~ mertebesinde olur-
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ken, ACRP*D Hessenberg matrisi ig¢in bu saya n2 dir. BEu ba-
kimdan, QR elgoritmasina baglangi¢ olarsk, ART® dolu mat-
risinin list Hessenberg matris big¢imine indirgenmesi incele-
necektir. A matrisinin, i)j+1 (i+1¢j) i¢in (i,]) elemani si-
fair ise, A iist (alt) Hessenberg metristir denir. 2.2. alt
boliimiinde verilen ddniigiim matrisleri ile farkli yontemler
kullanilerek, A matrisi H Hessenberg meatrisine doniigtiiriile-
bilir. Bu yontemler; elementer benzerlik doniigiimleri, Giv-
ens yontemi ve Householder yontemidir. Bu yontemlerle, ve-
rilen bir matrisi Hessenberg matrise indirgemek ig¢in gerek-
1li iglem sayisi, sirasiyle, 5n3/6, 10n3/3 ve 5n3/3 dir(1],
(2). Elemanter benzerlik d&niigiimleri ile indirgemenin, is-
lem sayisi bekimindan, Givens ve Householder yontemlerine
Hessenberg matrisinin elemanlari biiyiilkce hatalar igerebilir--
ler. Givens yonteminde ise, yardimci kigegen (sub-diagonal)
altindaeki elemanlar, diizlem ddndiirme metrisi ile, tek tek
sifirlandigindan iglem sayisi yiiksektir. Bu bskimden, orto-
gonael ve simetrik doniliglim matrisleri kullenan Householder
yontemi ile AeR™™™ matrisinin Hessenberg matris bigimine in-
dirgenmesi incelenecektir, DiZer yontemlerle indirgeme ig-
lemi,(1],[2], (10lno'lu referanslarda ayrintili olarsk ve-
rilmigtir.

Householder yonteminin en Snemli avantaji, doniisiim mat-
risinin ortogonal olmasi dolayisiyla, doniistiiriilen matrisin
durumunun kotiilegmemesidir, Yani, H Hessenberg metrisi A'main
durumunu (iyi durumlu veya koti durumlu) korur. DiZer bir a-
vantaji, A simetrik bir matris ise H Hessenberg matrisi de
simetriktir.

Householder yonteminde doniliglim matrisi,

Q = I -(2ud/jluf) e | g (2.26)

ortogonal matristir. Q dyle segilmelidir ki, her adimde A'min
bir siitununun yardimci kdgegen gltindeki elemenleri sifirs
indirgensin. Dolayisiyla Q, (n-2) adim ig¢in ayri ayra belir-
tilmelidir. (2.26) ifadesinde Q'nun ortogonal (QQT = I) ol-
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dugu,
Q" = Q ' ull= = ()22

elinarak gosterilebilir. Gergekten,

Q'Q =00 = I ~ (4u dvuuf> + (4(ud) () /) (2.27)
dir ve (2.27)'deki
(ud) (ud) = u(u w)u”
= u("ﬂphf
= || wlftud)

yerine konursa, QTQ = I olur. Q'nun tanimlenmasi tamamen u
vektoriiniin se¢gilmesine beglidar, v = (vl, b owian W - Fah
Viys + + +2Vy)T vektdrii igin w = Qv dbnilgiimiinde w'nin Szel-
liklerinin agsagidaki gibi olmasi istensin:

l, w'nin ilk (k-1) elemani Vis Vou o o o 3V o

2. Geriye kealan (n-k) elemani sifair olsun.
O halde u vektori su gekilde tanimlanir(10]:

s W™ W W5 i § 5 (2.28)
Ce Upn T Vigar  Weo T Vo o e o, Wy TV,
= -+ 2 2 2 2\1/2

Verilen u ve v vektdrlerinden,
J]u”2= 282 .28 ¥ Cn vvze® -s vy ”uZI/2

olur ve

SREEd = 2
(T - 2ud /Juldv = v - (24 v/[luf)u

v =10 =w

Qv

dir,

A matrisi, A =[A1, Asy o o oy An] siitun formunda ya-
zilirsa, QA = [QA,, QAy, « . .« , QAn] olur. Hessenberg bigi-
mine indirgemede ilk adam, QAl'in S % 3.8, c ¢ agh 1010 3
inci elemanlarini sifir yapmaektir. O halde Al siitun vektéri
i¢in (2.28) ifadesiyle tanimlanan u,

' > 0, u = 8, 4 (azi - a§l§ - ais P a§1)1/2’
331, ...,lln"%l

-
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olarak seg¢ilir ve H1 = QAQ matrisinin ilk siitununda yardim-
c1 kbgegenin altindaki elemanlar sifirdar. Hl = QAQ matris
garpimlerini yepmaek yerine agagidaki basitlegtirilmig ifade-
ler kullanilair. 1gk¢n ig¢in, QA'nin k ineci siitunu QA dar.
Herhangi bir y vektori igin,

2
Qy = (I-2ud /[lu|Dy

=iy-cu . c:

. 2
y-(2u y/|[u|Du
24 y/||ull?

ifadesinde, ¢ sebitinin belirlenmesi ile Qy doniigiimii kolay-
likla hesaplanabilir. Benzer gekilde, QA g¢arpimi ig¢gin Once

B =2/’

heseplenir ve 2¢kg&n ig¢in,

C>§= u Ak

degeri ile
by = Ap-(Pou) (2.29)

bulunur. QAl'in yardimci kdgegen altindaki elemenlari sifair
olacagindan, QA, cerpimine gerek yoktur.
B:= QA olarak alinirsa, BQ carpiminin basitlegtirilmig

ifadesi yazilebilir. C:= B ve C = [01’ Cos o o o Cn] .
nirse,
@) =q. B =qc
= [QCl, QChs o o & ,anJ
ve QC'nin siitunlara,
’ 2
QC, = C-(2d ¢ /ljulDu = ¢ -d,u (2.30)

olur. Burada 1¢k{n igin} P := 2/“\1!]2, '&:= u' Cy ve dk:=§ & dar.
C'nin slitunleri B'nin satirlari ve QC'nin siitunlarida BQ'nun
satirlaridir. O healde 3;, 1<k¢n ig¢in B'nin k inci satiri ile
u'nun skaler ¢arpimidar.

(2.28) ifadesinde s'nin deZeri hem "+" hem de "-" igin
dogrudur fakat, kerigiklifa onlemek igin, vy 'nin igeretinin

tersi alinir [10]. Birinci adim sonunds, H1=QAQ doniliglimii ile,
ilk siitun istenilen yapidadir ve Hl matrisi A'ya benzerdir.
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Ayni iglemlere devam ederek,

-

811 2 » ’ s €1n]
dzl 822 Ll . . 82n
O 8.32 . . . a3n
Hl = 0 842 - . - a4n
LO & o o o o ann_

matrisinin 2, 3, « . ., N-2 inci siitunlarinin yardimci kGse-
gen altindaki elemanlari sifira indirgenir. (n-2) edim so-
nunda, A'ya benzer olan H Hessenberg metrisi elde edilir.

2.6. QR Algoritmesimn Pratikte Uygulanmasi

A eR™™ matrisinin Q_R_ eyrigimnde, Q_ ortogonel met-
ris olmelidir. Teorik olarek, As'nin siitunlerainin Schmidt
ortonormalizazyonu ile, bu gekilde ortogonel-iiggin syrigim
yapilabilir (2] faksat, Q ortogonal ozellléinl kzybeder.

Pratikte gogu kez Q yerlne, transpozu olan Q‘ egaZidski gi-
bi bulunur:

Q. A_ =R

0w 3

Qg matrisi, Al nin liggenlegtirme igleminde (2], Givens yom-
teminde kullanilan diizlem dondirme matrislerinin garpamn ile
yada Householder yonteminde Ortogonsl simetrik mestrislerim
¢arpimi ile belirlenir. Dahs sonra,

As+1 9 Rs Qs
doniiglimii, QE' nin transpozu ile Rs sagdan carpirlarsk elde

edilir,

A matrisinin Szdegerleri QR algoritmesayls dulumumes,
iglem sayisi n° mertebesinde olur fakat, 4 Fessexdary matris
bigimine indirgendikten sonre iglem ssyis: m- mertedesize i~
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ner. QR elgoritmasina baglangi¢ olarak Hessenberg matris bi-
¢iminin alinmesi, ileride goriilecegi gibi, bagka kolaylik-
lar da saglar.

Teorem 2.5: Al iist Hessenberg matris big¢iminde ise, Q1
de Hessenberg matris big¢imindedir ve QR doniigiimii altanda bu
yep1 bozulmez,

Tanit: Agsagide verilen A Hessenberg metrisi ig¢in,

PR B R
SE El i
Al =10k X X X o
gy 3 X
R0\ 0 A x"

A, = Q R, ortogonal-iicgen ayrigiminds Qinjirxis&umgqj, A}
in ilk j siitunlerinin lineer kombinezonudur. Ai den agikcs
gorilir ki, qj ile aj aynl.yapldadlr. Dolayisiyle Ql Hessen-
berg matris big¢imindedir. Iterasyonun ikinci ediminde,

A2 s Rl Ql
ifedesinde, R1 iist licgen matris oldugundan 45 nin j inci sa-
tira, Q,"'in j'den N'e kadar olan satirlarinin lineer kombi-
nezonudur. O halde Q, Hessenberg metris olduZundan, A, de
ayni big¢imindedir.

Genel olarsk iglemlerde, Al Hessenberg metrisinin yar-
dimci kdsegen elemanlarinin sifirdan farkla olduZu gz Onii-
ne alinirsa da, bazi elemanlar sifiras yakin bir deZerde ola-
bilirler. Her hangi bir eleman yeteri kadar kiigiik ise, sa-
fir olarsk kabul edilebilir ve o noktada metris, altmatris-
lere boliinerek dsha kiigiik boyutlu Hessenberg matrislerle is-
lem yapilir. Agsagideki A_ matrisinde

s
I - X ke X &0
7 L o 5 o -
£§:% T AE P 2 G
A - - - S -
- b BT Jon Em - :
. k- X 0 D
T =X
L <
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¢ gok kiigiik bir deger ise, dnce D eltmatrieinin sonrada B'
nin 6zdegerleri bulunur. Burada, €42 " | Allolerek elinir ve
t hane sayisi (martys) dv. Iterasyonun her sdiminda, yardimei
kégegen elemanlari kontrol edilir. (r+i,r) konumundeki ele-
men ¢ mertebesinde ise, dnce sag alt kigedeki (n-r) boyutlu
metrisin, dehe sonreda sol list kdgedeki 21t matrisin dzde-~
gerleri bulunur, r = n-1 ise, D'nin boyutu 1 dir ve Gzdege-
ri bellidir. Bu durumde As'nin gon satir ve siitunu atilarsk
(n-1) boyutlu metrisin &zdegerleri ersgtirilir. r = n-2 ise,
D'nin boyutu 2 olur ve ikinci dereceden polinom ¢ozimi ile
2 tane Gzdeger bulunur. Bu durumds, As'nin son 2 satir ve
siitunu ¢ikarilarak (n-2) boyutlu metriein &zdegerleri bulu-
nur.

G6z Oniine elinmesi gereken diZer bir durum, A Hessen-
berg matrisinin (r+i1,r) ve (r+2,r+1) konumundski elemenlerin
¢ok kiigiik oldugu durumdur. OrneZin; n = 6 , r = 2 olan Hess-
enberg bigimi ageZidski gibi ise,

T . B = X
> X2 X X
S Tk -f. X Z -
A= . = .
Q,_x x - R ot :"'
5 x x X E v
x =

A matrisi ¢ ve €, deZerlerine gire eltmatrislere bdliniir.
Gosterilebilir ki; W'nin herhangi bir Gzdegeri B, &ym ze-
manda A matrisinden (r+2,r) kommmumndski ¢, ‘1/("1-'1,1-—1 -ru)
degeri ile farkli, K matrisinin de bir GzdeZeridir [2].
(€&:€2) deZeri ihmal edilebilecek kadar kiiciik ise, p eym ze-
manda A metrisinin de bir GzdeZeridir. O heslde, A metrisine

QR algoritmess: uygulamirsa, olugturulen A erdigil metrisle-
rinde 8§ —— = igin

Bssi § 2551 =540 (3 =23, . . ,2-1) (2.31)
ise, QR glgoritmasi: mutlek yakinser [1] . Yekinseme igin
yardimeca kigegen elemsnlarimin hepsinin sifir olmesa gerek-
mez. (2.31) baZintisami saZlayan giftlerden birisinim safare
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yakisemasi yeterlidir,
2.7. Orijin Oteleme

QR ealgoritmasinda, baglangi¢ matrisi olarek ilist Hess-
berg matrisi alinmasina ragmen, yakinsama bazi matrisler i-
¢in yavagtir. 2.4'de goriildiigi lizere, s——°= ig¢in aii — AL
olur ve lineer yakinsama,

Sl Ty O(ri ) TN = O(ri ) (2.32)

ii i+1,1i
olarak tanimlanebilir [(5]. Burada Ty yakinsama oranidir ve

r;: = maks {| )‘i/)\i—il ’ |)'m /Ml} » M /N=0 A/A=0
dir. Yakinsama hizi T ¢ok kiigcilik olmadikca, As'nin st iliggen
matrise indirgenmesi ¢ok yavag olacaktir. Genel bir As mat-
risinin i)j ig¢in aij eleman1n1n,|*i/A3| orani kiigiildiikce,
sifira yekinsamasi hizli olur. Hessenberg matrisi i¢in sifa-
ra yakinsamesi gereken yalnizce (r+1,r) konumundaki eleman-
lardir. A metrisinin 6zdegerlerini bulmek yerine [ A-kI ] mat-
risinin 6zdegerleri bulunursa, [(A-kI]'nin ag’n_l elemani
(( \=k)/(\,,-k)) yakinsama oranina bagli olarak sifira ya-
kinsar. Bu nedenle, k degeri ile yakinsame hizi kontrol edi-
lebilir ve k =A, ise 8, ,n-1 bir iterasyon sonunda sifir olur.
Bu agiklamalara dayenarak, verilen kS orijin oteleme deger-
leri ig¢in, QR algoritmasi yeniden tanimlenabilir ve bu igle-

me orijin oteleme veya genellegtirilmig QR doniiglmu denir:

e N (2.33)
s = 1’2,. KR .
Eos =G v ET - (2.34)
As+l metrisinin As'e benzer oldugu, (2.33) ve (2.34) i-

fadelerinden agik olarak goriilmektedir. Gergekten, (2.33) i-
fadesinde

R,
Ry = Qg (45 - Xg7) (2.35)
bagintisi, (2.34)'de yerine konursa

p :
A154-1= Qg (As v ksI)Qs * ksI
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A =Q

S+1 s Qs - ksI » ksI

HBEn 3

Qs 45 Qg (2.36)
elde edilir. (2.33), (2.34) ve (2.36) bagintilarinden,

5 il
Ag = (Q1Q2‘ i Qs-l) A1Q1Q2. o & Qs_1

ve
(Qlec . .QS)(RSO . oRle) = (Al-klI). . .(Al-kSI)
olur.

Ps:= Q1Q2. . .Qs

olarak alinirsa, - :
U =‘ZS(Al-kiI) 0 = (2.37)
elde edilir. Bu sonuca gore agagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2.6: Genellegtirilmis QR algoritmasi , k, Stele-
me degerleri ile, A matrisine uygulanirsa,

As+1 " Pg APy
doniiglimiinde P_= Q. . . Qg ortogonel matrisi, M°'min ortogo-
nal-liggen ayrigimindan elde edilir.

Pratik olarak, yekinsama hizinin artmasi ks degerleri-
nin uygun olarak segilmesine baglidir. Ozdegerler mutlek de-
gerce farkli biiyiikliikklerde ise, az'n l'nin sifire ve &> _'nin
A, 'e yakinsamasi beklenir. O halde, |a ,n- 1| belirli bir
¢ degerinin altina diigtligiinde, E.* agn olarak segilmesi
yekinsama bakimindan tercih edilir. Gergekten, la;,n—ﬂﬁé'ise
ks: a2  igin, bir iterasyon sonunda

nn ;
S+1 2
fp,ne2:-7 oC€)

olur. Wilkinson [2, 8f.5081] , k_'nin bu gekilde seglleblle-
ceginl bir ornekle gostermistir. Genel olarek, [ n,n- ﬂéﬁ. ise
nn bir 6zdeger olarak alinir ve matrisin son satira ile son
siitunu atilarak, geriye kalan Gzdegerler (n-i1) boyutlu mat-
risten bulunur. Boyutu indirgenmis matris de Hessenberg bigi-
mindedir ve ayni1 iglemlerle digZer ozdeZerler teker teker bu-
lunur.

o
g
h |
8
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Ozdegerler mutlek deferce farklia biiyiikliikkte degilse,
s

& _,.n-p Sifirea yakin bir deger olabilir, Bu durumda, A
’
Hessenberg matrisi

All A12
A:-....-a _________
n-i,n-1 n-i,n
O ‘
a8
' -
E n,n-1 &n

big¢giminde b&liinlir ve sag elt kogedeki 2x2‘altmatristen Ay VE
Kig 6zdegerleri bulunur. Daha sonra, A matrisinin son iki
satiri ve siitunu atilerak (n-2) boyutlu matrisin 6zdeZerleri
bulunur.

s iterasyon ig¢in ks oteleme degeri, As'nin sag alt ko-
sebindeki 2x2 boyutlu Cs altmatrisinin 6zdegerlerine gore
seg¢ilir (4] , [ 5]

Ea s -
a
CS e S S
a =X ann
-

altmatrisinin C,g Ve Cog ozdegerler1 reel ise, k oteleme

degeri agagidaki gibi seg¢ilebilir: ann deZerine mutlak de-
gerce en yakin Chs (m=1,2) dzdegeri ile,

Cc

-k
L & Lrz : =0 (2.38)
 » |< K,

ise, k, = c,  olarsk alinebilir. (2.38) egitsizlifinin saZ-
lanmadigy durumlerda kg, = k. olarek se¢ilir. c ve ¢,
6zdegerleri eglenik ise, Oteleme deZerleri yukarids agiklen-
di1g1 gibi segilemez. Bu durumda, birkes c, ile birkez de Cog
ile orijin dtelenir; bdu igleme iki kademeli QR algoritmesa

(Double QR Algorithm) denir.
2.8, iki Kademeli QR Algoritmasa

Yukarada gdrilldiigi gidi, gemellegtirilmis QR algoritma-
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gainda Cs altmatrisinin 6zdegerleri eslenik ise, s inci ite-
rasyon i¢in hem £ hem de Cog ig¢in orijin 6telenir. Bu a-
¢iklamaelara dayanarak Al matrisi ig¢in iki kademeli QR algo-

ritmasa,

Al-klI = QlRl
A2 = RlQl -~ kll
A2—k21 - Q2R2
Ay = RyQy + koI (2.39)

bi¢iminde tanimlanir ve (2.36) ifadesinden,

2 P
Ag = Q0 A, @

T T
Q5 (Q:L Al Ql)Qz

- - &

- (Ql Q2) Al (Ql Qz)

= B

=P A P, (2.40)
elde edilir. Yukeradeki ifadelerden goriildiigii gibi, kompleks
oteleme degerleri A:L matrisinin elemanlarinin kompleks de-
gerlere ddniismesine ncden olmazler. (2.39) ve (2.40) bagin-
tilarindan yararlanerak, A3 matrisinin ortogonal-iiggen ayri-
s1m1 agegideki gibi bulunur:

P2U2 = Q1 Q2 R2 Rl
Q, (A5-k,)R)
=Q (Rl o klI)Rl - kQ, B,
QR QR +k QR -k Q Ry
(QlRl e kII)QlRl = %aQ Ry
A, QR - koQ Ry
(Al-kzI)(Al-klI) '
=éE2(Al) . (2041)

A, matrisi ig¢in k, = k, olarak sec¢ilirse, E2(Al) de reel bir
metris olur [ 5] . [Al-klI]'nln ortogonel-liggen ayrigimina

bulmek yerine dogrudan E2(Al) matrisinin ortogonal-iiggen
ayrigimi bulunurse, A2 matrisinin bulunmasi gerekmez; dola-

"



29

yisiyle kompleks sayilarla islem yepmak zorunda kalinmaz. I-
ki kademeli QR algoritmasiyla A28+1 (s tek sayi) matrisi,
Apg_, 'den doleysiz olerak bulundugunden iglem sayisi Gnem-
1i olglide azelacaktir feket, her adimda E2(A28_1) heseplen-
digindan iglem sayisi artar. Buna kargilik, ileride goriile-
cegi lzere, A23-1 metrisi Hessenberg big¢iminde ise, E2(A
in yelnizca ilk siitununun bulunmesi yeterlidir.

Teorem 2.7: E = QAQ doniigiimiinde A metrisinin slitunlara
ile Q'nun ilk siitunu, H matrisi ile Q matrisinin diger siitun-
larini belirler. Buradz, ‘H yardimci kdgegen elemanleri pozi-
tif olen Hessenberg matris, Q liniter matris ve A genel bir
matristir.

)v

2s8-1

Tanit: Q matrisinin j inci siitunu a3 ve H'main j inci
situnu hj'nin hij elemani bilinirse,
QH = AQ

1fade51nde ' inci slitunlar ig¢in,

2 h. = A
1qu qJ

elde edlllr, yeni,

Biya,j YGaa “ A9y - ihij 93 = A4
i=t
olur. Q matrisinin siitunlari birbirine dik oldugunden,
Biaa,s = 19l
ve

qj+1 = (1/h3+1 J) qj+1

olerak bulunur ve biitiin siitunlar igin,

3 AT ¢ W = (2.42)

bagintilary elde edilir.
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Teorem 2.7'ye gore,

A = oF A Q

donugimiinde A2s+1 matrisinin silitunlari, Q ortogonal matri-
sin ilk silitunu ile belirlenebilir. A2s—1 Hessenberg metri-
sin yardimci kUgegen elemanlari sifirdan farkli ise,
matrisi ile A28—1 ayni big¢imdedir (5].

Teorem 2.8: AeR™™ matrisi kogegenlegstirilebilen, yar-
dimci kogegen elemanleri pozitif (sifirdan farkla) olan lies-
senberg matrisi olsun ve W liniter donlgiim matrisi ile, basg-
ka bir Hessenberg matrisi olan WAW metrisine doniigtiiriilsiin,
W'nin ilk siitunu, '

vy = 1/ fmy]D-m]

2841 2s-1

A28+1

ise,

- > -— ?7’ 1
As+1 =obgad . Tg * NoAgl

olur. Burada m®

; ’
o - S
PSUS =3 (A-ksI)(A-kS—]_I) &% ® (A-kll) = Il

(2.37) ifadesi ile verilen

matrisinin ilk siitunudur.
Teorem 2.8'in taniti [4) ve [5 ] nolu referanslarda ve-
rilmigtir.
(2.37) ifadesinden,
S 5
M e1 = PS Us e1

bl =, s”
= u,P m, ’ Uy, I n,

elde edilir. Ginkii, uSecR* ve |p] | = 1 air. O halde, w =p°
ve

» - *
As+1 = PS A Ps = WAW

olur.

Yerdimecil kosegen elemanlaeri sifirdan ferkli A Hessenberg
matrisinden A matrisine doniiglim i¢in iki kademeli QR algo-
ritmesa, EZ(A) = QR ayrisiminde, Q matrisinin ilk silitunu ile‘
tanimlenir. Bu eyrisimde R list liggen matris olduZunden, E2(A)
nin ilk siitunu doniiglimii gergekler. O halde,

B,(0:= (h-kpy )(A-kp) = X=0ded  (2.23)
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olarak alinirsa,

Ey(A) = (A°-G A + J1) (2.44)

olur. Burada, 0 = k, -k, _ ve o= koo + kog o dir. E,(A)"
nin ilk siitunu,
4 5 7 5% fuac - Tk
g+ S b 842 1 "
851% 182080 st e %
83585, 0 0 5
. . . O
L " . 9 4 [ Odarig@ |
=:m (2.45)

bigiminde olur. Burada m,, en fazla ¥, ), Ve % gibi iig
tane sifirdan farkli elemane sehip olebilir. O halde her i-
terasyon igin, E2(A)'n1n ilk siitunu yardimiyla, Q'nun ilk

stitunu
m

% e
e Sty LW (2.46)

hesaplanarak, A Hessenberg matrisinden £ matrisine doniigiim
gerceklenebilir [ 4] .

Francis, verilen A Hessenberg matrisine benzer olan 'y
matrisini, bir iterasyon ig¢in, su sekilde bulmustur: Once,
ilk siitunu (2.46) ifadesindeki gibi olan P, ortogonal mat-
risi tanimlanir. Daha sonre,

B, =P, AP
déniiglimii yapalar. B, ve P, matrisleri, 6x6 boyutlu A Hessen-
berg matrisi igin, agafidaki bdbigimdedir:

[x x x, 4 iz % x x x
xxx 0 X XXX XX

P,= Xxx sy B FEXXXXX
b e EX TR X

] \ < 00xxx
@000xx
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i1k siitunu £ olan ortogonal P2 matrisi ile,
R,
o = P28, Ty
doniiglimii yapilar. Bz'nin ilk silitunu Hessenberg big¢imindedir
fakat, 2 ve 3 ilincli siitunleri Hessenberg bi¢iminde degildir.

Benzer gekilde, ilk siitunu . olan P3 ortogonal metrisi ile,

B, ¥ B¢ B B

doniiglimiinde BB'ﬁn ilk iki slitunu istenilen big¢imdedir fakat,
bu kez BB'ﬁn 3 ve 4 inci slitunlari Hessenberg big¢iminde de-
g£ildir. Bu gekilde doniigiimlere devam edilirse,

T ;
I']-l N—l . L . Pl A Pl - . . PN—l

matrisi Hessenberg big¢iminde olur. Pl. o PP_1 garpi-
minin ilk silitunu q, oldugundan, Teorem 2.7 ve Teorem 2.8'den

B =P

’

B, = A

-1
olur ve Poe o « Py, carpim E2(A)'n1n Q faktoriidiir.

2.9. iki Kademeli QR Algoritmesinda Benzerlik Doniigiimii

Iki kademeli QR algoritmesiyla A, . matrisinden A
matrisine doniiglim, ortogonal doniigliim matrisi

28+1

e by, 2

ile yapailir. (2.45) ifadesinde, E2(A)-el'in sifirdan farkla
elemanlarar ¥, % ve 3; ise, P. ortogonal matrisi agagida-
ki egitligi saglamalidar:

> 8

= T - %
Ealtanit § (I—2wlwl e, = q, --€>E2(A)e1 (2.47)

-] 0 . . o
Burada,||wln =1 ve 49:=” EZ(A)elu dir. P, matrisi igin w,
siitun matrisi asagidaki gibi seg¢ilebilir [5]:

wor= v /vyl s ViR ys Oheee ,0) (2.48)

S

0 halde,
I-(2v1v1 /||v1])
ve

(pe )™ = (-2/|vyl o 2R/, -2§/|[v,J[+0++-0)
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(r,e,)" =:2(d/z, K/2, ¥/2, 0,. . .,0) (2.49)
olur. Burada,
2% = X,’; J:l-o % (2.50)

dir. (2.48) ifadesindeki \k’ ve V{ , asagideki denklemler-
den bulunur:

“2/|v|l =t ¥z 1, (2.51)
(_2/"\,1“3\”: L Xiwsy) (2.52)
(=2/\v = * ¥z - (2.53)

(2.51) ifadesi,
= 2/|v, [ = 1 ( §/2)
=1+4d/2 (2.54)

bigiminde yazilebilir. (2.54) ifadesinde, o¢, "-" ve "4" i-
gsaretleri ig¢in deZigmez. Bu nedenle sedece "+" isareti ala-
nacektir. (2.54) ifadesi, (2.52) ve (2.53)'de yerine konur-
sa,

V=58/(%+2) , Y=¥/(4s 2) (2.55)

bulunur. Yardimci kosegen elemanlari sifirdan farkla ve Ees-
senberg big¢iminde olan altmetrislerle iglem yapildiZinden,
Y, ¥ 0 air.

Pratikte, P1 kare matrisini olugturmays ve

e
Bl e

metris garpimina gerek yoktur. Matris garpimina gerek olma-
digini1 gormeden dnce,

A Pl

B, =B B, By
doniliglimiinde, P2 matrisinin yapisina bakmakta yarer vardair.
P, ortogonal matrisi, Bi'in ilk sitununu Hessenberg bigi-
mine ddniigtirixr ve ilk situnu e, dir. Bu nedenle, (PIPZ)'
nin ilk siitunu q, dir. 0 halde, F, ddnisim matrisi ile By
nin ilk siitununun

BB R4 0. s £ & QY= Boe, = Pg Blel=:P§b1
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big¢iminde olmesi istenir. Pl ortogonal ve simetrik oldugun-
dan, (2.47) ifadesine gore, '
W P & ¥
> 3 - RS veya 2y 1% lel (2.56)
olur. burade, m, = (X, X, &, O,. . .,0)" ve o=|n | air. P,
de simetrik bir matris oldugundan,

Bye, = Pyb, £2.5T)
big¢iminde yezilebilir. (2.57) ifadesinde her iki tarafin ilk
satirlara caikarilarask, (n-1l) boyutlu ve (2.56) ifadesine ben-
zer bigimde bir vektdr elde edilebilir. Oyleyse, (2.48)'de
verilen ¥, vektoriinde bilitiin elemanlar bir satir asagiya kay-
dirilerek, P:L matrisini olusturmek ig¢in yapilan islemler I2

i¢in de yepilir. Yani,

P, = I-2vpvh /vy . Vo = (0,1,y,1,,0,. . ..0)

olur. Biitiin Pi matrisleri, }, , ) ve ); degerleri ile yukara-
deki gibi bulunur. Son adimda, yani

o 22
A= By * Py o %y

oldugu zaman, & = &= =0 , 20 ve « =2 olur.
Sonu¢ olarak, (2.50),(2.54) ve(2.55)'de verilen z,cc,
Ve degerleri ile,

. :
W 2 B (By = 4)

doniigiimii agagideki gibi verilebilir:
vszes+V{es+1+Vées+2 y

. T
S=1,2,. ogN—l <BS—1-(I-vs(°<vs) )Bs—l

1

s (2.58)
Bsi_ ATy tew, )} .
veya basitlestirilmig ola;ak,
r: =<>(v7s Bs-l :
B'S—l = Bs_l-vsrv . t:=°<B's_1vS (2.59)
By = ﬁ;-l =¥ QL

olur.
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