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ONSOZ

“Regresyon Diagnostikleri ve Sapan Degerler” isimli yliksek lisans tez ¢aligmamda 6ncelikle
her zaman bana destek olan anneme, babama ve biricik kardesim Murat’a,

Tezime bagladifim giinden bitirdiim giine kadar beni ydnlendiren, derslerinin yogunluguna
ragmen tezimle en ince ayrintisina kadar ilgilenen, yardimim ve destefini benden
esirgemeyen, degerli hocam sayin Atif Evren’e,

En Kiigiik Kareler Yonteminin geometrisini bana anlatan, sevdiren, sorularima sabirla cevap
veren Giilhayat Simsek Hocama,

Dar zamanlarimda hep yamimda olan, {iziintiimii, sevincimi benimle paylasan sevgili
arkadagim Fatma Noyan’a,

Manevi desteklerini benden esirgemeyen Istatistik Boltimiindeki tiim hocalarima ve
arkadaglarima,

Tesekkiir ediyorum.
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OZET

En Kiiciik Kareler Metoduyla elde edilen goklu regresyon modeline iliskin 6ngoriide
bulunabilmesi modelin varsayimlarinin saglanmasina baglidir. Regresyon analizinde
varsayimlardan sapmalarla ilgili problemlerin belirlenebilmesi i¢in diagnostik teknikler
kullanilir.

Regresyon analizinde bazi veri setleri diger verilerden ayrilan sapan gézlemler igerir. En
Kiigiik Kareler Yontemi sapma kareleri toplamim minimize ettiginden sapan deger, Sngoriilen
regresyon dogrusunu kendisine dogru kaydirabilir. Bu durum sapan deger bir yanlistan, yanls
veri girilmesinden veya diger digsal sebeplerden kaynaklaniyorsa yanlig 6ngériiye sebep olur.
Dolayisiyla sapan degerleri dikkatle incelemek ve modelden diglanip diglanmayacagina karar
vermek gerekir. Burada bu sapan gozlemleri ayirmak ve hangi parametre tahminlerinin bu
veri setinden daha gok etkilendigine karar vermek yapici bir ¢6ziimdiir.

Bu ¢alismada; 60 iilkenin tarim verileri incelenmis ve tarimsal katma degeri modellenmistir.
Aragtirma igersinde 6nce tek bir satirin silinmesine dayali diagnostik 6lgtiler hesaplanmis ve
etkili degerler belirlenmigtir. Ardindan birden fazla satirin silinmesine dayal: g¢oklu
diagnostik &lgiiler hesaplanmigtir. Bu tekniklerin sonuglari birlestirilmis ve elde edilen
sonuglar yorumlanmugtir.

Aragtirmada, incelenen drnekten yola gikarak, sapan degerlerin hangi parametre tahminlerini
etkiledigi belirtilmistir. Bu etkiler incelenerek sapan deger olarak belirlenen iilkelerin kendine
has bazi 6zelliklerinden dolay1r diger verilerden ayrildigi sonucuna varilmugtir. Bu 6zellik
ilgilenilen degigken hakkinda Snemli bilgiler veren &zelliktir. Sapan degerlerin dislanmasi
halinde regresyon modelinde ortalama bir iligski elde edilebilir. Fakat bu iligki s6z konusu
ozelligi icinde barindirmaz. Burada varilan sonu¢ bulunan sapan degerlerin dnemli bilgiler
icerdigi, dolayisiyla diglanmamasi gerektigidir.

Anahtar Kelimeler: En Kiiciik Kareler Yontemi, diagnostik teknikler, sapan ve etkili
gozlemler.

ix



ABSTRACT

If the regression model is correct and assumptions hold, inferences can be made confidently.
Diagnostic techniques are designed to find contradictions between the assumptions of the
model and the data at hand.

The data set may contain extreme subsets that differ from the remaining of the data. Under
the least squares method, a fitted line may be pulled toward on outlying observation because
the sum of squares is minimized. This could cause a misleading fit if indeed the outlying
observation is resulted from a mistake or other extraneous cause. It is therefore important to
examine the outlying cases carefully and decide whether they should be retained or
eliminated. It is reasonable to isolate outliers and to determine which parameter estimates are
affected by them.

In this work, agricultural activities of 60 countries were studied and a linear regression model
was fitted. First of all single row effects were studied and influential observations were
discovered. Then multiple row effects were calculated. At the end the results were interpreted
together.

In this thesis, by using the sample examined in the research, it was discovered which
parameter estimate(s) was/were affected by the outliers. By investigating these effects, it was
found that, the countries which were called outliers had special properties so they differed
from the remaining of data. These properties give analysts important information about the
interested variable(s). If the outliers are excluded from the model, the regression model can be
fitted without causing any problems. But the relationship proposed by this new model doesn’t
reflect this property. Consequently, outliers give important information. So we shouldn’t
exclude them from the data set.

Key Words: Least Squares Method, diagnostics, outlier and influential observations.



GIRiS

Parametre tahminlerini, tahminlere iliskin hipotez testlerini ve diger 6zet istatistikleri elde
etmek igin gelistirilen metotlar regresyon analizinin ilk safhasini olugturmaktadir. Biitiin bu

metotlar model verilere uygunsa ve varsayimlar gergeklesmisse uygulanabilir.

Y=b0 +b1Xl +b2X2 +e

Modelindeki tahminlerin degiskenler arasindaki gergek iligkiyi yansitip yansitmadigin bilmek
isteriz. Ornegin X, degiskenindeki bir birim degisme, X, degiskeninin etkisinin sabit
tutuldugu varsayim: altinda Y’de b; kadar beklenen bir degigsim meydana getirir mi? Bu ana
kiitle tahmininin dogrulugu hakkinda giiven duymak isteriz. Bu konuda basarili olmamiz,

sapan degerler, degisen varyans, otokorelasyon, dogrusal olmama ve normal dagilmama gibi
problemlerin {istesinden gelinmesine baghdir. Diger bir deyisle modelden hareketle
cikarsamalar yapilmadan Once modelin verilere uygunlugunun incelenmesi gerekmektedir.

Diagnostikler bahsedilen problemleri ortaya ¢ikaran araglardir.

Diagnostik tekniklerde birbirini tamamlayan iki soru {izerinde durulur. Birincisi kullanilan
modelin verilere ne kadar uyum sagladifidir. Burada temel istatistik kalintilarin uygun bir
déniistimiidiir. Bu kalintilar modelin varsayimlarinin saglanip saglanmadigi hakkinda bilgi
vermektedir. Tkinci soru her bir birimin tahmin, testler ve ¢ikarsama siiregleri tizerindeki
etkisinin ne oldugudur. Bu soru veri setinin incelenmesini gerektirir. Bu amagla veri

setindeki sapan ve etkili degerler belirlenir.

Bu ¢aligmada ilk boliimde dogrusal regresyon analizi agiklanmigtir. Ardindan bu ¢alismada
kullanilan En Kigiik Kareler Yonteminin geometrisi anlatilmigtir. Diagnostikler kisminda
6ncelikle her bir varsayimdan sapmanin grafiksel araglarla nasil tespit edilecegi agiklanmustr.
Ardindan her bir varsayimdan sapma ayri bir b6liimde incelenmis ve bu varsayumlarla ilgili
bicimsel testlere deginilmigtir. Bu varsayimlardan sapmalarin olmasi halinde gereken
déniistimler ayr bir boliimde incelenmistir.



Caligmanin ana temasimi olugturan sapan ve etkili degerlerin belirlenmesi son bolimi

olusturmaktadir.

Coklu regresyon modelinin 6ngoriilmesinden sonra sapan ve etkili gézlemlerin belirlenmesi
amaciyla kalintilara, tahmin degerlerine ve agiklayici degiskenlere dayalt pek ¢ok siireg
tanimlanmugtir. Bu gibi metotlarla 6nemli bilgiler elde edilebilir. Fakat bu metotlar bir alt veri
setinin modelden diglanmasi halinde tahmin edilen modelin nasil degisecegini
g6sterememektedir. Bu boliimde etkili veri noktalarini belirleyen ve bu noktalarin tahmin
edilen katsayilar, standart hatalar ve test istatistikleri {izerindeki etkilerini ortaya g¢ikaran
diagnostik tekniklere deginilmistir.



1. REGRESYON ANALIiZi

1.1 Regresyon Teriminin Tarihsel Kékeni

Meshur bir Ingiliz insan bilimci ve meteorolojist olan Sir Francis Galton (1822-1911)
“regresyon” terimini takdim eden ilk kisidir. Aslinda Galton “eski haline dénme (reversion)”
ifadesini “Insanlann Kalitimlarinda Tipik Kurallar “adl1 9 Subat 1877°de Kraliyet Kurumuna
sundugu bir ¢alismasinda kullanmigti. Daha sonra “regresyon” ifadesi 1885°te bagkanliga ait
Ingiliz derneginde; 1885°te Nature dergisinde (p.507-510) ve 1885’te  “Antropoloji
Enstitiisti dergisinin 15.sayisinda yayinladigi “Kalitsal Olarak Boylarda Ortalamaya Dogru
Regresyon”(Regression Towards Mediocrity in Hereditary Stature) adli c¢aligmasinda
kullamlmugtir.( Draper ve Smith, 1998)

Galton bu yazisinda, uzun boylu ana-babalarin uzun, kisa boylu ana-babalarin kisa ¢ocuklar:
olur egiliminin gecerliligine kargin, belli bir boydaki ana-babalarin ¢ocuklarinin ortalama
boyunun genel niifustaki ortalama boya dogru yaklagma (Ingilizce deyimiyle “regress™)
egiliminde oldugunu bulmugtur.

1.2 Yahlin Dogrusal Regresyon Modeli

Iki degiskenli regresyon modeli ile bagimsiz X degiskeni ile bagimli Y degiskeni arasindaki
iligki incelenmektedir. Dogrusal regresyon degiskenler arasindaki iligkinin bir dogruyla ifade

edilebilecegini gostermektedir. Bagimsiz degisken X,’nin degerlerinin sabit olmasi, aym
X, icin, ana kiitlede, rastlantisal iligki geregi en azindan iki bagimlh degiskenin bd@m%m
zorunlu kilmaktadir. Boylece herhangi bir X, degiskeni i¢in Y, degerleri elde edilecek bu da
bir dagilim olusturacaktir.

Y’nin her bir kogullu olsilik dagilimi i¢in kosullu ortalama ya da kogullu beklenen deger diye
bilinen, E(Y/X = X;)ile gosterilen, “X belli bir X,degerini aldifinda Y’nin beklenen

degeri” diye okunan ortalama elde edilir.



Geomeirik olarak, bir ana kitle regresyon egrisi, agiklayici degisken(ler)in sabit degerlerine
kargilik gelen bagumli degiskenin kosullu ortelamalarinin ya da kogsullu beklenen degerlerinin
geometrik yeridir.(-Gujarati,1999)

N 'nin Olasiiik
Dagalimu

Sekil 1.1 Regresyon dogrusu

Bu durum sekil 1.1°deki gibi gsterilebilir. Burada her X, igin (daha sonra agiklanacak

nedenlerle normal dagildig varsayilan) bir Y degerleri alt ana kiitlesi ile bir kogullu ortalama
yer almaktadir. Regresyon dogrusu da bu kogullu ortalama noktalarindan geger.

Bagimsiz degisken X nin belirli bir diizeyinde, bagumh degiskenin tekil bir degerinin aym

X, diizeyindeki biitin degerlerin beklenen degerinin dolayinda dagildig gbriiliir. Dolayisiyla

tekil bir ¥; degerinin beklenen deferinden sapmasi a§agxd:;1}ci gibi gsterilebilir:

u, =Y, — E(Y/X;) (1.1)

Burada #; sapmast pozitif ya da negatif degerler alabilen ama gozlemlenemeyen rassal bir
degiskendir. Teknik olarak bu degisken olasihikli hata terimi olarak adlandirilir,



Eger E(Y/X;) nin X, ye gbre dogrusal oldugu varsayilirsa yukandaki denklem su sekilde

yazilabilir:

Y, =E(Y/X,)+u

(1.2)
Y, =By +BX;, + u

Uygulamada ilgilenilen ana kiitlenin biitiiniine ulasmak pek olasi olmadigindan, ana kiitle
regresyon fonksiyonu (ARF) idealize edilmis bir kavramdir. Genellikle elimizde ana kiitleden
¢ekilmis bir 6rneklemin gézlemleri bulunur. Bu nedenle ana kiitle regresyon fonksiyonunu
tahmin etmek icin olasilikli Srneklem regresyon fonksiyonu (ORF) kullamilir. Burada
Orneklem bilgileriyle ARF’yi tahmin edilmeye galigilir, ARF’nin 6rneklemdeki karsilifi su
sekilde yazilabilir:

j)\;'=b0 +b1X,-+e,- (1.3)

¥, = E(Y/ X;) nin tahmin edicisi

by = By (regresyon sabiti)’in tahmin edicisi

by = p; (ana kiitle parametresi)’in tahmin edicisi

e;= kalint: terimini ifade eder. ¢;, %; ’nin tahminidir.

Genelde Regresyon analizi yalmizca parametre tahmini ile degil aym zamanda verilerin
tahminlere doniistiiriilmesinde kullanilan yontem ya da tahmin ediciler tizerinde durur. Bunun

nedeni, belirli bir drnekten elde edilen tahminin gecerliliginin, tahminin elde edilmesinde

kullamlan tahmin yonteminin (tahmin edicinin) gegerliligine bagl olmasidir.(Kennedy,2000)

1.3 En Kiiciik Kareler Yontemi

Gergek birimler ile onlarin tahmin degerleri arasindaki farklarin kareleri toplaminm minimum



yapma islemi en kiigiik kareler yontemi olarak adlandirilmaktadir.(Genceli,2002)

5 (1.5)
= Z(Yz —bO —b]Xl)
Bu denklemden géﬁileceéi gibi,
Ye’ = f(bo:by) (16)

kalinti karelerinin toplamm, by,b; tahmin edicilerinin bir fonksiyonudur. En kii¢iik kareler

ilkesi ya da yontemi by,b; degerlerini Syle bir bigimde seger ki, verilmis bir rneklem y ada
veri kiimesi i¢in Zeiz en kiigiik ¢ikar. Diger bir deyisle , veri bir 6rneklem i¢in en kiigiik
kareler yontemi olanaklar icindeki en kiigiik Zeiz toplamini veren tek bg,b; degerlerini

seger. Bu tahminlerin elde edilmesi igin Ze,-z ’nin by ve by ’e gore kismi tiirevleri alinir:

2
OZeT) __y5 v, by — b X;) =—2%e;
obg
2 (1.7)
6(%; ) _ “2X(Y; —by — By X)X = 2% e, X;
1

bulunur. Bunlar sifira esitlenip bazi cebirsel kisaltma islemlerinden sonra su esitlikler elde

edilir,

XY, =nby +b 2 X;

) (1.8)
2YX;=b X X; +b X X;

Burada n, 6rneklem biylikliigiidiir. Bu esanli denklemler normal denklemler diye tanimnir. Bu
esanl1 denklemler ¢oziiliirse agagidaki esitlikler elde edilir:



n Y
b = XX XTX; _ny XY, -3 XY
Ul ZX| axx?-(3x,)?
X, TX/

(1.9)
X -G -Y) _Zxy;
> (X; - X)* > x;

Burada X ile ¥ ,X ile Y’nin 6rekleme ortalamalandir. x; = (X; — X) ve y; =(¥; — Y)
olarak tanimlanmigtir. Kiigiik harfler ortalamadan sapma anlaminda kullanilmaktadir.

‘zz > X,

YYX; XX SYIX?P-3X3YX,

by = = - . (1.10)
n XX, ny X7 - (LX)
X, TX7

=7""blf

Bu yolla elde edilen tahmin ediciler, en kiigiik kareler ilkesinden tiiretildikleri igin en kiigiik
kareler tahmin edicileri adim alirlar.

Bu tahmin edicilerin sagladif: baz sayisal 6zellikleri vardir. “Veriler nasil tiiretilmis olursa
olsun, en kii¢iik karelerin kullanimimin dogurduu sonuglarca saglanan 6zellikler sayisal
ozelliklerdir.”Bunlar agagidaki gibi 6zeflenebilir:

I.  En kigiik kareler (EKK) tahmin edicileri, yalmz gozlemlenebilen (6rneklem)
biiyiiklikler (yani X ve Y) cinsinden gosterilebilir. Dolayisiyla kolaylikla hesaplanabilirler.

II. Bunlar nokta tahmin edicileridir, yani 6rneklem veriyken , her tahmin edici ilgili ana
kiitle katsayisinin tek bir (nokta) tahminini verir.

III. EKK tahmin edicileri 6rneklem verilerinden bulunduktan sonra, 6rneklem regresyon
dogrusu cizilebilir. Bu yolla elde edilen regresyon dogrusu su 6zellikleri tagir:



1. Y ve X’in 6rnekleme ortalamalarindan geger.

2. Tahmin edilmis Y’nin ortalama degeri = Y , gozlemlenen Y degerinin ortalamasina

esittir.
3.  e;kalintilarinin ortalamas: sifirdir.
4.  e; kalntilart tahmin edilmis ¥; lerle iligkisizdir. " Y;e; = 0 seklinde ifade edilebilir.

5. ¢ kalintilan X lerle iliskisizdir, yani ) e;X; = 0°dur.

1.3.1 En Kii¢iik Kareler Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Eger regresyon ¢oziimlemesinde amag sadece byile b;’i tahmin etmek olsaydi, agiklanan
EKKY yeterli olabilirdi. Amag yalmzca byile b;’i tahmin etmek degil, bunun yani sira

gergek byile by ’e iliskin gikarsamalar da yapmaktir. Omegin , byile b;’nin ana kiitledeki

~

karsiliklarina ya da ¥;’lerin gergek E(Y/X;) degerine ne kadar yakin olduklar bilinmek
istenebilir. Bu nedenle, modelin fonksiyon kalibim belirlemek yeterli olmayip ayn1 zamanda
Y’nin  tiretilme  bigimine  iligkin  beli  bam  varsayimlarin  yapilmasi
gerekmektedir.(Gujarati,1999)

Kullanilan tabhmin yontemlerinin bagarisi biiylik bir oranda hata teriminin yapisina baglhidir.
Dolayisiyla hata teriminin yapist ile ilgili istatistiksel varsayimlar Ekonometri teorisinin en

onemli konulari olugturur.(Kennedy,2000)

Ekonometri kuraminin biiyiik bir boliimiiniin temel tag1 niteligindeki Gausgil, standart ya da |
klasik dogrusal regresyon modeli (KDRM), 10 varsaymm yapmaktadir. Bu varsayimlar iki
degiskenli model gergevesinde,

1. Varsaymm: Dogrusal regresyon modeli. Regresyon modeli, katsayilarda dogrusaldir:

Y, =B+ B X; +u



KDRM’nin ilk varsayimi bagimli degigkenin bagimsiz degiskenin dogrusal bir fonksiyonu
art1 hata terimi olarak ifade edilebilecegidir. Bagimli degisken Y ile agiklayic1 degisken X’in
kendileri dogrusal olmayabilirler.

2. Varsaym: X degerleri yinelenen 6rneklemelerde degismez. X agiklayici degiskenlerinin
yinelenen &rneklemlerde aldigi degerlerin aym kaldigi diistiniiltir. Bagka deyisle X’in
olasilikli olmadif1 varsayilir. Bu varsayimin anlami, regresyon ¢oziimlemesinin, agiklayici X
degiskenine gére kosullu regresyon ¢oziimlemesi oldugudur.

3. Varsaymm: Hata teriminin ortalamasi sifirdir. X degerleri veriyken rassal bozucu #; hata

teriminin ortalamasi ya da beklenen degeri sifirdir. Teknik olarak #;’nin kosullu ortalamasi

sifirdir. Simgelerle,
seklinde ifade edilir.

4. Varsaymm: X degeri veriyken, #; nin varyans: biitlin gézlemler i¢in aymidir. Yani, #; nin

kosullu varyanslar1 degismez. Simgelerle:

var(u;/ X;) = E[ui - E(ui)/Xi]2
=E(u’ /X,y (1.11)

:o‘2

seklindedir. Bu esitlige gore, her X;degeri i¢in #; nin kogullu varyansi o? ’ye esit art1
degerli sabit bir sayidir. Teknik olarak bu esitlik eg varyans veya homoskedastisite olarak
gosterilir.
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Bu varsayima ters olan durum sekil yoluyla incelenirse,

R
[
ot}

14, "nin olasilik yogunluk fonksiyonu

X

Sekil 1.2 Degisen varyans (Heteroskedastisite)

Burada Y ana kiitlesinin kosullu varyansi, X’e bagli olarak degisir. Bu duruma degisen
varyans ya da heteroskedastisite denir. Bu durumda ,

var(u; / X)) = o} (1.12)

yazilir. Bu esitlikteki o2

gostermektedir.

nin alt imi, hata teriminin varyansinmn artik sabit olmadigim

Sekle goére, var(u/X;)<var(u/X,)<..<var(u/X;) olmaktadir. Bu durumda Y
gozlemlerinin, X = X alt ana kiitlesinden gelen Y gozlemleri, X = X,,X = X5, v.b. alt

ana kiitlelerden gelenlere gore ana kiitle regresyon dogrusuna daha yakindir. Kisacasi, gegitli
X’lere kargilik gelen biitiin Y degerlerinin giivenilirlikleri aymi degildir. Burada glivenilirlik,
Y degerlerinin kendi ortalamalari, yani ARF tizerindeki noktalan etrafindaki dagilimlarinin ne
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kadar dar ya da genis oldugu anlamindadir. Eger dagilimlar bu gekilde ise, kendi ortalamasina
yakin olan Y degerleri i¢inden 6rneklem segme daha yayik dagilimlardan se¢meye gore daha
¢ok tercih edilebilir. Fakat bu yapildiginda, X degerlerinin degiskenligi kisitlanmas olur.

5. Varsaymm: Hata terimleri arasinda ardisik bagimlilik yoktur. X; ve X ; gibi (i# j)gibi

iki X verilmisken, u;ile u; (i # j) arasindaki korelasyon sifirdir. Simgelerle:

cov(u;,u; /Xy, X ;)= Elu; — Eu;)1 X; |lu; - E(u;)1 X,
=0

olmaktadtr. burada i ile j iki farkli gbzlemi cov ise kovaryansi (ortak varyansi )

gostermektedir.

Sézle ifade edilecek olursa bu varsaymm #;ile u jhata terimlerinin iligkisiz oldufunu ileri

siirmektedir. Teknik olarak bu ardisik bagimsizhik varsayimidir.

Sezgisel olarak bu varsaymm su sekilde agiklanabilir: Y, = S, + £, X; +u; ana kitle
regresyon fonksiyonunda u;ile u;_; aym yonde iligkili olduklari varsayilsin. O halde ¥

yalmzca X;’ye degil u#; j’e de bagh olacaktir. Bu varsaymmla eger varsa X;’nin ¥

1
tizerindeki kuralli etkisi ele alinmakta, Y {izerinde, u’lar arasinda olasi iligkilerden
dogabilecek bagka etkiler ele alinmamaktadr.

6. Varsaymn: 1; ile X; nin ortak varyans: sifirdir, yada E(u;,X;)=0

cov(u;, X;) = Elu; - E@)][X; - E(X;)]
= Efu,(X; - E(X,))]
= E(u;X;)— E(X;)E(u;) (1.14)
=E(u;,X;)
=0
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E(u;) =0 oldugundan ve E(X;) olasilikli olmadigindan yukaridaki sonuca varilmigtir.

6. varsayim u hata terimiyle X agiklayici degiskeninin iligkisiz oldugunu ifade etmektedir. Bu
varsayimin mantif1 soyledir: ARF Y; = S, + [, X; + u; seklinde yazildiginda , X ve w’nun,
Y tizerinde ayn ayr (ve toplanabilir) bir etki yarattiklar1 varsayilmaktadir. Fakat X ile u
iliskiliyse, her birinin Y fizerindeki tekil etkilerini bulmak olanaksizlagir.

X degiskeni rassal ya da olasilikli degilse ve liglincii varsayim olan hata terimlerinin beklenen
degeri sifira egitse bu varsayum kendinden gergeklesir. Dolayisiyla diger varsayimlarin

saglanmasi durumunda bu varsayim 6nemsenmeyebilir. Burada ifade edilmesinin nedeni,

X’ler olasilikli ya da rassal olsalar dahi, #;’lerden bagimsiz ya da en azindan iligkisiz

olduklar siirece, regresyon kuramimn yine de gegerli oldugunu belirtmesidir.

7. Varsaymm: Gozlem sayisi n, tahmin edilecek ana kiitle katsayilarindan fazla olmalidir.
Bagka bir deyisle gbozlem sayisi n, agiklayici degisken sayismndan biiyiik olmalidir. Bu

varsayimin nedeni 6rne§in tek degiskenli regresyonda iki bilinmeyeni ( Syile B;) bulmak

icin en az iki noktaya gereksinim olmasidir.

8. Varsaymm: X degiskenindeki degiskenlik. Belli bir 6rneklemdeki X degerlerinin hepsi aym
olmamalidir. Teknik olarak var(X)arti degerli sonlu bir sayidir.

Eger biitiin X degerleri aym olursa X; = X olur. Bu durumda f,ile f3,’in tahmin edilmesi

olanaksiz hale gelir (b =Y (X; — X)(¥; - Y)/X(X; - X)?). Sezgisel olarak bagimsiz
degiskendeki degisme az olursa baZmmli degiskendeki degismenin ¢ogu agiklanamaz.
Regresyon ¢6zlimlemesinde hem X, hem Y’deki degisim zorunludur. Kisacasi degigkenler
degismelidir.

9. Varsaymim: Regresyon Modeli dogru kurulmalidir. Bagka bir deyigle gorgiil ¢oziimlemede
kullanilan modelde kurulug sapmasi ya da hatasi bulunmamalidir.
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Bir regresyon ¢dziimlemesi model kurmayla baglar. Model sirasinda ortaya ¢ikan bazi Snemli
sorunlar sunlardir: 1) Modele hangi degiskenler katilmalidir? 2) Modelin fonksiyon kalibi
nedir? Katsayilarda mi, deZiskenlerde mi, yoksa her ikisinde birden mi dogrusaldir? 3)

Modele giren X;,Y;,u;ye iligkin olasilik varsayimlar1 nelerdir? Bu sorularin son derece

Onemli oldugu belirtilmigtir. Nedeni 6nemli degigkenleri modele koymamak ya da modelin
fonksiyonel kalibim yanlis segmek , ya da modelin varsayimlarina iligkin yanlhis olasilik
varsayimlar yapmak, tahmin edilen regresyonun yorumunun gegerliligini sorgulanir duruma
sokmaktadr.

Biitin bu varsayimlarin Orneklem regresyon fonksiyonu ile degil ana kiitle regresyon
fonksiyonu ile ilgili olduklar1 belirtilmelidir. Fakat en kii¢iikk kareler yonteminin, ana kiitle
regresyon fonksiyonu {izerine yliklenen varsayimlan “kopyaladigi” s6ylenebilir. Ornegin

Y.e;=0, dolayisiyla e=0 bulgular, E(u;/X;)=0 varsayimma benzer. Yine,

Y.e;X; =0 olgusu cov(u;, X;)=0 ile benzesir. (Gujarati,1999)

1.3.2 Hata Terimlerinin Varyansmimn Tahmini

Y bir rastlantisal degisken ve E(Y)= & ise Y degerlerinin beklenen degeri etrafindaki dagilimi

ya da yayiklig1 olarak tanimlanan varyans: asagidaki gibi hesaplanir:

Anakiitle Varyanse: 11,Y,,....,Yy beklenen degeri 4 olan bir ana kiitlenin N tane tiyesini

gOstersin. Ana kiitle varyansi, 0'2, bu degerlerin kendi ortalamalarindan farklarinin

karelerinin ortalamasidir.

y .2

(% -7)
0.2 = I=1

N N (1.15)

'Zlyiz )

_i= _
N H

Ana kiitle standart sapmas1 O ise bu varyansin (art1 degerli) karekokiidiir. Uygulamada ana
kiitlenin gézlenmesi genelde miimkiin olmadifindan varyansinin elde edilmesi de miimkiin
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olmaz. Dolayisiyla ana kiitle varyans: 6rneklem varyansindan hareketle hesaplanir.

02 ‘nin Nokta Tahmincisi : Omeklem varyansi (SZ) elde edilitken Ornege ait Y;

gozlemlerinin tahmin edilen ortalamalarindan sapmalarmin kareleri toplami elde

n —
edilir: >,(¥; =Y )2. Bu toplam kareler toplami olarak adlandirlir. Bu kareler toplami

i=1
serbestlik derecesiyle boliiniir. Burada serbestlik derecesi n-1 ¢iinkii bilinmeyen ana kiitle

parametresi 4 ‘niin tahmini olarak Y kullanilmig ve dolayisiyla bir serbestlik derecesi
kaybedilmistir.

St -7y
st=il (1.16)
n—1

Bu 6rneklem varyansi ana kiitle varyansmin sapmasiz bir tahmin edicisidir. Orneklem
varyansi kareler ortalamasi olarak adlandinlir ¢tinkti kareler toplami uygun serbestlik

derecesine béliinerek elde edilir.

Regresyon Modeli igin o2 ’nin Tahmini : Regresyon modeli i¢in o *nin tahmincisinin
elde edilmesi bir ana kiitleden elde edilen 6rneklem yoluyla onun varyansmin tahmin

edilmesiyle aym mantia sahiptir. Regresyon modelinde her bir ¥; gozleminin varyansimn
o2 Jher bir hata terimiyle aym oldugu bilinmelidir. Burada da ortalamadan farklarin
karelerinin toplaminin hesaplanmasi gerekmektedir fakat Y, nin her bir X; diizeyinde farkli

ortalamalarla farkli olasiik dagilimlarina sahip oldugu hatirlanmalidir. Bu durumda Y;

13

gbzleminden sapmalar kendi tahmini ortalamasindan, I}i, hesaplanmalidir. O halde bu

sapmalar kalintilardir:
Y,-% =¢ (1.17)

ve SSE olarak ifade edilen kareler toplami:
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n A ) n 2
SSE=Y(% - %) =3¢, (1.18)
i=]

i=1

seklinde hesaplanir(SSE: residual sum of squares veya error sum of squares olarak agilir).

Kareler toplam1 SSE n-2 serbestlik derecesine sahiptir. Iki serbestlik derecesi kaybedilmistir.

A

Cunkii by ve by, Y;’nin tahmincisini elde etmek igin tahmin edilmigtir. Iki kisit s6z

konusudur. Bu durumda MSE olarak gosterilen kareler ortalamasi:

SSE _Y(Y;,-¥)* Ye’
n—2 n—2 n—2

MSE = (1.19)

olarak hesaplanir (MSE: Mean Square Error veya Mean Square Residual olarak agilir).

Regresyon modeli i¢in MSE’nin o2 *nin yansiz bir tahmin edicisi oldugu gosterilebilir:

E(MSE)=oc* (1.20)

Standart sapma O ’min tahmincisi MSE’nin pozitif karekokiine, v MSE , esittir. (Neter
vd.,1996)

1.3.3 En Kiiciik Kareler Tahmin Edicilerinin Ozellikleri : Gauss Markov Teoremi

Hata paylarinin Klasik dogrusal regresyon modelinde Ongoriilen varsaynﬂlan
gerceklestirmeleri halinde en kiigiik kareler yontemi ile elde edilen diyelim &’mn tahmin
edicileri en iyi, dogrusal, sistematik hatasiz (BLU) tahmin edicilerdir. Bu sonug ise
Gauss-Markov Kuramy’dir. Bu kurama gore: € ’nin biitlin dogrusal, sistematik hatasiz tahmin
edicileri arasinda EKK tahmin edicileri minimum varyansa sahiptirler,kisaca en iyi, dogrusal,
sistematik hatasiz (BLUE) tahmin edicilerdir.
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Biitin mhmin
ediciler

Dogrusal
mhmin
ediciler

ediciler

EKK
Tahmin Ediclert

Sekil 1.3 Gauss Markov Teoremi

Fakat burada Gauss Markov Kuramini’nin sadece dogrusal tahmin edicilere uygulandifs
vurgulanmalidir. Dogrusal tahmin edici, ¢;sabit olmak iizere, b=3.c;¥,’dir. oysa

b* =Y c;logY;halinde b dogrusal olmayan tahmin edicidir.

Sistematik Hatasiz Tahmin Edici: Bir tahmin edicinin sistematik hatasi, beklenen degeriyle
gercek parametre arasindaki fark olarak tammlanir.

sapma =E(é)—9 (1.21)

Eger sapma sifirsa, yani E (é) =@ ise, bu tahmin edici standart hatasiz olur. Bu da (n sonlu

sayis1 kadar gézlemi olan) drneklerin sayis: arttik¢a, sapmasiz tahmin edicinin, parametrenin
gergek degerine yaklagtifi anlamina gelir. Sapmasiz bir tahmin edici “ortalama olarak”

parametrenin gergek degerini verir.

E (é) > @ halinde yukariya dogru sistematik hata E (é) <@ durumunda ise asagiya dogru
sistematik hata bulunmaktadir. (Geneeli,2002)
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Etkinlik: Etkin tahmin edici, sapmasiz tahmin ediciler arasinda en kiigiik varyansli tahmin
edicidir. Sapmasiz bir ¢gok tahmin edici arasindan, 6rnekleme dagiliminin varyansi en kiigiik
olan tahmin edici belirlenerek bu tahmin edici diger sapmasiz tahmin ediciler arasinda en
etkin tahmin edici veya en iyi sistematik hatasiz tahmin edici olarak kabul edilecektir.

Hata Kareleri Ortalamast (MSE): Hata kareleri ortalamasi, biri sistematik hatasiz fakat
biiylik varyansl tahmin edici ile digeri sistematik hatali buna kargin daha diigtik varyansl
tahmin edici arasindaki tercihe yol gosterici bir 6l¢tidiir.

JO8)

Lal ]
Sistematik hatasiz ff'ﬁ ) ! 7 Sl::flr;:l?xiﬂ: ;liﬁah
tahmin edici —— :
I

¥ ol

¢ g

| CEBT) BB
B

Sekil 1.4 Hata kareleri ortalamas1 (MSE) 6l¢iitii

Boyle bir durumda standart hata kabul edilebilir. Kiigiik varyans ve kiiciik sistematik hata
arasindaki bu ikame edilebilirlik sistematik hatanin ve varyansin agirlikli ortalamasinin
minimize edilmesi geklinde bir kriterin olugsmasina neden olmugtur. Diger bir anlatimla bu
agirlikli ortalamay1 minimize eden tahmin edici tercih edilecektir.

MSE(B) = E(B - )’ *dir. Tammdan da anlagilacag: gibi MSE ftahmin edicilerinin kendi
parametreleri f etrafindaki dagilma 6lgiistidir.

Hata kareler toplami kriterinin sapmasizlik kriterine tercihi gogunlukla tahminin hangi alanda
kullamilacagina baglidir. Ornek olarak at yaris1 oynayan bir kisiyi ele alalim. Eger yalnizca
kazanan bir kupon oynamak isteniyorsa kazanacak atin sapmasiz bir tahmin edicisi tercih
edilecektir. Buna kargilik secilen atin ilk {i¢ i¢inde yer almasi daha Snemli ise bu durumda
daha kiigiik varyansa sahip biraz sapmali bir tahminci tercih edilebilir.
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Yeterlilik: Yeterlilik, R.A.Fisher’in getirdigi bir 6lgiittiir. Tahmin edicinin yeterlilik 6l¢iitiine
sahip olabilmesi i¢in, bu tahmin edicinin tahmin edilecek parametre hakkinda 6rnekte mevcut
bulunan biitiin bilgiyi kullanmas: gerekir. Ornegin X ana kiitle ortalamast 4 ’niin yeterli bir
tahmin edicisidir. Fakat mod ve medyan tiim birimleri kullanmadiklarindan u *niin yeterli bir
tahmin edicisi degildirler.(Genceli,2002)

Biiyiik Ornek Ozellikleri

Cogu tahmin edicinin Srnekleme dagilimimn yapisi 6rnek bitytikligiine baghdir. Omek
ortalama istatistiinin Ornekleme dagilimi ana kiitle ortalamasina odaklanmigtir, ancak
varyans bilyiikliigti 6rnek biiyiikltigii arttikga azalir. Cogu durumda 6rnek biiyiikliigii arttikga
sapmali tahmin ediciler gittikge daha az sapmali hale doniigiir. Diger bir anlatimla, 6rnek
biiyiikliigti arttikca drnekleme dagilimi degisecek ve 6rnekleme dagiliminin ortalamas: tahmin
edilmek istenen parametrenin gergek degerine yakinsayacaktir.

Gittikge artan 6rnek caplari kullanilarak ,é tahmin edicisine ait bir seri 6rnekleme dagiliminin
tanimlandig1 varsayilsin. Elde edilen seriyi olusturan bireysel 6rnekleme dagilimlarinin sekli
Ornek capi arttikca belirli bir dagilima yakinsiyor ise (normal dagilim gibi) bu dagilum B’nm
limitteki ya da asimptotik dagilimi olarak adlandirilir.(Kennedy,2000)

Omegin 6rnek birim mevcudu n arttikga Merkezi Limit Kuram geregi 6rnek ortalamalarmin
dagilimi normal dagilima yaklagacaktir. Buna gére normal dagilim Ornek ortalamalarinin
asimptotik dagilimidir.

Tahmin edicilerin asimptotik dagilimlarimin asimptotik ortalama ve asimptotik varyanslarimn
bulunup bulunmamasina gore biiyiik 6rneklerdeki tahmin edicilerin 6zellikleri iki grup altinda
toplanabilir: Birinci gruptaki tahmin edicilerin olusturdugu dagilimin asimptotik ortalamasi ve
asimptotik varyansi bulunmamaktadir. Bu grup igin aramlan &zellikler:

1. Asimptotik sistematik hatasizlik
2. Tutarhliktir.
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Momentlere sahip dolayisiyla asimptotik ortalama veya varyans: bulunan ikinci grup igin
Olgiitler ise ;

1. Omek biiyiikliigli sonsuza yaklastik¢a /§ ‘nin limit Srneklem dagilim k gibi bir deger
etrafinda yogunlagiyor ise, bu deger 3’nm olasilik limiti olarak adlandirilir ve plim 6&) =k

seklinde yazilir. Eger plim(ﬁ) = f ise bu durumda ﬁ’ tutarh olarak nitelendirilir.

f( l‘é) 100
B

Dlasilik Yogunlugu

Ty

Sekil 1.5 Tutarhlik

Sekilde goriildiigi gibi , 6rnek birim mevcudu n sonsuza giderken , n —> o, ﬁ tahmin
edicisinin drnekleme dagiliminin ortalamasinin S etrafinda yogunlagmasi halinde tutarliliktan

s6z edilir. (Genceli,2002)

2. }§ limit dagilimimn varyansi B ’nin asimptotik varyansi olarak adlandirilir. B ‘nmin tutarl
olmas1 ve tiim diger tutarli tahmincilerin varyansindan daha kiigiik bir varyansa sahip

bulunmasi durumunda asimptetik etkin olarak nitelendirilir.

3. Ugltincli daha zayif bir asimptotik 6zellik tahmincinin asimptotik beklenen degeri ile
ilgilidir. Bu &zellik limit dagiliminin 6zelliklerine gore degil, ﬁ beklenen degerlerinin limiti

cinsinden tammlanmigtir. £ °nn asimptotik beklenen degeri
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lim EPB) - 1.22)

A

seklinde yazlabilir. Bu beklenen degerin f’ya esit olmasi durumunda f asimptotik
sapmasiz olarak nitelendirilir.(Kennedy,2000)

1.4 Klasik Normal Dogrusal Regresyon Modeli

Hata terimlerinin dagilimmin bilinmemesi en kiigiik kareler yonteminin b,ve b,’in biitiin

sapmasiz dogrusal tahmin ediciler arasinda en kiigiik varyanshi nokta tahmin edicileri

bulmasin: engellemez. Burada dagilimin seklinin bilinmemesi problem degildir.

Parametre tahmininin yaninda tahmin edilen parametreler igin gliven araliklari olusturmak ve
parametrelerle ilgili hipotez testleri yapmak regresyon analizinde ikinci adimu
olugturmaktadir. Giiven aralif1 tahminlerinde bulunmak ve hipotez testleri yapmak j¢in hata
terimlerinin dagilimi hakkinda bir varsayima gereksinim duyulur.

Hata paylari u regresyon modelinde yer almayan bir ¢ok bagimsiz deiskenin etkisini
simgelemektedir. Modelin kapsami diginda birakilan bu degiskenlerin etkilerinin bireysel
diizeyde az fakat ¢ok farkli y6nlerde, birbirinden bagimsiz ve aymi zamanda rastlantisal
oldugu ileri stirtilebilir. Bu nedenle hata paylarinin kii¢iik degerler etrafinda y181lma gésteren
tek modlu, simetrik bir dagilimi gergeklemeleri beklenilir.

Hata paylarinin birbirinden bagimsiz bu etkilerin toplamim temsil ettigi diistiniildiigiinde
bunlarm yaklagik normal dagildiklar varsayilabilir ¢linkii, Lindeberg —Levy Merkezi Limit
Teoremine go6re rastlantisal deZiskenlerin sayisi arttikga dagilimlar1 ne olursa olsun,
toplamlar: normal dagilima yaklasacaktir.

Bu baglamda daha 6nce yapilan varsayimlara ek olarak hata paylarinin bagimsiz ve normal
dagildiklar1 varsayimi eklenmektedir.

N(0,o 2) ifadesi stfir ortalama ve o2 varyansla normal dagihmi gbstermektedir.
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Hata paylarnin normal dagildig: varsayiminin bazi 6nemli sonuglari da bulunmaktadir:

a) Bu varsayim bagimh degiskenlerin de normal dagildiklarini s6ylemektedir.

Y; = By + BiX; +u; (ARF) (1.23)

var(Y;/ X;)=var(fy + B X; +u;) - (1.24)

Hata paylarinin dagilimi hakkinda yapilan varsayimlar, aym dagilima sahip olmasi nedeniyle
bagimli degisken icin de gecgerlidir; ¢linkii Y ile # arasindaki iligkide bunlar diginda,
(By + P X;) sabit bir degerdir ve sabit sayilarin eklenmesi ve gikartilmasi dagilim

etkilememektedir. Dolayistyla,

var(Y;/ X;) = var(y;) = O'u2 (1.25)

sonucuna varilacaktir,

b) Dagilimi hakkinda varsayimda bulunulmayan regresyon modelinde hata terimlerinin
korelasyonsuzlugu varsayim, E(uu j) =0, hata terimlerinin normal dagilmas: halinde hata

terimlerini istatistik agidan birbirinden bagimsiz yapmaktadir. Kisaca hata terimlerinin normal
dagilmasi halinde korelasyonsuzluk bagimsizlik anlamina gelmektedir. Tersi gegerli degildir.

c) by ve bjtahmincileri hata paylarmin dogrusal fonksiyonlaridir. Normal dagilan bir

degiskenin dogrusal fonksiyonlar1 da normal dagilacagindan by ve b,’de normal

dagilacaklardir. Dolayistyla EKK tahmincilerinin olasilik dagilimlar: normallik varsayimiyla
kolayca tiiretilebilir.

d) Normal dagilim iki parametre igerdiginden (ortalama ile varyans) goéreli olarak basit bir
dagilimdir.(Gujatai,1999)
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1.5 En Cok Olabilirlik Yontemi

En Cok Olabilirlik Yontemi aymi nitelikte ve esit sayida birimden olusan ana kiitle
dagilimlarimin parametre degerlerindeki farklilifin farkli 6rnek dagiimlarina yol agtifi
diislincesine dayanmaktadir. Buna gore, bir 6rnek dagilimi miimkiin parametre degerleri
arasinda bazilarina daha yakindir. B6ylece, yontemin esasi, ana kiitle ve ana kiitleden g¢ekilen
Ornek arasindaki benzerlik iligkisinden yararlanarak bu 6rnegin elde edilme ihtimalini

maksimum yapan parametre degerinin tahmin edilmesidir. (Genceli,2002)
Burada sonugtan nedene, geriye dogru bir gidis vardir. Omek ¢ekildikten sonra geriye dogru

doéniilerek bu Ornegin ¢ekilme olasilifim maksimum yapan parametre tahmin degeri
aragtiriimaktadir.

Normal dagilan rastlantisal degisken Y i¢in yoguntuk fonksiyonu:

2
f(Y)z\/zﬂ_O_exp[—%(-T) J —®o<Y<w® (1.26)

M ve o normal dagilimin parametre degerleri ve exp (a) ifadesi e” anlamina gelmektedir.

En Cok Olabilirlik metodu yogunluklarin ¢arpimini (bagimsizlik varsayimindan dolay: ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu tekil yogunluk fonksiyonlarinin ¢arpimina egittir) parametre
degerlerinin 6mek verilerine uygunlugunun bir Olglisli gibi kullanir. Bu garpm X

parametresinin olabilirlik degeri olarak adlandirilir ve L( ) olarak gosterilir. Eger 4 6rnek
verileriyle uygunsa, yogunluklar ve dolayisiyla da garpimlar (L(4), olabilirlik degeri)
kismen biiylik olacaktir. Eger £ Ornek verileriyle uygun degilse, yogunluklar ve garpimi
L(u) kigik olacaktir.
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1.5.1 Regresyonda En Cok Olabilirlik Yéntemi

Iki degigkenli Y;=p,+ B X;+u; modelinde Y;’nin ortalamasi = S, + B X;,

varyansi= o2 olmak tizere normal, bagimsiz dagilmis oldugunu varsayilsin. Bunun
sonucunda yukaridaki ortalama ve varyans verilmigken, },Y,...,¥, ‘nin ortak olasilik
yogunluk fonksiyonu s6yle yazilabilir: )

f, Yy, Y, By + B X;,07) (1.27)

Y’lerin birbirinden bagimsiz oldugu g6z Oniine alindiginda, ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu, n tane tekil yogunluk fonksiyonunun ¢arpimi olarak sdyle yazilabilir:

f(YlaYZa"'aYn/ﬂO +181Xi30-2)

=f(4/ By + BX1,0*) [l By + i X 1,07 f Xy ) By + BiX1,07) (1.28)
Burada
! 1 (%~ B~ AX))

Y)=——exp| ———* ! 1.29
fX) \/27[7 p[ 5 & (1.29)
olup, bu tekil yogunluk fonksiyonlarimin ¢arpimi olarak hesaplanan ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu,

: 1
L(fy, b0 ex X,
e p[ L w-m-n )}
1
L(B,,B,0%)=—————¢ [ ———ZY X, 2} (1.30)

Bor PV = st =5, 5 20~ o= B

seklindedir.

En Cok Olabilirlik yontemi, bilinmeyen ana kiitle katsayilarina iligkin tahminleri yaparken,
verilmis ¥;’leri g6zlemleme olasiifim olabildigince en yiiksege ¢ikarma yolunu tutar.
Dolayisiyla, bu fonksiyonun en yiiksek degerinin bulunmasi gerekmektedir. Bu da dogrudan
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bir tiirev hesabidir. Tiirev almak i¢in En Cok Olabilirlik fonksiyonunu logaritma bigiminde
yazmak kolaylik saglar.

n n 1
logeLz—-Eloge 2z —Eloge o? ——;Z(Yi ~ By - BiX,)? (1.31)

Bu esitligin Sy, ) ve o2’ gore kismi tiirevleri alinirsa agagidaki esitlikler elde edilir:

d(log, L 1

(;’EZ ). 2 - By~ AX)
6(122 b ;2 XXX, - By - BX;) (1.32)
o(log, L 1

( L. )=—2(’; b5~ o~ B

yukaridaki esitliklerde [, ve o2 yerine sira ile tahmincileri 3 R B ve 62 konulup
0 1 0>#1

kismi tlirevleri sifira esitlenirse,

> - B, - BiX)=0

>X,(Y; - B, - BiX)=0 (1.33)
2 - /éo - Bx,))? _42
n

elde edilir. Birinci ve ikinci denklem En Kiigiik Kareler Yénteminin normal denklemleri ile
aymdir. Dolayisiyla ,BO, Bl tahminleri en kii¢lik kareler tahminleri ile aymdir. Uglincii

denklemden elde edilen %, o2 *nin sapmali bir tahmincisidir.

Cizelge 1.1 En Cok Olabilirlik Tahmin Edicisi

Parametre En Cok Olabilirlik Tahmincisi
Bo Bo=by EKKY ile aym
B Bi=b, EXXK.Y ileaym
2 > \2
o 6'2 _ Z (Yz — YI )
n
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&2 sapmali bir tahmincidir. Genellikle sapmasiz bir tahminci olan MSE kullamilir. n

yeterince biiyitkkse MSE En Cok Olabilirlik tahmincisi 62 *den az bir farklilik gOsterir.

ﬁo , ,31 En Cok Olabilirlik tahmincileri EKK tahmin edicileriyle aym: 6zelliklere sahiptirler:
a. sapmasiz
b. Dbiitiin dogrusal tahmin ediciler arasinda minimum varyansl
Tutarh
d. Etkin
e. Sapmasiz tahmin ediciler arasinda en kii¢iik varyansa sahiptirler.

Sonug olarak hata terimleri normal dagilan klasik dogrusal regresyon modelinde b, ve b; pek

¢ok arzu edilir 6zellige sahiptirler (Neter vd.,1996).

1.6 Coklu Dogrusal Regresyon Modeli

Genellikle bagimli degisken birden ¢ok bagimsiz dediskenin etkisi altindadir. Dolayisiyla bu
asamaya kadar incelenmis olan iki defiskenli regresyon modeli uygulamada yetersiz
kalmaktadir. Dolayisiyla iki degiskenli regresyon modeli ikiden ¢ok degiskeni igceren
modelleri kavrayacak bigimde genisletilmelidir.

Yalin regresyonda oldugu gibi katsayilarinda dogrusal regresyon modelleri ele alinacaktir.
Coklu dogrusal regresyon modelinin en basit bi¢imi bir baguml ve iki bagimsiz degiskenden
olusan birinci mertebeden bir modeldir:

Y, =By + BiXy + BrXoi +uy (1.34)

Coklu dogrusal regresyon modelinin varsayimlan iki degiskenli modelin bir uzantisidir. Bu
bakimdan oradaki varsayimlar yinelenmeyecektir.

Yalin dogrusal regresyon modelinin varsayimlarina ilave olarak, ¢oklu dogrusal regresyon
modelinde bagimsiz degiskenler arasinda kesin bir dogrusal baglanti bulunmamaktadir. Bu
varsayum “coklu dogrusal baglant1” bulunmama varsayimmidir. Varsayimla séylenen
bagimsiz degiskenlerden hig birinin digerlerinin dogrusal baglantisi olmamasidir. Omegin
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X,; =4.X5;gibi durumlarda ¢oklu dogrusal baglanti sz konusudur. Bu varsayim Srnege_

iligkin bir sorundur. Dolayistyla hipotez testine tabi tutulmaz.

Bu varsayimlar: gergeklestiren modele “Klasik Normal Coklu Regresyon™” adi verilmektedir.
Iki bagimsiz degiskenden olusan en basit ¢oklu dogrusal regresyonun herhangi bir birimi

Y, = fo + B Xy + BoXs; +u
dir. Beklenen degeri alindig1 takdirde ana kiitle regresyon denklemi elde edilir:

E{Yz‘}=E{ﬂo + B Xy + BrXo + ”i}
E{Yi}=ﬂo + B Xy; + BrXy; E{ui}=0 (1.36)

E{f}= G+ B X + B X,
g

- o ot ot s 2 e - -

—

-
.
o ‘
’

- .
'(Xsz'z)

- e . e e - ——— -

Sekil 1.6 Regresyon ylizeyi~

* Sekil: Neter,J. Kutner,M.H.,Nachtsheim,C.J., Wasserman,W., s.219
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,BO parametresi regresyon sabiti veya kesigimidir. Regresyon ylizeyi ile Y’nin kesisimini
vermektedir, diger bir deyisle X; =X, =0 oldugu zaman E{¥}’nin orjinden yiiksekligini
vermektedir. Ekonometrik agidan ise , [, modele almmayan diger degiskenlerin Y’ye
yaptiklar1 ortalama etkidir. X; =0,X, =0 modelin veri kapsammda bulunmas1 halinde
E{Y/X;=0,X,=0} degerini vermekiedir. Aksi takdirde ozel bir anlam
bulunmamaktadir (Neter vd.,1996).

P, ve B, kismi regresyon parametreleridir. Kismi regresyon parametresi B, X, sabit
tutulurken, X, deki bir birimlik degismeye karstlik Y’nin beklenen degeri olan
E{Y / X, X 2}’deki degismeyi Slger. Bir bagka deyisle, X, sabitken, E{Y /Xy, X 2}’1’in
X7 ’e gore egimini verir. Degisik bigcimde ifade edilirse, X;’deki bir birimlik degismenin, Y
tizerindeki X, den ayn “dogrudan” ya da “net” etkisini gdsterir. S, de benzer gekilde
yorumlanir.

Genel olarak [, yorumlamrken bu parametreye iliskin degisken, X disindaki diger tiim
bagimsiz degiskenlerin etkilerinin sabit oldugu varsayilmaktadir. Bu varsayun altinda
X *daki bir birim degismenin bagiml degiskenin ortalamasinda ne kadar degismeye yol

aghgim [ gostermektedir.

Matematiksel olarak,

OE{Y | Xy X}
X,

= fy (1.37)

By Bose-es By parametrelerinin igaretleri iligkin olduklan bagimsiz degigken ile bagiml
degisken arasindaki baglantinin y6niinti vermektedir. Buna kargin hangi bagimsiz degiskenin
etkisinin daha fazla oldugu hususunda /3 ’min biiyiikliigi gerekli olmakla birlikte yeterli

degildir. Parametrelerin kargilagtirmalarda kullamlabilmesi igin tiim bagimsiz degiskenlerin
ayni 8l¢ii birimine tabi olmasi gerekmektedir.(Genceli,2002)
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1.7 Genel Dogrusal Regresyon Modeline Matris Yaklagimi

Genel dogrusal model,
=B+ B Xn+BoXp+t B Xipity;

olarak ifade edilirse, matris formunda asagidaki matrisler tamimlanmalidar:

Y, ] 1 X X o X,
172 ]. X21 XZZ voe Xz_p_l
_ x =1. . . . ) (1.38)
nxl nxp
7, | _l Xg X, oo Xn.p—lj
[ Bo W —”11
B L)
= U = (1.39)
pxl nxl
Lﬁp—l_ L 4n

Y ve u vektorlerinin yalin dogrusal regresyon modeli i¢in benzer olduklarina dikkat
edilmelidir. /@ vektorli ilave regresyon parametrelerinden olugmaktadir.
Matris terimleriyle genel dogrusal regresyon modeli:

Y=X f+u (1.40)

mxl  mxp py il

Y :bagimli degisken vektorii
[ : parametre vektorii

X :bagimsiz degisken matrisi
u :bagimsiz normal rastlantisal degisken vektorii

E {u} =0 ve varyans- kovaryans matrisi:
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> 0 0 0
0 o* 0 0
cul=l 0 0 o2 0 |=0?1 (1.41)
nxn
|0 0 0 . o°]
E{r}=XpB (1.42)
nxl
ve Y’nin varyans kovaryans matrisi u’ya esittir:
2 {r}=c’1 (1.43)
nxn
Regresyon Parametrelerinin Tahmini
Genel dogrusal regresyon modeli igin en kii¢iik kareler kriteri :
n
. 2
Q= Z(Yz —ﬁo _ﬂlXil _“"—ﬂp—l)(l'p—l) (1.44)

i=1

Bos By--- B p_ parametrelerinin en kii¢lik kareler yontemi tahmincileri Q*yu minimize eden

tahmincilerdir. Tahmin edilen regresyon katsayilarm by, by,...,0 p—1 vektorl gostermektedir:

by
by
bl = . - (1.45)
px
pr~1_

genel dogrusal model igin en kiigiik karelerin normal denklemleri agagidaki gibidir:
XXb=XY (1.46)

ve en kiiglik kareler tahmincileri agagidaki gibi elde edilir:
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b =x'x)1(X'T) : (1.47)
pxl pxp px]

Ongérii Degerleri ve Kalintilar

Y, vektorii yerine ¥ ve ¢; =Y; —Y; vektorii yerine e notasyonu kullanilacaktir:

I?1 -el |
Y, &
Y =| . e =| . (1.48)
nxl nxl
Ongorii degerleri,
F=Xb=X(X'X)"'X'Y=HY (H=X(X'X)'X") (1.49)
nxl

sonucuna ulagilacaktir. H ile gosterilen nx1 boyutlu matris Y gézlem degerlerini Y , Ongori
degerlerine doniigtiirmektedir. Bu nedenle de H, doniiglim matrisi olarak adlandiriimaktadir.

kalintilar,
e=Y-Y=Y-HY=(I-H)Y (1.50)
nxl

kalintilarin varyans- kovaryans matrisi,

o?{e}=0"(1-H) (1.51)

nxn

bi¢imindedir. Tahmincisi,
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s?{e}= MSE(I - H) (1.52)
nxn
seklinde elde edilir.

1.8 Regresyon Analizine Varyans Analizi Yaklasim

Ozellikle goklu regresyon agisindan dnemli olan bu yaklasim aymi verilere uygulanan gesitli
modellerin segiminde yol gdsterici bir islev yapmaktadir. Ister basit ister ¢oklu regresyon
uygulansin, yaklagimin ilkeleri ayni olup Y bagimli degigkenine iligkin degiskenlik ve

serbestlik derecesinin kaynaklarina ayrilmasi ilkesine dayanmaktadar.

Toplam Degiskenligin Aynigtirilmast
Y, - Y, Y, gozlemlerinin kendi oratalamalarindan sapmalarim ifade etmektedir. ve SSTO

ile gosterilen toplam degiskenlik 6l¢tisii bu sapmalarin kareleri toplamina esittir.

SSTO=Y.(%;-Y)*

Bagimsiz degigken X ‘ten bilgi alindiginda ¥, gbzlemlerinin tahmin edilen regresyon

A

dogrusundan sapmalarini ifade eden degiskenlik: ¥; — ¥, *dir. Bu sapmalarin kareleri toplamu,

SSE=3.(%; - %)’

SSE hata kareleri toplam olarak ifade edilir.
Bu iki kareler toplamu arasindaki fark diger kareler toplam:

SSR =Y (¥; -¥)? (1.53)

Regresyonla agiklanan degiskenligi ifade eder, dolayisiyla regresyon kareler toplami olarak
gosterilir (Regression sum of squares). Toplam degiskenlik SSTO, regresyon ile agiklanabilen
SSR ve agiklanamayan SSE olmak fizere iki kisma aynilir: SS70 = SSR + SSE
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SSTO’nun bilesenlerine ayrigtirilmasina karsilik ilgili serbestlik derecesi de bilesenlerine
ayngtirilir. SS70 n — 1 serbestlik derecesine sahiptir. SSE p tane parametre tahmin edilmek
istendiginden n — p serbestlik derecesine sahiptir. Son olarak SSR , bagimsiz degiskenlerin

sayisiu ifade etmek tizere, X7, X,,..., X p-1>P— 1 serbestlik derecesine sahiptir.

Ortalamadan sapmalarin kareleri toplammin ilgili serbestlik derecesine béliinmesiyle MS

olarak gosterilen ortalama kareler toplam elde edilir.

Varyans analiz tablosu biitiin kareler toplamimin ve ilgili serbestlik derecelerinin bilegenlerine

ayrildig: bir tablodur.

Varyans analizinde matris terimleriyle toplam degiskenlik ve bilesenleri tabloda goriildiigii

gibi hesaplanir:
Cizelge 1.2 Varyans analiz tablosu (ANOVA)
Degiskenlik
Kaynag SS df MS
Regresyon -1 ‘R
o SSR:b'X'Y—(le'JY Pl pgsp = S5R
n p-1
Hata SSE=Y'Y-b'X'Y n—p
a MSE = SSE
n—p
Toplam 1 n—1
SSTO=Y'Y—(—)Y’JY
n
1 |
SSTO=Y'Y—(—JY'JY=Y'[I—(—)J]Y (1.54)
n n
SSE=e'e=(Y—-Xb)'(Y-Xb)=Y'Y-b'X'Y=Y'(I-H)Y (1.55)

SSR=b'X’Y—(le'JYzY’[H—(—I—-)J}Y (1.56)

n n
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bigimindedir. J biitlin elemanlar1 1 olan nxn boyutundaki kare matris ve H déniisiim
matrisidir.

1.8.1 Regresyon iligkisi I¢in F Testi

Bagimh degisken Y ve bagimsiz X degisken seti X;,X5,...,X p-1 arasinda bir regresyon

iligkisinin olup olmadigini test etmek igin alternatif hipotezler:

Ho.‘ﬁlzﬂz’:...: p_1=0
H, :Bitin S lar (k=1,2,...p-1) sifira egit degildir. (1.57)

(Parametrelerin en az bir tanesi sifirdan farklidir.)

seklinde kurulur. Test istatistigi,

F =— 1.58
MSE (1.58)

olarak hesaplanir. @ anlamlilik seviyesinde karar kurali:

F'<F(l-a;p-1n-p) ise Hy kabul

F'>F(l-a;p—1,n—p) ise H, kabul

seklindedir.
1.9 Coklu Belirginlik Katsayis1

Cok degiskenli dogrusal regresyon modelinde, modelin bagimsiz degigkenlerinin bagimli
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degiskendeki degiskenligi ne derece agikladigimin bir 8l¢iisti goklu belirginlik katsayis1 R 2 ,

R? = SSR —1- SSE (1.59)
SSTO SSTO
olarak tanimlanmaktadir.

0<R? <1 arasinda yer alan coklu belirginlik katsayis1 regresyon diizleminin verilere
yakmhigim g6steren bir uygunluk O6lgiisii olarak kullamilmaktadir. Bu yaklagim icersinde

R?nin yiikksek olmasi modelin verilere iyi uydugunun, diisiikk olmas: ise uymadiginin
gOstergesidir.

Fakat R%, sadece kismi bir olgi olup bazi smirlamalara tabidir. Oncelikle,
=\2
SSTO = Z(Y, -Y ) toplam degiskenligin, SSR, regresyonla agiklanabilen degiskenlik ve

SSE, regresyonla agiklanamayan degiskenlik olarak ayrilarak R?*nin yorumlanmas1 {i¢
kosula baghdur:

a. by,b,..,b; tahmin edicileri EKK tahmin edicileri olmalidir. EKK hata paylarma iligkin

degiskenligi minimum yaptigindan R? ’yi de maksimize etmektedir.

b. Iliski dogrusal olmalidir. R? istatistigi bagimsiz degiskenlerdeki degiskenligin bagimli
degiskendeki degiskenligi dogrusal olarak agikladig bir Slgiidiir.

c. Dogrusal model kesinlikle regresyon sabiti icermelidir. Olmadig1 durumda R?<0 veya

R?>1 olabili. Dolayisiyla R*nin 0<R? <1 sinurlart arasinda bulunabilmesi ancak

modelde regresyon sabitinin yer almasi ile miimkiindiir.

Bu kogullarin gegerli olmasi halinde yiiksek R?’nin kag oldugu ve ytiksek bir R?’nin ¢cozlim
olup olmadif1 sorulartyla kargilagiimaktadir.
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R?’nin yitksek ¢ikmasi her zaman modelin verilere iyi uydugunun kesin bir Sl¢iisti degildir.

Aym zamanda R? biiyiik olsa dahi MSE, yiiksek kesinlik gerektiren ¢ikarsamalar igin
oldukgea biiyiik olabilir.

Cok degigkenli dogrusal regresyonda model kapsamina alinan her ilave bagimsiz degiskenden
saglanan bilgi hata paylarna iligkin degiskenlik olan SSE = Ze,-z ’yi azaltacak veya en
azindan aym kalmasina yol agacaktir. SSE’nin azalmasi, R?nin artmasi demektir. Bu

durumda ilave her bagimsiz degiskenin R?°nin degerini yiikselttigi, yiikseltmese dahi
diigtirmedigi sOylenebilir. Fakat bagimsiz degisken ilave etmenin diger bir yont vardir.
Modele giren her ilave bagimsiz degisken ayrica bir parametre tahminine yol agacagindan

s> =SSE/n- P ‘nin hem pay1 hem paydasi azalacaktir. Ciinkii bagimsiz degisken sayisi
bir artmugtir. Diger bir deyisle ilave her bafimsiz degisken serbestlik derecesini bir
=\2
azaltmaktadir. Fakat R2’de yer alan toplam degiskenlik SS7TO = Z(Y, ~-Y ) ve serbestlik
derecesi (n-1) degismemektedir. (n-1) serbestlik derecesi sadece birim sayisina baghdir. Bu

durumu &nlemek amaciyla diizeltilmis R 2 xullanihr. Asagidaki gibi hesaplanilir:

SSE
- -1\ SSE
R2=1-2"P _{_|2 1.60
a SSTO (n——p SSTO (1.60)
n-1

Serbestlik derecelerini igeren R 3 , diizeltilmis belirginlik katsayis1 olarak adlandirlir. Modele

yeni bir bagimsiz defisken eklenmesi halinde diizeltilmis belirginlik katsayisinin
bitytikliii R *den daha az olacaktir.

1.10 Matris Notasyonuyla Regresyon Parametrelerine iligkin Cikarsamalar

Varyans-kovaryans matrisi, o {b}:
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O'Z{bo} 0'2{50951} . z{boa by 1}—
O'z{bl,bo} Gz{bl} - - O {blabp 1}
o{b}= . : . : (1.61)

pxp

02,1 b) Ppuk) . . o}

o? {b} =o? (X'Xx )_l seklinde hesaplanir.
pxp

Tahmin edilen varyans- kovaryans matrisi s {b} ,

Sz{bo} Sz{bmbl} - - sz{boabp—l}—
Sz{bl’bo} 52{51} . - Sz{blﬂbp—l}
s2{p}= . : Y. . (1.62)

_sz{bp—labo} sz{bp_pb]} . sz{bp_l}

52 {b} = MSE(X'X )—1 ile hesaplanr.
pxp

1.11 Kismi Belirlilik Katsayilar

Kismi belirlilik katsayis1 diger biitlin degiskenler modelde iken bir X degiskeninin Y’deki
degiskenligi agiklamadaki marjinal katkisini 6lgen bir tanimlayici Slgtidiir.

iki Bagimsiz Degigkenli Model Igin, X, modelde iken X;ve Y arasindaki kismi belirlilik

katsayisi, r2Y],2 asagidaki gibidir:
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2 _SSE(X,)~SSE(X;,X,) _ SSR(X,/X,)
ths SSE(X,) SSE(X,)

(1.63)

SSE(X,)—SSE(X,,X,;) farki X, nin tek bagimsiz degisken oldugu modele gore X; ve
X, nin bagimsiz degisken oldugu modeldeki SSE’deki azalis veya SSR’deki marjinal
artigtir. SSR(X,/X,)=S8SSE(X,)—-SSE(X,,X,), X,modelde iken X;’in modele
dahil edilmesiyle SSE ’deki marjinal azalis veya SSR *deki marjinal artis ifade etmektedir.

7%, 5 iki farkl: kalint: kiimesi;
Y = by + b; X, modelinden elde edilen kalintilar ile

X\ = ay + a1 X, modelinden elde edilen kalintilar arasindaki korelasyon katsayisidir.

Bu sekilde X;’in marjinal katkisim Slgebilmek i¢in Y’den X,’nin ve X;’den X, ’nin
katkisi diigiilmiis olmaktadir (Neter vd.,1996).

1.12 Uyum Eksikligi I¢in F Testi

Belirli bir regresyon fonksiyonunun veriye uygunlugunu inceleyen bu test dogrusal regresyon
fonksiyonunun veriye uygun olup olmadigini aragtirmak i¢in kullanilmaktadir.

Varsayimlar

Uyum eksikligi testinde verili bir X i¢in Y gozlemlerinin (1) bagimsiz, (2) normal dagilan, ve
(3) Y’nin dagilimlarinin egit varyansa sahip oldufu varsayimlari yapilmaktadir. Uyum
eksikligi testinde belirli bir X seviyesinde bir veya daha gok tekrarli gtzlemlerin olmasi
gerekmektedir. Bagimsiz degigskenin aymi seviyesinde birden ¢ok Y degeri elde edilmesi
halinde tekrarli g6zlemden (replication) sdz edilir.
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Notasyon

c ifadesi X bagimsiz degiskeninin seviyelerini, Xj,...,X,, gostermektedir. X’in j.inci

seviyesindeki tekrar eden gozlemleri géstermek {izere n ; kullanilir. Toplam gézlem sayis1

j=1 ~

X’in j.inci seviyesi igin i.inci tekrar eden Y gézlemleri Y ile (i=l...,7n ; ve j=1,...,c) ve

X=X j seviyesinde Y gézlemlerinin ortalamasi I7J olarak ifade edilecektir.

Tam Model
Genel dogrusal test yaklagimi tam modeli belirleme ile baglar. Dogrusal resresyon iligkisinin

olup olmadigim test eder. Tam model:

Yy=p; +uy (1.65)

M ; parametre degerleri. =l...c

Uy bagimsiz normal dagilan hata terimi N (0, 0'2)

hata teriminin beklenen degeri sifir oldugundan

4 parametresi X =X ; iken bagimli degiskenin regresyon dogrusu tizerindeki degerini

ifade etmektedir. Regresyon modeline benzer sekilde tam model iki bilesenden olusmaktadir:
bagimli degiskenin ortalama degeri ve hata terimi. Tam modelle klasik dogrusal regresyon

modeli arasindaki fark tam modelde u ; parametresi tizerinde herhangi bir kisit yokken,
klasik regresyon modelinde 4 ;i parametresinin X’lerle dogrusal bir iligkide bulundugu kisit1
vardir (E{V'}= B, + B X).

En Kiigiik Kareler veya En Cok Olabilirlik yontemleri kullanilarak veri setini tam modelle
Ongorebilmek i¢in K g parametresinin tahmincileri bulunabilir.
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Hj parametrelerinin YJ Ornek ortalama degerleri olduklart gériilebilir.

=Y, (1.67)

Y}j gbzlemi i¢in tahmin edilen beklenen deger boylelikle YJ olur. Tam model igin hata

kareleri toplamu:

SSE(F)=YY (¥; - Y;)* =SSPE (1.68)
ji

bigimindedir. Uyum eksikligi i¢in hata kareleri toplami burada saf hata kareleri toplami olarak
adlandirilir ve SSPE olarak gosterilir. SSPE her bir X seviyesindeki sapma kareleri

toplamindan olusmaktadir. X = X j seviyesinde bu sapma karesi toplami:

v \2
(¥ -1)) (1.69)
11
scklinde hesaplanilabilir.

Verili bir X seviyesinde n gozleme dayali sapma kareleri toplam1 n-1 serbestlik derecesine

sahiptir. Burada X = X ; i¢in 7; gézlem bulunmaktadir dolayisiyla ilgili serbestlik derecesi

n; -1’dir. SSPE sapma kareleri toplamimin toplami oldugundan SSPE ile ilgili serbestlik

derecesi:

dfF=Z(nj—l)=an—c=n—c (1.70)
J J

bigimindedir.

Indirgenmis Model

Genel dogrusal test yaklasimu indirgenmis modeli /{(, hipotezi altinda ele almay1 gerektirir.
Dogrusal regresyon iligkisinin uygun olup olmadiginin testi i¢in alternatif hipotezler:
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Hy:E{Y}=fo+ KX

1.71
H,:E{F}# fy + fiX (70

bigimindedir. H, tam modeldeki u ;nin X j ile dogrusal iliskide oldugunu
varsaymaktadir:

Bi =P+ BX; (1.72)
H ) hipotezi altinda indirgenmis model:
Yy=Po+BX; +uy (1.73)
bigimindedir ve Yy *nin tahmini agagidaki gibidir:
Yy =by +hX; (1.74)
indirgenmis model igin hata kareleri toplami SSE(R):

2 o \2
SSE(R) =22 |Y; - (b + X ) [=T3(¥; - T)) 1.75)
olarak hesaplanir. SSE(R) ile ilgili serbestlik derecesi df z =n— 2 dir.

Test Istatistigi
Genel dogrusal test istatistigi:

P SSE(R) - SSE(F) . SSE(F) _ SSE — SSPE . SSPE
dfgr —dfr df (n-2)—-(n-c) n-c

(1.76)

seklinde hesaplanir. Iki hata kareleri toplami arasindaki fark uyum eksikligi hata kareleri
toplami olarak adlandirilir ve SSLF olarak gdsterilir: SSLF=SSE-SSPE.
Test istatistigi asagidaki gibi ifade edilebilir:

+ _SSLF _SSPE _ MSLF

F : =
c—-2 n-c¢ MSPE

(1.80)
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F*'m yiiksek degerleri / ,’nun kabiiliine sebep olur. Karar kurali:

F"<F(-a;c—2,n—c) Hy kabul
F'>F(-a;c—2,n—c) H, kabul (1.81)

bi¢imindedir (Neter vd.,1996).
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2. ENKUCUK KARELERIN GEOMETRISI

Ongorii  stirecinin  agiklanabilmesi; XP regresyon dogrusunun Y vektorii {izerine

uydurulmasi i¢in siradan E.K.K. metodunun geometrik yapisi agiklanacaktir.

Dogrusal modeller igin geometrik yaklasim ¥ =(¥,...,%, )T gozlem vektdriinii R” vektor
uzayinda bir nokta gibi diislinmeyi gerektirir. Ve benzer olarak Y’nin tahmin vektoriinii ifade
eden f =4, /Jn)T vektorli, R" uzayinda bir vektor olarak diistiniiliir. Dolayistyla

ve Y nx1 boyutlu vektorlerdir.

ﬂi = ﬂl + ﬂzxi i=l,...,n (21)

Burada X,...,X,, bilinen sabitlerdir ve [, 5, bilinmeyen parametrelerdir. Yalin dogrusal

regresyon modeli agagidaki gibi ifade edilebilir:

/l = ﬂl']‘ + ﬂz.x (2.2)
1] [ x|
1 Xy
1=|1 x=| : 2.3)
1 | X, |

Boylece yalin dogrusal regresyon modeli #’niin 1 ve X bilinen vektdrlerinin bilinmeyen
katsayilarla dogrusal bir kombinasyonunu géstermektedir (Ruud,2000). Dogrusal bir model
icin genel baz1 tanimlamalar agagidaki gibidir:

k boyutlu dogrusal bir model, # tahmin vektorll i¢in agsagidaki sekilde tamimlanan bir
hipotezdir:
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Hy:pel (2.4)
H,:uelL

L, R™’in k boyutlu bir alt uzayidir. Burada bazi lineer cebir kurallariin hatirlanmasi
gerekmektedir:

i) 0elL @2.5)

ii) x;,x, e L=>ax; +bxy €L VabeR (2.6)

Yukarida verilen iki kosulun gergeklesmesi halinde Z, R" *in bir alt uzayidir.

L alt uzay: igin bazlar Xi,...,X; elemanlarindan olusur ve bu elemanlar asagidaki kogullar

gergeklestirirler:

(i) L alt uzayinda herhangi bir vektér X,..., X}, "nin dogrusal bir kombinasyonudur.

(ii) x1 ..., X3 dogrusal olarak bagimsizdir ve,

apx +..tax,=0=a=.=a;,=0 .7

dir. (i) ve (ii) kogullar saglanirsa L alt uzay1 k boyutlu kabul edilir. Burada tanmimlanan x’ler X
degisken matrisinin yalin dogrusal regresyon modeli i¢in sahip oldugu 1 hari¢ kalan tek
degiskenin degerlerini ifade etmektedir.

L dogrusal modeli i¢in Xy,..., X baz verilmigse,
k

”=§%@ @8
]:

veya matris notasyonuyla,
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u=Xp

yazilabilir. X, nxk boyutly, X;,...,%; situnlarindan olusan bir matris ve £ =(f,.., 5;)"

kx1 boyutlu parametre vektoriidiir.

Asagida E.K.K.’in geometrisini agiklamak tizere kullanilacak bazi iglemler tammlammst—lr:

x vey ;x,y€R" olmak tizere, bu iki vektdriin igsel garpim,

n

(ry)=x"y=y"x=Txy, 2.9)
1=

seklinde tammlanr.

x € R” olmak tizere bir vektoriin uzunlugunun hesabim ifade eden || islemi,

[ =Vx"x =Vxx = | 3% 2.10)
i=1

seklinde tanimlanir.

R™de x ve y i¢in x.y =0 ise x ve y ortogonaldir denir. Bu durum x.ly ile ifade edilir.

x1y ise pisagor teoremine dayanarak,

e+ A" =" + I @1y
yazilabilir (Jorgensen,1992).

X’in siitunlari n boyutlu uzayda vektorleri tanimlamaktadir. Bu gekilde bu vektérler p boyutlu
bir alt uzay olustururlar. X’in p adet (degisken sayis1) siitunlarinin dogrusal olarak bagimsiz
olduklar1 varsayilmaktadir. S6yle ki bu stitunlardan herhangi biri digerlerinin dogrusal bir

kombinasyonu olarak elde edilemez. Bu alt uzay C ile gdsterilecektir.
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Y vektorti, X; ve X, ile tamimlanan diizlemde bulunmaz. E.K.K. 6ngdrii siireci, X siitunlari

diizleminde ¥ olarak gosterilen,Y’ye en yakin olarak elde edilebilecek vektorii bulur. Bu

Y’nin golgesi ya da yansimasi gibi diigliniilebilir dolayisiyla Y ,Y’ nin projeksiyonu olarak
adlandrilir:

Sekil 2.1 Veri setinin vektorel gésterimi

A

Diger yandan 6rnegin iki degiskenli (iki stitun) EXK.K. regresyonu igin Y ’nin [i; ve [i,
Ongorii bilesenlerine nasil ayrigtirtlabilecegi tartisilacaktir. Bu 6ngorii bilesenleri X’in siitun
vektorleriyle EXK.K. katsayilarinin carpiimasindan elde edilir:
fiy = X;by, iy = X,by (Ruud,2000). B, ve by, Y’yi elde edebilmek amaciyla X; ve
. X, ’nin hangi oranlarda biraraya gelecegini gosterir (Evren,1997).

X stitunlan ditelerni
Xzbz - :

Sekil 2.2 ¥ *nin bilegenlerine ayristirilmasi
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EKXK. yontemi gercek degerlerden tahmini degerlerin sapmalarimin kareleri toplamim

minimize eden ¢6ziimii bulur. Diger bir deyisle b, Y ve olabilecek X/ arasindaki kareli
uzakligs minimum yapan [ degeridir. Y ve X/3 arasindaki sapma kareleri toplami, Y ve
X[ arasindaki kareli 6klid uzakligadir (Ruud,2000).

E.K.K. yonteminin amag fonksiyoﬁu S(f) ile gosterilirse E.K K. ¢6ziimii bu kareler toplami

fonksiyonunu minimize etmektedir:

S(B)= (Y -XB) (Y - XB) = [y - xp| @12)

z herhangi bir vektdr ise z’z bu vektodriin kareli uzunlugudur. Dolayisiyla S(f) kareler
toplamu fonksiyonu Y ve X ’y1 birlestiren vektoriin kareli uzunlugudur (Draper ve Smith,
1998).

Amag fonksiyonunun ¢dziimii i¢in ilk adim, {2 alt uzayinda bulunmayan bir noktaya, alt
uzaydaki en yakin noktayr bulmaktir. Bu alt uzay, £ ’daki degisiklige bagh olarak degisen

olast XP gergek degerli vektorlerinden olusan bir uzaydir. Ve tahmin uzayi olarak

adlandinlir. Bu tahmin uzayinda herhangi bir nokta bu uzay: geren X matrisinin stitunlarinin
lineer bir kombinasyonu olarak, X bi¢iminde ifade edilebilir (Evren,1997). 0 = XP olmak

tizere (burada 8 € Q) u'u= HY -9"2 .’y1 minimum yapan ¢dzlim aranir. 0, Q uzayinda

degisebilen bir nokta olarak kabul edilirse, 0 = ) igin (Y — é)_J_Q oldugu zaman bu uzaklik

minimum olur.

A

0, bir simetrik, idompotent matris olan projeksiyon matrisi yoluyla elde edilebilir. H, Q
{izerine dik izd{igtimii ifade etmektedir.

Y-0=(Y-6)+(©6-0) 2.13)
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HO=0,H'=H ve H? = H oldugundan,

(Y-8)@-0)=(Y-HY)H(Y-6)
=Y'(I, - H)H(Y - 6) (2.14)
=0

elde edilir. Dolayisiyla bu vektdrlerin birbirlerine dik oldugu s6ylenilebilir. Bu vektorler

birbirlerine dik oldugundan Pisagor Teoreminden yararlanilabilir.

[y -6 = ”Y - @Hz + ”é - 6“2 (2.15)
i

Dolayisiyla yukandaki sonu¢ elde edilir. Bu esitlik ancak 0 =0 olmasi durumunda

gergeklesir. Y — 0 , {2’ya dik oldugundan,
X'(Y-—é)=0 veya X0=XY (2.16)
saglanmaktadir. Burada é,Y’nin Q tizerine tek dik projeksiyonu olarak belirlenir.

X matrisinin stitunlar1 dogrusal olarak birbirinden bagimsiz oldugundan é = Xb saglayan tek
bir b vektorii bulunur. Yukaridaki esitlikte yerine konulursa normal denklemler elde edilir:

X'Xb=XY @2.17)
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X matrisinin ranki1 p’dir ve X'X pozitif tanimli dolayisiyla tekil olmayan bir matristir. Bu
nedenle bu normal denklemler tek bir ¢6ziim verecektir:

b=X'X)"IXY

0=Xb=XX'X)"!X'Y =HY (2.18)

Xb 6ngorii degerleri, Y= WA [5eees ?n) olarak gosterilecektir. Diger yandan,

Y-¥Y=Y-Xb

2.19
=(In —H)Y ( )

kalintilar1 vermektedir ve e ile gosterilecektir.

H, n boyutlu oklid uzay1 R, ’in X’in siitunlariyla gerilen €2 alt uzayr tizerine dik
projeksiyonunu ifade eden dogrusal bir déniistimdiir. Benzer sekilde I, — A, R,,’in, £2’nin
dik tiimleyeni olan Qb tzerine dik izduglimiini ifade etmektedir. Bdylece
Y=HY+(I, —H)Y, Ynin biri Q tizerinde, digeri ona dik olan Q' ftizerinde iki

ortogonal alt uzaya boliinmesini ifade etmektedir. Y’nin bu iki alt uzaya projeksiyonundan bu

vektdr iki bilesene ayristirilir. Birinci bilesen regresyonun sistematik bilesenidir. Diger

bilesen bagimli degiskendeki rasgele degiskenligi ilgilendiren tesadiifi bilegendir. Qb alt
uzay1 hata uzayi olarak adlandirilir (Seber ve Lee,2003).

Bu agamadan sonra p boyutlu €2 uzayi , ?vektﬁrﬁm’in, 1 ile giden ve bu vektore dik olan
bilesenlerine ayrilmasiyla iki alt uzaya ayrilr. 1 ile giden alt uzay bir boyutludur ve €2; ile
ifade edilecektir. Bu uzaydaki degiskenlik veya degisme regresyon sabitini ilgilendirir. Bu

uzaya dik olan uzay p-1 boyutludur ve QIJ' ile gosterilecektir.
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X’ten bilgi alinamamasi durumunda gézlemler regresyon modeli terimleriyle asagidaki gibi
ifade edilebilir:

Y=1,8+u (2.20)

burada 1,, siitun degerleri 1’lerden olusan n boyutlu bir matristir. Bu durumda parametre

tahmini:
1

b=(1,1,)"1,'Y==1"Y @.21)
n

olarak elde edilir. Dolayisiyla,

1 1 1
SENUETR S B B
Hy=1,1,1,)"1,'=— ==J, (2.22)
Vi  oco O  ooc n
11 1]

seklinde bulunur. Y’nin €3; alt uzay: {izerine projeksiyonu /;’dir. Bu kisim regresyon

sabitiyle agiklanabilen kismi gostermektedir. Ql’L alt uzay1 lizerine projeksiyonu ise

H, = H — H, seklindedir. Bu kisim regresyona tabi olan kism1 ifade etmektedir.

H; =1, — H, Y’nin hata uzay1 lizerindeki projeksiyonunu gdstermektedir. Dolayisiyla Y
gozlemler vektorii ii¢ bilesene ayngtirtlmig olmaktadir. Sistematik kisum iki bilesenden
olusmaktadir. Ugiincii bilesen hata bilesenidir:
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Sekil 2.3 Projeksiyon matrisinin bilegenleri

Bahsedilen ayristirma yukaridaki sekillerle de ifade edilebilir.

Asagida en kiiciik karelerin geometrisinde yararlanilabilecek, projeksiyon matrisine iligkin
teoremler ve bu teoremlerin dogurdugu sonuglar verilmistir.

Teorem: X’in , nxp boyutlu p rankli bir matris oldugu varsayilirsa H = X(X'X)_IX' olur.
Ardindan agagidaki 6zellikler gergeklesir:

i. H vel, —H simetrik ve idempotent matrislerdir.
ii. rank(l, —H)=iz(I,—-H)=n-p
ii. HX =X

Ispat: (i) H'in simetrik oldugu kesindir. Ve (I, —H)'=1, —H'=1 — H dir. aym

zamanda,

H? =XXX)'XxXxXx)'x

N (2.23)
=XI,(X'X)'X'=H

bigimindedir. Ve (I, —H)?>=1, —2H + H? =1, — H dir. dolayisiyla I, — H *nin
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simetrik ve idempotent bir matris oldugu ispatlanmug olmaktadsr.

(i) 1, — H simetrik ve idempotent bir matris olduundan,

rank(l, — H)=iz(1, — H)

224
=n—iz(H) @24

elde edilir. Projeksiyon matrisinin 6zdegerleri sifir ve birlerden olusur. Ranki p ise bu matrisin
p adet 1 degerli 8zdeferi ve n-p adet 0 olan dzdeferi bulunmaktadir. Bir kare matrisin izi
dzdegerlerinin toplami oldufundan projeksiyon matrisinin izi p’dir (Seber ve Lee, 2003).

Yukarida agiklanan stirecin ardindan EX.K. problemi geometrik olarak sekille agagidaki gibi
ifade edilebilir:

Sekil 2.4 En Kiigiik Karelerin Geometrisi

Sekilde goruldtigli gibi n boyutlu uzay birbirine dik {i¢ ortogonal alt uzaya ayngtnly., Y
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gozlem vektbriniin bu alt uzaylara projeksiyonuyla Y {i¢ bilesene ayrgtirilmis olur.
Bunlardan ilki yukandaki sekilden de goriildiigii gibi sabit olan ortalama bilesenidir,

H1Y=?. Ikinci bilesen H2Y=?—?’dir. Bu Y’nin X ile agiklanan kismini ifade

etmektedir. Ugtincii bilesen H3Y = Y -Y, Ynin regresyon ile agiklanamayan kismini

ifade etmektedir.

N boyutlu 6klid uzayinda pisagor teoremine gore Y vektdriiniin uzunlugunun karesi, Y’nin

projeksiyonlarinin uzunluklarinin kareleri toplamina esittir:
[l =yl + |yl + s Y[ (2.25)

Bu ifade kareler toplaminin ayristinlmasini ifade etmektedir. Sekil ile gsterilecek olunursa,

H
Hy Y
- ﬁ

i 2
' "H1Y"
Sekil 2.5 Kareler toplaminin ayrigtiriimasi®

Yukarida belirtildigi gibi N boyutlu uzay ilk olarak birbirine dik iki ortogonal alt uzaya
aynigtirihir. Bu alt uzaylardan biri X stitunlarinin olugturdugu uzay, digeri bu uzaya dik olan

hata uzayidir. Bu alt uzaylar sirasiyla O ve Q' ile belirtilmistir. Bu ayrnigtirmanmin ardindan

*Sekil: Saville,D.J., Wood,G.R., (Agustos 1986), “A Method For Teaching Statistics Using N Dimensional
Geometry”,The American Statistician,40:3.’den alinmigtir.
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() uzay1 biri 1 ile digeri ona dik merkezilegtirilmig X;,X,,...X ', vektorleri tarafindan gerilen

iki alt uzaya boliinlir (merkezilestirilmig ifadesi X’in siitun vektorlerinin 1 alt uzaymdaki
vektorlere dik olacak sekilde ortogonallestirilmig halini belirtmek i¢in kullanilmaktadir.). Bu

alt uzaylar sirasiyla 2, QIJ' ile gosterilmigtir.

Her bir alt uzaym boyut sayisi, o alt uzaydaki bir vekt6riin ne kadar degisebilecegini
belirlemektedir. Istatistiksel bir vektorii igeren uzaymn boyutuna, o vektére karsilik gelen
degiskenin serbestlik derecesi denilir. Merkezilestirilmemis toplam uzay » boyutludur.
Regresyon sabitine karsiik gelen serbestlik derecesi I°dir. Regresyona karsilik gelen
serbestlik derecesi p’dir. Ve hata uzay1 m-p-I boyutludur. Dolayisiyla hata kismina ait
serbestlik derecesi m-p-I’dir. Bu wuzaylar birbirlerine dik oldugundan boyutlar
toplanabilmektedir. Dolayisiyla serbestlik derecesi toplamsaldir ve toplanilabilir.(Jorgensen,
1992).
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3. REGRESYONDA PROBLEMLERIN TESHISI

Tahminleri, bunlara iligkin testleri ve diger 6zet bilgileri elde etmek igin gelistirilen metotlar
regresyon analizinin sadece yarisini olusturmaktadir. Biitlin bu metotlar model dogruysa ve
varsaymmlar ger¢eklesmisse uygulanabilir. Fakat herhangi bir uygulama probleminde
varsayimlar giipheli hale gelebilir. Analizin ikinci sathasi varsayimlari kontrol etmek \;e
gerekli goriilen modeli kurmaktir. Bagtaki modelleme safhasi verilerden 6zet istatistikler gibi
kombinasyonlar tiiretir. Sonraki safha bulunan istatistik degerlerinin sorgulanmasini
gerektirtir. Regresyon analizinde varsayimlarla ilgili problemleri bulmak igin feshis araglar:
kullanilir.

Bir uygulamada dogrusal regresyon modeli gibi bir regresyon modeli goz 6niine alindiginda
modelin 6nceden bu uygulama igin uygun oldugu kesin olarak sSylenemez. Modelin
6zelliklerinden herhangi biri ya da bir kagi 6rnegin regresyon fonksiyonunun dogrusallifi
veya hata terimlerinin normal dagilmasi gibi varsayimlar belirli bir veri seti icin
saglanmayabilir. Dolayisiyla modelden hareketle ¢ikarsamalar yapilmadan 6nce modelin

verilere uygunlugunun incelenmesi Snemlidir.

Modelin verilere uygunlugunun incelenmesinde diyagramlarin faydali oldugunu gosteren bir
Ornek Anscombe (1973) tarafindan verilmigtir. Bu 6rnekte suni olarak olusturulmus dort farkl:
veri seti s6z konusudur. Her bir veri seti igin yalin dogrusal regresyon modeli kurulmusg ve her

bir veri seti i¢in ayn1 sonuglar elde edilmigtir.
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Gozle Y X Y X Y X Y X

m no
1 8,04 10,0 | 9,14 | 10,0 | 7,46 10,0 6,58 8,0
2 6,95 8,0 8,14 | 8,0 6,77 8,0 5,76 8,0
3 7,58 13,0 | 8,74 | 13,0 | 12,74 13,0 7,71 8,0
4 8,81 9,0 8,77 | 9,0 7,11 9.0 8,84 8,0
5 8,33 11,0 | 9,26 | 11,0 | 7,81 11,0 8,47 8,0
6 9,96 14,0 | 8,10 | 14,0 | 8,84 14,0 7,04 8,0
7 7,24 6,0 6,13 | 6,0 6,08 6,0 5,25 8,0
8 4,26 4,0 3,10 | 4,0 5,39 4,0 12,50 19,0
9 10,84 | 12,0 | 9,13 | 12,0 | 8,15 12,0 5,56 8,0
10 4,82 7,0 7,26 | 7,0 6,42 7,0 7,91 8,0
11 5,68 5,0 4,74 | 5,0 5,73 5,0 6,89 8,0

Veri analizinin iyi tanimlanmasi igin gerekli suni veri setleri tabloda verildigi gibidir. Her bir

Y., X seti 11 gbzlemden olusmaktadir ve basit dogrusal regresyon modeli ,

Y =b, +bX, +e,

seklinde kurulmusgtur. Her bir veri seti biitiin analizlerde 6zdes neticeler vermektedir :
by=3.0

b=0.5

c%=13.75
R*=0.667
Her bir veri seti igin biitlin istatistikler ayn1 oldugundan dogrusal regresyon modelinin her biri igin eg

zamanli olarak uygun oldugu sonucuna varilabilir. Bununla beraber serpilme diyagramlar1 bunun

dogru olmadigini asagidaki sekillerle goriildiigi gibi ifade eder.
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X —®
L4 ¥
§
(c) * (:1) %

Sekil 3.1 Serpilme Diyagramlari

Birinci veri seti dogrusal regresyon modeli uygunsa gozlemlenebilir. (b)’de farkli bir sonug
s6z konusudur, basit dogrusal regresyon dogrusu verilere uygun degildir. Polinomiyal veya
egrisel bir model verilere daha uygun olabilir. (c) Verilerin gogu igin basit dogrusal
regresyonu Sneren bir durum olabilir. Fakat bir deger regresyon dogrusundan uzaktadir. Bu
bir sapan deger problemidir. Bilyiik bir olasilikla bu sapan deger silindiginde kalan 10 veriyle
regresyon tekrar diizenlendiginde regresyon denklemi 11 gézlemle yapilandan farkli olacaktir.
(d) deki durum digerlerinden farkhidir. Ongorillen modelle ilgili tahmin ve gikarsama
yapabilmek igin yeterli bilgi bulunmamaktadir. Egim parametresi £ biiytik 6l¢tide 8 verisi
tarafindan belirlenmigtir. Eger bu 8 verisi silinirse tahmin yapilamaz (Weisberg, 1985).
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3.1 Kahntilar
Regresyon analizinde bagimli degisken Y i¢in teghis diyagramlari genellikle ¢ok yararl

degildir. Ciinkii bagimh degiskenin gézlem degerleri bagimsiz degiskenin bir fonksiyonudur.
Bagimli degisken i¢in teshis diyagramlar yerine kalintilar ¢aligilabilir.

Kalint1 e;, gézlemlenen Y; degeriyle tahmin edilen I’}, degeri arasindaki farka esittir:

~-

Kalint1 g6zlenen hata olarak diigiiniilebilir. Kavram olarak e;,u;’ye benzer ve u;’nin bir

Klasik normal dogrusal regresyon modeli igin hata terimlerinin 0 ortalama ve o’ varyansla
bagimsiz normal rastlantisal degisken olduklar1 varsayilir. Model veriye uygunluk sagliyorsa

gozlenen kalmtilar e;, u; icin varsayilan Ozellikleri yansitacaktir. Kalinti analizinin

i

temelinde bu diistince yer almaktadir.

3.1.1 Standart Kahntilar (Yan Studentize Edilmis Kalintilar)

Kalint1 analizi igin bazi durumlarda kalintilar1 standardize etmek daha yararli olabilir. Hata

terimlerinin standart sapmas1 ¢, v MSE ile tahmin edilir. Standartlastirma asagidaki sekilde
yapilir:

e = = 3.1
" JMSE ~MSE G

NMSE , e; kalintinm standart sapmasinin bir tahmini olsaydi el-* studentize edilmis kalint1

olarak adlandinlabilirdi. Bununla birlikte e;’nin standart sapmasimin hesaplanmasi
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komplekstir ve farkli e; kalintilar i¢in degiskenlik gdsterir. ¥ MSE sadece e; ’nin standart

sapmasinin yaklagik bir tahminidir. Dolayisiyla el»* standart kalint1 olarak adlandirilir.

Kalintilarla Calisilabilen Varsayimlardan Sapmalar

Klasik normal dogrusal regresyon modelinin varsayimlarindan altt Onemli sapmay:
inceleyebilmek igin kalintilar kullamilabilir:

Regresyon fonksiyonunun dogrusal olmamasi

Hata terimlerinin varyansinin sabit olmamas1

Hata terimlerinin bagimsiz olmamasi

Sapan deger problemi

Hata terimlerinin normal dagilmamasi

AN

Bir veya birkag 6nemli bagimsiz degiskenin modele dahil edilmemesi

3.2 Kahntilar Icin Teshisler

Yalin dogrusal regresyon modelinde bu alt1 varsayimdan sapmanin olup olmadigi hakkinda
bilgi edinebilmek igin kalintilarin bazi teshis diyagramlar incelemelidir. Bu amag igin
kullanmilacak kalintilarin (veya semistudentized kalmtilarin) grafikleri asagidaki sekillerde

olabilir:

1. Kalintilarin bagimsiz degiskene karsi diyagrami

2. Kalmtilarin mutlak veya kareli degerlerinin bagimsiz degiskene kars1 diyagrami
3. Kalintilarin bagimli degigskenin 6ngorii degerlerine karst diyagrami

4. Zaman serilerinde kalintilarin zamana kars1 diyagrami

5. Kalintilarin modelden diglanan diger bagimsiz degiskenlere karsi diyagramlan
6. Kalintilarin kutu diyagrami

7. Kalintilarin normal olasilik diyagrami

Biitiin bu diyagramlar ileride goriilecegi gibi regresyon modelinin veriye uygunlugunu
destekleyici araglardir.



59

3.3 Regresyon Fonksiyonunun Dogrusal Olmamasi

Dogrusal bir regresyonun veri i¢in uygun olup olmadig: kalintilarin bagimsiz degiskene kars:
diyagramindan veya benzer sekilde tahmin degerlerine kargi diyagramindan incelenebilir.
Regresyon fonksiyonunun dogrusal olmama durumu serpilme diyagramindan goriilebilir fakat
bu diyagram her zaman kalint1 diyagrami kadar etkin degildir.

& | ()

Sekil 3.2 Dogrusallik

(a)’da bir serpilme diyagrami (b)’de ise kalintilarnin bagimsiz degigskene karsi diyagrami
bulunmaktadir. Her iki diyagramdan kuvvetli bir sekilde dogrusal regresyon fonksiyonunun
uygun olmadigi goriilmektedir. (b)’de dogrusal regresyona uyum eksikligi serpilme
diyagraminda oldugundan daha kuvvetli bir sekilde goriilmektedir. Kalintilanin bu
diyagramda sifirdan sistematik bir bigcimde aynldifina dikkat edilmelidir: X’in kiigiik
degerlerinde kalintilar negatif, orta biiyliklikteki X degerleri igin pozitif ve biiylik X
degerlerinde negatif degerler almaktadir.

Bu durumda (a) ve (b) diyagramlar1 dogrusal olmayan regresyona isaret etmektedir. bununla
beraber kalint: diyagrami daha ¢ok tercih edilmektedir. Bunun sebebi serpilme diyagramlarina
gére baz1 Onemli avantajlarmin bulunmasidir. Ik olarak kalinti diyagram1 modelin
uygunlugunu diger yonlerden incelemek igin kullamlabilir. Ikinci olarak serpilme
diyagramindaki 6lgeklendirme bazi durumlarda Y; gozlem degerlerini, f}, Ongorii degerlerine

yakinlagtinr. Bu asamada serpilme diyagramindan dogrusal regresyonun uygun olup
olmadigini incelemek zorlagacaktir. Diger yandan bir kalint1 diyagrami bu kosullar altinda
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ongorillen regresyon dofrusu etrafindaki sapmalarda herhangi bir sistematik iligki olup
olmadigini belirgin olarak gosterir.

X

Sekil 3.3 Kalint1 diyagrami

Sekil, kalintilarin X’e kars1 diyagraminda dogrusal modelin uygun oldugu bir durumu ifade
etmektedir. Kalintilar sifirin etrafinda yatay bir band iginde, pozitif ve negatif herhangi bir
sistematik egilim iginde olmadan dagilmaktadir.

Not: Yalin regresyon modeli igin kalintilarm Y degerlerine kars1 diyagrami kalintilarin X’e
kars1 diyagramina esdeger bilgi saglar dolayisiyla ayrica X’e karsi diyagraminin ¢izilmesine

gerek kalmaz. Iki diyagramin esdeger bilgi saglayabilmesinin nedeni I’}, tahmin degerlerinin
X ;bagimsiz degiskeninin dogrusal bir fonksiyonu olmasidir. Diger yandan egrisel ve goklu

regresyon ic¢in kalintilarin 6ng6rii degerlerine ve bagimsiz degiskenlere karst ayri ayri

diyagramlar1 her zaman yardimci olur.

3.4  Hata Terimlerinin Varyansmin Sabit Olmamasi

Bagfmmz degiskene kars: veya 6ngorii degerlerine karsi ¢izilen kalinti diyagramlan sadece
dogrusal modelin uygun olup olmadifim1 gdstermez aym zamanda hata terimlerinin
varyansinin sabit olup olmadig: da bu diyagramlardan incelenebilir.



61

X

Sekil 3.4 Diyagramlarla degisen varyans

Sekil hata varyansmin baZimsiz degigken X’le birlikte arttifi kalinti diyagramim
gostermektedir. Pek ¢ok isletme, sosyal bilimler ve biyoloji bilimlerindeki uygulamalarda
hata terimlerinin varyansimin sabitlikten sapmasi sgekildeki gibi megafon bigiminde
olmaktadir. Diger yandan hata varyansi, bagimsiz degisken X’in degerleri diigerken artabilir.

Hata terimlerinin varyanslarimin sabitligi incelenirken kalintilarin igaretleri bir anlam ifade

etmediginden kalintilarin mutlak degerlerinin veya karelerinin bagimsiz degisken X’e kars1

veya Y Ongorii degerlerine kars1 diyagrami sabit olmayan hata terimi varyansinin teshisi igin
kullamlabilir, Mutlak veya kareli kalintilarin diyagramlarimin her ikisi de “0” cizgisi
etrafindaki kalintilarin biiyiikliiklerini degistirerek biitlin bir bilgiyi saglar dolayisiyla

(isaretine bakilmaksizin) kalntilarin biyiikliigtinin X veya Y seviyeleriyle degisip
degismedigi kolaylikla goriilebilir.

3.5  Sapan Degerlerin Varhg (Outliers)

. Regresyon analizinde modelin biitlin veriler i¢in uygun oldugu varsaymmi yapilir.
Uygunsuzluk, veriler arasinda agin1 farklilik gdsteren ve “sapan deger” olarak adlandirilan
kabul edilemeyen nitelikte verilerin bulunmasindan ileri gelebilmektedir. Verilerin kalan
kismiyla olusturulan modele uymayan veriler sapan deger olarak adlandirilir ve bu degerleri
belirlemek kalint1 analizinin 6nemli bir pargasim olusturmaktadir. Sapan degerleri belirleme
Olgiitli ise digerlerinden gok farkli bir kalint1 sergileyen verilerdir. Buna gére de normal veri

ile sapan veriler karsilagtirilmasinda 6lgiit kalintilara dayanmaktadir.
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Sapan kalint: degerleri, X veya Ye karg1 kalint1 diyagramlarindan, kalintilarin kutu
diyagramlarindan, dal ve yaprak diyagramlarindan ve nokta diyagramlarindan belirlenebilir.
Sapan degerleri belirlemek igin semistudentized kalintilarin diyagramlari 6zellikle yardimci
olacaktir. Cilinkii sifirdan standart sapmalar seklindeki kalintilarin aykiri deger olup
olmadigim belirlemek daha kolay olacaktir.

e
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Sekil 3.5 Sapan degerler diyagrami

Sekilde yar studentize edilmis kalintilar gosterilmektedir ve bu diyagram bir saban deger
icermektedir. Bu kalinti gbzlemin tahmin degerinden 6 standart sapma uzaga diistiiginii
gostermektedir.

Sapan degerlerin belirlenmesi glictiir. Bir sapan degerle kargilagildiginda ilk stiphelenilmesi
gereken bu gozlemin bir hata veya diger digsal etkilerden dolay1 sonuglandifi dolayisiyla
diger gozlemlerden ayri bir yerde bulundugudur. En kiiglik kareler yonteminde sapma kareleri
toplam1 minimize edildiginden 6ngoriilen dogru sapan degere dogru kaydirilabilir. Bu durum,
sapan deger gergekten bir yanlistan veya diger digsal sebeplerden kaynaklaniyorsa yanlig
Ongoriiye sebep olur. Diger yandan sapan degerler anlaml bir bilgi veriyor da olabilir.
Ornegin modelden dislanan énemli bir bagimsiz degiskenle etkilesiminden dolay: sapan deger
olugabilir. Herhangi bir sapan degeri dislamak i¢in siklikla bagvurulan giivenli bir yol;sapan
degerin bir kayit hatasindan, yanlis hesaplamadan veya benzer tlir hatalardan, durumlardan

olduguna dair bir kanit varsa sapan degerin diglanmasidir.

Veri seti igin dogrusal regresyon modeli 6ngoriildilyse, gozlem sayisi az ise ve sapan deger

mevcutsa, 6ngodrillen regresyon sapan deger tarafindan kaydirlir ve kalnti diyagrami
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dogrusal regresyonun uygun olmadifim gosterir. Kalinti diyagramu ayrica sapan degeri
gOsterir. Bu durum agagidaki sekilde ifade edilmigtir:

(2)Serpilme Diyagramu (b) Kalinti Diyagram
Y o K
® 47 @®¥

X ’ X

Sekil 3.6 Kalan Veri Dogrusal Regresyonu Izliyorsa Sapan Degerin Kalintilar Uzerindeki
Daslayici Etkisi

Serpilme diyagrami gézlemlerin sapan deger diginda bir dogru etrafinda istatistiksel bir iligki
sergilediklerini gostermektedir. Bu veriye dogrusal regresyon 6ngoriildiiiinde sapan deger
Ongoriilen regresyon dogrusunda kalan gozlemlerle tahmin edilen dogrudan sistematik
bigimde sapmalara neden olan yer degistirici bir etki yapar, bu dogrusal regresyona uyum
eksikligini gosterir. (Neter vd.,1996)

3.6 Hata Terimlerinin Bagimhhigx

Ardigik bagimliligin ortaya cikarilmas: igin yaygin olarak kullamilan bir yéntem regresyon
kalmtilarimin zamana veya kesit verilerinde seriye karsi diyagramuin izilmesidir. Eger
kalintilar ardigik doénemlerde diizenli bir yol izliyorlarsa fonksiyonda ardigik bagimlilik

oldugu sonucuna varilir.
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Sekil 3.7 Otokorelasyon bigimleri

Sekil a periyodik bir iligki ifadesidir. b ve c, hata terimlerinde agagiya ve yukar1 dogru trendi
ima etmektedir. b’ de zamanla baglantili baz1 etkenler dolayisiyla bagimli degiskenin degeri
artmaktadir. Sekil d hata terimlerinde hem dogrusal hem de kuadratik trendin oldugunu
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gosterir. Sekil e, klasik dogrusal regresyon modelinin otokorelasyonunun bulunmadif
varsayimini destekleyen sistematik bir kalibin olmadigini belirtmektedir.

3.7 Hata Terimlerinin Normal Dagilmamasi

Daha 6nce de belirtildigi gibi normallikten kiiclik sapmalar ciddi problemler dogurmaz.
Onemli sapmalar dikkate alinmalidir. Hata terimlerinin normalligi farkli grafiksel yontemlerle

incelenebilir:

3.7.1 Dagihm diyagramlarn

Kalhintlarin kutu diyagramlari kalintilarin simetrisi ve olas1 sapan degerler hakkinda 6zet bilgi
saglar. Kutu diyagramlar1 verinin yapisim1 ortaya ¢ikarmada kullanilan bir grafik
diizenlemedir. Bu diyagramlarda verinin degisim araligini, medyan ve diger iki kartili birlikte
gbrmek miimkiindiir. Bu diizenlemede birinci ve figiincii kartillerin aras1 bir kutu olarak
gosterilir. Kutunun iki ucundan ¢ikarilan yatay dogrular verinin en kiiclik ve en biiyiik
g6zlemlerine kadar uzatilir. Kutuyu dikey olarak kesen dogru ise medyam goéstermektedir.

Kartll Araligs
~ S 3 .
| |
‘ |
EnKiigikDeger {4 ~ Medyan 05 En Biiylik Defier
Sekil 3.8 Kutu diyagrami

Diyagramda kutu; kartil aralifini yani merkezdeki %50’ye diisen gozlemleri simgeledigine
gore, medyan hangi kartile yakinsa merkezdeki dagilmanin o yone dogru bir asimetrisi oldugu
s6ylenebilir. Ornegin yukandaki grafikte merkezin sol tarafa dogru (biiyiik degerlere) hafif bir
carpikligi oldugu sdylenebilir. Verinin biitiin olarak simetrisi i¢in kutuyu kesen iki yatay
¢izginin uzunluklarinin birbirlerine ve kutunun uzunluguna kiyaslanmasi gerekir. Yukaridaki
Ornek grafikte sag taraftaki yatay ¢izginin soldakine ve kutuya kiyasla uzunlugu dikkate
alindiginda, sag tarafta verinin genel karakterinden uzak sapan degerlerin varlifindan
stiphelenilebilir.



66

Kutu diyagramlarinin yam sira kalintilarnin histogram, nokta, dal ve yaprak diyagramlan
normallikten agir1 sapmalar1 géstermede yardimci olur. Bununla birlikte bu diyagramlardan
herhangi birinin hata terimlerinin dagilimlarinin gekli hakkinda bilgi verebilmesi i¢in

regresyondaki veri sayisinin yeterince biiyiik olmas: gereklidir.

3.7.2 Frekanslarm Karsilastiriimas:

Veri sayis1 yeterince biiyitkse kalintilarin gozlemlenen degerleriyle beklenen degerlerinin
karsilagtirilmas: diger bir segenek olarak diistiniilebilir. Ornegin kalintilarm, %68’inin
+VMSE aralifima veya %90°'mm 1,645+ MSE araligmna diigtip diismedigi

belirlenebilir. Ornek biiyiikliigli yeterince biiylikse karsilastirma igin karsilik gelen t degerleri
kullanlabilir.

3.7.3 Normal Olasilik Diyagrami

Burada her bir kalintinin, normal dagilim varsayimi altinda beklenen kalint1 degerine karst
diyagrami ¢izilir. Bu diyagramda dogruya yakin bir iligki dagilumin normal dagilima
uydugunu ifade eder, dogrusalliktan sapmalar hata terimlerinin dagiliminin normal olmadigini

gosterir.

Normallik varsayimi altinda kiigiikten biiylige dogru siralanmis olan kalintilarin teorik
degerlerini bulabilmek i¢in, regresyon modelinde hata terimlerinin beklenen degerinin sifir

oldugu ve hata terimlerinin standart sapmasimn v MSE ile tabmin edildigi varsayimlarindan
yola cikilir. Istatistiksel teori O ortalama ve v MSE tahmini standart sapmayla normal

dagilan bir rastlantisal degisken icin n &rnek iginden rassal bir drnekte k.nci en kiigiik
gbézlemin teorik degeri:

\/MSE[z(k—_g’ﬁﬂ (.2)
n+0,25
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z(A) standart normal dagilimin (A)100 yiizdelik dilimini ifade etmektedir. k kalintinin

rankini, yani kiiclikten biiylife dogru siralanan kalinti degerleri arasinda teorik degeri
bulunmak istenen kalintinin sira numarasini ifade etmektedir.(Neter vd.,1996)

kalintlay

o 00 W *{
Dagilim
neemal ((Gaussian)ise

Sekil 3.9 Normal olasilik diyagrami

Ornegin sekil, diyagramin orta kismunda kaltidarn normal dagiim  sergiledigini
gOstermektedir fakat kuyruklar egri veya normal olmayan bir gériintii sergilemektedir. Sag iist
tarafta noktalar hizla ylikselmektedir.

o , : |
Kalin Kuyruklar, Yiiksek Haflf Kuyruklar ve Pozitif (saia) Carprk ve
ve Algak Sapan Degerler Sapan Defer Yok Yiiksek Sapan Defetler.
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o

g

o —
Megatif Carpik ve Dilgiik
Sapan Degerler

Sekil 3.10 Dagilimin seklini yansitan normal olasilik diyagramlar

Kalm kuyruklu dagilimlar tepede ve dipte diklesen dagilunlardir. Diger bir deyisle dagilimin
kuyruklarinda normal dagilima gére daha yiiksek olasiliklar vardir. Kuyruklan hafif dagilimlar tepede
ve dipte kuyruklan dik olmayan dagilimlardir. Carpik dagilimlar bir kalin ve bir hafif kuyruga sahiptir.
Sapan degerler {ist safa veya alt sola dogru belirmektedir. Dikey olarak dagilimim kalan kismindan
ayrilmigtir (Hamilton, 1992).

3.7.4 Normal Dagilim: Belirlemedeki Zorluklar

Pek ¢ok yonden normallikten sapmalarin analizi diger varsayimlardan sapmalardan daha
zordur. Ik olarak &rnek biyilikligli yeterince biiyiik degilse bir olasilik dagihimu
calisildifinda rastlantisal degiskenlik zararli olabilir. Daha da kétiisii diger varsayimlardan
sapmalar kalintilarin dagilimim etkileyebilir. Omegin verilere uygun olmayan bir regresyon
fonksiyonu ongoriildiigiinde veya hata terimlerinin varyans: sabit olmadiginda kalintilar
normal dagilmiyor géziikebilir. Dolayisiyla hata terimlerinin normal dagilip dagilmadigindan

once ilk olarak diger varsayimlardan sapmalarin incelenmesi gerekmektedir.

3.8 Onemli Bagimsiz Degiskenlerin Dislanmas

Kalintilarin modelden dislandig1 halde bagimli degisken {izerinde 6nemli etkisi olabilecek
bagimsiz degiskenlere karsi diyagramlan ¢izilebilir. Bu ilave analizin amaci modelden
| diglanan degigkenlerin ilave &nemli bilgi saglayan ve tahmin giicii olan degigkenler olup
olmadigim tespit etmek diger bir deyisle modele eklenebilecek diger 6nemli degiskenlerin var
olup olmadiini aragtirmaktir (Neter vd.,1996)
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3.9 Kismi Regresyon Diyagramlan

Daha onceki bolimlerde bagimsiz degiskene karsi bir kalmti diyagraminin s6z konusu
degiskenin egrisel bir etkisinin olup olmadigim belirlemede kullanilabilecegine deginilmisgtir.
Ayni zamanda modelde olmayan bagimsiz degiskenlere kargi diyagramlarinin da bu bagimsiz
degiskenlerin modele ilave edilip edilmemesi konusunda yardimci olacag: belirtilmistir.

Bu kalinti1 diyagramlarimin bir eksikligi bu diyagramlarin diger bagimsiz degiskenler modelde
iken bir bagumsiz degiskenin marjinal etkilerini gGsterememesidir. Kismi regresyon
diyagramlar: aym zamanda ilave degisken diyagramlar: (added variable plots) ve diizeltilmis
degisken diyagramlar: (adjusted variable plots) olarak adlandinilirlar. Bu diyagramlar, diger
bagimsiz degiskenler modelde iken X bagimsiz degigkeninin bagimli degigkenle marjinal

iligkisinin yapisim belirleyen diger kalinti diyagramlaridir. flave olarak kismi regresyon
diyagramlari modele ilave edilmesi gereken bir bagimsiz degiskenin marjinal énemi hakkinda
grafiksel bir bilgi saglamaktadir (Neter vd., 1996). Regresyon modelindeki bazi veya biitiin
bagimsiz degiskenler igin fonksiyonel iligskiler yanlis belirlenmigse, bu diyagramlar bir
bagimsiz degiskenin marjinal etkisini uygun olarak gostermez. Kismi regresyon diyagramlari
modelin verilere uygun hale gelebilmesi igin gerekli dontisiimlere yol gosterir (Mansfield ve
Conerly, 1987). Omegin X,ve Xj;bagimhi degiskenle egrisel bir iliski igindeyse fakat
regresyon modeli sadece dogrusal terimleri igeriyorsa X,ve Xjicin kismi regresyon
diyagramlann uygun iligkileri gostermeyecektir. Ozellikle bagimsiz  degiskenler
korelasyonluysa bu diyagramlar daha da yetersiz olacaktir. Bu bagimsiz degiskenlerin kendi
aralarinda bir etkilesim kismi regresyon diyagramlar1 tarafindan saptanamayacaktir. Sonug
olarak bagimsiz degiskenler arasindaki yiiksek ¢oklu dogrusallik bir bagimsiz degigkenin
marjinal etkisini yanlig bir fonksiyonel iligki olarak g6sterebilir.

Kismi regresyon diyagramlan diger bagimsiz degiskenler modelde iken X; degigkeninin
marjinal roliinii géz oniinde tuttufundan kismi olarak ifade edilmektedir. Kismi regresyon
diyagraminda bagimli degisken Y ve bagimsiz degisken X;’nmin her ikisinin de diger

bagimsiz degiskenlerle regresyonu kurulur ve bunlarin her birinden kalintilar elde edilir. Bu
kalintilar her bir degiskenin diger bagimsiz degiskenlerle dogrusal iligkide olmayan kismim

yansitmaktadir. Bu kalintilarnin diger her birine kars1 diyagrami (1) bagimsiz degisken X
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i¢in marjinal regresyon iligkisinin yapist hakkinda bilgi verir. (2) kalintilarin degiskenligini

azaltmada bu degiskenin marjnal Snemini gésterir.

Bu ifadeleri netlestirmek icin basitlestirmek amaciyla birinci dereceden iki bagimsiz

degiskenli (X ve X,) bir ¢oklu regresyon modeli diigiiniilecektir. X, modelde iken X ’in
bagimli degisken iizerindeki etkisiyle ilgilenildigi varsayisin. Bunun igin Y’nin X,’ye

regresyonu olusturulur ve buradan 6ngorili degerleri ve kalintilar elde edilir:

I'}z'()(z):bo + b X},

(Y1 X;)=Y, - F,(X5) (33)

Ardindan X;’in X, iizerine regresyonu olugturulur:

X0(Xy)=by +by Xy

e/(X1/X,) =Xy — Xy (X,) (3.4)

X degiskeni i¢in kismi regresyon diyagrami Y kalintilanmin e(¥Y/X,), X; kalntilarma

e(X,/X,) kars: diyagramindan olusur.

(@)

(Y X;)




71

N __e(X,/ Xy)
0

Sekil 3.11 Kismi regresyon diyagramlarinin prototipleri

Yukaridaki gekil, X, modelde iken X degiskeninin modele dahil edildigi g6z Ontinde
tutularak olusturulan bazi kismi regresyon diyagramlan prototiplerini g6stermektedir. (a)’da
X7’in Y’yi tahmin etmede ilave yararli bir bilgi igermedigini ifade eden yatay bir band
gorillmektedir. Dolayisiyla burada X ’in modele dahil edilmesinin faydali olmadigina karar
verilebilir. (b) egimi olan bir dogru etrafinda dogusal bir band1 géstermektedir. Bu diyagram
X5 modelde iken X’in dogrusal bir teriminin modele dahil edilmesinin faydali olacag1
goriilmektedir. (c) egrisel bir bant gdstermektedir. X;’in modele dahil edilmesinin faydal

olacag1 ve bu degiskenin egrisel bir etkisinin olabilecegini gdstermektedir.

Kismi regresyon diyagramlari aym zamanda iliskinin giicii hakkinda bilgi saglamaktadir. Bu
ilave bilgiyi nasil sagladiklarim gérebilmek i¢in agagidaki grafikten faydalanilabilir.
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Sufir Clzglel Etrafindakl Sapralar &y Efimll Dogru Etrafindaki Sapmalar
SSE(X)=S[elv 1 X5 ) SSE(Xy, X3 =3 [e(% ! Xy, X2)P
e(Y/X;) e(Y/X,)
0 T I 0
LL i) (! X;,X,)
e(X,1X3) e(X,/X;)

Sekil 3.12 Kismi regresyon diyagramlariyla gézlenebilen iligkinin glicli

Sekil (@) X, modelde iken X ’in kismi regresyon diyagramim géstermektedir. Bu regresyon
ti¢ veri lizerine kurulmugstur. e(¥Y/X,)=0 yatay dogrusundan noktalarin dikey sapmalari
Y’nin X, ile regresyonundan elde edilen kalintilan gostermektedir. Bu sapmalarin kareleri
alinip toplanirsa hata kareleri toplami SSE(X, ) elde edilir. (b) de ayn1 noktalar vardir fakat
burada, bu noktalarm b; egimine sahip en kiigiik kareler dogrusundan dikey sapmalar
¢izilmigtir. Buradaki sapmalar X; ve X,’ nin her ikisi modelde iken elde edilen kalmtilar

e(Y/X;,X,) gostermektedir . Dolayistyla bu sapmalarin kareleri toplam1 SSE(X;,X,)

hata kareleri toplamim vermektedir.

(a) ve (b) diyagramlarinda iki sapma kareleri toplami arasindaki fark ekstra kareler toplamina
SSR(X,/X,) karsilik gelmektedir. Dolayistyla iki serinin biyiiklikleri arasindaki fark X

modelde iken X;’in dogrusal iligkisinin marjinal giictinti gostermektedir. Eger (b)’deki
dogrudan sapmalar yatay eksendeki sapmalardan daha az olsaydi X;’i igeren regresyon
modeli hata karelerinde 6nemli bir azalma saglayabilecekti.

Kismi regresyon diyagramlari aym zamanda diger bagimsiz degigskenler modelde iken



73

bagimsiz degiskenle bagimli degiskenin arasindaki iliskinin tahmininde kuvvetli bir etkisi
olan bir sapan degeri ortaya gikarmada yararli olabilir (Neter vd., 1996)
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4 DEGISEN VARYANS

4.1 Degisen Varyansin Sebepleri

Degisen varyans zaman serilerinden daha ¢ok kesit verilerinde goriilmektedir. Degisen
varyans modelin yapisindan veya modeli tahmin igin kullamilan verilerden

kaynaklanmaktadir. Degigen varyansin baglica nedenleri su sekilde 6zetlenebilir:

-Degisen varyans tamimlama hatalarindan, ilgili degiskenin modelde yer almamasindan
kaynaklanabilir.

-Degisen varyansin bir diger nedeni katsayilardan bir veya bir kag¢inin; zaman serisi verileri
ile ¢alisiliyorsa zamana, kesit verileriyle caligiliyorsa birimlere gore degisim gdstermesidir.
Regresyon modellerinde katsayilar sabit kabul edildiinden bu durum degisen varyansa sebep

olabilir.

-Hata- 6grenme modellerine gore, kisilerin herhangi bir olaydaki deneyimleri arttikca,
davranig hatalar1 da kiigiilmektedir. Bu durum varyansi azalttifindan degigen varyansa sebep
olabilir (Giiris ve Caglayan, 2000).

4.2 Degisen Varyansi Belirleyen Bicimsel Testler

4.2.1 Modifiye Levene Testi

Modifiye levene testi hata terimlerinin normallifine dayali bir test degildir. Dogrusu bu test
varsayimlardan sapmalardan etkilenmeyen bir testtir. Tanimlandigi gibi Modifiye Levene
testinin basit dogrusal regresyon modeline uygulanabilmesi i¢in hata terimleri varyansinin X
ile birlikte artmas1 (6rnegin megafon seklinde) veya azalmasi gerekmektedir. Ornek
biiyiikliigiintin kalintilarin bagimliliim gozardi edilmesine yetecek kadar biiyiik olmasi
gerekmektedir.
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Bu test kalintilarin degiskenligine dayali bir testtir. Biiyik hata varyans: kalintilarda biiyiik
degiskenlik egilimi demektir. Testi uygulayabilmek igin veri seti X’in seviyelerine gére iki
guruba ayrilir. Bir grup X’in diisiik seviyelerine kargilik gelen gézlemlerden, diger grup X’in
yiiksek degerlerine karsilik gelen gbzlemlerden olugturulur. Hata varyansi her iki grupta da
azaliyorsa veya artiyorsa bir gruptaki kalmtilar diger gruptaki kalintilara gére daha ¢ok
degiskenlik gostermektedir. Benzer sekilde her bir grupta kalintilann kendi grup
ortalamalarindan mutlak sapmalar1 bir grupta diger gruba gore daha fazla olacaktir. Bu testin
varsayimlardan etkilenmeyen bir test olarak gergeklestirilebilmesi amaciyla gruplar icin
kalintilarin grup medyan degerinden mutlak sapmalar1 alinarak test gerceklestirilir.

1.0mek: 11,Y,.....7

2. érnek: Zl 9Z2 geesey an

bi¢cimindedir. Ve ana kiitle ortalamasimin tahminleri olan 6rnek ortalamalari

_ 2k >/

y=1 ve Z=-+1— 4.1)
m )

olmak tizere,

. VA

Y -
- 4,
g s{Y—Z; *2)

istatistigine dayal: iki ornek t testinden meydana gelmektedir. Testin amaci birinci grup igin
ortalama mutlak sapmalarin ikinci gruptan anlamli bir sekilde farklilagip farkhilasmadigina

karar vermektir.

Kalintilarin mutlak sapmalarinin dagilimi genellikle normal dagilmasa dahi hata terimlerinin

varyansi sabit oldugunda ve iki 6rnek biiytikliigti asin kiigtik degilse ¢t istatistiginin yaklagik
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olarak t dagilimina uydugu gosterilebilir.

Birinci grup igin i. kalint1 degeri e;; ve 2. grup i¢in i. kalint1 degeri e;, ile ifade edilecektir.

ny ve n, dmek biiyiikliiklerini ifade etmektedir: n=mn; +n, .

€ ve @, swastyla birinci ve ikinci gruptaki medyan degerlerini gdstermektedir. Modifiye

Levene testi kahintilarin medyan degerleri etrafindaki mutlak sapmalarini kullanir. Bu mutlak

sapmalar:
dy =len ~ & dpp =len — &) (4.3)
seklinde hesaplanir. Bu notasyonla yukarida belirtilen t istatistigi agagidaki gibi hesaplanir:

“4.4)

671 ve 672 , djve d;5’nin 6mek ortalamalarim ifade etmektedir. Ortak varyans 52 asagidaki

gibi hesaplanir:

2 _ Sdy-a) +3ldp - )
n-—2

s @4.5)

Modifiye Levene testi igin test istatistigi tz ile gosterilir. Hata terimlerinin varyans: sabit ise
ve Ornek biiytiklikleri 7y ve n, asin kiiglik degillerse tz istatistigi n-2 serbestlik dereceli t

dagilimina uyar. tz ’nin yliksek degerleri hata terimlerinin sabit varyanshi olmadiklarini
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gOstermektedir.

Eger veri seti pek ¢ok veriden olusuyorsa hata varyans: icin iki 6rnek 7 testi X’in seviyesine

bagh olarak ve iki ayrik gurubu kullanarak ii¢ veya dort guruba béliinerek de yapilabilir.

Hata terimlerinin varyanst X’ seviyesine bagli olarak basit¢ce artmiyor ya da azalmiyorsa yani
varyans daha kompleks bir goriintii sergiliyorsa veri setinin iki gruptan daha fazla gruba

béliinmesi gerekebilir ve bu durumda Modifiye Levene testi F testi ile yapilir.

Hata terimleri varyansi igin varsayimlardan etkilenmeyen bir test olmas: arzulanan bir
durumdur ¢ilinkii normal olmama ve sabit olmayan varyans genellikle birlikte
gerceklesmektedir.

Yalin dogrusal regresyonda oldugu gibi ¢oklu regresyonda da Modifiye Levene testi hata
varyansinin sabitligini aragtirmak igin kullanilabilir. Bunun i¢in kosul hata varyansimin X’e
bagli olarak artmasi veya azalmasidir. Levene testini uygulayabilmek i¢in veri seti bagimsiz
degiskenin degerinin diigiik ve yliksek oldugu iki guruba boliiniir. Daha sonra yalin dogrusal

regresyonda uygulandif1 gibi Levene testi stireci devam eder.

4.2.2 Breusch Pagan Testi

Hata terimleri varyansimin sabitlifi i¢in ikinci bir test Breusch-Pagan testidir. Bu hata
terimlerinin bagimsiz ve normal dagildig1 bir biiylik 6rnek testidir. Burada hata terimlerinin

varyansinin X’in seviyeleriyle asagidaki gibi bir iligki igersinde oldugunu géstermek icin o2 R

0',»2 olarak gosterilmektedir. i indisi varyansin degisken oldugunu ifade etmektedir:

log, 0':’2 =70 + 71 X; (4.6)

Buradan varyansin X’in farkli seviyelerinde y;’in isaretine bagh olarak arttif1 veya azaldig:

goriilmektedir. Hata terimlerinin varyansimn sabitlii y; =0’a karsilik gelmektedir.
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Hy @y, =0 hipotezine kars1 H,, :y; # 0 hipotezi igin-kalnt: karelerinin e;, X’y kars:

regresyonu olusturularak buradan regresyon kareler toplama, SSR” elde edilir. Test istatistigi
asagidaki gibidir:

.

ABp = 5

R* [ SSE)?
, SS ( ] @7

n

SSE, Y’nin X’e kars1 regresyonundan elde edilen hata kareleri toplamidir. Hy :y; =0
hipotezi kabul edilirse ve 6rnek biiyiikliigli mantikli bir 6lctide biiyiikse ;(IZ;P bir serbestlik

dereceli ki-kare dagilimina uyar. ZIZ3P ‘nin biiylik degerleri hata terimleri varyansinin sabit

olmadigy saviu, f ,, kabule gotiirtir.

Bresusch- Pagan testi basit dogrusal regresyon igin oldugu gibi ¢oklu regresyonda da
uygulanir. Bu testin uygulanmasi i¢in hata varyansinin bagimsiz degiskenlerden birinin
degeriyle birlikte artmasi veya azalmasi gerekir. Daha sonra kalinti karelerinin bagimsiz

degiskene karsi regresyonu olugturulur ve regresyona tabi kareler toplam: olan SSR” elde
edilir. Test slireci nceki gibidir fakat burada tam goklu regresyon modeli igin hata kareleri

toplami1 kullanilarak devam eder.

Hata varyans: bir bagimsiz degiskenden daha fazla bagimsiz degiskenin bir fonksiyonuysa
kareli kalintilarin bu bagimsiz degiskenlerle ¢oklu regresyonu olusturulur ve regresyona tabi

kareler toplami SSR” elde edilir. Test istatistigi icin yine tam model i¢in hesaplanan SSE
kullanilir, Burada basit dogrusal regresyon igin yapilan Breusch —Pagan testinden farki ki kare
dagilim1 g serbestlik derecesi igermektedir. ¢, kareli kalintilarla olusturulan g¢oklu

regresyonda bagimsiz degisken sayisidir.

Not: Bu test istatistifi Cook and Weisberg tarafindan gelistirilmistir. Dolayisiyla bazen Cook-
Weisberg testi olarak adlandirilabilir (Neter vd., 1996).
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5.3 Degisen Varyansin Sonuclar

Degisen varyansin var olup olmadigimin belirlenmesi problem ¢dziimiiniin ilk asamasidir.
Bunu gerg¢eklestirmenin gesitli yollar1 vardir ve yukarida bu yéntemlere deginilmigtir.

Sabit varyans varsayiminin gegerli olmamasi durumunda parametre tahmincileri sapmasizdir.
Sapmasiz olduklarindan asimptotik olarak da sapmasizdirlar. Aym zamanda dogrusal tahmin

edicilerdir.

Sabit varyans varsayimi gegerli degil ise, parametre tahmin edicileri etkin tahmin ediciler
degillerdir. Bu nedenle en iyi dogrusal sapmasiz tahmin ediciler de degillerdir. Bu sonug
biiyiik 6rnekler i¢in de gegerlidir. Yani parametre tahmin edicileri asimptotik olarak da etkin
degillerdir.

Parametre tahminlerinin etkin olmamasi nedeni ile, varyanslar: tahmin etmek i¢in kullanilan
formiiller, varyanslari oldugundan kii¢iik ya da biiylik tahmin edecektir.

3

o> {b )= 2(X; - X_) ° (4.8)
Fox, - 272f

Bu formiilden,

o2 b }= ST 1_ 77 o 49

formiiline ulagilmasimn nedeni E %4,-2 }= o olmasidir. Degisen varyans durumunda

- o2 *pin yerini O',-2 alacaktir. Bu durumda 0',-2 toplam igaretinin digina ¢ikamayacagindan

sabit varyans ve degisen varyans hallerinde tahmin edilen varyans farklidir (Genceli , 2002).

Parametre tahmincilerinin varyanslarimn gercek degerlerinden biiylik veya kiigiik tahmin
edilmeleri, yapilacak aralik tahminlerini, t ve F testlerini etkileyecektir (Neter vd., 1996).
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5 OTOKORELASYON

Siradan En Kiigiik Kareler Yonteminin diger bir varsayimi, rassal degisken #’nun ardigik
degerlerinin donemsel olarak bagimsiz olduklaridir, yani #’nun herhangi bir donemde aldig:

deger, daha onceki herhangi bir dénemden bagimsizdir. Bu varsayima gore u, ve u;’nin

ortak varyans: sifira eittir.

Kov(ui,uj) = E[u,- —E(u,-)]luj - E(uj)J

=E(uu;)=0 i#j -1

Eger belli bir donemdeki u degeri, daha Snceki kendi degeriyle(degerleriyle) baglantiliysa,
rassal degiskenin ardigik bagimli oldugu sdylenir.

Otokorelasyon haline daha ¢ok zaman serilerinde rastlanilmaktadir. Bu paralelde #’nun alt
imini degistirip #,7-1,#-2 kullanmak daha uygundur, boylelikle #’nun ddnemsel degerleriyle,
zaman igindeki bagimlihfiyla ilgilendigi belirtilmis olmaktadir. Bu durumda #’nun ¢

dénemdeki degeri u, ile (-7) donemindeki degeri u,_; ile gosterilebilir.

Ardisik Bagimlilik-otokorelasyon korelasyonun 6zel bir durumudur. Otokorelasyon, iki (ya
da daha ¢ok)degiskenin arasindaki iligkiyle degil, fakat aym1 degiskenin ardisik degerleri
arasindaki iligkiyle ilgilidir.

Basit bir durum olan #’nun ardigik iki degeri arasindaki dogrusal iliski agagidaki gibi ifade
edilebilir:

Bu birinci dereceden ardigtk baglamimli dizin olarak bilinir. o ardigik bagimlilik (ortak
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varyans) katsaysi (u, ile u,, arasindaki basit korelasyon katsayisi) olarak adlandirilir. p,,
basit korelasyon katsayisina yoneltilen biitlin elestirilere agiktir. Ornegin P, sU Ve Uy
arasindaki dogrusal olmayan iliskilere uygun degildir. Ayrica basit p,, , eger ’lar daha
karmagik yapilarla, daha yliksek ardigik dizimlerle bagliysalar yine uygun degildir.

Ardisik bagimlilifin ortaya cikarilmasi igin yaygin olarak kullanilan bir y6ntem regresyon
kalmtilarinin zamana karsi diyagraminin ¢izilmesidir. Eger kalintilar ardigik ddnemlerde
diizenli bir yol izliyorlarsa fonksiyonda ardigik bagimhlik oldugu sonucuna varilir.

Birinci dereceden ardigik bagimlilik katsayisi asagidaki gibi hesaplanir:

2.8

Vee,y =
€11 2 2
\/Zet \/Zet—l

= ﬁ Ugtty) (.3)

Tee, > gergek ardigik bagimlilik katsayis1 p,, u, , un bir tahminidir.

Eger «’nun belli bir dénemdeki degeri, yalnizca bir dénem 6nceki kendi degerine bagliysa,
w’larin birinci dereceden ardigik baglamimli bir dizim oldugunu (ya da birinci dereceden

Markov stireci) oldugu sdylenir. ’lar arasindaki iliski su bigimdedir:
u=f (“t—l) (5.4

Eger u onceki iki d6neminin degerine bagliysa, yani u; = f (ut__l,ut_z) ise, ardigik
bagimlihgm kalibina ikinci dereceden ardistk bagimli dizim adi verilir. Bu siireg
genellegtirilebilir. Cogu uygulamali aragtirmada, ardisik bagimlilik varsa, bunun basit birinci
dereceden u; = f(u;_1) kalib1 oldugu, 6zellikle de su bigimde oldugu varsayilir:

Up =il TV

burada a)=ardigik bagimlilik katsayisi, v, =btitlin varsayimlar1 saglayan bir rassal degiskendir:

E»)=0 EW*) =0 E(vv;)=0 (5.5)
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u, ve u,; arasinda dogrusal bir iligkinin olabilecek en basit ardigik bagimlilik kalibidir. Bu
modele siradan E.K.K.Y uygulanirsa,

n
Zutut—l

g == — (5.6)

n
S i
=2
bulunur. Ote yandan ardisik bagimlilik katsayst Pu,u, asagidaki formiille bulunur:

DUy

Uy (5.7)
P \[Zutz\/zutz—l

Biyiik 6rnekler igin ) up ~ Du t2- ; veriyken,

XS WPYIUE! 58

(Z”xz—l)z i

yazilabilir. Bityiik drnekler icin p ~ 6'3,'1 *dir. Dolayisiyla birinci dereceden ardigik bagimlilik
kalib1 olarak

Up = PUr TV

verilir. Burada p birinci dereceden ardigik bagimlilik katsayisidir. Eger p=0 ise u; = v, dir,
yani (varsayim geregi v, ardisgtk bagimli degilken) u, ardisgtk bagimhi degildir
(Koutsoyiannis, 1989).

5.1 Otokorelasyonun Kaynaklar

Hata terimi #’nun ardigik bagimli degerleri gesitli nedenlerle ortaya ¢ikabilir.
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1. Dislanmis agiklayict degiskenler. Eger otokorelasyonlu bir degisken, bagimsiz degiskenler
kiimesinden diglanirsa, bunun etkisi # rassal degiskenine yansiyacaktir ve dolayisiyla ’lar

otokorelasyonlu olurlar.

2. Modelin matematiksel kalibimin yanliy kurulmasi. Eger iligkinin ger¢ek kalibindan farkl: bir
matematiksel kalip belirlenmisse hata terimleri ardisik bagimlilik gosterecektir. Ornegin Y ve
X arasindaki gercek iliski dalgalanma gosterirken dogrusal bir fonksiyon tercih edilmisse, #
degerleri dénemsel olarak bagimli olurlar.

3. Verilerle oynanmas:. Gorgiil ¢oziimlemelerde ham verilerle genellikle “oynanir”. Diizeltme
yontemleri, verilere ara deger verme (interpolation) ya da dis deSer verme (extrapolasyon)

gibi oynamalar hata terimlerinin otokorelasyonlu olmasina neden olabilir.

4. Gergek rassal terim u’nun yanhs belirlenmesi. Pek ¢ok durumda gergek #’nun ardigik
degerleri Dbirbirleriyle bagimli olabilir. Hatta Dbiitiiniliyle rassal olan etmenler
(savag,firtina,kuraklik,grev,v.b.) birden ¢ok dénemi etkileyebilirler(Koutsoyiannis, 1989).
Omnegin bir grev, lretim stireci tizerinde gelecek birkag doénemde de stirecek etkiler
yaratabilir. Bu ardistk bagimliliga kesit verilerinde de rastlanilabilir. Ornegin bélgesel yatay
kesit verilerinde bir bélgedeki ekonomik etkinlikleri etkileyen tesadiifi bir sok, bolgeler arasi
yakin ekonomik baglantilar sonucu, komsu bolgelerdeki ekonomik etkinlikleri de
etkileyebilir. Veya hava kosullarindan kaynaklanan soklar da komsu bolgelerdeki hata
terimlerinin iligkili olmasina neden olabilir (Kennedy, 2000).

Bu durumda E {u,-,u j}= 0 varsaymm yapildiginda u degerlerinin gergek kalibi yanlis belirlenmis

olur. Bu duruma gercek ardisik bagimliik denilebilir, ¢iinkii kokenleri hata teriminin davranig
kalibinda yatmaktadir (Koutsoyiannis, 1989).

Otokorelasyonlu hata terimlerinin ortalamasi, varyansi ve kovaryansi asagidaki gibidir:

o0
u=3p v, (5.9)
r=0
E(u;)=0 (5.10)
2
var(u) =—2— = 5,2 (5.11)
1-p
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2

cov(usus_g) = pio,”  (s#1) (5.12)

5.2  Otokorelasyon Testleri

5.2.1 Durbin Watson Testi

Otokorelasyon igin simdiye kadar gelistirilmis testler arasinda en ¢ok ragbet goreni Durbin

Watson testidir.

Bundan once, zaman serilerinde hata paylarinin birbirinden bagimsiz oldugu savina karsit
olarak hata paylarinin birinci mertebeden otoregressif (bagimli degiskenin kendi gecikmeli
degerlerinin agiklayic1 degisken olarak yer aldigi model) modele uydugu ifade edilmistir

(u; = pu;_4 +vy).

Boylece hata paylarinin birbirinden bagimsiz oldugu seklindeki bir Hhipotezi aslinda p’yu

test etmektedir. Kalintilardan hareketle e; =r.e;_j + &; yazip

T
e
2

= 2
P
2

%

, (5.13)

test istatistii elde edilebilir. Fakat r’nin test istatistigi olarak kullanmilmas: sakincahdir, glinkii
r tutarli olmasina ragmen p’nun sistematik hatali bir tahmin edicisidir.

Bununla beraber Anderson tablosu yardimiyla otokorelasyon testi yapilabilir.

Buna gore 7 'nin deferi r,ve r,arasinda yer alisa H, o . £ = Ohipotezini reddetmeye
gerek yoktur. Hata paylarmn birbirinden bagimsiz olduklan kabul edilir. »*> r, veya -

r*<re ise H reddedilerek hata paylan i¢in birinci mertebeden otokorelasyon varlig1 kabul
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edilecektir.

Durbin Watson testi daha emin bir yoldur.

Durbin Watson r’nin sistematik hatali olmasindan hareketle H,,: p=0 i¢in r’yi ikame eden d

test istatistigini gelistirmis ve kullanmiglardir.

T 2
X(er—er17)
d= ZT_ (5.14)
e
" t

olarak tanimlanmaktadir.

Ik kalint1 e °dir. Dolayisiyla ilk fark (e; —e;) olacak, bdylece T donem igin payda T-1 fark

yer alacaktir. Bunun disinda dénemde veri eksikligi bulunmasi, ve/veya kabul edilemeyen
verilerin gikartilmasi halinde her eksik i¢in paydaki fark sayisi 1 inecektir.

d 6rnek otokorelasyon katsayisi » ile yakindan iligkilidir. &’ nin payi,

Y.(ee, )= Zetz +Y e’ 23 ee, . (5.15)

bi¢imindedir. Zetz_l ‘ile Zetz arasinda tek bir kalint1 farki oldugundan her ikisi yaklagik

esit kabul edilebilir (3 e,z_l =y et2 ). Buna gbre,

2 2
d= 2%e” —2>.ee _ zzet _ zzetet—l

5.16
zetz Zetz Zetz e10
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elde edil_ir. Buradan da

d=2-2r=201-r) (5.17)

bulunur. Béylelikle d’nin tamim araliginin (0,4) oldugu ortaya ¢ikmaktadir. r, p’nun bir
tahmin edicisi olmasi nedeniyle p — +1 oldugu pozitif otokorelasyon halinde d = 0,0 — -1
oldugu negatif korelasyon igin d = 4 olacaktir. Diger taraftan p=0 igin d = 2’dir. O halde d’nin
2 civarinda degerler almasi arzulanan bir sonugtur.

d test istatistiginin uygulanmasinin baz: kosullara bagli olduguna da deginilmelidir.

1. Modelde regresyon sabiti yer almalidir, ¢linkii d istatistifinin paydasinda bulunan

Zez ¢ regresyon sabitine géredir.
2. Test sadece sabit veya rassal olmayan bagimsiz degiskenler i¢in gegerlidir.
3. Hata paylar birinci mertebeden otoregressif modele uymalidir.

4. Bagimli degiskenin gecikmeli degerlerinin yer aldifi otoregressif modellerde bu testin
gecerliligi yoktur. Béyle bir durumda d yukari dogru sistematik hatali sonuglar vermektedir.

d’nin dagilimu &rnekteki bagimsiz degiskenlerin aldiklar1 degerlere, sayisma ve ayrica birim
mevcuduna baghdir. Bundan &tiirli de d test istatistiginin degeri bagimsiz degisken sayisina
ve Ornek birim mevcuduna gére degismektedir. Dolayisiyla da d’nin olasiik dagilimi ancak
X’e bagli olmayan bolgeler i¢in hesaplanabilir. Boylece diger testlerde oldugu gibi, genel
gegerliligi olan kritik degerler yerine d’nin de aralarinda yer aldigi ve X’e baglh olmayan
d;alt ve d, iist siurlan verilmektedir. d’nin dagilimi daima bu smurlar arasinda yer alacaktir.

Bu da 0 ila 4 arasinda bulunan d’nin tanim araliinin 5 bolgeye ayrilmasi demektir.

dy ve d,,’nun smirlan T ve bagimsiz degisken sayisina baghidir. Dénem stiresi T uzadli{ga
veya drnek birim mevcudu arttikga d; ve d,, birbirine yaklasmaktadir, Bagimsiz degisken

say1s1 k’nin artmas: ise aksi ydnde etki yapmakta, d; ve d,, birbirinden uzaklagmaktadir.
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Hyveya H, 0* asagidaki gibi kurulur:
H\ :pozitif otokorelasyon yok
H," :negatif otokorelasyon yok
Karsit hipotezlerin 6nemi yoktur. Negatif otokorelasyona iligkin D.W testi ¢ok nadir olarak

yapilir. Ayrica otokorelasyon igin Cift tarafli testin sadece kuramsal gegerliligi
bulunmaktadir. Uygulamada pek yeri yoktur (Genceli, 2002).

é
'33 y
g E = ) E b= o
= S ap @ g A0 g2 5
-~ P~ — b D P
o] =] o) D (5] s E.P vy
S s P g ' o
3, z R =g O % Z o
< S = o = ™ = 8
& g N w3 = Lo
s n hed H gt o
D [=3 = P E #* "6
e g 3 M 5
N b ~ o
o
0 4 dy 2 4-dy 4-dy 4

Sekil 5.1 Durbin Watson sinir degerleri

Bu testin gergekgeiligi agisindan bagka bir sorun da hangi zaman serilerine uygulanacagidir.
Uygulamada ayhk, tiger aylik ve yillik zaman serileri kullanilmaktadir. Ornegin tiger aylik
verilerde birinci mertebeden otokorelasyon aranmasi halinde D.W testinin bu sekilde
yapilmasi ile mevsim etkisi g6zonline alinmamaktadir. Oysa mevsim etkisinin sdzkonusu
oldugu iicer aylik verilerde birinci mertebeden otokorelasyon saptanmasa bile dérdiincli
mertebeden otokorelasyon sergileyebilirler. Aylik veriler halinde ise bu kez on ikinci
mertebeden otokorelasyon bulunabilir. Kisaca Durbin-Watson testine gore otokorelasyon
bulunmadigi seklinde bir hiikiim verilemez, sadece birinci mertebeden otokorelasyon igin

sonug alinabilir.

Wallis de bu olgudan hareketle iiger aylik verilerde birinci mertebeden otokorelasyon yerine
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dérdiincti mertebeden otokorelasyon aranmasi gerektigini, ¢linkii otokorelasyonun aslinda
biiyiik bir olasilikla mevsim etkisini gésteren degiskenin modele dahil edilmemesinden

kaynaklandigim savunmugtur. Buna gére Wallis’te,

u; =044 +e; olup Hy:04 =0"dir. (5.18)
Test istatistigi ise

T

(e —r-4)?
d =1=5 (5.19)

L2
et
t=1

bigimindedir.

d; ve d,igin Wallis tablolarina bakilmaktadir. Testin mantig1 ise D.W ile aynidir.

Durbin Watson testinin en biiyiik sorunu kararsizlik bélgesidir. Kararsizlik bolgelerini ortadan
kaldirmak i¢in ¢ok daha giiclii testler gelistirilmistir. Ancak bu testler ¢ok karmagsik yapiya
sahip olduklarindan ve hesaplama giigliikleri dolayisiyla D-W kadar ragbet gormemektedir.
Bununla beraber bu testler arasinda Theil- Nagar (T-N) Testi 6zel bir yere sahiptir (Genceli,
2002).

5.2.2 Durbin h Testi

Bagiml degigkenin gecikmeli halinin (veya hallerinin) agiklayici degisken (veya degiskenler)
seklinde bulundugu otoregressif modellerde otokorelasyon testi i¢in Durbin h testi
uygulanabilir. Biiyiik 8rneklemler igin tam gegerli olan bu test kiiglik drneklemler igin de
uygulanabilmektedir. h istatistiginin formiilii s6yledir:
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. n
A ) o

burada p=p’nun tahmin degeri, n=brneklem hacmi, V()= Y,_,degiskeninin tahmin
edilen katsayistin  varyansidir.  Durbin  Watson d  testinde  belirtildigi  gibi
d = 2(1 - p)ifadesinden p =1—1/2d yazlabilir ve h formiilinde yerine konuldugunda
agagidaki esitlik elde edilir.

h=(-1a) | —"

2 N1=ar ()] G2

uygulamada bu ifade kullanilir, n[V(yf)]<1 olmalidir. Orneklem hacmi biiylik oldugu zaman
eger p=0 ise h- istatistifi normal dagilim izleyecek ve bu dagilimin ortalamas: sifir ve

varyansi bir olacaktir. O zaman Srneklemden elde edilecek h- istatistiinin istatistiksel olarak
anlamli olup olmadig: standart normal dagilim tablosundan yararlanarak belirlenebilir.

Durbin h testinde otoregresif modelde ka¢ tane X degiskeni ve kag tane gecikmeli Y
degiskeninin oldugu Snemli degildir. h istatistigini bulmak i¢in yanlizca Y,_, deBiskeninin
tahmin edilen y katsayisinin varyansina gerek vardir.

Hipotezler agagidaki gibidir:
(5.22)

1/2(1 - a)yoluyla Z degeri standart normal dagilim tablosundan bulunur. [hl <Zise Hy

kabul edilir. h>Z ise pozitif otokorelasyon oldugu h<-Z ise negatif otokorelasyon oldugu
sonucuna ulagilir (Akin, 1997).
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5.3  Otokorelasyonun Dogurdugu Sonuclar

1. Kalintilar otokorelasyonlu olsalar dahi E.K.K. tahmin edicileri sapmasizdirlar.

2. Hata terimleri otokorelasyonlu olduklarinda parametrelerin E.XK.K.Y. ile hesaplanan
varyanslar1 diger tahmin yéntemleriyle bulunanlardan daha yiiksek olabilirler.

3. Hata terimleri otokorelasyonlu ise hata terimi u’nun varyansi ciddi bigimde oldugundan
kiictik tahmin edilecektir. Bunun sonucunda parametreler igin giiven smirlar1 oldugundan
daha genis ¢ikacagi gibi, bagimsiz degiskenler arasinda negatif otokorelasyon bulunmamasi
kosuluyla s{b} de O'{b} ’yi oldugundan daha diisiik tahmin ettiginden =0 seklindeki sifir
hipotezinin olmas1 gerektiginden daha fazla reddine neden olacaktir. Ciinkii hipotez testinde
H, ’1 kabul bolgesi daralmaktadir. Kogullar altinda t ve F testleri de gegerli degildir (Genceli,

2002).

4. Eger hata terimleri otokorelasyonlu ise E.K.K. yontemine dayali kestirimler etkin olmaz.
Bu kestirimlerin varyans: diger yontemlerle bulunanlara g6re daha yiiksektir (Koutsoyiannis,
1989).
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6. NORMAL DAGILIMA UYGUNLUK

E.K.K. yonteminin uygulanmasi igin hata terimlerinin normal dagildig1 varsaymmu gerekli
degildir. Boyle bir varsayim yapilmasa dahi parametre tahmin edicileri en iyi,
dogrusal,sapmasiz tahmin edicilerdir. Diger taraftan bdyle bir varsayimin yapilmamasi, kiigiik
orneklerde parametreler i¢in hipotez testleri ve giiven sinir1 uygulamalarini engellemektedir.
Bununla beraber hata paylarinin normal dagilimdan asir1 farklilik g6stermemeleri halinde

gerek hipotez testlerinin gerekse giiven sinirlarinin gegerliligi kabul edilebilir (Genceli, 2002).

6.1  Basikhk ve Carpiklik Olgiileri

Carpiklik ve basiklik dlglileri olarak yalin, Slgti birimlerinin etkisi giderilmis o, ve a,

momentleri kullamilmaktadir.

N C.G) Y W - €. G M.
[E(X—y)3]“2 o3 [E(X_#)z]llz (0_2)2

(6.1)

Sivri : Normal

Simel:rik

Saga carpik

4 3 2 1 09 1 2 3 4 4 3 21 g 1 2 3 4
a. Carptklk : b.Basiklik

Sekil 6.1 Normal dagilim basiklik ve garpiklik dlgiileri
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Normal dagilimdaki simetriden dolay1 ¢arpiklik &l¢listi &, =0 ve a,=3"tiir.

6.2 Normallik i¢in Korelasyon Testi

Bir normal olasiik diyagraminda noktalarin dogruya yakin bir iligki sergileyip
sergilemediklerini incelemek igin hata terimlerine iligkin bigimsel bir test, kalintilarla,
normallik wvarsayimi altinda beklenen degerleri arasindaki korelasyon katsayisim
hesaplamaktir. Yiiksek bir korelasyon katsayist normal dagildigim gésterir. Siralanmig olan
kalintilarla normallik altinda bu kalintilarin beklenen degerleri arasindaki korelasyon
katsayillarimin dagilimi igin, farkli Ornek biyiikliiklerinde kritik degerlerinin (yiizdelik
dilimleri) bulunduklar1 tablo Looney ve Gulledge tarafindan hazirlanmigtar.

Bu korelasyon katsayis1 yaklagik olarak, siralanmig kalintilarla normallik altinda beklenen
degerleri arasindaki korelasyon katsayisina dayali olan Shapiro-Wilk testinden daha basit bir
testtir (Neter vd., 1996).

6.3 Jarque Bera Testi

J.B. sinamasi bir kavusmazlik ya da biiylikk 6rnek sinamasidir. Bu da SEK kalintilarina
dayanir. Bu smama dnce S.E.K.(Siradan en kiigiik kareler) kalintilarinin ¢arpiklik ve basiklik

Olgiilerini hesaplar, su sinama istatistigini kullanr,

2 )2
J.B=n|:ag + (a4243) } (6.2)

Burada o5 : carpiklik (skewness), &4 :basiklik (kurtosis) lgtilerini ifade etmektedir.

Normal dagilimda @3=0, &,4=3 olur. hipotez testleri asagidaki gibidir:

H : ;=0 ve/veya 0y =3
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H,:05 #0 veya a4 #3 veyahem a3 #0 hemde a4 #3 (6.3)

JB, kalintilarin normal dagildig: sifir 6nsavi altinda JB istatistiginin biiyiik 6rneklemde s.d’si
2 olan bir ki-kare dagilimina uyduunu g6stermistir (Gujarati, 1999). J.B. testine iligkin
olarak, bu testin diizeltici iglevi bulunmamaktadir. Buna gore Hj’mn reddedilmesi

durumunda nasil bir yol veya ySntem izlenecegi belli degildir (Genceli, 2002).

6.4 Ki-Kare Uygunluk Testi

Bagimli degisken ile bagimsiz degisken veya degiskenler i¢in regresyon modeli tahmin
edilerek hata terimleri belirlenir ve hata terimlerinin standart hatalar1 hesaplanir. Hata
terimleri ortalamadan sapmalara gore biiyliklilk sirasina gbre gruplandirilir. Gruplarda yer

alan hata terimi sayis1 gbzlenen frekansi (G;) verir. Bu yontemin uygulanmasi i¢in gdzlenen

frekanslarin yani sira beklenen frekanslarin (B;) belirlenmesi gerekir. Beklenen frekanslar

normal dagilimdan yararlamlarak belirlenir.

Gozlenen frekanslar belirlenmis standart sapmalar i¢in sifirin altinda ve iistiinde bulunan hata
terimlerinin frekans dagilimini verir. Buna siklik dagilimi da denmektedir. Siklik
dagilimlarin belirlemek igin siklik ¢iziminden yararlanarak ortalamadan uzakliklari standart
sapmalarla Si¢iilmiis gézlenen sikliklarin bulunmasi kolaylagacaktir.

Beklenen frekanslar ise varsayilan bir olasilik dagilimina gore siklik dagilimi gosterir.
Gozlenen ve beklenen frekanslar arasindaki farkin karesinin beklenen sikliklara bolinerek

toplamlarimin alinmasi ile test istatistigi olusturulur.

k(G — B,)?
ZZ=Z(G1 Bz)

6.4)
i=1 B,'

burada,
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G; i aralifindaki gozlenen frekans

B; :i araliginda varsayilan dagilimin beklenen siklig: ifade etmektedir.

Bu sekilde elde edilen ki-kare degeri, rastlanti degiskeninin dagilim fonksiyonundan
bagimsizdir.

Gozlenen frekans ile beklenen frekans arasindaki fark kiigiikse hata terimi normal

dagilmaktadir ve H , alternatif hipotez kabul edilecektir. Tersi durum sdz konusu oldugunda
ise H kabul edilir.

Ornek hacmi biiylik oldugunda hesaplanan test istatistizi N-1 serbestlik dereceli ki-kare
dagilim tablosu ile kargilagtirilir. Burada N kiimelerin sayisidir (Giirig ve Caglayan, 2000).

Ki-kare testi, en giiclii olan oranli lgekten, en zayif olan simiflayici Slgekli verilere kadar
uygulanabilmektedir. Bu nedenle bazen parametrik test olarak da incelenebilmektedir.

Bu testin en zayif yonii, hi¢bir grupta beklenen ya da gézlenen sikligin besten az olmamasi
kosulunu ileri stirmesidir. Bu kisitlama da &zellikle az sayida denekten olusan érneklemler
i¢in kullamigs1z olmaktadir (Kiroglu, 1996).

6.5  Kolmogorov-Simirnov Tek Orneklem Testi

)[2 uygunluk testlerinin alternatifi olan Kolmogorov-Smirnov Testi Kolmogorov tarafindan

1933’te Onerilmistir. Smirnov tarafindan ise kritik degerler tablosu gelistirilmis ve test iki
Ornek i¢in uygulanabilir hale getirilmisgtir.

Yukarida belirtildigi gibi ;(2 testinin uygulanabilmesi igin her iki 6zelligin siklarina ait

frekanslarin =5 olmasi, bu nedenle de biiyilk 6rneklerin gozlemlenmesi gerekmektedir.
Kolmogorov- Smirnov Testi bdyle bir sarta dayanmadif: igin kolayca uygulanabilmektedir.
Test en azindan sirali Slgekteki verilere uygulanabilmektedir. Bu testte 6rnekten elde edilen
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birikimli frekans dagilmmin H’da ileri siirilen ana kiitle teorik dagilimiyla
kargilagtirilmasina dayanmaktadir.

Bu iki dagilimin en farkli olduklar1 noktadaki farkliliin 6nemli olup olmadig1 arastirilir. Bu
en biiylik fark 6nemli degilse dagilimlarin aym oldugu s6ylenebilir.

Omeklem dagilim fonksiyonu S,,(x), teorik dagilim fonksiyonu ise F (x)* oldugunda test
i¢in tanimlamalar gu sekilde yapilabilir:

Veriler, F,(x) dagihmh ana kitleden alman n biyiklikkteki &rneklem, Xq,...,X,

g6zlemlerinden olusur.

Hipotezler:

H\da ileri stiriilen dagilm F, (x)* oldugunda kurulabilecek hipotezler asagidaki gibi

dzetlenebilir:

H,:F =F *
Ciftyonld 2 ()= F(%) ) (6.5)
H, . F,(x)#F.(x)

Hy:F (x)2F . (x)* Hy:F,(x)<F_ (x)*

Tek Yonli veya
H,.:F(x)<F,(x)* = H,:F.(x)>F,(x)*

(6.6)

Kritik deger: S,(x), omeklemde birikimli olasilik fonksiyonu olarak tammlandiginda
kullanlan test olgiitli yukaridaki hipotezler i¢in gu sekildedir:
Cift yonlii hipotez igin test 6l¢iitli D = max |S, (x) — F, (x) *| olup, grafiksel gdsterimde bu

uzaklik, S, (x)ile F, (x)* arasindaki en biiyiik dikey uzakliktir.

Tek yonli hipotezlerden sirasiyla ilki igin test dlgitii D¥ = maX(Fx (x)*-S, (x)) olup

grafiksel gosterimde F, (x)* fonksiyonu iisttedir ve 6lgiit degeri bu iki fonksiyon arasindaki
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en biiyik dikey uzunluktur. Ikinci tek yonli hipotez igin test &lgiitii
D™ = max(Fx (x)*-S, (x)) olup, grafiksel gésterimde S, (x) fonksiyonu dsttedir ve bu
deger iki fonksiyon arasindaki en biiylik dikey uzunluga karsilik gelmektedir.

Karar Kural: Belirlenen ¢ anlamlihik seviyesinde, hesaplanan D, D" ve D™ degerleri
Kolmogorov- Smirnov tablo degerleriyle karsilastinlir. (1 —¢) igin bakilan tablo degerleri
test degerinden kiigiikse hipotez erddedilir. Eger hipotezler dogru ise S,,(x) ile F,(x)* ¢ok
yakin olmalidir (Kiroglu, 1996).
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7.  DONUSUMLER
7.1 Dogrusal Olmayan iliski I¢in Déniigiimler

Hata terimlerinin dagilimi normal dafilima yakinsa ve varyansi yaklasik olarak sabit ise
dogrusal olmayan bir regresyon iligkisini dogrusal hale getirmek igin doniisimler

uygulanabilir. Bu durumda X {izerine doniigim uygulamak istenebilir. Y tizerinde doniistim

yapilmak istenmeyisinin nedeni 6rnegin Y'= \/I—’ gibi bir doniislim hata terimlerinin
dagilimmin geklini degistirebilir ve hata terimlerinin varyansinin degisiklik gOstermesine

neden olabilir.

Asagidaki sekil bazi dogrusal olmayan, sabit varyansli regresyon modellerinin prototiplerini
ve dogrusallagtirmak i¢in bu Orneklere uygun olabilecek X {lizerine basit doniistimleri
gostermektedir. Birka¢ alternatif donilisim denenebilir. Doniistimler uygulandiktan sonra
serpilme diyagramlari ve kalint1 diyagramlart olusturulabilir ve hangi d6niigtimiin daha etkili

olduguna karar verilebilir.

Resgresyon iligkisinin Prototipl . X'in Déniiglimleri

X'=logg X
X=+x

®

X=UX

X'= exp(-X)

Sekil 7.1 Dogrusal olmayan regresyon iligkisinin varliginda déniigiimler
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Bazi durumlarda doniisiime bir sabit eklenmesi yardime: olabilir. Ornegin baz1 X verileri 0’a
yakin olabilir déniigiim yapilmak istenebilir. Dolayisiyla X'=1/(X + k) doniisiimii
yapilarak orjinin yeri degistirilebilir. k se¢ilen uygun bir sabit degerdir.

7.2  Normal Dagilmayan Ve Varyansi Sabit Olmayan Hata Terimlerinin Varhginda
Déniisiimler

Hata terimlerinin normal dagilmamasi ve varyansin sabit olmamasi siklikla birlikte
gerceklesir. Basit dogrusal regresyon modelinden bu sapmalara ¢6ziim bulabilmek igin Y
iizerinde doniigiim uygulanmas: gerekmektedir. Dolayisiyla Y’nin dagiluminin sekli ve
yayilmasi degisecektir. Y tzerinde bu tiir doniiglimler egrisel regresyon iligkisinin
dogrusallagtirilmasina yardime: olabilir. Baz1 durumlarda eszamanli X {izerindeki déniigiimler

regresyon iligkisini korumak veya stirdiirmek i¢in yapilabilir.

Dogrusal regresyon modelinden normal dagilmama ve sabit varyansli olmama gibi sapmalar
genellikle bagimli degiskenin ortalama degerinin arttif1 gibi hata terimlerinin ¢arpiklifinin Ve
degiskenliginin arttig1 bir bigim olmaktadir. Asagidaki sekil £ {Y } ile birlikte artan ¢arpiklik
ve artan hata varyanslarimin bulundugu regresyon iligkilerinin prototipleri gésterilmektedir.
Bu grafikte aym1 zamanda her bir durum i¢in uygulanabilir doniigtimler belirtilmigtir. Birkag
alternatif dontisiim, es zamanli olarak X iizerine de uygulanabilir. Doniigtimler uygulandiktan
sonra serpilme diyagramlari ve kalint1 diyagramlar1 olusturularak en etkili déniisiimiin hangisi

olduguna karar verilebilir.
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Prototip Regresyon [liskileri

¥ {zerindeki Déntistimler
Y=Y
Y'= logw ¥
Y'=1/7

Sekil 7.2 Normal dagilmayan ve varyansi sabit olmayan hata terimlerinin varlig1 halinde
doniistimler

.

X tizerinde eszamanli dénitiglimler yardime1 veya gerekli olabilir.

Bazi durumlarda Y’nin doniistimiine bir sabit ilave edilmesi gerekebilir. Omegin Y negatif
oldugunda boyle bir doniigim yapilabilir. Ornegin Y’nin orjininin yerini degistirmek icin
logaritmik  bir doniiglim biitin Y  degerlerinin  pozitif olmas1 gerektiginden

Y'=log;o (Y + k) seklinde yapilir. k uygun olarak segilmig bir sabit degerdir.

Regresyon iligkisi dogrusal olmasina ragmen hata terimlerinin varyansi sabit degilse Y
lizerinde yapilacak bir doniigtim bagarili olmayabilir. Bu gibi bir déniiglim varyansi stabilize
ederken dogrusal iligkinin eprisel olmasma neden olabilir. Dolayisiyla aym zamanda X

lizerinde de bir doniisiim gerekebilir.

7.3  Box-Cox Déniigiimleri

Dagilimlarin carpiklifini, hata terimlerinin dagilimim, sabit olmayan varyanslarmmi ve
dogrusal olmayan regresyon fonksiyonunu diizeltmek i¢in teshis diyagramlarina bakilarak Y
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tizerinde hangi doniisiimlerin yapilacagina karar vermek zor olabilir. Box-Cox prosediirii
otomatik olarak Y tizerinde kuvvet (iis) déniigtimleri ailesi tanimlar. Kuvvet doniistimleri
ailesi agagidaki bigimdedir:

y'=Yy* (7.1)

A *ya veri setinden karar verilir. Bu aile asagidaki basit déniistimleri igermektedir:

A=2 Y'=Y?

A=5 Y=Y

A=0 Y'=log,Y (7.2)
A

Bu dontistimlerle klasik normal dogrusal regresyon modeli asagidaki bigimi alir:

Y=y + B X, +u (7.3)

Bu regresyon modeli farkli olarak A parametresini icermektedir. Bu parametrenin tahmin

edilmesi gerekir. Box-Cox prosediirii diger parametreler [, 5 ve o2 gibi A parametresini

En Cok Olabilirlik metodunu kullanarak tahmin eder. Bu regresyon modeli i¢in olabilirlik
fonksiyonu gu hali alir:

L(Bo, s>, A) = L3ty ﬂIX,-Y] -

————ex
(2zc*)"? p[ 20° i=1

Bu olasilik yogunluk fonksiyonunun £y, 5, o ve A ’ye gore maksimum degerlerinin elde
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edilmesi bu parametrelerin En  Cok Olabilirlik tahmincilerini verir. Bu yolla Box-Cox

dontisiimleri A’min En  Cok Olabilirlik tahmincisi y) ’y1 kuvvet doniigtiirme isleminde

kullanmak {izere belirler.

Istatistik bilgisayar paketleri kuvvet doniisiimleri icin En Cok Olabilirlik tahmini /i’yl

vermez. A ’y1 tahmin etmek igin basit bir prosediir standart regresyon paketlerini kullanmak
olabilir. Bu stireg potansiyel A degerlerinin arasindan niimerik bir arastrma yapilmasim
gerektirit. Omegin A =-2,4=-1.75.....,A=1.75,A =2. Her bir Aparametresi igin
Y,-'1 gozlemleri standardize edilir dolayisiyla hata kareleri toplaminin biiytikligi

A parametresinden bagimsiz olur.

KE -1 A#0 K2=(HY1')
(7.5)
Ky(log,T;)  A=0 K =——7

seklinde w; standardize degerleri elde edilir. K, , ¥; gozlemlerinin geometrik ortalamasidir.

Verilen A degerleri igin standardize edilmis w; g6zlemleri bir defa elde edildikten sonra, X
fizerine regresyonlar1 kurulur ve hata kareleri toplama SSE elde edilir. En Cok Olabilirlik

tahmini A nin, SSE ’yi minimum yapan A degeri oldugu goriilebilir.

Mutlaka Box-Cox doniisiimleri yapildiktan sonra serpilme diyagramlan ve kalinti
diyagramlan olusturularak doniistimlerin uygun olup olmadig: incelenebilir.

Box-Cox prosediirii 4 degerini 1’e yakin belirliyorsa Y iizerinde herhangi bir déniistiirme
islemine gerek yoktur (Neter vd., 1996).
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8.  COKLU DOGRUSAL BAGLANTI

Coklu dogrusal baglant: ilk kez 1934 yilinda Ragnar Frisch tarafindan ortaya atilmig bir
kavramdir. Literatiirde ¢oklu dogrusalligin kesin bir tamimi bulunmamaktadir. Eger iki
degiskenin gozlem vektorleri aym dogru iizerinde ise (bir boyutlu alt uzayda ise) iki degisken
arasinda ¢oklu dogrusal baglant1 bulunmaktadir. Daha genel olarak p-1 (bagimsiz degisken
sayis1) degiskeni temsil eden vektorler p-1°den daha az boyutlu bir uzayda gosterilebiliyorsa,
yani vektdrlerden biri digerlerinin dogrusal bir kombinasyonuysa p-1 degiskenler arasinda
¢oklu dogrusal baglant1 bulunmaktadir. Uygulamada bu gibi “tam ¢oklu dogrusallik” yalnizca
verilerin arastirmaci tarafindan olusturulmasi durumunda miimkiindiir ve nadiren gergeklesir.
Bu bilgi ikiden fazla bagimsiz degiskenli regresyon modelleri igin genellestirilebilir;
degiskenlerden birinin digerleri lizerinde kurulan regresyonunda yiiksek ¢oklu korelasyon
bulunursa ¢oklu dogrusal baglanti gergeklesir (Belsley vd., 1980).

Coklu dogrusal baglanti bagimsiz degiskenler arasindaki teorik ya da gergek dogrusal
iligkinin varolup olmamasina bagli degildir; lizerinde ¢aligilan veri kiimesinde yaklagik
dogrusal bir iligkinin varolup olmadigiyla ilgilidir. Diger tahmin problemlerinin aksine bu

problem tizerinde ¢aligilan Srnegin 6zelliklerinden kaynaklanir,

Veri setinde ¢oklu dogrusal baglantinin olusmasimin degisik nedenleri vardir. Ornek olarak
bagimsiz degiskenler ortak bir trende sahip olabilirler. Bir degisken belirli bir trende sahip
diger bir degiskenin bir désnem gecikmeli degerlerinden olusabilir. Yeterince genig bir tabam
kapsamasi sonucu bazi bagimsiz degiskenler birlikte bir degisim i¢inde olabilirler ya da bazi
bagimsiz degiskenler arasinda gergekten de yaklagik dogrusal bir iligki bulunabilir.

8.1  Coklu Dogrusal Baglantinin Sonuclar:

Coklu dogrusal baglantinin varlig: halinde elde edilen En Kiigiik Kareler tahmin edicilerinin
BLUE olmalarina karsin, varyanslari ve ortak varyanslari biiyiiktiir, bu da kesin tahmini
gliclestirmektedir. Bu yliksek varyansin olusmasimin temel nedeni ise ¢oklu dogrusal
baglantinin bulundugu bir ortamda belirli bir degigskene ait yeterli bagumsiz degisimin
bulunmamasi sonucu E.K.K. tahmin stirecinin bu degiskenin bagimli degisken tizerinde sahip
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oldugu etkiyi kesin olarak belirleyememesidir.

Bagimsiz degiskenler arasinda yiiksek korelasyonun bulundugu durumlarda toplam degisimin
Snemli bir boliimii ortaktir ve geriye degiskenlerin kendilerine 6zgii ¢ok az degisim kalir. Bu,
E.K X siirecinin parametre tahminlerinde kullanabilecegi (¢ok kiiciik 6rnek gaplarinda ya da
bagimsiz degiskenin fazla degismedigi durumlarda oldugu gibi) ¢ok az bilginin bulundugu

anlamina gelir.

Yiikksek varyans degeri parametre tahminlerinin kesin olmadifi anlamim tasir (yani
aragtirmaci parametrelerin itimat edilebilecek bir tahminini elde edemez) ve hipotez testi
gliclii degildir (parametrelerle ilgi kars: hipotezler reddedilemez). Bunun bir &rnegi olarak
asafida verilen sekildeki durum incelenecektir:

2 'nin olas deferleri

B, *inolasi deferleri

Sekil 8.1 Coklu dogrusal baglanti durumunda iki parametre tahminine iligkin giiven elipsi

By ve B, tahminleri i¢in olusturulan giiven elipsi iki degisken arasindaki ortak dogrusalligy
yansitacak bir sekilde uzun, dar ve devriktir. Ortak degisimin bagimli degisken tizerindeki
etkisinin gergekte birinci bagimsiz degiskene ait olmasi durumunda f3; biiyik ve [, kiigiik
olacak ve bu da ger¢ek parametre kiimesinin elipsin sag alt tarafinda olacagini ima edecektir.
Aym baglamda etkinin ikinci degiskene ait olmasi durumunda ise S, biiyikk ve f; kiugiik

olacak ve bu da ger¢ek parametre kiimesinin elipsin sol iist tarafinda olacagini ima edecektir.
Iki tahminci arasinda yiiksek bir negatif kovaryans vardir. Elips yatay ve dikey eksenlerin bir
kismm igermektedir. Dolayisiyla bireysel ;=0 ve [3,=0 hipotezlerini reddetmek miimkiin
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degildir. Ancak elips orjin noktasim igermemektedir ve bu da f; = £, =0 seklinde

belirlenen birlesik hipotezin reddedilebilecegini ima etmektedir. Bu durum yiiksek
korelasyonlu iki degiskenin bagimli degisken {iizerindeki tekil etkilerini birbirinden
soyutlamanin olanaksiz oldugu anlamina gelir (Kennedy, 2000).

Genelde bir regresyon katsayisi bagimsiz degiskenin degerindeki bir birimlik degismeye
karsilik bagimli degiskenin beklenen degerindeki degisimi vermektedir. Bu degisim diger
degiskenlerin etkilerinin sabit oldugu varsayimi altinda yapilmaktadir. Degigkenler arasinda
yiiksek korelasyon bulundugu zaman bu yorumun yapilmas: miimkiin degildir. Ciinkii birinci
bagimsiz degiskendeki degisim ayni zamanda diger bafimsiz degiskendeki degisimi ifade
etmektedir.

Geometrik bir yaklagim iginde tam g¢oklu dogrusal baglanti agagidaki sekil yardimiyla
aciklanabilir:

f}*=ao + al.Xi '+'62X2
IL Regresyon Dizlen

X, %o+ dx,

Sekil 8.2 Tam Coklu Dogrusallik
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Sekilde “o” ile gosterilen verilerin siyah nokta ile gosterilen tahminleri bir dogruyu
gerceklemektedir. Bu dogrunun izdlisimii bagimsiz degiskenler arasindaki iligkiyi
vermektedir: X; =c +dX,. Sekildeki regresyon diizlemlerinin tamamuyle farkli oldugu
gorillebilir. X; =c+dX, oldufu durumda iki tahmin uzay1 kesigir ve aym Ongdrii
degerlerini verirler. Sekilde gériintimiin belirgin olmasi amaciyla iki farkli regresyon diizlemi
gosterilmigtir. Fakat bu dogru etrafinda pek ¢ok diizlem olusturulabilir. Coklu dogrusal
baglantinin bulunmadigi durumda regresyon modelinde paramatrelerin herhangi birinde
kiictik bir degisiklik kalint1 kareleri toplami, SSE’de bliylik degisiklige sebep olur fakat
burada SSE hata paylarna iligkin degigkenlikte bir degisme olmadan,yani SSE artip
azalmadan diizlem dogru etrafinda d6nebilir. Boylece E.K.K. y6nteminin SSE’yi minimum
yapma Ozelligi ortadan kalktigindan E.K.K. ile elde edilen diizlem tanimlanamamaktadir.
Sekilden de goriilebilecegi gibi her iki regresyon diizlemi de aym isi gérmektedir (Genceli,
2002). X; ve X, korelasyonlu ise ve veri seti rassal hata bilegeni igermiyorsa (aralarinda
kesin bir iligki s6z konusu ise) X =c + dX, esitligini saglayan (X7, X, ) kombinasyonlari
icin pek g¢ok regresyon diizlemi ayni tahmini saglar. Bu tahmin fonksiyonlar1 ayn1 degildir ve
X, X, arasindaki iligkiyi izlemeyen (X, X ) ikilileri i¢in farkls tahminler tiretirler.

Buraya kadar dikkat edilmesi gereken iki anahtar nokta vardur: birincisi X; ve X, arasindaki
kesin iligki 6ngorii yapilmasim engellememektedir , ikincisi pek ¢ok tahmin fonksiyonu ayni
iyi tahmini sagladifindan regresyon katsayilarindan birinin bagimli deZigsken tizerindeki
etkisinin diger katsayilardan biliyllk oldugu sdylenemez. Ciinkii bagka bir regresyon

diizleminde s6z konusu katsayr diger katsayilardan diisiik oldugu halde aym tahmin elde
edilebilir.

Uygulamada tam ¢oklu dogrusallik nadir rastlanilan bir durumdur. Giiglii fakat tam ¢oklu
dogrusalligimn olmadigi durum hastalikli durum olarak nitelendirilebilir. Burada E.K.K.
diizleminin, aralarinda ¢oklu dogrusallik bulunan (X;,X,) ikililerinin (bu baglantiy:
saglamayan ikili kombinasyonlar haricindeki) olusturdugu temel eksen etrafinda
dondiiriilmesi hata kareleri toplami SSE’de az bir degisime sebep olur. Burada diizlem

hastalikli belirlenmigtir ve istatistiksel olarak E.K.K. tahminleri (sabit ve egimler) kesin
degildir ve yiiksek varyanslidir.
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Bu gosterimlerin farkli varyasyonlan diizenlenebilir. Ornegin diizlemin Y eksenini kestigi
nokta olan sabit kesin fakat tahmin edilen egim katsayilan b;,b, hastalikli belirlenebilir.

Veya by by tahminleri kesin degildir, b, kesin belirlenebilir. Bu durum X ve X, arasmda

goklu dogrusalligin olmadifi, X ile sabit arasinda goklu dogrusalligin oldugu durumda
gergeklesir (Belsley vd., 1980).

8.2  Coklu Dogrusal Baglantinin Belirlenmesi

Coklu dogrusallifin belirlenmesi i¢in bir gok siire¢ tanimlanmigtir. Burada en ¢ok kullanilan
teknikler ve bu tekniklerin zayif yanlarindan bahsedilecektir:

1. Pozitif olmast beklenilen bir katsayr negatif ¢ikabilir. Hipotez testlerinin sonuglar: dogru
degildir. Onemli agiklayici degiskenler diigiik t istatistiklerine sahiptir ve dolayisiyla anlamsiz

kabul edilir. Buna karsin belirginlik katsayisi R? yiiksek ¢ikar ve dolayisiyla F sinamast

anlamly sonug verir.

2. Agiklayict Degiskenlerin Korelasyon matrisi R veya bu korelasyon matrisinin tersi Rl

incelenebilir.

X matrisinin standardize edilmesinden sonra korelasyon matrisi basitge X' X ’e esit olur. Iki
agiklayic1 degisken arasindaki yliksek korelasyon olasi ¢oklu dogrusal baglanti probleminin
varoldugunu gosterir. Ikiden ¢ok degiskenli modellerde ise ikili olarak aralarindaki
korelasyon diislik olmasina ragmen ii¢ veya daha fazla degisken arasinda yaklagik olarak
dogrusal bir iliski bulunabilir. Omegin ii¢ degiskenli bir regresyon modelinde X;, X, ve
X5 bagimsiz degiskenleri arasinda ikili korelasyonlar diigiik olabilir fakat X5 bagimsiz
degiskeni diger degiskenlerin dogrusal bir kombinasyonu olarak elde edilebilir. Bu durumda
ikili korelasyonlarin diigiik olmasi ¢oklu dogrusal baglant1 olmadig1 anlamina gelmez. Kisaca
ikiden ¢ok agiklayici degisken igeren modellerde ikili korelasyonlar ¢oklu dogrusal baglanti

durumu i¢in yamlmaz bir gésterge degildir.

Coklu dogrusalligin tespit edilebilmesi i¢in R korelasyon matrisinin bahsedilen eksiklikleri
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ayn1 zamanda R Vin de kullanmini simirlandirmaktadir. Bu teshis olgiistiniin yaygin bir .
kullanim agagidaki gibidir:

X matrisi standartlagtinlms degerlerden olugmaktadir. Dolayisiyla korelasyon matrisi
bahsedildigi gibi X'X ’e esit olacaktr. Ayni zamanda bu R =(X'X)" oldugunu
gOsterir, R ’in k6segen elemanlar1 7, , varyans biiyilitme faktorli VIF olarak adlandirilir.

VIF bir parametre tahmininin dogrusal baglanti nedeniyle kesinlikten ne derece
uzaklagtiginin bir 6l¢tistidiir (Genceli, 2002).

(VIF);, = 8.1)

VIr), , Rl= (X'Xx )_1 matrisinin kdsegeninde yer alan k degeridir (k=1,2,...,p-1). X}
degiskeni diger biitlin bagimsiz degiskenlerin bir fonksiyonu olarak diigiiniilir ve bu

degiskenler izerine regresyonu olugturulur. Bu regresyondan sz elde edilir . Formiilden de

goriilebilecegi gibi goklu dogrusal baglant: yiikksekse R k2 biiytir, dolaysiyla VIF, artar.

Pratik bir kural maksimum VIF degeri 10°dan biiyiik bir deger ise séz konusu degiskenle
diger degiskenler arasinda ciddi bir ¢oklu dogrusal baglanti problemi bulunmaktadir.

Dogrusal baglanti bulunmamasi halinde sz =0 oldugundan VIF} =1 olur. Kisaca alttan

simrlidir. VIF e getirilebilecek bir elestiri ise {ist sinirinin belli olmamasidir.

3.Farrar ve Glauber Teknigi

Korelasyon matrisinin kdsegeni disinda kalan yiiksek degerlerin belirlenmesi tiim olasi ¢oklu
baglant: olasiliklarim igermez; ikili olarak aralarindaki korelasyon diigiik olmasina ragmen {i¢
veya daha fazla degisken arasinda yaklagik olarak dogrusal bir iligki bulunabilir. Bu durumda
matrise ait determinant degeri goklu dogrusal baglantinin bir indeksi olarak kullanilabilir.
Veri kiimesinin bagimsiz (ortogonal) olmaya yakin olmasi durumunda korelasyon matrisi
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birim matrise yakinsayacak ve bu matrise ait determinant degeri yaklagik bir olacaktir; veri
setinin ¢oklu dogrusal baglantiya sahip olmasi durumunda ise korelasyon matrisinin
determinant degeri sifir degerine yakinsar, Farrar ve Glaubert (1967) ve Haitovsky (1969) bu
amaca yOnelik olarak bagimmsiz degiskenlerin ¢ok deZiskenli normal bir dagilima sahip
olduklar1 gibi bir kisitlayict varsayim altinda determinant degerini kullanan testler
geligtirmigtir. Farrar ve Glauber bir Ornekteki coklu dogrusallifi, goézlenen X’lerin
ortogonallikten sapmas1 olarak ele almaktadirlar. Yaklagimlarinin kaynagi tam g¢oklu
dogrusallik varsa, katsayilar belirlenememekte ve gesitli agiklayici degigkenler arasindaki
iliskiler, goklu korelasyon katsayilar1 ve kismi korelasyon katsayilariyla olgiilebilmektedir.

Farrar ve Glauber sinamasi sdyle 6zetlenebilir:

a. ik olarak, birkag agiklayic degiskeni olan bir fonksiyonda ¢oklu dogrusalligin varligini ve
ciddiligini ortaya ¢ikaracak bir ) 2 smamast.
Bu agamada smanan hipotez, Srnekteki X’lerin ortogonal olduklandir (7, ) ve 7y, xj=0 ).
Bunun igin degiskenleri 6rnek biiyiikltigiine ve standart sapmaya gore standartlagtirmak uygun
yoldur. Bu yolla elde edilen korelasyon matrisinin determinanti tam ¢oklu dogrusal baglantimin
varligy halinde sifira esittir. X’lerin ortogonal oldugu durumda ise her X ¢ifti icin basit
korelasyon katsayilar sifira esittir,dolayisiyla korelasyon matrisinin determinanti bire esittir.

Buradan ¢ikan sonug eger determinantin degeri sifir ile bir arasindaysa, fonksiyonda bir miktar
coklu dogrusallik bulunmaktadir. Bu olgudan yola ¢ikan Farar ve Glauber, biitlin agiklayici

degiskenler kiimesi i¢in ¢oklu dogrusalhifin giiclinii saptamak amaciyla asagidaki ;{2

sinamasini Snermektedirler:

H :X’ler ortogonaldir.

H , : X’ler ortogonal degildir. . (82)
Farrar ve Glauber su biiytikliigtin

2
*r = —[n -1 —%(2k + 5)} log,, .(korelasyon matrisinin determinantz) (8.3)

v=%k(k—l) serbestlik derecesiyle bir ){2 dagilimina sahip oldugunu bulmuslardir (k

aciklayici degisken sayisidir). Omnek verilerinden * 752 gorgiil degeri bulunur ve secilen



109

anlamlilik diizeyinde ve v =%k(k—l) serbestlik derecesiyle ){2 tablo -degeriyle

kargilagtinlir. Gézlemlenen Yy 2 degeri )(2 tablo degerinden biiyiikse, ortogonallik varsayimi

reddedilir, yani .¢oklu dogrusalligin varligi kabul edilir. Gozlemlenen * zz degeri
yiikseldik¢e, ¢coklu dogrusallifin ciddiligi artar.

b. Ikinci olarak, Coklu dogrusalligin yerini belirleyecek bir F sinamast
Coklu dogrusalliga giren etmenleri belirlemek icin Glauber ve Farrar agiklayici degiskenler

arasindaki ¢oklu korelasyon katsayisim hesaplarlar (szl X2X3X4 X 3 R2x2 X]X3%4 s Xy

ve genel olarak R? xk) ve bu coklu korelasyon katsayilarimin istatistik

XjXYX3XL 50nes
bakimindan anlamlilifimi bir F sinamasiyla asagidaki gibi smnar. Her ¢oklu korelasyon

katsayist igin gozlemlenen F * degeri hesaplanir:

v Rxpmpny,m )1k —1)

B (8.4)
(1 - szi-xle seensXf )/(l’l - k)

n:6rnek bliyliklugi,k: agiklayici degiskenlerin sayisidir. Bu agamada smanan hipotez ve
alternatif hipotez su sekildedir:

. R2 =
Ho 'R XXX yeees Xk =0

) (8.5)
Ha :R XjX]XD s Xfp T 0

Gozlemlenen F'* degeri v; =(k—1) ve v, =(n—k) serbestlik derecelerinde, segilmis
anlamlilik diizeyinde F tablo degeriyle karsilagtinlir. F'*>F ise X; degiskeninin goklu

dogrusal oldugu kabul edilir, yani sifir hipotezi reddedilir.

c. Ugtincii olarak, Coklu dogrusalligin kalibini belirlemek igin bir t sinamast

Bu da ¢oklu dogrusallif1 doguran degiskenlerin saptanmasini amaglayan bir sinamadir. Coklu
dogrusalliktan sorumlu olan degiskenlerin bulunmasi i¢in agiklayici degiskenler arasindaki
kismi korelasyon katsayilan hesaplanir ve t istatistigiyle bunlarin anlamliliklar1 sinanabilir.
Iki degisken arasindaki kismi korelasyon katsayis: biitiin Steki degiskenler aym kalirken, bu
iki degisken arasindaki baglantinin derecesini gostermektedir. Iki degiskenli model igin kismi
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korelasyon katsayisiyla basit korelasyon katsayis: aymdir. Ug degiskenli model i¢in drnegin

1.inci ve 2.inci degisken arasindaki kismi korelasyon katsayilar: su formtillerle bulunur:

2
i = (112 = 113723)
(A-r3)1-r*13)

(8.6)

Ugten cok agiklayic1 degisken igeren modeller igin benzeri formiiller ¢ikarilabilir. Buradaki

temel hipotez:
HO :rx,-xj XXy X 0

8.7
H,:r,. #0

seklindedir. Kismi korelasyon Kkatsayilar1 tahmin edildikten sonra, anlamliliklarnin

simanabilmesi i¢in su istatistik hesaplanir:

s (rx,-xj X1XD eees X ) vn—k

B 2
\/1 -7r XiX jX1XD s X

(8.8)

Burada Pxi j X150 s X; ve X ; arasindaki kismi Kkorelasyon katsayisim gdsterir.

Gozlemlenen ¢* degeri v =(n— k) serbestlik derecesinde ve segilmis anlamlilik diizeyinde t

tablo degeriyle kargilagtirilir. Eger f*>t ise, kismi korelasyon katsayilarimin istatistik
bakimdan anlamli oldugu, yani fonksiyondaki ¢oklu dogrusalliktan X, ve X j

degiskenlerinin sorumlu olduklar1 kabul edilir (Koutsoyiannis, 1989).

Farrar ve Glaubert onerdikleri test kapsami iginde her bir bagimsiz degiskeni dogrusal
iligkileri belirlemek amaciyla geriye kalan diger bafimsiz degiskenlerle regresyona
sokmuglardir. Verili bir korelasyon farkli ¢oklu dogrusallik yapilartyla uyumlu
olabileceginden Farrar ve Glaubert’in kismi korelasyon sinamasi etkin degildir (Gujarati,
1999).
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4.Korelasyon matrisinin dzdegerlerinin ve ozvektorlerinin (veya temel bilesenlerinin)
Incelenmesi

X'X c¢apraz ¢arpimlar matrisinin veya R Kkorelasyon matrisinin 6zdeger ve dzvektorleri
¢oklu dogrusal baglantiyla ilgili olarak yillardir kullanilmaktadir. Kloeck ve Mennes(1960)
X’in temel bilegenlerini kullanmanin bazi yollarim gostermistir. Kendall (1957) ve Silvey
(1969) X'X ’in dzdegerlerini goklu dogrusal baglanti durumunda anahtar 8lgii olarak kabul
etmiglerdir ve ¢oklu dogrusallik “kiigiik” 6zdegerin varlifi durumunda ortaya g¢ikmaktadir.
Fakat bu “kiiciik” degerin ne kadar kiiclik olmasi gerektigi konusunda net bir bilgi
bulunmamaktadir. Genel bir egilim “kiigtik” degerin sifir ile kargilagtinlmasidir. Bazi
durumlarda ¢oklu dogrusallik, bir &zdeger digerlerine goére kiigiikse olusabilir. Burada
“kiictik” deger sifira gére degil difer biiyikk Ozdegerlere gore belirlenmektedir (Belsley
vd.,1980).

¢ kosul sayist olmak fizere,

Amax
¢ =max 8.9
Ao 8.9)

ve kosul indeksi,

_ NV e _
CE= \/71;"\/—6 (8.10)

bi¢iminde hesaplanir. Bu durumda su parmak hesab: yapilabilir. Eger C 100 ile 1000 arasinda

ise ¢oklu dogrusallik orta ya da gii¢lii derecededir. 1000’1 astyorsa ciddidir. Eger CE (= Jc )
10 ile 30 arasindaysa ¢oklu dogrusallik orta ya da giiclii derecededir. 30’u asiyorsa ciddidir.

5.Yan Regresyonlar

Coklu dogrusallik, bir ya da daha ¢ok agiklayici degiskenin, 6teki agiklayic: degigkenlerin tam
ya da yaklagik dogrusal bilesimi olmasindan dogduguna gore, hangi X degigkeninin 6teki X
degiskenleriyle iligkili oldugunu bulmanin bir yolu, her bir X, ’nin Steki X degigskenlerine

gbre regresyonunu bulup buna karsilik gelen, R,.2 degerlerinin hesaplanmasidir. Bu
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regresyonlardan her birine yan regresyon denir. F ile R? arasinda kurulan iligkiden

yararlanilirsa

2
Ry Xy, » (p-2)
Fi = (8.11)

N i
-R%, x,. x,)/1-P+D

degiskeni p-2 ve n-p+1 serbestlik derecesiyle F dagilimina uymaktadir. p sabit terimle birlikte
agiklayici degisken sayisin, R;I'Xw X, ,X,; degiskeninin kalan X degiskenlerine gore
regresyonunun belirginlik katsayisim ifade etmektedir. Hesaplanan F; segilmis anlamlilik
diizeyindeki esik F; degerini agtyorsa, bunun anlami, X, ’nin &teki X’lerle ortak dogrusal
baglant1 i¢cinde oldugudur.

Biitiin R? degerlerini bicimsel olarak sinamak yerine, Klein in parmak hesab: benimsenebilir.
Buna goére, bir yan regresyondan bulunan R?, biitliniin yani Y’nin biitlin agiklayict
degiskenlere gore regresyonunun R*’sinden biiyiikse, coklu dogrusallik o zaman ciddi bir
problem olabilir (Gujarati, 1999).
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9. SAPAN DEGERLERIN VE ETKILi DEGERLERIN ANALIizZi

Regresyon analizinde bazi veri setleri dier verilerden ayrilan sapan veya aykin gozlemler
icerir. Bu sapan gézlemler biiyiik kalintilar igerebilir ve 6ngoriilen en kiigiik kareler regresyon
fonksiyonu tizerinde tesirli etkiler olugturur. Dolayisiyla sapan degerleri dikkatle incelemek
ve modelden diglanip dislanmayacafina veya ayn tutulacagina karar vermek gerekir. Eger
ayn1 tutulursa 6ngorii siirecindeki etkileri azalir ve/veya regresyon modeli tekrar g6zden
gecirilir,

Bir gézlem Y’ye gbre veya X’e gore veya her ikisine gbre sapan deger veya aykiri deger
olabilir. Sapan degerler (outliers) ifadesi sapan Y go6zlemleri ig¢in kullanmilir. Bagimsiz
degiskenlerdeki bu degerler aykini degerler olarak ifade edilir. Bu aykir1 gézlemlere iligkin
bagimli degisken degerleri sapan deger olmayabilir.

Y
1—3w ne—2
i.-
s®,n
AL
»® 4 =8 863

X

Sekil 9.1 Tek agiklayic1 degigkenli regresyon modeli igin sapan degerleri gosteren serpilme
diyagrami

Sekilde 1 de@eri Y degerine gore sapan deger durumundadir. Bu noktanin serpilme
diyagraminda ayr1 gériinmesine ragmen bu noktanin X degeri bagimsiz degiskenlerin gézlem
aralifinin ortasinda yer almaktadir. 2,3 ve 4 X degerlerine gbre aykin gézlemlerdir. Bu
noktalar diger noktalara gére daha biiyitik X degerlerine sahiptirler. Biitiin sapan degerlerin
ongoriilen regresyon fonksiyonu {izerinde kuvvetli etkileri yoktur. Sekildeki 1 noktasi ¢ok
etkili bir gézlem degildir ¢linkli diger gbzlemlere benzer olarak Ongériilen regresyon
dogrusunu sapan degere dogru kaydirmayacak X degerlerine sahiptir. Benzer sekilde 2.
g6zlem degeri de etkili bir sapan deger olmayacaktir ¢linkii 2. gbzleme karsilik gelen Y degeri
sapan deger disindaki gozlemlerle olusturulan regresyon iliskisine kargilik gelen Y degeriyle
uyumlu olacaktir. 3 ve 4 g6zlemlerinin X degerleri diger X degerlerinden uzaga diismektedir
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ve bu gbzlemlere karsilik gelen Y degerleri kalan verilerle olugturulan regresyon iligkisiyle
uyumlu degildir. Dolayisiyla 3 ve 4 regresyon fonksiyonunun Ongériilmesinde etkili
gOzlemler olarak goriilmektedirler.

Gz 6niinde bulundurulan bir regresyon modelinin veri setindeki bir veya birka¢ gdzlemden
kuvvetli bir sekilde etkilenip etkilenmedigine karar vermek i¢in temel adim, drnegin bir veya
iki agiklayici degigkenli model igin, kutu diyagramlari, dal ve yaprak diyagramlari, serpilme
diyagramlar1 ve kalinti diyagramlar1 gibi gorsel teshis diyagramlarinin incelenmesi ve bu
diyagramlardan X veya Y degerlerine gére sapan degerleri belirlenmesidir. Fakat regresyon
modelinde iki agiklayic: degiskenden fazla degisken bulundugu taktirde basit grafiksel
araclarla sapan degerleri bulmak giiclesecektir. Ciinkii bazi tekil sapan degerler ¢oklu
regresyon modelinde sapan deger olmayabilir veya tersine bazi ¢oklu modellerde sapan deger
olarak belirlenen gézlemler tek agiklayici degiskenli veya iki agiklayic1 degiskenli modelde

sapan deger olarak belirlenmeyebilir.

9.1 Kahntilar ve Standart Kahintilar

Sapan Y goézlemlerinin belirlenebilmesi i¢in kalintilarin incelenmesi gereklidir.

Kalintilar : ¢; = Yl - ffl

e.
Yan studentized kalintilar: e,-* = 9.1)
MSE

Y sapan gozlemlerini belirlemek amaciyla kalint1 analizini daha etkin yapabilmek i¢in
kalintilar {izerinde iki diizeltme tanimlanacaktir. Bu diizeltmeler d6niigiim matrisinin
kullanilmasin gerektirir.
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9.2 DONUSUM MATRISI
Xb

=(X'X)"' XY 92)
Y=xXx'x)'xv

Il

Y
b

Doniiglim matrisi Y gézlem degerlerini ¥ tahmin degerlerine doniistiirmektedir. Dolayisiyla

doniiglim matrisi olarak adlandirilmaktadir. H ile ifade edilen doniigiim matrisi:

H=XX'X)'x (9.3)
nxn

i}i tahmin degerleri ¥; gzlem degerlerinin dogrusal bilesenleri olarak diisiiniilebilir:

P=HY \ (9:4)

Ve kalmtilar e;, doniigim matrisiyle Y;gozlem degerlerinin dogrusal bilesenleri olarak ifade
edilebilir:

e=(I-H)Y 9.5)
Kalintilarin varyans kovaryans matrisi:
c*le}=c*(I - H) 9.6)

e; kalintinin varyans:
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O'Z{ei}'—"o'z(l—hii) 9.7)

Bu ifadede /; H doniisim matrisinin i.inci ksegen elemanidir ve ¢; ve e kalmtilan (i # /)

arasindaki kovaryans
2 . .
O'{el.,ej}= O'Z(O—h,j)=—hi]-.0' [ # ] (9.8)

h,-j , H déniigtim matrisinin i.inci satir ve j.inci siitun elemanidir.

Bu varyans ve kovaryanslar hata terimleri varyansi o *nin tahmincisi MSE kullantlarak

tahmin edilir:

s*{e;} = MSE(1- hy;) 9.9)

sle;,e; §=—h; (MSE) (9.10)
H matrisinin diagonal elemanlarn:
h; =X, (X' X)X, ©.11)

Bu ifadede yer alan X siitun vektdrii:
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l
Xi1
X, = (9.12)
pxl .
_Xi.p—l_

X; p-1 eleman1 p-1.inci degiskenin i.inci gdzlemini ifade etmektedir.

9.3 Studentize Edilmis Kahntilar

Y sapan degerlerini belirleyebilmek amaciyla kalintilar1 daha etkin yapabilmek i¢in yapilacak
ilk diizeltme, kalintilarin esasen farkli varyanslara sahip olabilecegi gergeginin ifade
edilmesini gerektirir.

s{e;} = MSE(1- 1) (9.13)

e;’nin s{e; }’ye oram studentize edilmis kalmt: olarak adlandirilir ve 7; ile gosterilir:

! (9.14)

e; kalintilarinin standart sapmalan belirgin bir sekilde farklilasiyorsa kalintilarmn standart
hatalan (kalintilarin standart sapmalarinin Srnekleme dagilimimn standart sapmasi) biiylik
olacaktir. Diger bir deyigle kalintilar 6rnekten 6rnege farkli dagilimlara sahip olacaklardir.
Studentize edilmis kalintilar 7;, sabit varyansa sahiptir(model uygun oldugu varsayimmi
altinda). Studentize edilmis kalintilar genellikle i¢sel studentize edilmis kalintilar olarak
adlandinlir. Igsel ve digsal studentize edilmis kalintilar olarak yapilan ayrimi belirleyen konu

bu kalintilarin hesaplanmasinda sapan degerlerin veri setinden silinip silinmemesidir. I¢sel

studentize edilmig kalintilarin hesaplanmasinda sapan degerler silinmemektedir.
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9.4  Ongorii Kahntilan (Deleted Residuals)

Kalintilar i¢in diger bir diizeltme i.inci gézlem disindaki gézlemlere dayanarak tahmin edilen
regresyon modelinden i.inci kalintiyr belirlemektir. Bu diizeltmenin sebebi eger Y;uzak bir
sapan deger ise i.inci gdzlem dahil biitlin gbézlemlere dayali en kiiglik kareler regresyon
fonksiyonu bu sapan degerden etkilenerek Y;’ye dogru kaydirilabilir. Diger bir deyigle tahmin -
edilen I}, tahmin degerini Y;’ye yakin hale getirebilir. Bu durumda e; olmas: gerektiginden
kiigtik olacaktir ve dolayisiyla Y; gozlemini sapan deger olarak gostermeyecektir. Diger
yandan eger i.inci gozlem, regresyon fonksiyonu tahmin edilmeden veri setinden diglanirsa I’},
ongorii degeri Y; sapan degerinden etkilenmeyecektir ve i.inci gézlem i¢in kalint1 degeri daha

biiylik olacaktir. Dolayisiyla bu diizeltme Y sapan degerini ortaya ¢ikarmada yardimci
olacaktir.

Linci gozlem silindikten sonraki stire¢ kalan n-1 gézlemle regresyon modelini 6ngérmek ve

Y, gozlemine karsilik gelen X seviyeleri de diglandiktan sonra I}, tahmin degerini elde
etmektir. Bu }% tahmin degeri i.inci Y gozleminin ve X seviyelerinin dislandiini belirtmek

amaciyla ) i) olarak gosterilecektir.

Gergek gozlemlenen Y; degeriyle tahmin edilen Y, i(;y deBeri arasindaki fark d; ile ifade
edilecektir:

d; =Y, - ¥y, (9.15)

d; farki i.inci gdzlem i¢in dngorii kalintis olarak adlandinlir. d; igin cebirsel olarak egdeger

bir hesaplama, i.inci g6zlemi modelden dislayarak regresyon fonksiyonunu yeniden tahmin
etmeye gerek kalmaksizin agagidaki gibi yapilabilir:
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d;,=—1 : (9.16)

e;, i.inci gozlem igin kalnt1 degeri ve /; H doniigiim matrisinin i.inci kosegen elemandur.
h;;*nin biiyiik degerlerinde dng6rii kalintis1 siradan kalintidan biiytik olacaktir. Sonug olarak

bazi durumlarda siradan kalintilar sapan Y gozlemlerini belirleyemediginde 6ngorii kalintilart
bu sapan degerleri belirleyebilir. Bazi durumlarda ise 6ngérii kalintilariyla siradan kalintilar
aym sonuca gotiirebilmektedir. Ongorii kahintis1 aym zamanda yeni bir gézlem icin 6ngdrii
hatasina karsiik gelmektedir. Dolayisiyla 6ngorii kalntis1 olarak ifade edilmistir. Ongorii
yapilirken n gézleme dayali tahmin edilen regresyon modeline dayanarak n+l. inci yeni
gbzlemin tahmini yapilmaktaydi. Ong6rii kalintilan i¢in notasyon yeniden bu sekilde

diizenlenirse, n-1 gézlem yeni n.inci gdzlemin tahmini i¢in kullanilmaktadir.

s?{tahmin} = MSE + s {F, }= MSE(1+ X,,'(X' X)™ X},) idi. Ongorti kahntilant igin

yeniden diizenlenirse,
sz{di}zMSE(i)(l+Xi‘(X(i)'X(i))_lXi) (9.17)

Xj,iinci gozlem igin X gozlem vektdrii (i.inci satrin devrigi), MSE ;) i.inci gozlemin veri
setinden diglanmasindan sonra 6ngoriilen regresyon fonksiyonunun ortalama hata karesi, ve

Xy » iinci gbzlemin silinmesinden sonra kalan X matrisi. sz{d,-} i¢in cebirsel olarak

esdeger bir ifade:
MSE,;

s*la}=—2 (9.18)
1- hii

bigimindedir. Ve
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L }zt(n—'p—l) (9.19)
burada iinci g6zlemin tahmininde n-1 veri kullanildigindan uygun serbestlik derecesi
(n-1)—p=n—p-1dir.

9.5  Studentize Edilmig Ongorii Kahntilart

Yukarida bahsedilen her iki diizeltmenin birlestirilmesi Y aykir1 ya da sapan degerlerini

belirlemek i¢in yararlamlan diger bir diizeltmedir. d; 6ngtrii kalinsimn kendi standart

sapmasina boliinmesiyle studentize edilmis kalintilar elde edilir ve ¢; ile gosterilir:

t;=— (9.20)
J

t; icin cebirsel olarak esdeger bir ifade:

e,
: 9.21)

t. =

bigimindedir. #;, studentized 6ng6rii kalintis1 aym1 zamanda digsal studentized kalint1 olarak
adlandirilmaktadir. Her bir ¢;, n-p-1 serbestlik derecesiyle t dagilimina uymaktadir. Bununla
birlikte £; ’ler bagimsiz degillerdir.

Studentize edilmis Ongdrii kalintilari, her defasinda bir g6zlemin veri setinden diglanip
regresyon modelinin tahmin edilmesine gerek kalmaksizin hesaplanabilir. MSE ve MSE(,-)

arasinda basit bir iligki bulunmaktadur:



121

2

i (9.22)
p :

(n— p)MSE = (n— p—1)MSE;, + "

i

Bu iligkiyi kullanarak #; igin esdeger bir hesaplama agagidaki gibi yapilabilir:

1 1/2
ti=e EP 3 (9.23)
SSE(l - hif) - e,-

Boylece studentize 6ngdrii kalintilan, n gézleme dayali tahmin edilen regresyon modeli i¢in
elde edilen, e; kalintilarindan, hata kareleri toplami SSE’den ve doniiglim matrisinin hﬁ

elemanlarindan yararlanilarak hesaplanabilir.

9.6 Weisberg Sapan Deger Testi

Studentize 6ngdrii kalintilarin mutlak deger olarak biiylik olanlar1 Y sapan g6zlemleri olarak
belirlenir. Buna ilave olarak en biiyiikk mutlak studentized 6ng6rii kalntisina lt,-l sahip
gbzlemin sapan deger olup olmadigim belirleyebilmek i¢in Bonferroni test siirecinin araglari
kullanilarak bigimsel bir test olusturulabilir. Hangi gozlemin en biiytk |f;| degerine sahip
olacag1 dnceden bilinmediginden her bir gdzlem igin n tane ayr1 testten olugan bir aile
diigtintilebilir. Eger regresyon modeli uygunsa, diger bir deyisle sapan deger ve dolayisiyla
regresyon modelinde degisim yoksa, her bir studentize 6ngdrii kalintis1 n-p-1 serbestlik
dereceli t dagilimina uymaktadir. Bu test Weisberg testi olarak da adlandirilmaktadir. lt,.| ile
ilgilenildiginden test iki yonliidiir.
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9.7  Sapan X Gozlemlerinin Belirlenmesi

9.7.1 Sapan X Gozlemlerini Belirlemede H Déniisiim Matrisinin Kullanimi

Déniisiim matrisinin studentize edilmis 6ngdrii kalintisinin biiyiikliigtine karar vermede ve
dolayisiyla Y sapan goézlemlerini belirlemede 6nemli bir role sahip oldugu yukanda
belirtilmigtir. Doniigim matrisi aym1 zamanda sapan X gézlemlerini belirlemede yardimci
olur. Déniislim matrisinin k6segen elemanlar1 X degerlerine goére bir gézlemin sapan deger
olup olmadifimi belirlemede yararli bir gdstergedir. DoOnliglim matrisinin baz1 yararl
6zellikleri bulunmaktadir.

H matrisi nxn boyutlu simetrik bir matristir. H matrisinin tanimindan elde edilebilecegi gibi
pek ¢ok o6zelligi bulunmaktadir. Ornegin H matrisinin X ile soldan ¢arpilmasi durumunda
yeniden X matrisi elde edili, H.X =X. Benzer sekilde (I —H).X =0’dw.

HH=H?=H ozelligi (H matrisi idompotent bir matristir) H(/ — H) =0 oldugunu

gosterir. Dolayisiyla HY ongorii degerleriyle (/ — H)Y kalintilar arasindaki kovaryans

oc’H (I-H)=0’dir (Weisberg, 1947). H, X siitun uzay1 {izerinde dik projeksiyon

operatorii olarak adlandinlir. X ile ayni ranka sahiptir,p. H matrisinin (i,j).inci eleman,

hy =X (X" X)X =X, (xXTX) X, =hy, (9.24)

kosegen elemanlan,

hii =XiT(XTX)—1Xi

h; ’ler arasinda pek ¢ok iligki bulunabilir. Ornegin
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0<h; <1 ih,-,- =rank(X)=p (9.25)

ii .
i=1

dir. Doniisim matrisinin 6zdegerleri 0 veya 1 degerlerinden olusur. Ozdegerlerin toplamm

matrisin rankin1 verir. Bu durumda rank(H) =rank(X)= p ve dolayisiyla H matrisinin

izi (k6segen elemanlarinin toplami) degisken sayisim verir.

h;; 1 degerini aldiginda I}l =Y, dolayisiyla e;=0 olacaktir. Bu bir parametrenin tamamuyla
Y, tarafindan belirlendigini, ya da diger bir deyisle bir nokta tarafindan atandi1 anlamina
gelmektedir.

det|X" ;) X |= (1= h;) det(X" X) (9.26)

Buradan agik¢a goriildiigii gibi /;=1 olduBunda iinci satirin silinmesiyle elde edilen yeni
X(;) matrisi tekil matris olur ve dolayisiyla en kiigiik kareler tahminleri elde edilemez

(Belsley vd., 1980). Fakat bu durum uygulamada nadir gergeklesir.

Ilave olarak her bir 4;; nin alt st (sabiti olan modeller igin) 1/ 7 ’dir. Ust simin ise 1/ 7 *dir.

r, X’in X, ’ye 6zdes satir sayisidir. Ayn zamanda sabiti olan modeller i¢in, H1=1"dir. veya

skaler bigimde,
n n
3 hij =Y hij =1 9.27)
i=1 j=1
ve
~ n
Y, =Y thj =h;Y; + Zh,.ij (9.28)
j=1 i

bigimindedir. 1 ve 2 kombine edilirse %; 1’ yaklagtikga Y, *nin Y.’ye yaklasacad

H 1
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goriilmektedir. Bu sebeple /; degeri i.inci g6zlemin kaldirag degeri olarak adlandiralur.
h;; nin degerlerinin biiyiik ya da kiigiik olmasi geometrik olarak agiklanabilir.

X vektorii X bagimsiz degiskenlerinin Srnek ortalama vektorleri olmak fizere D, orijinal X
gbzlemlerinden ortalamalarimin ¢ikarilmasindan sonraki nxp boyutlu fark matrisi olarak
tanimlanir. X’in diizeltilmis ¢apraz ¢arpimlar matrisi agagidaki gibi elde edilir:

DiizKCT = D'D (9.29)

X ,-T X’in 1 sabiti olmadan olusturulan satir vektorii olarak ifade edilirse /; agagidaki gibi
ifade edilebilir:

hy =~ +(X; - XY (D'D) (X, - X) 930)
n

Denklemde esitligin sag yanindaki 1/7 terimi modelden gikarihirsa ve kalan kisim (72 —1)

ile carpihrsa elde edilen sonu¢ X;’nin veri setinin merkezi olan X ’ya olan kare
Mahalanobis uzakhigidir. Bu uzaklik m i2 ile gosterilir. Iki degiskenli bir model drnek olarak

verilirse m,-2 degerleri matris notasyonuyla agagidaki gibi elde edilir ve yorumlanur:

— T —

X, -X X, -X

m?=|"" 1 [D)y/n-1" 1 ! 9.31)
Xip =X, Xipn—X,

Merkezi X 1 ve X solan iki boyutlu uzaydaki bir elipsin geometrik yerini tanimlayan

m,-2 degerleri aym zamanda merkezi X | Ve X 5 olan elipste, X; ve X;, gozlem
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giftlerinden elips merkezine olan uzakhifin karesi olup kare mahalanobis uzaklif1 olarak

adlandinlir. Elips tizerindeki bir X;; ve X, gbzlem ¢iftinin X 1 ve X »’dan uzaklif1 aym
m,-2 degerine sahiptir. Ciinki, m,-z,kare mahalanobis uzakhipn X ve X, degiskenlerini,

ortalamas: sifir, standart sapmasi bir ve korelasyon katsayisi sifir olan z; ve z, gibi iki yeni

degiskene doniistiirdiikten sonra elde edilen dairenin yarigapimn karesidir. Elips merkezinden

m,-zuzakhgmda gizilecek elipslere ise kontur denir. Eger bir gézlem elips merkezinden

uzakta ise miz’ler biiylik degerler olacaktir (Alpar, 1997). Bu uzaklik ¢ok degiskenli
analizlerde siklikla kullamilir. Bu uzaklik 6lgiistintin bir 6zelligi degigkenler arasindaki
korelasyonu dikkate almasidir. Yukandaki formiilden de goriildiigii gibi A; degerleri bu
uzakliklar kullanilarak hesaplanabilmektedir.

Sekil 9.2 1ki boyutta /;;’nin sabit konturleri”

Yukaridaki grafikte /;’nin sabit degerleri igin (/;;=0.25,0.20,0.15,0.10 ve 0.05) elips
seklindeki dig smurlar goriilmektedir. BSylece drnegin en igteki verilerin 4;; degeri=0.05.

Yiiksek /; degerlerine sahip gzlemler bir modelin dngoriilmesinde potansiyel olarak en

* Sekil Weisberg ,S.,(1947), s.112
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etkili gbzlemlerdir. Potansiyel etki Y’ye degil X e baglidir. Eger i.inci gézlem X sapan degeri

olarak belirlenmigse ve dolayistyla biiyiik 4; degerine sahipse bu gézlem Y; 6ngorii degerini

belirlemede 6nemli bir role sahiptir.

Yukarida belirtildigi gibi I}, tahmin degerleri Y, gozlem degerlerinin dogrusal bir

kombinasyonudur ve 4;, Y; gbzlem degerinin bu tahmin degerini belirlemedeki tartis1 olarak

ii>
diigiintilebilir. A;’nin sadece X degerlerinin bir fonksiyonu oldugu hatirlamrsa /;,X

A

degerlerinin ¥, tahmin degerlerini belirlemede ne kadar etkili oldugunu gostermektedir (Neter
vd., 1996).

=izl =L 9.32)
n

Bir deney gergeklestiriliyorsa, her bir gdzlemin p/n ortalama degerine yakin bir /;; degerine
sahip olmas: arzulanir. Fakat X veri seti hazir olarak ele alinmigsa bir /;; degerinin yeteri

kadar biiyiikk olup olmadigina (ortalamadan uzakliginin biiyiikliigii) karar verecek bazi
kriterlere gereksinim duyulur.

n—p [hii —'(1/}1)] NF(I

-a; _1, —_ 9.33
o1 (=) p-Ln-p) 9.33)

p>10 ve n-p>50 igin %95 F degeri 2’den azdir ve dolayisiyla 2p/n (ortalamanin iki katr)
kabaca iyi bir kritik degerdir. Difer yandan bu de@er /; degerinin ortalamasmm iki kati
olarak diigiiniilebilir ve Aj;’nin, ortalamasi etrafinda simur deferi olarak addedilebilir.
p/n>04 oldugunda parametre bagina birkag serbestlik derecesi diigmektedir ve biitiin
gbzlemler siipheli hale gelmektedir. Sonug olarak /; degeri 2p/n’i agtgs zaman i.inci
gbzlem kaldirag noktas: olarak adlandirilir (Belsley vd., 1980). Yukarida verilen gekil 48
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gozlemden olusan iki agiklayic1 deBiskenli ve sabiti olan bir modelden elde edilmistir.
Dolayistyla kaldirag noktasi igin kritik deger 2p/n= 0.12dir. Bu degeri asan gézlemler
daire i¢ine alinmugtir. Bu gézlemler kaldira¢ noktasi olarak belirlenir.

9.8 KEtkili Gozlemleri Belirleme

Etkili alt veri setlerinin farkli kaynaklan olabilir. Oncelikle kagmilmaz olan veri setinin yanhs
kaydedilmesidir. Ikinci olarak veri setinin dogasinda gozlemsel hatalar bulunabilir. Uglincii
olarak sapan veri noktalar aykir1 gézlemler olarak ortaya gikabilir. Bu gibi veriler genellikle
tahminin etkinligini etkileyebilecek yararh bilgiler icerirler. Bu faydali durumuna ragmen bu
aykirn noktalar1 ayirmak ve hangi parametre tahminlerinin bu veri setinden daha ¢ok

etkilendigine karar vermek yapic bir ¢oziimdiir.

Sapan ve etkili gbzlemler arasinda bir ayrim vardir. Sapan gozlemler (Y veya bagimsiz
degisken setindeki) regresyon denklemini etkileyen etkili g6zlemler olmayabilir (Barnett ve
Lewis, 1994).

Veri setinde kiigiik bir alt set tahmin edilen parametreler lizerinde gereginden fazla etkili
olabilir. Bu durumda parametre tahminleri veri setinin gogunlugundan ¢ok bu veri setine
dayali olur.

Coklu regresyon yapilmadan &nce her bir tesadiifi degiskenin dagilimi incelenebilir ve gézle
gérillen bir aykirnhifin  olup olmadigina bakilabilir. Aym1 zamanda yukarida grafiksel
y6ntenilerde bahsedildigi sekilde serpilme diyagramlari g6zlemlenebilir, Bu yolla farkhi
gbzlemlerin ayiklanmasi kolay bir yol gibi gériinse de, yontem bu verilerin tahmin edilen

modeli nasil etkiledigini gbstermez.

Coklu regresyonun kurulmasindan sonra kalintilar 6ngorii degerleri ve agiklayici degiskenlere
dayal1 bir ¢ok test siireci gergeklestirilir. Bu gibi metotlarla ¢ok sey grenilebilmesine ragmen
yine de bu metotlar veri setindeki bir alt setin diizeltilmesi veya bir yana birakilmasi
durumunda tahmin edilen modelin ne olacagi konusunda bagarili olamamaktadir. Farkli
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oldugu belirlenen alt veri setlerinin silinmesinin tahmin edilen katsayilari, standart hatalari, ve
test istatistiklerini nasil etkiledigini belirleyebilmek igin bahsedilen zayifliklari ortadan
kaldiran bir takim tegshis tekniklerine deginilecektir.

Etkili veri noktalarinin teshisi amaciyla dncelikle satir silme teknigi ve ilk 6nce tek satirin (bir
gbzlem) bir defeda silinmesi agiklanacaktir. Ardindan birden fazla satir silinmesine
deginilecektir. Tek bir satirin silinmesinin tahmin edilen katsayilar, 6ngorii degerleri,
kalintilar, ve katsayiarin tahmin edilen varyans kovaryans yapisi tizerindeki etkileri ele
alinacaktir, Tahmin siirecinin bu dort ¢iktisi ¢oklu regresyonda en yaygin kullamilan ve teshis
araglari i¢in temel gekirdegi olusturan giktilardir.

9.9 Tekil Satir Etkileri

Bu teknikler etkili gozlemlerin kegfedilebilmesi igin geligtirilmigtir. Tek satir X veri
matrisindeki bir satir ve kargilik gelen Y elemanini ifade etmektedir. “Etkili bir gozlem” tek
bagina veya difer birkag gdzlemle birlikte farkli tahminler (katsayilar,standart hatalar, t
degerleri v.b) lizerinde diger gézlemlerden daha ¢ok, ispatlanabilir etkiye sahip gézlemdir. Bu
gibi bir etkinin incelenebilmesi i¢in bir arag her bir defa bir satirin silinmesi ve ardindan elde
edilen ¢esitli hesaplanan degerlerdeki degisimin elde edilmesidir. Silinmesinin gesitli
hesaplanan degerler tizerinde kismen biiyiik etkilere sahip oldugu gézlemler etkili gbzlemler
olarak adlandinlir. Burada tek bir satirin silinmesinin tahmin edilen katsayilar ve Ongorii
degerleri iizerinde, kalintilar tizerinde, tahmin edilen parametrelerin varyans kovaryans

matrisi lizerindeki etkileri agama agama incelenecektir.

9.9.1 Katsayilar Uzerindeki Etki

iinci satirin silinmesinden sonra elde edilen parametre tahmini igin b(i) notasyonu

kullanilacaktir. Bu degisim asagidaki formiille kolaylikla hesaplanabilir:
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Y =
DFBETA, =b—b;y = (XX) x'e ] (9.34)
1 (1) 1 _ h"
11

DF harfleri n gézleme dayal elde edilen katsayi ile i.inci gézlemin diglanmasindan sonra elde
edilen katsay1 tahmini arasindaki farki belirtmek icin kullamlir. iinci gbzlemin her bir

regresyon katsayis1 by (k=0,l,..., p —1), lizerindeki etkisinin 6l¢timi, biitiin n gdzleme
dayali tahmin edilen regresyon katsayisi by ile i.inci gozlemin diglanmasindan sonra tahmin

edilen bk(i) arasindaki farka dayamr. Bu fark b, ’min standart sapmasma boliindiiginde

DFBETAS slgiisii elde edilir.

(DFBETAS) _hThe g on oot
k(@) — =UL...,p (935)

A /MSE(,)Ckk

e, (X'X )_l’in kanct k6segen elemamdir. Regresyon katsayilarnin varyans kovaryans

matrisinin 0> {b} = 6*(X'X) ™" oldugu hatirlanirsa b, *nin varyanst:
o {b }=c%cy (9.36)

seklinde hesaplanmaktadir. ' hata varyans: burada MSE;y ile tahmin edilir. bu ortalama

hata karesi i.inci g6zlem diglandiktan sonra ngériilen regresyon modelinden hesaplanir.

ee (Y- Xb)(Y—Xb)
n—p n—p

MSE =

(9.37)

oldugu hatirlanirsa bu durumda MSE(,—) asagidaki gibi hesaplanur:
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MSE;, = Ty = X»bw) Ty — X b))
H

n—p-1

MSE(i) icin basit bir formiil asagidaki gibi elde edilir:

2
é;

1-h;

(13

buradan

Ve

DFBETAS ;=

(9.38)

(9.39)

(9.40)

elde edilir. Bu formiilden gorillebilecesi gibi v7 ile orantili olarak azalir. DFBETAS

olgiisiiniin isareti bir gézlemin silinmesinin tahmin edilen regresyon katsayilarinda artig veya

azaligin bir gostergesidir. Bu &lglinlin mutlak defer olarak biiytkligi |[DFBETAS);

regresyon Kkatsayilarimin tahmin edilen standart hatalarina gére degisiminin biiyiikliigiinii

gosterir. |DFBETASy ;)| nin biiylkk olmasi iinci gdzlemin k.nci regresyon katsayist

iizerinde biiyiik bir etkisi oldufunun gostergesidir. Kiiciik ve orta biiyiiklitkteki veri setleri

icin 1 degerini ve biiytik veri setleri igin 2/~/7 degerini asan | DFBETASy ;| deger etkili

g6zlem olarak belirlenir.

9.9.2 Ongorii Degerleri Uzerindeki Etki

i.inci gbzlemin silinmesinin Y; 6ngorii degeri tizerindeki etkisi:
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n

Y=Y

JMSE

(DFFITS), = 9.41)

A

Bu 6lgii n gozleme dayali i.inci gozlem igin tahmin Y; degeri ile i.inci gézlemin regresyon
fonksiyonu tahmin edilmeden 6nce diglanmasiyla elde edilen i.inci gézlem igin Ai(i) tahmin

degeri arasindaki farka dayanir. Paydada I’},-’m'n tahmin edilen standart sapmasi

bulunmaktadir. Fakat bu tahmin ©2’nin tahmineisi olarak iinci gbzlemin regresyon

fonksiyonunun  tahmininde kullamlmadan hesaplanan ortalama hata karesini
(MSE( i) Ykullanmaktadir. Payda ifadenin standardizasyonunu saglamaktadir dolayisiyla i.inci

~

gbzlem igin (DFFIIS);,Y;’in tahmin edilen standart sapmalarmin sayisimi verir. Bu da

A

i.inci g6zlemin diglanmasiyla Y; nin artig veya azaligim gosterir.

(DFFITS);, biitiin veri seti kullanilarak hesaplanabilir:

L =il R PR R

(4]

i.inci gozlem igin (DFFITS); degeri studentized 6ngorii kalintisidir. Bu deger bu gdzlemin
kaldirag degerine bagh olarak artar veya azalir. i bir X sapan degeriyse ve yiiksek kaldirag
degerine sahipse bu gézlem igin (DFFIT; S ); degeri bityiik olacaktir.

Bir gozlemin etkili olup olmadigina karar verebilmek icin [(DFFI TS ),I kritik degeri kiigtik
ve orta biiyiiklikkteki veri setleri igin 1 ve biiylk veri setleri igin 2./p/n dir.

I(DFFIT S ),-I’nin bu degerleri agmasi1 durumunda sdz konusu gozlem etkili bir g6zlem
olarak belirlenebilir (Belsley vd., 1980).
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9.9.3 Cook Mesafesi

(DFFITS); iinci gbzlemin f’\; tizerindeki etkisinin 8lgiisiidiir. Cook mesafesi i.inci
g6zlemin biitiin n 6ngdrii degerleri tizerindeki etkisini dlgmektedir. Cook mesafesi D; ,i.inci

gbzlemin n 6ngdrii degeri {izerindeki toplu etkisinin Slglistidiir:

2 5 > 2
2 (F; = Yip)
D;=%= (9.43)
p-MSE

n adet I’}j Ongori degerlerinin, karsilik gelen i.inci gdzlemin silinmesinden sonra regresyon

A~

modelinden elde edilen Yj(,-) degerleriyle farklarinin karelerin toplama alimr ve ardindan

toplanilir. Dolayisiyla i.inci gézlemin etkisi etkilerinin igaretine bakilmaksizin 6l¢tiliir. Cook
mesafesi agagidaki gibi ifade edilebilir:

.. =Ty ~T)
! p-MSE

(9.44)

Cook mesafesini yorumlamak i¢in D;, F(p,n— p)’a karsilik gelen ylizdelik dilimle
kargilagtinlir. Eger yiizdelik dilim ylizde 10 veya 20°den az ise i.inci gbzlemin 6ngorii
degerleri lizerinde kiigiik bir etkisi oldugu s6ylenilir. Eger bu ylizdelik dilim ylizde 50 ya da
daha fazla ise i.inci g6zlemle ve i.inci gézlem olmadan elde edilen 6ngorii degerleri arasinda
O6nemli bir fark vardir. Bagka bir ifadeyle %50 ya da daha fazla olmasi, i.inci gdzlemin
regresyon fonksiyonunun 6ngoriilmesinde 6nemli etkiye sahip oldugu anlamina gelmektedir.

Cook mesafesi her bir defa bir gézlemin silinmesine gerek kalmaksizin hesaplanabilir:
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2 2
D, =—2 hi == " (9.45)
D-MSE| (1-hy;) p(l—hy)

Bu formiilden goriilecegi gibi D); mesafesi iki faktdre baghdir: a) e; kalintilanin biytklugii
b) h; kaldirag degeri. e; ve h; ne kadar biiyiik olursa D; mesafesi de o kadar biiyiik olur.
dolayisiyla iinci gdzlemin etkili bir gozlem olabilmesi i¢in 1)biiyiik bir e; ve orta
biiyiikliikte /; degerine sahip veya 2) orta biiyiikliikte bir ¢; kalintiyla yitksek /;; degerine

sahip veya 3) yiiksek e; ve A;; degerlerine sahip olmas: gereklidir.

Formiilin diger yam D; ve studentized oOngérii kalmtilari #; arasindaki iligkiyi
vurgulamaktadir.

Grafiksel stireglerde D;’nin karekokiiniin kullanilmasinin bazi avantajlari bulunmaktadir.

h; I(1— hy;) ile tarhlandmlmig standart kalintilan elde edilir. Atkinson diizenlenmis Cook

istatistiginin grafiksel kullanimini 6nermektedir:

h 1/2
C;= [2———}’——2—} A (9.46)

Mutlak deger ve n ve p faktdriinden bagka diizeltilmis Cook mesafesi Belsley’in (DFFITS);

olarak adlandirdigr sonugla aymdir. (DFFITS);’nin kullammu C;’nin kullammina

esdegerdir. Ciinkii her ikisinde de hata varyansi o2 *nin tahmininde sapan gbzlemlere D;’den

daha ¢ok tarti vermektedir. C;’nin ya da D;’nin kullamlmasinin avantaji Y ve X’in
belirleyemedigi kaldirag degerlerine dikkat gekebilmesidir (Atkinson, 1997).

Cook mesafesi bir gozlemin n adet dngdrii degeri tizerindeki toplam etkisinin bir dl¢iisiidiir ve
aynt zamanda cebirsel olarak esdeger bir bicimde, bir gézlemin p tane regresyon katsayisi
lizerindeki toplam etkisinin de bir Slgtistidiir. Cook uzaklik Slgiisii aslinda biitiin p adet
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regresyon katsayis1 Sy (k=0,l,..., p —1)i¢in olugturulan giiven b&lgesi kavramindan elde
edilmistir. Klasik normal dogrusal ¢oklu regresyon modeli i¢in bu birlesik giiven bdlgesinin
simirlan asagidaki gibidir:

b-X'Xb- )<L pMSE.F(a;p,n— p) 9.47)

Bu formiil S parametre vektorii igin 100(1 — )% *lik giiven bolgesini vermektedir. MSE

n-p serbestlik derecesiyle o *nin bir tahmineisidir ve F, F dagiliminin p ve n-p serbestlik
derecesiyle 100x% noktasina karsilik gelen degerdir. & *min farkli degerlerinde bu giiven
bolgeleri B ’nm en kiiglik kareler tahmincisi b merkezli bir dizi elipsoidlerdir. Bu bolgeler
b’nin b;y yakmmnda olup olmadigma dair bilgi saglar. Iki agiklayic degiskenli bir model
icin n tane b(,-) ’nin yukaridaki formiille secilen giiven bolgelerine karst diyagramlar

olusturularak grafiksel bir gosterimle etkili degerler belirlenebilir. Iki agiklayici degiskenden
daha fazla degigsken varsa bu grafiksel g@sterim anlagilir olmayacaktir. Cook (1977) etkili
gbzlemleri belirleyebilmek icin biitiin parametreleri iceren asagidaki istatistigi Snermistir:

D - (b —b) X' X (b —b)
! p-MSE

(9.48)

D;’nin biiytik degerleri modeldeki biitlin parametreler ile ilgili birlesik hipotez testleri ve
cikarsamalarda etkili olan g6zlemleri gosterir (Atkinson, 1997).

Chatterjee ve Hadi’ye gore Cook mesafesi 4/n-p degerini asan gézlemler etkili degerlerdir
(Fox, 1991). Cook mesafesi >1 olan gozlemler 6nemli etkili degerlerdir.

9.9.4 Bir Gozlemin Katsayilarin Kovaryans Matrisine Etkisi

Regresyon teshisinde diger bir gorlis tahmin edilen katsayilarin kovaryans matrisinin
incelenmesidir. Burada bu defa biitlin veri setini kullanarak elde edilen kovaryans matrisiyle
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o?(xXTx )_1 Jinci  satir  silindikten  sonra  bulunan  kovaryans  matrisi
o? [(X (i)'X (i))]'lkarsllastmlmaktadlr. Bu gibi iki pozitif sonlu simetrik matrisleri
karsilagtirmak igin gesitli alternatif araglardan en basiti determinantlarn  oramdir:

det[X ) Xy [ 1det X X

Bu iki matrisin, sadece kareler toplaminda ve ¢apraz c¢arpimlarda i.inci satirin silinmesiyle
birbirinden farklilagmasindan sonra hesaplanan determinantlarinin oraninin bire yakin olmasi
iki matrisin birbirine yakin oldugunu, veya kovaryans matrisinin i.inci satirmn silinmesinden

etkilenmedigini gosterir. Buradaki analiz sadece X matrisinden gelen bilgiye baghdir ve
o *nin tahmincisi MSE *nin i.inci g6zlemin silinmesinden etkilenip etkilenmedigini dikkate
almamaktadir.

ki matis MSEWX'X )_lve’ MSE[(X i X (i))]‘lin determinatlarinin =~ oram

kargilagtirilirken Y veri setini g6zéniinde bulundurabilir.

det{MSE(,-) [X 0X )Tl}
det| MSE(XT x|

COVRATIO = (9.49)

1 1
_ MSE??; det[X HX, (i)T
MSE?P | det(XT x)7!

(9.50)

Bu formiilde parantez igindeki ifade deth "o X _l= (1-h;)det(X' X) esitliginden

yararlanilarak yeniden diizenlenilirse,

sl x?Oxe[! 1
Tyl 9.51)
det(X” X) 1P
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oldugu goriilir. Boylece,

COVRATIO = (9.52)

elde edilir.

Bir teshis araci olarak bu agamadan sonra bire yakin olmayan COVRATIO degerleri veren
gbzlemler muhtemelen etkili gézlemlerdir.

Bu gibi degisme oraminin 1°den farklilagmasinin biiytikltigiine iligkin yol gosterici bir ¢6ziim
iki aykiri durumun g6z 6niinde bulundurulmasmi gerektirir. Birincisi 'til 22 ve hy degeri

minimum seviyesi 1/7’e esit oldugu durum ve ikincisi #; =0 ve h; 22p/n. Birinci

durumda,
1 1
COVRATIO ~ > < P (9.53)
oo =1 (1 b2 )
n—p n—p
burada,
-1
1 ~ (l + 5—2) ~]1- 3_p (9.54)
3 p n n
1+
n—p

‘e yaklagir. n-p yerine basitlestirme amaciyla n konulmustur. Son s6ylenilen smirlar n< 3p
oldugunda kullamlamaz. Ikinci durum igin,
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- COVRATIO s —— L . ! 9.55)
1— 1 P A-h) 1 | p( Zp]
n—p n—p n
buradan kabaca fakat daha basit sinirlar agagidaki gibi elde edilir:
1 1 3p)"' .3
~ ~ (1 - -—3) ~1+ 2P (9.56)
n n

(s 1) Bt )

Dolayisiyla 3p/n’e yakin veya biiyiik ,COVRA TIO - 1| noktalar1 arastirilmaktadir.

Kabaca soylenen, COVRATIO degerinin h; bilyikk oldugunda biiyitk ve studentized
Ongorii kalintilart biiylik oldugunda kiigiik sonug verecegidir.

Lo
[

Ayn1 zamanda bir gézlem silindiginde ¥, nin varyansimn nasil degistigi arastirilabilir. Bunun

icin,

ar{f, }= MSE.h,

A b 9.57)
var {Yi(i) }= var LX(i)b(i) }= mE(")[l —l;'z.. } |
4
buradan
_ MSE
FVRATIO = (9.58)
MSE(1-hy;)

elde edilir. Bu teshis 6lgiisii igin COVRATIO olglisiiyle benzer yorumlar yapilabilir
(Belsley vd., 1980).
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Weisberg testi kullanilirsa bu test y sapan degerlerini tarayacak ve H elemanlar1 veya
Mahalanobis uzakliklar: agiklayici degiskenler tizerindeki sapan degerleri tanimlayacaktir. Bu
gibi sapan degerler ister istemez etkili veri noktalar1 olmayabilir. Hangi sapan degerin etkili
deger olduguna karar verebilmek igin 1’den biiyiik Cook mesafesine sahip olan verileri
bulmamiz gerekir. Bu noktalar Cook uzakhfiyla etkili veri olarak adlandinlir ve bunlarin
analizden atilip atilmayacagina dair karar verebilmesi igin dikkatli bir ¢alisma gerekmektedir.
Bunun igin o veriler iligkin hesaplanan DFBETA,DFFIT, COVRATIO gibi teghis siire¢lerinin
incelenmesi gerekmektedir (Stevens, 2002).

9.10 Coklu Satir Etkileri

Tekil bir satirn silinmesine dayali etkili gézlemleri belirleyen diagnostik teknikler ¢ogu
zaman etkili gézlemleri bulmada basarili olabilir. Fakat baz1 durumlarda bu teknikler yetersiz
kalabilir. Veri setinde bir sapan degerin etkisi diger bir sapan deger tarafindan maskelenebilir.
Bu gibi durumlarda tekil satir silinmesine dayali teknikler bu gibi sapan degerleri
belirleyemez. Dolayisiyla goklu sapan degerleri belirleyebilmek amaciyla bir takim diagnostik
Olgiiler gelistirilmisgtir.

Oncelikle etkili kabul edilen gézlemlerden olugan bir kiime belirlenmelidir. Bu kiime B * ile
ifade edilecektir. Tekil satir dlciilerinden elde edilen etkili verilerin diginda da etkili veriler
bulunabileceginden bu kiimenin tam anlamiyla belirlenmesinde bagarili olunmayabilir. Bu
nedenle tekil satir silinmesinden elde edilen etkili verilerle birlikte kismi regresyon

diyagramlarindan belirlenen etkili veriler bu kiimenin elemanlari olarak segilebilir.

B* icindeki m biiyiikliiglindeki alt kiimelerden herhangi birinin silinmesinin ardmdan
Ongoriideki degigimi ifade eden goklu diagnostik 6l¢ili agagidaki gibi elde edilir:

MDFFIT =[b-b(D,)[' X7 (D,)Xx(D, b - 5(D,,)] (9.59)

b(D,,) ifadesi  katsayilar matrisinin m satirin silinmesinden sonra hesaplandigim
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gostermektedir. Benzer sekilde X (Dm) ifadesi m satirin silinmesinden sonra kalan X
matrisini ifade etmektedir (Belsley vd., 1980).

Tekil satir silinmesine dayali COVRATIO o6l¢listi ¢oklu satirlarin silinmesini yansitacak
sekilde genellestirilebilir:

detsz (Dm )[XT(Dm )X(Dm )]71
dets2(XTX)

COVRATIO(D,,) = (9.60)

Yukarida bahsedilen diagnostik 6lgliler istatistik paket programlari tarafindan
hesaplanamamaktadir. Dolayisiyla biiyiik veri setleri i¢in bu Slgiilerin hesaplanmasi oldukg¢a
maliyetli ve karmagik olmaktadir.

9.2 Sapan Degerlere Uygulanacak Yaklasimlar

Literatiirde sapan degerlere ne yapilmasi gerektigi hususunda ii¢ yaklasim géziikmektedir:
gbzlemi diglamak, gbzlemi diglamamak fakat kontrol altinda tutmak, bu gézlemlerin ne ifade
ettigine bakmak ve modeli degistirmek olarak ele alinmaktadir.

1. Gozlemi Dislamak

Modelde degiskenlerde goriinen ve diger gozlemlerden ayrilik gosteren veriler dlgme veya

kayit hatasindan olusmus ise diglamak gerekmektedir.

2. Gozlemi Dislamamak Fakat Kontrol Altinda Tutmak

Ikinci bir yaklasim ise sapan degeri tahmin edilen model i¢inde birakmak fakat etkilerini
azaltmaktir. Bunun i¢in varsaymmlardan etkilenmeyen (robust) tahmin ediciler (M tahmin
ediciler, L, norm tahmin ediciler, smurlandinlmis etki (bounded influence) tahmin ediciler)
EKKY tahmin edicileri kadar sapan degerlerden etkilenmezler.
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3. Modeli Degistirmek

Cogunlukla sapan degerler modelin spesifikasyonunun bozuk oldugunun gostergesidirler.
Sapan degerlerin oldugu modellerde genelde model iki kisma ayrilip 6yle ele alinmali veya
birlestirme (pooling) uygulanmalidir.

Etkili gb6zlemler ve sapan degerler bazen 6nemli bilgi ihtiva ederler. Sapan degerler 6nemli
bir degiskenin eksikligi veya modelin kurulusunda 6nemli eksikliklerin oldugunu gdsterebilir
(Biytikld, 1997).
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10. UYGULAMA

ULKELERIN TARIMSAL FAALIYETLERININ MODELLENMESINDE SAPAN VE
ETKILI GOZLEMLERIN BELiRLENMESI

10.1 Model: Klasik Dogrusal Regresyon- Modeli

KTKDGR,; : by + bMKN; + b,ITH, + b;GUB; + ¢, (10.1)

10.2 Degisken Tanimlar

TKDGR: (cari $), Uluslar arasi Standart Endiistriyel Simiflandirma (International Standard
Industrial Classification-ISIC) tammlamasina gore tarimsal faaliyetler: ormancilik, hububat
yetistirme, hayvancilik,balik¢ilik, avcilik faaliyetlerinden olusmaktadir. Katma deger bir
sektriin sahip oldugu biitiin {iretimden girdilerin ¢ikartilmasindan sonra elde edilir. (Kaynak:
Diinya Bankas1 Ulusal Hesaplar Verileri ve OECD Ulusal Hesaplar Veri Dosyalari)

MKN: (adet) , Tarimda kullamlan tarimsal makinelerin, paletli ve tekerlekli traktorlerin
sayisidir. Y1l sonundan sonraki yilin ilk ¢eyregine kadar tarimda kullanilan tarimsal makine
ve traktorlerin saymmi sonucu elde edilmistir. (Kaynak: Yemek ve Tarim Organizasyonu,
Uretim Y1llig1 ve Veri Dosyalarr)

ITH: (Mal Ithalatimin %’si) : Tarimsal hammadde ithalatinin toplan; mal ithalati igersindeki
ylizdesini ifade etmektedir. Bu hammaddeler: yakit digindaki ham maddeler ; komiir, petrol ve
kiymetli taslar haricindeki ham giibre ve maden cevherleri ve maden kirintilar.
(Kaynak: Diinya Bankasi)

GUB: (ton) Kilometre kare bagina giibre titketimi (Kaynak:Diinya Bankas1)
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10.3 Regresyon Modeli:

EKK uygulamamizda bagimhi degisken tkdgr olarak ele alindiginda kalintilarin normal
dagilmadig1 normal olasilik diyagramindan goriinmektedir. Dolayisiyla bagimli degiskene
uygun olabilecek doniigiimler denenmis ve karekok doniigtimiine karar verilmigtir.

Déniisiimden sonra bu varsaylmdap sapma diizeltilmis ve kalintilarin normal dagilmas:
saglanmigtir. Bu diyagramlar asagidaki gibidir:

Normal P-P Plot Normal P-P Plot

Bagimli Degisken: TKDGR Bagimli Degisken: KTKDGR
2 1,0
=]
8 1 :Fpn
o
o
&
»5
U
g
:g 0,0 - = -
0,0 3 S 8 1,0
Observed Cum Prob b i
Déniigtim Oncesi Dénlistim Sonrasi
Sekil 10.1 Normallik doniigtimii

Bu doniigtim uygulandiktan sonra elde edilen regresyon modeli agagidaki gibidir:

ktkdgr = 26041,92 + 0,064677mkn + 9083,725ith + 0,011075gib + e (10.2)
sthata:(6277,27) (0,010)  (2742,74)  (0,002) (10.3)
t i 4,153 6,813 3,305 6,130 (10.4)

R?:0,813 (10.5)
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10.4 Kalntilar Ve Kaldira¢ Degerleri

Cizelge 10.1 Kalintilar ve kaldirag degerleri

Standart | St.ongérii | studnt k. hii
kalint1 kalintisi
1|Arnavutluk -0,11209 | 11279 | -0,1138 | 0,002902
2|Avustralya 1,1007 1,12481 | 1,12215 | 0,015
3|Azerbeycan -0,44501 | -44672 | -0,44995 | 0,00776
4|Banglades 0,12968 | ,14732 | 0,14862 |
5|Barbados 13234 | 134923 | 133945 | 0,021
6|Belarus -0,90165 | -90988 | -0,91128 | 0,018
7|Bolivya 032392 | -32482 | -032744 | 0,011
8|Botsvana -0,83323 | -84415 | -0,84633 | 0,002666
9|Brezilya 0,01972 | ,02108 | 002127 | 0,123
10|Bulgaristan -0,05292 | -05305 | -0,05353 | 0,006575
11|sili 0,98673 | ,99899 | 0,99901 | 0,004293
12|Cote d'Ivoire 0,5659 57026 | 0,57373 | 0,004124
13{Hirvatistan -0,20128 | -20174 | -0,20349 | 0,009306
14|Cek Cumhuriyeti | -0,21758 | -21772 | -0,2196 | 0,011
15|Dominik Cum. -1,35422 | -1,37992 | -1,36891 | 0,014
16|Ekvator 021265 | -21316 | -0,215 0,018

17|Misir Arap Emirligi. | 1,35467 1,43148 1,41825 0,072

18[E1 Salvador Cum. | -0,51361 | -51715 | -0,52057 | 0,025
19[Estonya -1,52075 | -1,56916 | -1,54907 | 0,036
20Habesistan 0,58969 | ,59447 | 0,59793 | 0,00397
21|Giircistan 025014 | -25280 | -0,25494 | 0,001001
22|Almanya 028547 | ,29496 | 029739 | 0,074
23|Gana -0,00207 | -00208 | -0,00209 [ 0,015
24|Gine -0,36335 | -,36530 | -0,36816 | 0,004957
25|Macaristan 0,16292 | -16332 | -0,16476 | 0,004279
26|Hindistan -0,89797 0017 -

27|Endonezya 1,08637 1,32707 1,31815
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Cizelge 10.1°in Devami

Standart | St.ongorii | studnt k. hii
kalint: kalintist

28(Irlanda 0,19737 ,19854 0,20027 | 0,002679
29|italya -0,70471 -,81520 -0,81765
30[Jamaika -0,63892 -,64280 -0,64619 | 0,008383
31{Japonya 1,57855
32|Kazakistan 0,22661 ,22797 0,22993 | 0,002743
33[Kenya -0,21071 -,21128 -0,2131 0,019
34{Kore \ 651 2,49 2831 0,032
35|Malavi -0,679;?w 7%:,‘6’8566 -0,68693 0,012
36/Malezya 1,14408 1,16287 1,15923 | 0,008199
37|Mauritius -1,19296 -1,21350 | -1,20841 0,024
38[Meksika | 001
39(Mozambik N-:0,35314 -,35461 -6;35741 ~ 0,006467
40[Namibia -0,54923 -,55594 -0,5594 | 0,001375
41|Nikaragua -0,16523 -,16699 -0,16846 | 0,009144
42[Norveg 0,01956 ,01957 0,01975 0,014
43 {Pakistan -0,06482 -,06674 -0,06734 0,062
44|Paraguay 0,09576 ,09636 0,09722 | 0,002682
45|Polonya : : 3.
46|Portekiz ﬁ -0,05289 -,05297 -0,05345 0,019
47Romanya 0,76966 ,717516 0,77794 | 0,005743
48(Suudi Arabistan | - 21718 0,003632
49|Seychelles -0,97684 -,99616 -0,99623 | 0,009798
50|ispanya 0,48124 ,49249 0,49585 0,054
51{St. Lucia -1,52652 | -1,56518 -1,5453 0,021
52|Sudan 1,35405 1,38414 1,37296 | 0,003773
53|Tanzania 0,56097 ,56413 0,5676 0,02
54|Trinidad ve Tobago | -0,80084 -,81179 -0,81427 | 0,002119
55|Tunisia -0,27161 -,27370 -0,27599 0,031
56|Tiirkiye -0,5795 -,60664 -0,6101 0,085
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Cizelge 10.1’in Devam

Standart | St.Ongérii | studnt k. hii
kalint1 kalintisa
57|Ukrayna 0,3834 ,38507 0,38803 0,01
58|Britanya 0,67378 ,68028 0,68356 0,017
59|Uruguay -0,90574 -,92387 -0,92508 0,04
60|Venezuella 1,06438 1,07805 1,07649 | 0,005648

Normal kosullar altinda studentize kalintilarin (@ = 0,05 igin) %5°i |r,~| < 2 arahiginin digina

diiserler. Dolayisiyla studentize kalintilarin &2 araliginin digindaki degerler goze garpan
noktalar olarak ele alinabilir. Bu durumda 26 Hindistan, 31 Japonya, 34 Kore, 38 Meksika, 45
Polonya ve 48 Suudi Arabistan iilkelerinin digerlerinden farklilik g6sterdigi goriilmektedir.

Studentized 6ng6rii kalintilarina bakildiginda 26 Hindistan, 31 Japonya, 34 Kore, 38 Meksika,
45 Polonya ve 48 Suudi Arabistan’a ait studentized 6ngorii kalintilarinin n-p-1= 60-4-1=55
serbestlik dereceli t dagilims tablo degeri (2.01)’nden biiyiik olduklar1 dolayisiyla sapan deger
olarak belirlendikleri goriilmektedir. Dikkat edilmesi gereken diger bir husus yukarida
bahsedilen diger igsel kalintilarin kullamlmasinin sakincalarina ragmen studentized 6ngorii
kalintilarinin studentized kalintilarla aym tilkeleri sapan deger olarak belirlemesidir. Aradaki
fark studentized 6ngérii kalintilarimin daha yiiksek olmasidir. Bu durum bu uygulama igin
gegerli olabilir, Fakat farkli uygulamalarda bu bahsedilen farkl kalinti hesaplamalar farkl

sonuglara isaret edebilir.

Standart kalintilarla studentized kalintilar iki {ilke diginda benzer sonuglar vermiglerdir.

%* ei
e; = standart kalintilar
' JMSE
e.

v = J studentized kalintilar
JMSE(Q - hy;)

Sapan gozlemlerin kalinti degerleri e;’ler, sapan degerin regresyon dogrusunu kendisine
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dogru c¢ekmesinden dolayr oldugundan kiigiikk goriilecektir. Sapan deger varyansi

bitytttiigtinden, ~ MSE > \/MSE(I —h;) olacaktr. Dolayisiyla sapan degerler igin

e; <7; olmas1 s6z konusudur. Uygulamamizda iki sapan gozlem standart kalintilan kiigtik

oldugu icin standart kalintilar1 agisindan sapan deger olarak belirlenememistir. Bu iki iilke 26
Hindistan ve 31 Japonya’dir. Bu iilkeler kaldirag etkisi yliksek olan iilkelerdir. Yukaridaki
formiillerden de gorillecegi gibi A; degeri yiiksek oldugunda (1-—A;;) degeri kiigik

(14
olacaktir. Dolayisiyla Ornegin standart sapmasi o olgiide kiigiilecektir. Bu durumda
studentized kalint1 standart kalintidan biiyiik olacaktir.

Kaldirag degerlerine bakildiginda 6 iilkenin kesim noktasi degeri olan 2p/n=0,1333 degerini
astigim gdrmekteyiz. Bu {ilkeler: 4 Banglades, 26 Hindistan, 27 Endonezya, 29 italya, 31
Japonya , 45 Polonya. Bu kaldira¢ degerleri igerisinde en yiiksek deger Hindistan’a aittir. Bu
kaldirag degerlerinin etkili olup olmadiklar diagnostik analizlerin sonucunda belirlenecektir.

10.5 Katsayilar Uzerindeki Etkili Degerler

DFBETAS degerleri i.inci gézlemin silinmesinin her bir katsayi {izerindeki etkisini gdsteren

degerlerdir. Bu degerler asagidaki gibi hesaplanmaigtir:

Cizelge 10.2 Katsayilar tizerindeki etkili degerler

Sdfbeta | Sdfbeta | Sdfbeta | Sdfbeta
Sabit mkn ith giib

1|Arnavutluk -0,0188 0,00408 | 0,01076 | -0,00058
2|Avustralya 0,17358 -0,0186 | -0,13628 | 0,12101
3|Azerbeycan -0,05345 | 0,01444 | 0,01672 | 0,00575
4(Banglades -0,04631 | -0,02168 0,0779 -0,00627
5|Barbados -0,07162 0,0665 -0,06859 | 0,03757
6(Belarus -0,04693 0,0491 -0,03828 | -0,00979
7|Bolivya -0,03408 0,0138 0,00533 0,00419
8|Botsvana -0,14354 | 0,03042 | 0,08393 | -0,00467
9(Brezilya 0,00308 | 0,00001 | -0,00379 | 0,00667




147

Cizelge 10.2°nin Devamu

Sdfbeta Sdfbeta Sdfbeta Sdfbeta
Sabit mkn ith giib

10|Bulgaristan -0,00677 | 0,00206 | 0,00254 | 0,00001
11{Sili 0,14344 | -0,03865 | -0,07286 | 0,02054
12[Cote d'Ivoire 0,08759 | -0,02309 | -0,04486 | 0,00283
13{Hirvatistan -0,0226 | 00102 | 0,00533 | -0,00062
14|Cek Cumhuriyeti | -0,01816 | 0,00579 | -0,0002 | 0,00215
15{Dominik Cum. -0,12142 | 0,06341 | -0,00815 | 0,02407
16|Ekvator -0,01335 | 0,01099 | -0,00764 | 0,00269
17|Misir Arap Emirligi. | -0,18253 | -0,12233 -0,01503
18|El Salvador Cum. | -0,01757 | 0,02731 | -0,03872 | 0,01522
19|Estonya 0,0194 | 0,05892 | -0,20478 | 0,08564
20{Habesistan 0,09212 | -0,02576 | -0,04802 | 0,00609
21|Giircistan -0,04904 | 0,00789 | 0,03311 | -0,00326
22|Almanya 0,02049 | 0,06934 | -0,02259 | -0,01071
23|Gana -0,00017 | 0,00009 | -0,00003 | 0,00004
24|Gine -0,05365 | 0,01466 | 0,02537 | 0,00011
25|Macaristan -0,02179 | 0,00201 | 0,0105 | 0,00053
26{Hindistan 0,19602
27|Endonezya 4736 | -0,24866 | 0,0126
28{irlanda 0,03248 | 0,00015 | -0,02163 | 0,00246
29|italya 0,11852 -0,11768 | 0,24563
30|Jamaika 007674 | 0,02708 | 0,02227 | 0,00527
31{Japonya -0,19416 | 0,06641
32|Kazakistan 0,03725 | -0,00518 | -0,02168 | -0,00023
33|Kenya -0,0125 | 0,01047 | -0,00867 | 0,00399
34[Kore 0,05876 | -0,02668 |S03I8141 [ -0,09801
35[Malavi 00673 | 0,03088 | 0,0053 | 0,0091
36{Malezya 0,15697 | -0,07841 | -0,0753 | 0,0726
37{Mauritius -0,0506 | 0,06286 | -0,07931 | 0,03513
38{Meksika 0,01975 | -0,25735 | 0,17491
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Cizelge 10.2°nin Devami

Sdfbeta Sdfbeta Sdfbeta Sdfbeta
Sabit mkn ith _giib

39[Mozambik -0,04713 | 0,01431 | 0,01853 | 0,00137
40|Namibia -0,10537 | 0,01953 | 0,06884 | -0,00632
41|Nikaragua -0,03271 | 0,00594 | 0,02204 | -0,00246
42|Norveg 0,00138 | -0,00013 | 0,0003 | -0,00066
43|Pakistan 0,00746 | 0,00392 | -0,0146 | -0,00403
44[Paraguay 0,01613 | -0,00335 | -0,00938 | 0,00067
45[Polonya -0,09284 0,13777
46|Portekiz 1000203 | -0,0001 | -0,00284 | 0,0025
47|Romanya 0,09724 | 0,00392 | -0,04545 | -0,01104
48|Suudi Arabistan S84 | -0,11159 | -0,19895 | 0,05981
49(Seychelles -0,19689 | 0,03539 | 0,13331 | -0,01417
50[ispanya 0,03173 | 0,09581 | -0,02685 | -0,01944
51[St. Lucia -0,07928 | 0,07792 | -0,08452 | 0,04436
52|Sudan 0,21536 | -0,05259 | -0,11354 | 0,00719
53|Tanzania 0,03119 | -0,02665 | 0,02664 | -0,01532
54|Trinidad ve Tobago | -0,14433 | 0,02984 | 0,08847 | -0,00711
55(Tunisia -0,00161 | 0,01247 | -0,02962 | 0,01125
56[Tiirkiye 0,07134 | -0,13605 | -0,1075 | 0,08549
57|Ukrayna 0,0455 0,021 | -0,0245 | -0,01312
58(Britanya 0,07374 | 0,04531 | -0,05145 | 0,01678
59|Uruguay 0,02334 | 0,04622 | -0,13758 | 0,04561
60[Venezuella 0,14081 | -0,03778 | -0,05914 | 0,00628

Degerler incelendiginde 26 Hindistan,29 Italya, 31 Japonya ve 45 Polonya iilkelerine ait

verilerin 2/ \/6—0 =0,258 kesim noktasiu agtiklanm dolayisiyla mkn (tarimsal
makine,trakior,techizat sayis1) degigkenine ait katsay: tizerinde etkili olduklarini gormekteyiz.
Bu iilkelerden Italya ve Polonya’min etkileri negatif yondedir. 17 Misir, 26 Hindistan, 27
Endonezya ve 34 Kore iilkelerinin ith (tarimsal hammadde ithalat) degiskenine iligkin
katsaymnmn iizerinde etkili olduklar1 goriilmektedir. Bu iilkeler arasinda Endonezya en etkili
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iilke konumundadir. 26 Hindistan, 31 Japonya, ve 45 Polonya iilkelerinin giib (kilometre kare
bagina giibre tiikketimi) degigkenine iligkin katsay: {izerinde etkili olduklar1 goriilmektedir.
Hindistan ve Japonya bu katsay1 iizerinde negatif yonde etki yapmaktadir.

Sapan degerlerin katsayilar tizerindeki etkileri genel olarak degerlendirildifinde 26 Hindistan,
27 Endonezya, 31 Japonya, 45 Polonya iilkelerinin etkili veri noktalart olduklari
goriilmektedir. Bu iilkeler aym zamanda yiiksek kaldira¢ etkisine sahip iilkelerdir. Bu

verilerden herhangi birinin silinmesinin katsayilar1 6nemli 6l¢tide degistirecegi sdylenebilir.

10.6 Kovaryans Matrisi Uzerindeki Etkili Degerler

COVRATIO oram i.inci satirin silinmesinden sonra kalan verilerle tahmin edilen kovaryans
matrisinin determinantinin tlim verilere dayanarak elde edilen kovaryans matrisinin
determinantina oramidir. Bu deger dolayisiyla tahmin edilen genellestirilmis varyanslarm
oranidir. O halde bu deger i.inci g6zlemin silinmesinin katsay: tahminleri fizerindeki etkisini

belirlemede kullanilabilir.

Birden biiyiik COVRATIO degerleri , ilgili gozlemin eksikliginin etkinlifi bozdugunu
gosterir. 1+3(p/n) araliinin digmna diisen COVRATIO degerleri aykiri degerler olarak
tamimlanir.

Cizelge 10.3 COVRATIO degerleri

COVRATIO
1|Arnavutiuk 1,1068
2|Avustralya 1,01991
3|Azerbeycan 1,08291
4|Banglades 0
5[Barbados 0,96651
6|Belarus ' 1,03413
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Cizelge 10.3’iin Devam

COVRATIO

7[Bolivya 1,08983

8|Botsvana 1,05314

9|Brezilya
10{Bulgaristan 1,09928
11{Sili 1,0252
12{Cote d'Ivoire 1,07894
13{Hirvatistan 1,09528
14|Cek Cumhuriyeti 1,09098
15{Dominik Cum. 0,95841
16|Ekvator 1,09505
17{Musir Arap Emirligi. 1,01764
18|El Salvador Cum. 1,08282
19(Estonya 0,93593
20{Habegistan 1,07702
21|{Giircistan 1,11113
22|Almanya 1,15901
23|Gana 1,0982
24|Gine 1,09278
25|Macaristan 1,09696
26|Hindistan 2118
27|Endonezya
28(irlanda 1,10331
29|italya iz 4
30{Jamaika 1,06692
31|Japonya : 31
32|Kazakistan 1,10232
33|Kenya 1,09572
34|Kore
35|Malavi 1,06157
36|Malezya 1,00123
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Cizelge 10.3’iin Devami

COVRATIO
37|Mauritius 0,99215
38|Meksika
39[Mozambik 1,09089
40|Namibia 1,09017
4]|Nikaragua 1,11487
42|Norveg 1,09509
43|Pakistan 1,15975
44|Paraguay 1,10709
45{Polonya
46[Portekiz 1,00761
47/Romanya 1,05129
48|Suudi Arabistan
49|Seychelles 1,04066
50(Ispanya 1,12108
51|St. Lucia 0,92517
52|Sudan 0,96352
53|Tanzania 1,07519
54|Trinidad ve Tobago 1,05939
55|Tunisia 1,10358
56|Tiirkiye 1,15986
57|Ukrayna 1,08905
58|Britanya 1,06969
59(Uruguay 1,05415
60[Venezuella 1,01112

Uygulamamizda COVRATIO degerleri

1,199 ve 0,8 aralifinin diginda kalan {ilkeler: 4
Banglades, 9 Brezilya, 26 Hindistan, 27 Endonezya, 29 Italya, 31 Japonya, 34 Kore, 38
Meksika,5 Polonya ve 48 Suudi Arabistan’dir. Burada 9 Brezilya’nin &nceden incelenen
diagnostiklerde etkili tilke olarak belirlenmedigine dikkat edilmektedir. Diger yandan gogu

iilke diger diagnostiklerde etkili degerler olarak belirlenmistir.
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iinci gozlemin silinmesinin varyansin 52 veya (X T x )_1 ’in elemanlart ya da her ikisi
iizerinde biiyiik degisiklik yaratmasi durumunda COVRATIO igin i.inci gézlem sapan deger
olarak belirlenebilir. Dolayisiyla 26 Hindistan,31 Japonya,45 Polonya yiiksek kaldirag etkisi
ve biiyiik kalint1 degerinden dolay1 sapan deger olarak belirlenmistir. 27 Endonezya, 29 Italya
ve 4 Banglades yiiksek kaldira¢ etkisine sahiptirler. 34 Kore, 38 Meksika ve 48 Suudi
Arabistan yiiksek kalinti degerlerine sahiptirler. Bu {ilkelerin COVRATIO degerlerinin
simirlarin diginda ¢ikmasi bu sebeplerden dolay: olabilir. Fakat 9 Brezilya ne yiiksek kaldirag
etkisine sahiptir ne de yiiksek kalint1 degerine. Bundan dolay1 COVRATIO diagnostik dl¢iisii
kaldirag etkisi ve kalinti degerleri bilgilerini birlestirdigi gibi yeni etkili noktalarin yerini
kesin olarak belirtmektedir. Buradan COVRATIO’nun ayrintili bir diagnostik &lgii degerine
sahip oldugu sonucuna varilmaktadir.

10.7 Ongorii Degerleri Uzerindeki Etkili Veriler ,Cook, Mahalanobis Uzakliklar

iinci gbzlemin silinmesinin tekil bir Ongodriide yarathigi degisim degerleri (DFFITS)
asagidaki gibidir.

Cizelge 10.4 DFFITS,Cook,Mahalanobis degerleri

DFFITS | COOK |MAHALANOBIS
1|Arnavutluk -0,01979 0,0001 0,77884
2|Avustralya 0,22317}  0,01239 1,25136
3|Azerbeycan -0,06673| 0,00113 0,30432
4|Banglades 0,08248( 0,00173 13,09729
5|Barbados -0,2108; 0,01095 0,42254
6(Belarus -0,13335| 0,00446 0,25721
7|Bolivya -0,04801| 0,00059 0,27816
8/Botsvana -0,15027]  0,00567 0,82886
9|Brezilya 0,00854( 0,00002 7,33371
10{Bulgaristan -0,00805| 0,00002 0,34561
11{Sili 0,15811f 0,00625 0,45844
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Cizelge 10.4’tin Devam

25

Macaristan

DFFITS | COOK [MAHALANOBIS

12|Cote d'Ivoire 0,09519] 0,00229 0,61604
13|Hirvatistan -0,03002( 0,00023 0,29448
14|Cek Cumhuriyeti -0,02971]  0,00022 0,09491
15{Dominik Cum. -0,20384| 0,01022 0,27662
16{Ekvator -0,03181] 0,00026 0,30228
17|Misir Arap Emirligi. 0,44369| 0,04831 4,188
18|El Salvador Cum. -0,08539| 0,00185 0,58244
19|Estonya -0,3042] 0,02255 1,15374
20{Habesistan 0,0997| 0,00251 0,63089
21|Giircistan -0,04972| 0,00063 1,21377
22]|Almanya 0,08612] 0,00188 3,65135
23]Gana -0,00031 0 0,2772 '
24|Gine -0,05969 0,0009 0,55084

-0,02459( 0,00015 0,32412

Endonezya

28|irlanda 0,03412 0,0003 0,70896
29(italya -0,47965| 0,05786 14,18941
30{Jamaika -0,09726| 0,00239 0,33723
31|Japonya

32[Kazakistan 0,03919] 0,00039 0,70992
33[(Kenya -0,03193| 0,00026 0,33408
34[Kore 0,457411 0,04786 0,94094
35|Malavi -0,10085| 0,00257 0,27316
36{Malezya 0,18988| 0,00896 0,54885
37|Mauritius -0,19593( 0,00952 0,51572
38|Meksika 0,48544| 0,05182 0,5779

39{Mozambik -0,05533] 0,00078 0,41872
40{Namibia -0,10745( 0,00292 1,14144
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Cizelge 10.4’{in Devami1

DFFITS | COOK |[MAHALANOBIS

41[Nikaragua -0,03317|  0,00028 1,25589
42[Norveg 0,0027 0 0,1148
43 [Pakistan -0,01881] 0,00009 3,35959
44|Paraguay 0,01691|  0,00007 0,77977
45|Polonya éﬁ 7,70706
46[Portekiz :6,(;777 0,00065 0,25784
47|Romanya 0,11401f 0,00327 0,26601
48[Suudi Arabistan 0,38404| 0,03438 0,68807
49|Seychelles -0,19946| 0,00995 1,291

50|ispanya 0,12228| 0,00379 2,44259
51|st. Lucia -0,24628( 0,01478 0,4421

52(Sudan 0,2321] 0,01325 0,63026
53|Tanzania 0,08699 0,00191 0,38689
54|Trinidad ve Tobago -0,14928; 0,00561 0,94661
55|Tunisia -0,0493|  0,00062 0,87096
56|Tirkiye -0,19971|  0,01009 4,78588
57|Ukrayna 0,06001f 0,00091 0,41582
58|Britanya 0,11631] 0,00341 0,69237
59|Uruguay 0,19194}  0,00923 1,45798
60(Venezuella 0,16308| 0,00663 0,33652

DFFITS degerlerine gore 26 Hindistan, 27 Endonezya, 45 Polonya ve 31 Japonya etkili
iilkeler olarak belirlenmistir.

Cook mesafesi i.inci g6zlemin biitiin ngorii degerleri lizerindeki etkisini Slgen bir diagnostik
aractir. Bu 6l¢ii sadece bagimli degisken iizerindeki sapan degerleri degil aym zamanda
bagimsiz degisken seti lizerindeki sapan degerleri gosterir. Cook ve Weisberg birden biiylik
Cook mesafesinin biiyiik olarak dikkate alinabilecegini ifade etmiglerdir.
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Chatterjee ve Hadi’ye gore Cook mesafesi 4/n-p degerini agan gézlemler etkili degerlerdir. Bu
kritere gore 4/60-4=0,0714 degeri sinir degeridir. 26,27,31,45 gozlemleri Cook mesafesine
gore etkili gbzlemlerdir.

Uygulamamizda sadece 26 Hindistan’a ait Cook mesafesi 1°i agmugtir. Eger bir gbzlem
bagimli degisken tizerinde anlamli bir sapan deger ise fakat Cook mesafesi <1 ise bu noktay:
silmeye gerek yoktur ¢iinkii regresyon analizi {izerinde 6nemli bir etkisi olmayacaktir.

Mabhalanobis uzaklif: i.inci gézlemin bagimsiz degisken degerlerinin merkezinden ne kadar
uzaga distligiinii gostermektedir. Biiylikk bir uzaklik s6z konusu gozlemin bagimsiz
degiskenler lizerinde sapan deger olduBunu gosterir. Mahalanobis uzaklhiimin biytkliigu
konusunda kritik deger Barnett&Lewis, 1978 tarafindan hazirlanan tablo aracilifiyla
belirlenebilir.* n=50 ve p-1=3 igin tablo degeri 14,18. n=60 icin tablo degeri
bulunmamaktadir. Fakat n=5’den sonraki degerler artmaktadir. Dolayisiyla 14.18 degeri
minimum uzaklik olarak diisliniilmiistiir.

Uygulamamizda Mahalanobis degerleri kiigtikten biiylife dogru siralanarak uzakliklar
incelenmistir. En uzak degerin 26 Hindistan’dir ve ardindan sirasiyla 27 Endonezya ve 31
Japonya’nin gelmektedir.

ARA SONUC: 26 Hindistan yiiksek kaldirag etkisine sahiptir ve biitiin katsayilarin tizerinde
anlamh bir etkisi bulunmaktadir. Bu iilke potansiyel bir etkili veri olarak diigtiniilebilir ve
ciddi problemlere sebep olacag: sOylenilebilir. Sirasiyla 31 Japonya, 27 Endonezya ve 45
Polonya’'min da potansiyel etkili iilkeler olduklar1 ve regresyon analizinin sonuglarim
degistirdikleri soylenebilir. Yukaridaki uygulamadan aym: zamanda biitiin yiikksek kaldirag
etkisine sahip {ilkelerin ayn1 zamanda tahmin edilen katsayilar veya ongoériiler {izerinde etkili

olmadiklar1 goriilebilir: 4 Banglades.

* Tablo igin Bkz Ek.2
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10.8 Kismi Regresyon Diyagramlar

Yukarida bahsedilen diagnostik teknikler ¢ofu zaman etkili gézlemleri belirlemede tatmin
edici olabilirken her zaman bagarili olmayabilirler. Etkili bir sapan degerin etkisi diger bir
sapan deger tarafindan maskelenebilir. Dolayisiyla gozlemlerin alt gruplanmn potansiyel
etkilerinin incelenmesi i¢in, diger bir deyisle ¢oklu sapan degerlerin belirlenebilmesi i¢in
teknikler gelistirilmigtir. Bu diagnostik ol¢lilerde Oncelikle bu alt gruplarn belirlenmesi
gerekmektedir. Bu belirlemede kismi kalint1 diyagramlari ve tekil diagnostik olgiilerden elde
edilen sonuglar yardimci olabilir. Asagida uygulamamiza iligkin kismi regresyon diyagramlari
yer almaktadir.

mkn kasmi regresyon divagram
200000
150000 531
F i)
k=] 100000
e
3
=
|
2
g -100 -500 500000 1000000 1500000 2000000
o -
o 26
100000

e{ mkn/gtib,ith)

Sekil 10.2 mkn degiskeni kismi regresyon diyagrami

Yukarida tarimsal makine, traktortechizat sayisi degiskeninin (mkn) kismi regresyon
diyagramu goriilmektedir. Bu diyagramdan bu defigken tizerinde etkili olan gdzlemler
incelenebilir. 31 Japonya mkn degiskenine iligkin egimi arttirmaktadir. Diger g6zlemlerden
olduk¢a uzaktadir. 31 Japonya’mmn etkisi 29 Italya’min etkisini maskelemis olabilir. 45
Polonya da bu degisken igin sapan deger durumundadir. 26 Hindistan degiskene ait egimi
arttirict y6nde etki yapmaktadir. 26 regresyon dogrusunun basglangic noktasii asagiya
cekmekte, 31 ise yukariya kaldirmaktadir. Dolayisiyla 26 ve 31 birlikte mkn degiskeninin
egimini arttirmaktadir.

Buradan elde edilen sonuglar tekil satir diagnostiklerinde elde edilen DFBETAS ol¢tisii ile
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ayni sonuglardir.

giib lasmi regresyon diyagram

450000

100000 » 26

-10000000 5000000 10000000 1500p0Co

e{ ktrmladgr/mienteltr trenhimith)

450000

e gib /rakntrictr trbrnith)

Sekil 10.3 giib degigkeni kismi regresyon diyagrami

Tarimsal giibre tilketimi degigkenine (giib) iligkin kismi regresyon diyagrami yukaridaki
gibidir. Diyagramda 9,26,29,31 ve 45 gbzlemlerinin sapan degerler olduklan goriilmektedir.
Tekil satir etkilerinde giib degiskenine ait DFBETAS olgiistine goére 26,31 ve 45 iilkeleri
sapan degerler olarak goriilmekteydi. Burada yukarida bahsedilen bir sapan degerin, diger bir
sapan degerin etkisini maskelemesi durumu s6z konusudur. 9°un etkisi 26 tarafindan, 29’un
etkisi 31 ve 45 tarafindan maskelenmistir. Dolayisiyla tekil analizde bu degerler sapan
degerler olarak goriinmemektedir.
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ith kasmi regresyon diyagram

A00000

80000 o34 .

48'60000 ] al?
.40000 4"

. .'-:@00- »
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R 9:...’,253'?‘ . 1" 3 4 5 :

|
[ '-473000 . '
-50000 4

5,

-
20000

e ktkdgr/mlan, glib)

e(ith/raken,gtib)

Sekil 10.4 ith degiskeni kismi regresyon diyagrami

Tarimsal hammadde ithalati degiskenine (ith) iliskin kismi regresyon diyagrami
incelendiginde 4’iin etkisinin 27 tarafindan maskelendigi ; 27,4,17,34,38 ve 48 verilerinin
regresyon dogrusunu yukariya dogru g¢ekerek 45’in etkisini maskeledigi goriilmektedir.
Dolayisiyla tekil satir etkileri incelenirken 45 s6z konusu degigken igin etkili bir deger olarak
goriilmemektedir.

10.9 Coklu Satir Etkileri

Coklu satir tekniklerine gegilmeden Once potansiyel olarak etkili olan gozlemlerin
belirlenmesi gerekmektedir. Onceki tekil satir tekniklerinden yararlamlarak belirlenen
gbzlemler ve kismi regresyon diyagramlarinda belirlenen gézlemlerin olusturdugu potansiyel
etkili noktalar agagidaki gibidir:
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Cizelge 10.5 Etkili veri kiimesi

Gézlem Siras1 | Ulkeler
4 Banglades
9 Brezilya
17 Misir
26 Hindistan
27 Endonezya
29 Italya
31 Japonya
34 Kore
38 Meksika
45 Polonya
48 Suudi Arabistan

Tekil satir etkilerinde izlenen siire¢ gibi, bir goézlemin etkili olup olmadifini incelemek
amaciyla o satinn silinmesinin kalintilar, katsayilar, 6ngorli degerleri, kovaryans matrisi
{izerindeki etkileri incelenecektir. Burada m=1,2,... birimden olusgan alt gruplar belirlenecektir.
Ardindan bu alt gruplara iliskin gelistirilen gesitli diagnostik Slgiiler hesaplanacak ve s6z
konusu alt gruplarin etkili olup olmadig1 degerlendirilecektir.

MDFFIT igin olusturulan tablo agagidaki gibidir. Bu tabloda aym zamanda her bir alt grup
biiytikliigii i¢in gézlemlerin o grubun en biiylik MDFFIT degerine yiizdesi almmistir. Bu
yiizdelikler diyagramlarda belli g6zlemlerin olusturduklar1 gruplar1 kalan gruplardan ayiran
bir gdsterge durumundadir. Omegin m=1 icin 26 ve 31 belirgin bir sekilde kalanlardan ayn
goriilmektedir. m=2 i¢in 9,26 ve 26,31 ikililerinin kalan ikili gruplardan ayrildig: goriilebilir.
m=3 i¢in 9,26,31 gozlemlerinin olusturdugu alt grup digerlerinden belirgin bir sekilde
farklidir. MDFFIT goklu satir silinmesinin 6ngdrii lizerindeki etkisini ifade ettiginden bu grup
diger gruplardan daha etkilidir. Diger olusturulan alt gruplar bu gruba oranla analizi etkileyen

Geokos

gruplar olarak degerlendirilmemektedir. m=4 ve m=5 i¢in etkili alt gruplar simgesiyle

belirtilmistir.
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Cizelge 10.6 MDFFIT degerleri

m alt kiime MDFFIT En Biiyiik Degere
Oram
26* 25,93 1,000*
29 1,227 0,047
1 31 11,87 0,458
34 1,327 0,051
45 7,93 0,306
4,27 7,522 0,110
26,31* 51,52 0,751*
2 29,31 8,499 0,124
26,9% 68,57 1,000*
29,45 20,08 0,293
9,26,31* 114,7 1,000*
4,17,27 23,46 0,205
3 34,38,45 7,609 0,066
17,27,34 24,09 0,210
29,31,45 10,363 0,003
26,29,31,45 31,27 0,253
9,26,29,31* 123,8 1,000*
4 4,17,27,34 44,97 0,363
22,50,29,31 19,54 0,158
9,26,31,45* 04,16 0,761*
26,27,31,45 31,01 0,250
5 9,26,29,31,45* 91,99 1,000*
4,17,27,34,45* 64,82 0,705*

Bu durumda etkisi maskelenen gézlemlerin belirlenebilmesi amaciyla bir ¢ok gézlemin
etkisini maskeledigi diigliniilen 26 Hindistan veri setinden diglanarak olusturulan yeni
modelde studentize 6ngorii kalintilari, kaldirag degerleri ve DFFITS degerleri asagidaki
gibidir:
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Cizelge 10.7 26 Hindistan gézleminin diglanmas: halinde diagnostik dlgtiler

sira|  Olkeler  |st.ong.kalmtis1| kaldirag | DFFITS | DFBETAS | DFBETAS |DFBETAS
(mkn) (ith) (giib)

4 [Banglades 0,05082 0,02859 | -0,00786 | 0,02619 | 0,0011

P e _ 1 1

17 |Mistr, Arap Emr. 134637 | 0074 | 042585 | -0,1353 0,06482

27 |Endonezya 0,94699 -0,23391 0,1748

29 [italya -0,66662 -0,39731 -0,10396 | 0,14315

31 |Japonya R3] 7636 0,1637

34 [Kore 2,60298 0,01572 | 0,47838 | -0,01989

38 [Meksika 0,0326

45 |Polonya 0,1306 i 0,13109

48 [Suudi Arabistan 001147 | 039448 | -0,11551 | -0205 | 0,04863

26 verisinin silinmesinin ardindan diagnostik degerler tekrar incelendiginde belirgin
farklihklar goriilmektedir. Oncelikle goze carpan 9 Brezilya verisidir. 9 verisine ait studentize
Ongdrii kalintis1  0,02108 iken 26 silindikten sonra bu kalinti deferi -2,62496’a,
+ 2 sinirlarinin digina diigmiistiir. Kaldirag degerleri incelendiginde de Brezilya’nin kaldirag
degerinin ylikseldigi ve simir degeri olan 2p/n=0,135 degerini agtifi goriilmektedir. Aym
durum DFFITS diagnostik ol¢iisii i¢in de gegerlidir. 9 verisine ait DFFITS degeri 0,00854
iken 26 verisi silindikten sonra -3,4832 olmugtur. Bu deger mutlak olarak kesim noktasi
degeri olan 2\/% =(,5207 dederini agmugtir. Yukarida g6riildiigli gibi 26 verisi 9 verisinin
etkisini maskelemistir. Bu durum katsayilarin duyarliliklan incelendiginde de goriilmektedir.
9 verisi higbir degisken tizerinde etkili gériinmezken bu durumda oldukga etkili konumdadir.
Soyle ki, mkn degigkeni iizerindeki etkisi (DFBETAS) mutlak olarak 0,00001°den 0,9922’a;
ith degiskeni {izerindeki etkisi —0,00379’dan 1,20271’e; giib degiskeni lizerindeki etkisi
0,00667°den  -3,31442°c¢ yikselmistirr En biiylik etkisi giib degiskeni {izerinde
goziikkmektedir. Bu durum kismi kalint1 diyagramindan da agikg¢a goriilebilir.
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26 verisi 9 verisinin etkisini maskeledigi gibi 38 verisinin de etkisini maskelemektedir. Bu
maskeleme 9 verisi kadar biiyilkk degildir. 26 verisinin silinmesinden sonra 38 verisi DFFITS
simir degerini agmustir. Katsayilar tizerindeki etkileri incelendifinde 26’nin silinmesinden
sonra 38 verisinin ith degigkeni tizerindeki etkisi 0,17491°den 0,44573’e; giib degiskeni
{izerindeki etkisinin —0,25735°den —0,30097"ye degistigi goriilmektedir.

38 verisinin etkisinin, daha ¢ok ith degigskeninde 26 tarafindan maskelendigi kismi kalinti
diyagramindan da gériilmektedir.

Buradan etkili bir g6zlemin diger etkili gézlemlere iliskin diagnostik Slgiileri nasil etkiledigi
goriilmektedir.

Benzer sekilde 31 wverisi silindifinde de belirgin olmasa da bazi farkliliklar ortaya
¢ikmaktadir. COVRATIO degerlerinde 31 silinmeden Once etkili veri durumunda
bulunmayan 56 Tiirkiye, 31 verisinin silinmesinin ardindan etkili veri haline gelmistir.

COVRATIO i¢in ¢oklu satir istatistikleri agagidaki gibi hesaplanmigtir:

Cizelge 10.8 Coklu satirlarla maksimum COVRATIO degerleri

m Gozlemler Biyiik Maksimuma
COVRATIO Oranlari
26 4,211 1,000
27 1,3948 0,331
1 4 1,409 0,335
29 1,3789 0,327
31 1,315 0,312
9 1,251 0,297
26,9 7,744 0,977
2 26,31 4,752 0,600
29,31 7,924 1,000
26,29,31 8,674 0,399
3 26,9,31 6,180 0,284
26,27,4 21,767 1,000
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29,31 verilerinin yiikksek COVRATIO degerleri bu gézlemlerin kovaryans matrisi {izerinde
oldukga biiyiik etkilerinin oldugunu gostermektedir. 26,9 degerlerinin de kovaryans matrisi
iizerinde 6nemli bir etkiye sahip oldugu s6ylenilebilir.

Cizelge 10.9 Coklu satirlarla minimum COVRATIO degerleri

m Gozlemler Kiigiik Minimuma Oranlar1
COVRATIO
34 0,724 1,178
1 38 0,615 1,000
45 0,714 1,161
48 0,778 1,265
38,45 0,404 1,000
2 34,38 0,415 1,026
38,48 0,443 1,097
34,38,45 0,224 1,000
3 38,45,48 0,268 1,200
34,45,48 0,336 1,499
34,38,48 0,273 1,220

Kiigiik COVRATIO degerleri bu go6zlemlerin herhangi bir yeni bilgi saglamadigim
gostermektedir. Dolayisiyla 38,45 g6zlemlerinin yeni bir bilgi saglamadig kalan veri setiyle
uyum iginde oldugu sdylenilebilir.
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11. SONUCLAR VE ONERILER

Uygulamamz 271 iilke arasindan tabakali 6rnekleme yoluyla segilen 60 iilke iizerine
yapilmigtir. Tabakalar Birlegmis Milletlerin tasnifine gore az gelismis, gelismekte olan ve
gelismis iilkeler olarak belirlenmigtir.

Ulkelerin tarim verilerine En Kiigiik Kareler Yontemi kullanilarak dogrusal regresyon modeli
Ongoriilmiis ve anlaml sonuglar elde edilmigtir.

Bu veri seti tizerinde sapan ve etkili veriler belirlenmigtir. Sapan degerlerin belirlenmesi
amaciyla kalinti diyagramlar1 kullanilmigtir. Uygulamada deginilen diagnostik teknikler her
bir degisken siitununu, sapan gézlemler ¢gikarildiktan sonra tek tek inceleme yolundan daha
etkilidir. Oregin giib degiskeninde 9 verisi sapan bir deger oldugu halde diger katsayilar
{izerinde bu verinin etkili oldugunu belirten bir sonug yoktur. Ustelik diyagramlarda ortaya
¢ikmadigi halde tekil satir tekniklerinde 6rnegin ith degiskeni igin 17 verisi sapan deger
olarak ortaya ¢ikmusgtir.

Etkili gézlemlerin belirlenmesi amaciyla dncelikle tekil satir silinmesine dayal teshis Slgtileri
kullamlmis ve sonuglar yorumlanmistir. Bu veriler arasinda 26. sirada bulunan Hindistan
giiclii bir sapan degerdir.

Tekil ve ¢oklu satir teknikleriyle Hindistan’in yam sira Japonya,Endonezya,
Brezilya,Banglades, Meksika,Polonya,Italya, Mistr,Kore ve Suudi Arabistan’in sapan degerler
olarak belirlenmiglerdir. Bu gozlemlerin bazilann farkli degiskenler tizerinde etkili
g6zlemlerken bazilart ise Hindistan gibi biitiin degiskenler izerinde etkili g6zlemlerdir.

Hindistan verisi tahmin ve cikarsama siireclerini etkilemektedir. Bunun yam sira veri
setindeki diger bazi sapan gézlemlerin etkisini maskelemektedir. Ornegin giib degiskeni i¢in 9
verisi tekil satir teknikleriyle sapan deger olarak belirlenmemigtir. Kismi regresyon
diyagramindan 9 verisinin etkisinin 26 tarafindan gizlendigi dolayisiyla belirlenemedigi
gorillmektedir. Kismi regresyon diyagramlarmin diginda 26 verisinin modelden
diglanmasindan sonra hesaplanan diagnostik Olgliler bu verinin etkisinin gizlendigini

dogrulamaktadir. Uygulamamizda s6z konusu verinin diglanmasinin ardindan elde edilen
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sonuglara deginilmisgtir.

Bu iilkenin sapan ve etkili bir deger olarak ortaya ¢ikmasindaki sebep bu iilkenin bir tarim
tilkesi olmasidir. Ulkenin son 20 yil boyunca tarmdaki performans:1 olduk¢a basarihidir.
Tarimda gelismis teknoloji kullaniminda lider olan bu iilke hububat {iretiminde kendine yeten
ve bazi tarimsal {irlinlerin Giretiminde diinyada lider iilke konumundadir. Dolayisiyla bagimsiz
degiskenlerimizden biri olan tarimsal tiriinlerin ithalati, tilkenin toplam ithalati i¢cinde oldukga
kiiciik bir ylizdeyi kapsamaktadir. Hindistan’in giibre tiiketimi yillar boyunca siirekli
artmaktadir. Gida iirtinlerinde giibre tiiketimi 1980-81°den 1999-2000’e yaklagik ti¢ katindan
fazla artmigtir. Bu gecen siire iginde Hindistan sulama kanallarimi gelistirmis ve yaymugtir.
Dolayisiyla giibre tiiketimi kalibinda biiylik bir degisim gergeklesmistir.

Ulkenin ekilebilir arazi oram diger filkelerin {izerindedir. Dolayistyla model kurma safhasinda
bagimsiz degiskenlerin segilmesi agsamasinda ekilebilir arazi oram1 bagimsiz degisken olarak
ele alinmamugtir. Ekilebilir arazi oram bagimsiz degisken olarak seg¢ildiginde bu degigskenin
katsayis1 negatif olarak hesaplanmaktadir. Benzer bir durum tarimsal niifusun toplam niifus
icindeki pay1 igin de gecerlidir. S6z konusu degiskenler tarimsal katma deger lizerinde pozitif
etkisi olan degiskenlerdir. Sapan degerlerin etkisiyle bu degiskenlerin isareti negatif
¢ikmaktadir.

Hindistan ve diger sapan degerlere iligkin veriler hesaplama veya kayit hatasindan
kaynaklanmamaktadir. Veriler Diinya Bankasi’ndan alinmigtir.

Sonu¢ olarak uygulamamizda veri setindeki sapan ve etkili gbzlemler belirlenerek bu
gézlemlerin tahmin edilen katsayilar, 6ngorii degerleri, kalintilar, ve katsayilarin tahmin

edilen varyans kovaryans yapis: {izerindeki etkileri incelenmistir.

ONERI

Bir sapan degerle karsilagildiginda ilk siiphelenilmesi gereken bu gézlemin bir hata veya diger
digsal etkilerden dolay1 sonuglandifi dolayisiyla diger gézlemlerden ayri bir yerde
bulundugudur. En kii¢iik kareler yonteminde sapma kareleri toplami minimize edildiginden
Ongoriilen dogru sapan degere dogru kaydirlabilir. Bu durum, sapan deger gercekten bir
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yanhstan veya diger digsal sebeplerden kaynaklamiyorsa yanlis 6ngoriiye sebep olur. Ornegin
bir katsay1 pozitif olmasi gerekirken negatif tahmin edilebilir. Diger yandan bu gibi veriler
genellikle tahminin etkinligini etkileyebilecek yararl bilgiler igerirler. Bu faydali durumuna
ragmen bu aykir1 noktalar1 ayirmak ve hangi parametre tahminlerinin bu veri setinden daha

¢ok etkilendigine karar vermek yapici bir ¢6ztimdiir.

Herhangi bir sapan degeri diglamak icin bagvurulmasi gereken giivenli bir yol; bu sapan -
degerin bir kayit hatasindan, yanls hesaplamadan veya benzer tiir hatalardan, durumlardan
olduguna dair bir kanit varsa sapan degerin diglanmasidir.

Uygulamamiz i¢in Hindistan’in ve difer sapan gozlemlerin diglanmamasi gerektigini
savunmaktayim. Bu gozlemlere iligkin herhangi bir kayit hatasi veya diger digsal sebepler
bulunmadigindan s6z konusu gézlemlerin anlamli bilgiler icerdikleri sonucu dogmaktadir.
Bagimsiz degiskenler ayri ayr incelendiginde her biri tizerindeki sapan gozlemlerin anlamli
oldugu goriilmektedir. Ornegin tarimda kullanilan makine teghizat degiskenine iligkin sapan
gozlemler incelendiginde bu goézlemlerin Japonya gibi tarimda gelismis teknolojiyi kullanan
iilkeler olduklar1 goriilmektedir. Bu {ilkelerin veri setinden ¢ikarilmasi halinde ortalama bir
iligki belirlenebilir fakat teknolojik gelismenin bu degisken tlizerinde Snemli etkisi oldugu

sonucu elde edilemez.
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EKLER
EK 1 Ulkelerin Tarim Verileri
tkdgr ktkdgr mkn ith giib
1{Arnavutluk 9,99E+08 31600 7947 0,863974 | 18700
2|Avustralya 1,28E+10 | 113000 | 315000 | 1,06814 | 2463000
3|Azerbeycan 8,47E+08 29100 30093 | 1,428353 11900
4{Banglades 1,09E+10 | 104000 5530 6,522537 | 1354800
5|Barbados 1,24E+08 11100 585 2,276763 3000
6{Belarus 1,28E+09 35800 67070 | 2,326596 | 780000
7|Bolivya 1,06E+09 32600 6000 1,626176 | 12119
8/Botsvana 1,32E+08 11500 6000 0,822524 4600
9|Brezilya 2,76E+10 | 166000 | 806000 | 1,376757 | 6773000
10(Bulgaristan 1,62E+09 40200 25000 | 1,346979 | 156630
11]Sili 5,18E+09 72000 54000 | 1,160951 | 481000
12|Cote d'Ivoire 2,66E+09 51600 3800 1,030112 | 62500
13|Hirvatistan 1,39E+09 37300 2386 1,558582 | 215200
14|Cek Cumbhuriyeti 2,28E+09 47700 94778 1,87574 | 394717
15{Dominik Cum. 39400000 6280 90 1,840285 3000
16|Ekvator 1,89E+09 43500 14700 | 2,169568 | 230600
17[Misir Arap Emirligi. [1,55E+10 | 124000 89527 | 4,543308 | 1307296
18(El Salvador Cum. 1,30E+09 36100 3430 2,520439 | 73174
19|Estonya 2,84E+08 16900 55564 | 3,062953 | 42218
20(Habesistan 2,80E+09 52900 3000 1,020359 | 134913
21|Giircistan 6,62E+08 25700 17100 | 0,529996 | 42000
22|Almanya 2,10E+10 | 145000 | 1030800 | 1,72679 | 2612317
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EK 1’in Devami

tkdgr ktkdgr mkn ith giib
23|Gana 1,91E+09 43700 3600 1,912884 | 10200
24|Gine 6,96E+08 26400 542 1,109374 3200
25{Macaristan 1,92E+09 43800 113500 | 1,236301 | 323162
26|Hindistan 1,09E+11 | 330000 { 1525000 | 4,128088 | 1,74E+07
27|Endonezya 2,40E+10 | 155000 70000 | 7,420155 | 2523600
28|Irlanda 3,17E+09 56300 167000 | 0,85742 | 572980
29|italya 2,76E+10 | 166000 | 1650000 | 3,697495 | 1681000
30[Jamaika 4,98E+08 22300 3080 1,448186 | 11700
31{Japonya 5,74E+10 | 240000 | 2028000 | 2,767179 | 1354000
32|Kazakistan 1,93E+09 43900 49000 0,88161 50400
33|Kenya 1,83E+09 42800 12568 | 2,206419 | 144642
34{Kore 1,92E+10 | 139000 | 201089 | 3,17837 | 716700
35{Malavi 5,57E+08 23600 1430 1,710833 | 22756
36{Malezya 7,11E+09 84300 43300 | 1,335611 | 1130717
37[Mauritius 2,66E+08 16300 370 2,422371 | 37200
38{Meksika 2,34E+10 | 153000 | 324890 | 1,302111 | 1869692
39|Mozambik 8,29E+08 28800 5750 1,280128 | 24900
40(Namibia 2,82E+08 16800 3150 0,588156 300
41|Nikaragua 7,11E+08 26700 2700 0,514129 | 22715
42[Norveg 3,07E+09 55400 133000 | 1,994653 | 191000
43 |Pakistan 1,37E+10 | 117000 | 320500 | 4,376097 | 2923320
44|Paraguay 1,46E+09 38200 16500 | 0,854234 | 66800
45|Polonya 6,04E+09 77700 1308500 | 1,933423 | 1557000
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EK 1’in Devami

tkdgr ktkdgr mkn ith giib

46[Portekiz 3,56E+09 59700 169000 | 2,382205 | 228000
47|Romanya 5,32E+09 72900 164221 | 1,305144 | 327469
48[Suudi Arabistan 9,53E+09 97600 9925 0,985617 | 383760
49(Seychelles 17600000 4200 40 0,492531 20
50|ispanya 1,88E+10 | 137000 885000 | 1,825936 | 2183200
51|St. Lucia 34800000 5900 146 2,3076 5300
52|Sudan 5,37E+09 73300 11856 1,0022 79000
53|Tanzania 3,88E+09 62300 7600 2,246578 | 22500
54|Trinidad ve Tobago |1,30E+08 11400 2700 0,731133 10865
55|Tunisia 2,31E+09 48100 35100 | 2,854926 | 108700
56|Tiirkiye 1,60E+10 | 126000 | 948416 | 3,940213 | 1668650
57|Ukrayna 5,50E+09 74200 318000 | 1,320311 | 474000
58{Britanya 1,24E+10 | 111000 | 500000 | 1,469574 { 1909000
59{Uruguay 1,19E+09 34500 33000 | 3,242383 | 119586
60(Venezuella 5,35E+09 73100 49000 | 1,307306 { 300000
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Ek 2. X Veri Setindeki Sapan Gozlemlerin Belirlenmesi Igin Mahalanobis Kritik Degerleri

Critical Values for an Oudier on the Predictors as Judged by Mahalanobis D¢

Number of Prediciors

k=2 k=3 k=4 k=93

n 5% 1% 5% 1% 3% 1% i% {%

5 3.17 3.19

6 4.00 4.11 4.14 4.16

7 471 4.95 5.01 5.10 5.12 514

8 5.32 5.70 577 . 597 6.01 6.09 6.11 612
9 585 6.37 6.43 6.76 6.80 6.97 7.0t 7.08
10 6.32 6.97 7.01 747 7.50 1.9 7.82 7.93
12 7.10 8.00 7.99 8.70 8.67 9.20 9.19 9.57
14 7.74 8.34 8.78 9.7t 961 1037 1029 16.90
16 8.27 9.54 9.44 10.56 10.3% 11.36 11.20 1202
18 8.73 10.15 10.00 1128 11.06 1220 1196 1298
0 2.13 10.67 10.49 11.91 11.63 1293 12.62 13 K1
25 9.94 11.73 1148 13.18 12.78 14.40 1394 1547
30 1058 12.54 12.24 14.14 13.67 1551 1495 16.73
35 110 13.20 12.85 14.92 14.37 1640 15.75 17.73
0 1153 13.74 1336 1556 14.96 17.13 16.41 18.55
45 1190 1420 13.80 16.10 15.46 1774 16.97 9.24
50 12.23 14.60 14.18 16.56 1589 1827 1745 19.83
100 1422 1695 16.45 19.26 18.43 21.30 2026 3.7
no 1599 18 18.42 2147 2059 . 237 2259 2552
560 18.12 21.22 20.75 23.95 23.06 2637 2521 18.62
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