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OZET

DAYANIKLI PD KONTROLCU TASARIMI

Gékhan AKCA

Kontrol ve Otomasyon Mihendisligi Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danigmani: Yrd. Dog. Dr. Akin DELIBASI

Kontrol sistemlerinde, sistemin &, normunu minimize etmek igin kullanilan standart

tasarim yontemleriyle elde edilen kontrolcllerin, en az sistem derecesi ile ayni
dereceye sahip olmalari gerekmektedir. Bu durum dislik dereceli sistemler igin ilk
bakista bir problem olusturmasa da, sistemde ortaya cikabilecek taleplere goére
performans cikislarini olusturabilmek igin sistem giris ve gikislarina eklenecek olan
agirlastirilmis fonksiyonlar sistemin derecesini arttiracaktir. Standart yontemler ile elde
edilebilecek yliksek dereceli kontrolciilerin, basta gomulu sistemler ve uzay endustrisi
olmak (izere pratik uygulamalarda gerceklenmesi disliktiir. Bu nedenlerden dolayi
disik ve sabit dereceli <, kontrolcli tasarimi konusu son zamanlarda kontrol

muihendisliginin en dnemli ¢alisma alanlarindan biri haline gelmis ve bu konuyla ilgili
calismalarda artis gozlenmistir. Ancak, sabit dereceli kontrolcli tasarim probleminin
konveks olmayan bir kiimede tanimli olmasi ve konveks olmayan kiimelerde genel
¢Ozlim icin hali hazirda ¢ok terimli zamanl bir ¢c6zme algoritmasinin bulunmamasi, son
yillarda yapilan galismalarda farkl ¢6ziim yontemlerinin kullanilmasina sebep olmustur.

Sabit dereceli . kontrolci tasarim problemlerinde dikkat edilmesi gereken en 6nemli

noktalardan biri kontrolclsi tasarlanacak olan sistemin igerdigi belirsizliklerin tasarim
yapilirken goz oniinde bulundurulmasidir. Aksi halde tasarlanan kontrolci, sistemi tam
olarak temsil edemeyecek ve liretim kaybi olusacaktir.

Bu tezin temel amaci sistemin £, normunu minimize etmek icin kullanilabilecek sabit
dereceli kontrolci tasarim metodu gelistirmektir. Kontrolcli tasarimi igin standart
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tasarim yontemlerinde kullanilan yaklasimlar yerine pozitif ¢ok terimli matrislerin
Ozellikleri temelinde olusturulan gok terimli yaklasim metodu kullanilmistir. Problemin
temelinden gelen konveks olmayan yapi bilinen Kesin Pozitif Reel Lemma ile konveks
bir sekle indirgenmistir. Konveks problemin gosterimi ve ¢6ziminde DME
kullanilmistir. Gelistirilen tasarim metodunun tutuculugu tamamen segilen merkezi ¢ok
terimliye baghdir.

Tezde ilk olarak belirsizlik igceren Ui¢ serbestlik dereceli ving sistemine ait bir alt sistem
olan ving kolu sisteminde yer alan tasiyici icin tam dereceli <, kontrolci
tasarlanmistir. Ardindan 6nerilen tasarim metodu kullanilarak ayni model igin basta
dayanikli &, PD kontrolcl olmak lzere farkl derecelere sahip sabit dereceli dayanikh

H, kontrolciler elde edilmis ve elde edilen kontrolciiler benzetim ortaminda sisteme

uygulanarak sistem giktilari olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Sabit Dereceli Kontrolcl, Dayanikli &, Kontrolcli, PD Kontrolc,
Belirsizlik iceren Sistemler, DME.
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ABSTRACT

ROBUST PD CONTROLLER DESIGN

Gékhan AKCA

Department of Control and Automation Engineering

MSc. Thesis

Adviser: Assist. Prof. Dr. Akin DELIBASI

In control systems, when the standard design methods are used to minimize #, norm

of the system, the controllers which were obtained should have least same degree
with the system. In this condition, even if there is not any problem for low-order
systems at first sight, the system degree are going to increase due to the weighted
functions which can be added to systems’ input and output for creating performance
outputs according to the requests. So the controllers which were obtained with usage
of the standard design methods have low feasibility in practical applications, especially
in the embedded systems and the aerospace industries. Because of the these reasons,
the low-order or fixed-order #_ controller design problem has become the most

important field in the control engineering and the studies have increased related with
this subject. However, fixed-order controller design problem is defined in a nonconvex
cluster and there is not any polynomial solving algorithm for general solution in
nonconvex clusters, so different solution methods used in recent studies.

While the fixed order <, controller is being designed, one of the most important

points to be considered is system uncertainties for industrial control systems.
Otherwise the controllers can not represent the systems and the production loss will
be occured.
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The main purpose of this thesis is to develop fixed-order robust <, controller design

method to minimize &, norm of the system. While the controller is being designed,

polynomial approach method is used which is created on basis of positive polynomial
matrices’ features instead of the using standard design approaches. The certain non-
convex structure which is known from base of the problem is reduced to a convex
shape with Positive Real Lemma. LMI is used to solve and represent the convex
problem. Conservatism of the design method is depend selected central polynomial
completely.

In this study, firstly a full-order < controller is designed by considering the
uncertainty of the system for trolley on the jib subsystem which belongs to a three
degree of freedom crane system. Secondly, the robust #_ PD controller is designed
with proposed method. As well as fixed order robust &, controllers which have

different controller degrees are designed for same system. Finally, the controllers are
applied to systems in simulation network and the system outputs are obtained.

Keywords: Fixed-Order Controller, Robust <, Controller, PD Controller, Polytopic
Uncertain Systems, LMI.

YILDIZ TECHNICAL UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
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BOLUM 1

GIRIS
Tez calismasinin ¢ kisimdan olusan “Giris” bolliminde Oncelikle “literatir Ozeti”
kapsaminda, tez konusu ve benzeri konulara iliskin olarak daha 6nce yapilmis olan
akademik ve diger calismalar ile bu calismalarda konunun ele alinis bicimleri
incelenmektedir. Bolimin ikinci kismini “tezin amaci” olusturmakta ve bu kisimda,
tezin temel ve yan amaclari, literatiir icinde 6zgiin ve yeni olacagi disunilen taraflari
anlatilmaktadir. “Giris” boliminin son kismi ise “hipotez” bolimi olup bu bélimde

tezin ortaya koydugu temel fikir ve bunu destekleyen sonuclar ortaya konulmaktadir.

1.1 Literatiir Ozeti

Sistemin <, normunu minimize etmek igin standart tasarim yontemleri kullanilarak

tasarlanan kontrolcllerin dereceleri en az sistem derecesine esit olacak sekilde elde
edilmektedir [1]. Duslik dereceli sistemler icin bu durum ilk bakista bir sorun
olusturmasa da unutulmamalidir ki; taleplere goére performans cikislarini
olusturabilmek igin sistemin giris ve cikislarina eklenebilecek olan agirlastiriimis
fonksiyonlar sistemin derecesini arttiracaktir. Sonug olarak standart yontemler ile elde
edilecek olan yliksek dereceli kontrolcllerin basta gémdull sistemler ve uzay endustrisi

olmak Uzere pratik uygulamalarda gerceklenmesi zor olacaktir. Bu nedenlerden dolayi

disitk ve sabit dereceli #, kontrolci tasarimi konusu son zamanlarda kontrol

mihendisliginin en 6nemli ¢alisma alanlarindan biri haline gelmis ve konuyla ilgili
calismalarda artis gozlenmistir. Ancak, tasarim probleminin konveks olmayan bir

kiimede tanimh olmasi ve konveks olmayan kiimelerde genel ¢6ziim icin hali hazirda



cok terimli zamanl bir ¢6zme algoritmasinin bulunmamasi, kontrolci tasariminda farkl

¢6ziim yontemlerinin kullanilmasina neden olmustur.

Standart ., kontrolci tasariminda DME formilasyonunun kullanimi [2] ve [3]

calismalarinda problemin konveks durum uzay parametrizasyonuna genisletilmesi ile

formile edilmistir. Ayrica sistem performansina iliskin istenilenlerin gergeklenmesi igin
kapali gevrim kutuplarinin bir bélgeye atanmasi problemi, &, tasariminda Chilali ve

Gahinet tarafindan [4] de kullaniimistir.

PID benzeri yapisal kontrolcl, ¢ikis geri besleme ve sabit dereceli kontrolci problemleri
konveks olmayan bir yapiya karsilik gelmektedir. Literatlirde bu problemler genellikle
iki sekilde asilmaya calisiimistir. Bunlar ic konveks kestirim [5] ve dis konveks
kestirimdir [6]. Dis konveks kestirim problemin ¢déziminde sadece gereklilik sartini
saglamaktadir, dolayisiyla performansin saglanmasi garanti edilemez. i¢ konveks
kestirimde ise alt ¢dzim kimelerinde kalmasina karsin performansin gergeklenmesi
garanti edilebilmektedir. iste bu gerceklikten &tiirii yapilan calismalarda i¢ konveks

kestirimin degeri daha ¢ok artmistir.

Disuk dereceli kontrolct tasarimi icin Wang ve Chow tarafindan yayinlanan [7] de,
stirekli zamanli sistemler icin kesin pozitif reel fonksiyonlar Gzerinde aralarinda asal
garpanlarina ayirma metodu kullanilarak bir alt ¢ézime ulasiimistir. Bir bagka tasarim

yontemi olan matris rankinin sinirlandirilmasi ile derece indirgeme teknigi, bir aktif

suspansiyon sistemi i¢in <, kontrolcl tasariminda kullaniimistir [8]. Bu ydntemin

yaninda, kismen arttirllmis Langrange metodu ile sabit dereceli #, kontrolcil

tasariminin gergeklestirildigi calisma [9] verimli sonuglar ortaya ¢ikarmistir. Ancak bu
yontemlerde kullanilan DME’ lerin saglanmasi icin aranan sart Sinirli Reel Lemma’ daki

gibi Lyapunov matrisi olmus, direk kontrolcu katsayilari olmamustir.

Kararlilik probleminin DME formiilasyonunda direkt kontrolci katsayilarinin kullanildigi
calisma durum uzay yaklasimi yerine ¢ok terimli gosterim yaklagiminin kullanildigi bir
calismadir [5]. Bu calismada, konveks olmayan bir govde icerisinde Chilali ve Gahinet
tarafindan [4] de gosterilen DME-bdlgeleme teknigi kullanilarak bir i¢ konveks alt

govde olusturulmus ve problem bu goévde Ulzerinde tanimlanmistir. Problemin



olusturulmasinda Kesin Pozitif Reel Lemmadan ve kuadratik Lyapunov kararlihgindan

daha az tutucu D- kararliligindan [10] faydalaniimistir. Etkili sonuglar veren bu
yaklasima geometrik kosullar eklenerek Henrion tarafindan [11] de sistemin A,
normunun minimizasyonu saglanmistir. Bir baska calismada ise sisteme etkiyen

belirsizliklerin normunun sinirli olmasi fikrine dayali analiz yapilarak daha 6énce ortaya

¢ikan geometrik kisitlardan kurtulunmustur [12].

., kontrolcli tasarimi icin kullanilan ve ¢ok terimli zamanli olmayan algoritmaya
dayali farkh bir tasarim metodu ise ¢ogunlukla MIMO sistemlerin kontrolci tasarimi
icin kullanilan loop-shaping yaklagimidir [13]. Buhar jeneratdr sistemi igin v-gap metric

yontemi ile birlikte dayanikli . kontrolclnin tasarlandigi [14], kimyasal bir siireg igin

dizgiin olmayan yapida PID kontrolclinin tasarlandigi [15] ve <, PID kontrolci

tasarimi igin durum uzay modeli cergevesinde yeni bir algoritmanin 6énerildigi [16] da

loop-shaping metodu kullaniimistir.

Konveks olmayan yapi icerisinde ¢ok terimli zamanl olmayan algoritmaya dayali bir
bagka tasarim yontemi ise sabit dereceli kararhlik ve yerel optimizasyon problemlerini
¢6zmek icin gelistirilen HIFOO’ dur. HIFOO, belirtilen problemleri ¢ozmek icin HANSO
destek paketi temelli optimizasyon tekniklerini kullanir. HIFOO, sistemin yerel optimal

., performansini saglayan disik dereceli kontrolct problemlerinde verimli sonuglar

verebilmektedir [17].

Sabit dereceli kontrolcli tasarim problemlerinde dikkat edilmesi gereken en 6nemli
noktalardan biri de kontrolcisi tasarlanacak olan sistemin igerdigi veya igerebilecegi
belirsizliklerin kontrolcii tasarlanirken g6z oninde bulundurulmasidir. Aksi halde
tasarlanan kontrolcli, sistemi tam olarak temsil edemeyecek ve uretim kaybi
olusacaktir. Sistemde yer alan belirsizliklerin dikkate alinarak kontrolci tasariminin

gerceklestirildigi calismalara 6rnek olarak [5], [12], [18], [19] gOsterilebilir.

1.2 Tezin Amaci

Sistemin 2, normunu minimize etmek icin kullanilan standart tasarim yontemleri ile

elde edilen kontrolcli derecelerinin en az kontrol edilecek yapi, kontrolcli ve



agirhklandinlmig fonksiyonlarin olusturdugu sistem ile ayni dereceden olmasindan

otlirt elde edilen yiiksek dereceli kontrolcilerin pratik uygulamalarda gerceklenmesi
kolay olmamaktadir, bu tez ¢alismasinda 6rnek alinan sistemin <, normunu minimize
etmek icin kullanilabilecek sabit dereceli kontrolcii tasarim metodu gelistiriimeye

cahsilacaktir. Geligtirilecek tasarim metodunun etkinligini gosterebilmek adina

belirsizlik iceren Uc¢ serbestlik dereceli ving sistemine ait ving kolu alt sisteminde yer
alan tasityici igin farkli derecelere sahip olacak sekilde dayanikl <, kontrolciler

tasarlanmaya calisilacaktir.

Tez g¢alismasinda, satin alinabilir bir egitim seti olan Ug¢ serbestlik dereceli ving

sistemine ait tasiyiciya bir bozucu giris uygulandig varsayilarak ilk olarak tam dereceli
. kontrolcl tasarlanacaktir. Ardindan F. Yang ve digerlerinin [12] de &nerdigi

yontem kullanilarak literatirde yer alan tasarim yontemlerinden farklh olarak PD ve

benzeri yapisal kontrolcllerin tasarimina da olanak saglayan sabit dereceli dayanikli
., kontrolcl tasarim metodu gosterilecektir. Gosterilen tasarim metodunda en

onemli nokta konveks olmayan bir kiime igerisinde D - kararli bir merkezi ¢ok terimli

secerek konveks bir kiime yaratmak olacaktir. Onerilen bu yéntem kullanilarak tasiyici

icin  sistem belirsizliklerine karsi dayanikh <, PD kontrolcii tasarimi

gerceklestirilecektir. Tezin son kisminda ise calismanin ¢iktisi olarak elde edilen farkh
derecelerdeki kontrolcilerin performans cikitilari ve sistem durumlarindaki degisimler

karsilastirmali sekilde verilecektir.

1.3 Hipotez

Ving kolunda yer alan tasiyici sistemindeki belirsizlikler her bir kése noktasi icin ayri ayri
dikkate alinip, sisteme ait ¢ok terimliler i¢in konveks olmayan gdévde igerisinde konveks
bir govde olusturmakta kullanilan D - kararli bir yardimci ¢ok terimli fonksiyonu ve
sinirli bir sonsuz norm degeri verildiginde sistemi dayanikli D - kararl kilip sonsuz

normu i¢in optimal alti bir sonug veren kontrolcil ¢ok terimlileri bulunabilir.



BOLUM 2

UC SERBESTLIK DERECELI VINC SISTEMI

Bu bolimde dayanikli &, PD kontrolcisi tasarlanacak olan g serbestlik dereceli ving

sisteminin bilesen yapisi, sistem parametreleri, kablolama yapisi ve sistem modeli

hakkinda gerekli bilgiler verilecektir [20].

Sekil 2. 1 Ving sistemi yapisi

2.1 Giris

Ug serbestlik dereceli ving sistemi Sekil 2. 1’ de gésterildigi gibi kule ving sisteminin

kompakt bir versiyonudur. Gergek bir ving sistemine benzer sekilde 3 serbestlik



dereceli bir yapiya sahiptir. Kule sistemi her iki yonde de hareket ederken, tasiyici
sistem yatay eksende ileri ve geri hareket edebilmektedir. Ek olarak tasiyici, sisteme

bagh yukin yiksekligi tasiyici yardimiyla ayarlanabilmektedir.

Ving sistemi, sistem vyapisina ait ylikd tutarken ayni zamanda elektriksel giris-cikis
devrelerini iceren bir direk olarak da bilinir. Bu devre yapilari, veri toplama terminali ile
birlikte bilgisayar ve ving sistemi arasinda veri aligsverisini saglayan sensor ve motor

hareket sinyallerinin ulagimina imkan saglar.

Yatay eksende kulenin Uzerine takili olan ve bir motor yardimi ile saat yoni ve saat
yonunin tersine hareket edebilen sistem ving kolu sistemi olarak adlandiriimaktadir.
Ving kolu yine baska bir motor ile hareket ettirilen bir tasiyiciya sahiptir ve bu tasiyici
kendisine kablo ile bagh olan yiiki dikey eksende hareket ettirebilir. Her bir motor mili
optik kodlayicilar ile donatilmigtir. Bu motorlar her biri 100 Watt kapasiteye sahip olan

dogrusal akim kontrolll yiikseltecler tarafindan siiriilmektedir.

2.2 Ving Sistemi Bilesenleri

2.2.1 Bilesen Terminolojileri

Cizelge 2. 1’ de Ug serbestlik dereceli ving sisteminde yer alan bilesenlerin kisa
actklamalari ve bu bilesenlerin ileriki sayfalarda verilecek olan sekillerde ayirt

edilebilmesi igin kimlik numaralari verilmistir.

Cizelge 2. 1 Ving sistemi bilesenleri

KN# Agiklama KN# Agiklama
1 Temel govde 4 Taslyicl
2 Kule 5 Celik kablo
3 Ving kolu 6 Yik




Cizelge 2. 1 Ving sistemi bilesenleri (Devami)

7 Kule Motoru 24 Yik motoru ¢ikis kasnagi
8 Harmonik striict 25 Kayis
9 Kule kodlayicisi 26 Sarkacg
10 CCW kule limit anahtari 27 Y sarkacinin kodlayicisi (y)
11 CW kule limit anahtari 28 X sarkacinin kodlayicisi (a)
12 | CCW kule kilitleme glivenlik anahtari | 29 Yik limit anahtari
13 CW kule kilitleme giivenlik anahtari 30 Celik kablo (gosterilmemistir)
14 Tasiyici motoru 31 Giris/cikis plakasi
15 Tasiyici kodlayicisi 32 Kule kodlayicisinin konektéri
16 Dogrusal rehber 33 Tastyici kodlayicisinin konektori
17 CCP-RET limit anahtari 34 Yiik kodlayicisinin konektori

X sarkacina ait kodlayicinin (y)
18 CCP-EXT limit anahtari 35

konektori

Y sarkacina ait kodlayicinin (a)

19 Yuk devre kutusu 36
konektori

20 Yik kasnagi 37 Kule motorunun konektori
21 Yik motoru 38 Ving kolu motorunun konektori
22 Yik kodlayicisi 39 Tastyict motorunun konektori
23 Yik motoru disli kasnagi 40 | Sayisal konektor limit anahtarlari




S TSI T

-

Sekil 2. 2 Ving sistemi lizerinde yer alan ana bilesenler

Sekil 2. 3 Kule motoru ve limit anahtarlar



Sekil 2. 4 Taslyici motoru

Sekil 2. 5 Tasiyici Gzerindeki bilesenler



Sekil 2. 6 Taglyici motor Uzerinde yer alan bilesenler

i
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Sekil 2. 7 EXT limit anahtari

10



Sekil 2. 8 RET limit anahtari

Sekil 2. 9 Konekt6r panosu

11



2.2.2 Bilesen Agiklamalan

Bu bolimde Cizelge 2. 1’ de verilmis olan sistem bilesenlerinin ¢alisma yapisindan
bahsedilecek ve bu bilesenlerin sistem igerisinde ne gibi gorevler (ustlendigi

aciklanacaktir.

2.2.2.1 Kule

2.2.2.1.1 Motor ve Kodlayici

Sekil 2. 2’ de gorildigi gibi ¢ serbestlik dereceli ving sistemine ait kulenin yapisi,
zemine gore dik olacak sekilde tasarlanmistir. Kule, tabanda bulunan plakanin lzerine
konumlandirilarak sistemin dikey konumunda kalmasina katki saglanmistir.  Kule
sisteminin Ust kismi yiksek kalitede bir dc motor (KN#7), harmonik striici (KN#8) ve
bir optik kodlayicidan (KN#9) olusmaktadir. Kulenin Uzerine yatay olarak
konumlandiriimis olan yapi ving kolu (KN#3) olarak adlandiriimistir. Optik kodlayicilar
ving kolu sisteminin agisal donmesini hesaplarken, motorlu disli kutusu ving kolu

sistemini saat yoniinde ve tersi yonde hareket ettirebilmektedir.

2.2.2.1.2 Kule Limit Anahtarlan

Kule sistemi Sekil 2. 3’ de goriilebilecegi gibi yonleri saat yonliniin tersinde (KN#10) ve
saat yonlinde (KN#11) olmak Uzere iki adet limit anahtarina sahiptir. Her bir anahtar
kule tarafindan tetiklenebilmektedir. Bu tetiklenme kalibrasyon ve glivenlik igin yazilim

tarafindan kullanilabilecek sayisal bir sinyaldir.

2.2.2.1.3 Kule Kesme Diyotlari

Ek olarak kule sistemi Sekil 2. 3’ de gosterildigi Gizere, saat yoninin tersine (KN#13) ve
saat yoninde (KN#12) olmak Uzere akim kesme diyotlari gibi davranan iki adet
kilitteme anahtarina sahiptir. Bunlar donanim giivenlik sinirlayicilaridir. Kule sistemi
doner ve anahtarlar lizerinde asagl yonde baski uygularsa, glic moduli bu yénde kule
motorunun akim destegini durduracaktir. Boylece kule saat yoniinde donliyorsa ve
saat yonl anahtarina asagl yonli baski uygularsa, kulenin saat yonlinde daha fazla

hareket etmesi miimkin olmayacaktir. Fakat kullanici, sistemi saatin tersi yoniinde

12



hareket ettirmek igin akim destegi saglayabilecektir. Bu islemler yazihmdan bagimsiz

olarak gerceklestirilebilmektedir.

2.2.2.1.4 Kablolar

Kablolar ve teller cogunlukla sistem icerisine yerlestirilmis ve bilgisayar ile li¢ serbestlik
dereceli ving sistemi arasindaki sinyalleri tasiyan yapilardir. Kablo ve teller yatay eksen
Uzerinde oncelikli olarak ¢esitli motorlara ve kodlayicilara baghdir. Bu kablolardan ¢ogu

kule sisteminin igeriginde yer alan devre kartlarinin giris/cikis arayuzlerinde sonlanir.

2.2.2.2 Ving Kolu

Yatay eksende kule sisteminin Gzerine monte edilmis olan ve Sekil 2. 2’ de gosterilen
sistem ving kolu (KN#3) olarak adlandirilir. Sekil 2. 4’ de gosterildigi gibi ving kolu
sistemi bir adet dc motora (KN#14) ve bir adet kodlayiciya (KN#15) sahiptir. Motor ving
kolu sistemine monte edilmis olan tasiyicinin (KN#4) pozisyonunu belirlemede

kullanilir. Tastyici ving kolu sisteminin alt kismi boyunca hareket edebilmektedir.

Ving kolu sisteminin u¢ kismindaki durdurma blogu, Sekil 2. 7° de gosterilen CCP-EXT
limit anahtari (KN#18) ile donatilmistir. Bu blok tasiyicinin istenmeyen sinirlarda
hareketini 6nlemektedir. Limit anahtari ise kontrolciiniin durdurulmasini tetiklemek
icin veya kalibrasyon icin kullanilabilmektedir. Sekil 2. 8 de gosterilen CCP-RET limit
anahtari (KN#17) ise mesafe sensori olarak kullanilir ve tasiyicinin  baslangig

noktasinda olup olmadigini belirler.

2.2.2.3 Tasiyici

Sekil 2. 6’ da gorildigu gibi tasiyici sistem kendisine bagh olan yiki hareket ettirmek
icin bir adet dc motor (KN#22) ve bir adet kodlayici (KN#6) ile donatiimistir. Yine Sekil
2. 5 de resmedildigi Gzere motor ¢ikis mili kayis (KN#25) yardimiyla gikis kasnagini
(KN#24) slirmek icin disli kasnaga (KN#23) baglidir. Kasnagin Uzeri u¢ kisminda yuk
(KN#6) asili olan celik kablo ile sarilmistir. Yikin yerden vyiksekligi degistirilmek

istenildiginde kasnak iceri veya disari dogru hareket ettirilir.
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Taslyici sisteminin alt tarafinda bulunan ve Sekil 2. 5° de gosterilen denge noktasi
(KN#26) kablonun herhangi bir yone sallanmasina imkan saglamaktadir. Bu noktada
denge noktasinin alt tarafina tutturulmus bir limit anahtari (KN#29) bulunmaktadir. Yik
limit anahtari Gzerinde baski yaptiginda sensor tetiklenir. Bu sinyal yiikte fazla miktarda

artis olmasini 6nlemek ve kalibrasyon igin kullaniimaktadir.

Celik kablo ving kolu sistemine uzunlamasina asiliyken, kablonun sallanma miktarini
Olcen optik kodlayici (KN#27) Sekil 2. 5’ de gosterilmektedir. Yik ving kolu sistemine
karsi dik olarak hareket ettigi zaman kablonun sallanma miktarini hesaplayan optik

kodlayicilar ise KN#28 ile kodlanmistir.

2.2.2.4 Girig/Cikis Arayuz Birimleri

Ug serbestlik dereceli ving sistemine ait giris/cikis birimleri Sekil 2. 9’ da gdsterilmistir.
Giris/cikis  birimi ving sistemine ait kulenin tabanina yakin olacak sekilde
konumlandirilmistir. Bu birim veri toplama terminal karti ve gilic modiliniin Ug
serbestlik dereceli ving sisteminin araylzi ile dogrudan iletisim kurmasina imkan

saglayan konektor soketlerine sahiptir.

2.2.2.5 Gi¢ Modili

Gu¢ modili darbe genislik modilasyonlu bir akim yikseltecidir ve U¢ serbestlik
dereceli ving sisteminde yer alan motorlari siirmek igin kullanilr. Glig¢ modulinin
teknik o6zellikleri Cizelge 2. 2’ de yer almaktadir. Bu o6zelliklere gore veri toplama
kartindan gelen sinyal giris konektoriine bagli olmalidir. Duyu konektor cikislari DA
motor iginde 6lglilen mevcut degerlerdir. Glig modulinin aktif konektoér soketi gig
modulind aktif veya pasif hale getirmek icin sayisal giris sinyallerini bilgisayardan alir.

Guglendirilmis akim ise ¢ikis konektoriinden génderilir.

Gu¢ modilinin gikis soketinden gelen her bir motor siriictisiiniin glclendirilmis akim
sinyali bir led ile gosterilmektedir. Ving motoru veya herhangi bir hareketin ¢ikis sinyali
aktif hale geldiginde c¢ikis sinyaline ait led yanmaktadir. Ayni sekilde herhangi bir ¢ikis
sinyali pasif hale geldiginde ise c¢ikis sinyaline ait sénmektedir. Ornek olarak, giic

moduline ait bir ¢ikis aktif olursa, ving motoru bu ¢ikisa baglanip harekete gececek ve
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bu cikisa ait led yanmaya baslayacaktir. Modile ait ¢ikis pasif oldugunda ise ving

motoru harekete gecemeyecek ve led yanmayacaktir.

Cizelge 2. 2 Gug moduli teknik 6zellikleri

Sembol Agiklama Deger Birim
Gu¢ modilinin maksimum giris gerilimi aralig [-10, +10] Vv
Gic moduliiniin maksimum giris akimi 25 mA
GU¢ modull aktif serit kablo sinyallerinin gerilimi [0, 5] Vv
Gug¢ modillnin aktif serit kablo sinyalleri 1 mA
Harici glic kaynagi 120/240 Vv
Harici glic kaynaginin gerilim frekansi 60/50 Hz
Va_sup Gic¢ modiliintn kaynak gerilimi 27 Vv
Va_riNG Guc¢ moddla gerilimi giris aralig [-10, +10] Y
K, Gli¢ modulinin kazanci 0.5 A/V
Iviax Gic modili akiminin tepe noktasi 7 A
Imax, cont Gug moduliintn sirekli ¢ikis akimi 2.15 A
B Akim yikseltecinin bant genisligi 500 Hz
SAMP_SEN Akim sensorintn duyarlilig 2.0 ANV
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2.3 Ving Modeli ve Sistem Parametreleri

Ug serbestlik dereceli ving sisteminde yer alan kule, ving kolu ve yiik alt sistemleriyle ile
ilgili genel teknik ozellikler Cizelge 2. 3, 2. 4 ve 2. 5’ de verilmistir. Ek olarak eksenler ile
ilgili eylemsizlik moment bilgileri Cizelge 2. 6’ da ve cesitli bilesenlerin ebat bilgileri

Cizelge 2. 7’ de listelenmistir.

Cizelge 2. 3 Kule motoru ve kodlayici teknik 6zellikleri

Matlab
Sembol Aciklama Deger Birim
Gosterimi
K ¢ Kt_t Kule motorunun tork sabiti 8.93 N.m/A
Kemb Kule motorunun geri-emf sabiti 0.119 V.s/rad
Rm,t Kule motorunun terminal direnci 11.5 Q
Lmt Kule motorunun terminal endiktansi 3.16 mH
Jm Garkin eylemsizlik momenti 1.02e-6 kg.m”

Esdeger carkin eylemsizlik momenti 5
Imt Jm_t 0.0102 kg.m
(disli orani ile birlikte)

Maksimum siirekli tork (disli kutusu
Tmax’c 8-6 N-m
cikisinda)

Trmax,p Azami tork (digli kutusu ¢ikisinda) 22.6 N.m

Kule motoruna ait disli kutusunun disli
Kg ¢ Kg_t 100:1
orani

Mgt eff g t Kule motorunun disli kutusu verimi 1.00
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Cizelge 2. 3 Kule motoru ve kodlayici teknik 6zellikleri (Devami)

Kule motorunun maksimum strekli

In,c 0.943 A
akimi
Kule motorunun maksimum azami
Imp 4.1 A
akimi
Serro Kule kodlayicisinin ¢ozinirliga 4096 counts/rev
K_ ENC_TH
Kenc, & Kule konumunun hassasiyet kazanci | 1.534e-5 m/rev
E
Cizelge 2. 4 Taslyiciya ait teknik 6zellikler
Matlab
Sembol Aciklama Deger Birim
Gosterimi
Taslyicl motorunun tork sabiti (disli
Kt Kt_j 0.0396 N.m/A
orani olmadan)
Rm,j Taslyici motorunun terminal direnci 6.8 Q
Taslyici motorunun terminal
Lm,j 0.620 mH
endiktansi
Jm)j Jm_j Tastyict motorunun cark eylemsizligi 1.63e-7 kg.m
Tasiyicl motoruna ait disli kutusunun

Ne, eff_g_j 0.95

verimi
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Cizelge 2. 4 Tasiyiciya ait teknik 6zellikler (Devami)

Tasiyicl motoruna ait disli kutusunun
Kg,j Kg_j 3.7:1
disli orani

Vin,j Taslyicl motorunun nominal gerilimi 12 Vv

P: Pt Vida adimi 0.0127 m/rev
Sppr,) Tastyicl kodlayicisinin ¢ozinurlGg 4096 counts/rev

Tastyict konumunun hassasiyet
Kencx K_ENC_X -8.38e-7 m/rev
kazanci (yon kurali ile birlikte)
Tastyicinin eksenden maksimum
I 1j 0.8065 M
uzakligi
Cizelge 2. 5 Yike ait teknik 6zellikler
Matlab
Sembol Agiklama Deger Birim
Gosterimi
Yk motorunun tork sabiti (disli orani
Ky Kt_y 0.0261 N.m/A
olmadan)

Hm,y eff m_y YUk motorunun verimi 1.00

Kg,y,i Kg_y i Motor disli kutusu (i¢ disli orani) 14:1

Kg,y,e Kg v e Motor kasnaginin disli orani (harici) 2:1

Ke,y Kg_ vy Motor kasnaginin esdeger disli orani 28:1
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Cizelge 2. 5 Yike ait teknik ozellikler (Devami)

Mg,y eff y t YUk motorunun disli kutusu verimi 1.00
Esdeger carkin eylemsizlik momenti 5
Jmy Jm_y 5.8e-7 kg.m
(disli orani ile birlikte)
Fy,reel r_y_reel YUk makarasinin yarigapi 0.0148 M
My, reel m_y_reel Yik makarasinin kitlesi 0.030 Kg
SppR,Z Yiik kodlayicisinin ¢ozinUrlGg 4096 counts/rev
Kenc,z K_ENC Z Yiik konumunun hassasiyet kazanci -7.83e-7 m/rev
X sarkacina ait kodlayicinin
SePRa 4096 counts/rev
¢OzUnUrlGgl
K_ENC_ALP
Kenc,a X sarkacinin konum hassasiyet kazanci | 0.0015 m/rev
HA
Y sarkacina ait kodlayicinin
SppRyy 4096 counts/rev
¢OzUnUrlugl
K_ENC_GA
Kenc, y Y sarkacinin konum hassasiyet kazanci | 0.0015 m/rev
MMA
lp 1p Ving kolundan yike olan uzaklik 0.8636 M
mp m_p Yikdn kitlesi (her biri 0.12 kg) 0.147 Kg
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Cizelge 2. 6 Eksenler ile ilgili eylemsizlik moment bilgileri

Matlab
Sembol Aciklama Deger Birim
Gosterimi
Kule motorunun esdeger eylemsizlik "
Jo J_theta 0.8872 kg.m
momenti
Ving kolu motorunun esdeger
Jy J_psi 9.14e-7 kg.m
eylemsizlik motoru
Taslyict motorunun esdeger
Jo J_phi 3.64e-6 kg.m
eylemsizlik momenti
Sarkaca ait a agisi etkili esdeger 5
Jo J_alpha 0.00 kg.m
eylemsizlik momenti
Sarkaca ait y agisi etkili esdeger "
Jy J_gamma 0.00 kg.m
eylemsizlik momenti
Cizelge 2. 7 Ving sisteminde yer alan bilesenlerin ebat bilgileri
Sembol Agiklama Deger Birim
Ls Kulenin bir tarafinin uzunlugu 0.1475 M
Lg Kare taban plakanin kenar uzunlugu 0.405 M
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Cizelge 2. 7 Ving sisteminde yer alan bilesenlerin ebat bilgileri (Devami)

Le Taslyicinin etkin uzunlugu 0.75 M
Lw Kulenin dikey eksen uzunlugu 1.202 M
Hr Taban plakasinin kalinhgi 0.01 M
He Lastik ayaklarin kalinligi 0.00735 M
W, Ving kolu tabaninin genisligi 0.12 M
H, Ving kolunun tabandan yiiksekligi 0.115 M
L, Yatay eksende ving kolunun uzunlugu 1.205 M
Ly Tastyici tarafinin uzunlugu (yola paralel taraf) 0.0575 M
Wy Ving kolunun genisligi 0.04845 M

2.4 Ving Modeli Kablolama Prosediirii

Bu boliimde (g serbestlik dereceli ving sisteminde var olan standart baglanti prosediiri

tanitilacaktir.

2.4.1 Kablo Terminolojileri

Ug serbestlik dereceli ving sisteminin baglanti yapisi icerisinde kullanilan standart

kablolar Cizelge 2. 8 de aciklamalari ile birlikte verilmistir.
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2.4.2 \Ving Sisteminde Yer Alan Tipik Baglantilar

Bu boélimde ving sistemini kurarak aktif hale getirmek igin gerekli olan bilgi ve

prosedirler verilecektir. Sekil 2. 14 ve Sekil 2. 15’ de sistemde yer alan baglantilar

verilmistir. Bu sekillerde numaralandiriimis bilesenlerin agiklamalari ving sistemindeki

baglanti yapisinin 6zetlendigi

Cizelge 2. 9

da vyer almaktadir. Kablo ve tel

baglantilarinin yapilmasinin ardindan ving sistemi istenilen amag¢ dogrultusunda

kullanilabilir. Ving sisteminin kurulmasi icin 6ncelikle bilgisayarin ve glic moduliniin

Cizelge 2. 8 Kablo terminolojileri

Kablo

Agiklama

Sekil 2. 10 Analog giris/cikis kablosu

Analog giris/cikis kablosu iki ayri RCA
kablosundan olusmaktadir. Bu kablolarin
ucunda da erkek

her birinin ki

konektorler ~ mevcuttur.  Kablolarin
birbirinden ayri oldugunun vurgulanmasi
icin kablolardan bir tanesi kirmizi, digeri
beyaz renkte olacak sekilde
tasarlanmistir. Bir kablo HIL terminal
kartindan gl¢ moduline bir analog
sinyal tasirken, diger kablo DAQ terminal
kartindan glic modiline diger analog
sinyali tasimaktadir. Ticari ve endustriyel
uygulamalarda bazen analog giris/cikis
kablosu Stereo RCA

sinyal yerine

kablolar tercih edilebilmektedir.
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Cizelge 2. 8 Kablo terminolojileri (Devami)

Sekil 2. 11 Gi¢ modiilii motor kablosu

Motor kablosu bir ucunda 4-catalli erkek
konektore, diger ucunda ise 4 erkek pinli
DIN konektore sahiptir. Sadece tek bir
sekilde takilabilmesi igin kablonun gl
modull tarafi anahtarlanmistir. Ayrica
kablonun givenli bir sekilde takilabilmesi
icin vidalanabilen ve dénebilen bir kapak
mevcuttur. Her motor kablosu gili¢
modilinden sisteme ait motorlardan
birine akim glglendirilmis sinyal tasimak

ile gorevlendirilmistir.

Sekil 2. 12 Serit kablo

Sekil 2. 12’ de iki adet 16 telli serit
kablolar verilmistir. Serit kablolar iki
ucunda da ayni disi konektorlere sahiptir
ve kablolarin tek bir sekilde takilabilmesi
icin her iki u¢ da anahtarlanmistir. Bir
kablo glic modulu ile DAQ terminal karti
arasinda baghdir. Bu kablo c¢ikis
soketinde mevcut olan glglendirilmis
motor sinyallerine izin vererek ve
reddederek bilgisayardan glic modiline
aktif sinyalleri tasir. Diger kablo ise DAQ
terminal karti ile ving sistemi arasinda
baghidir ve BCP, L/R, ving¢ kolu Ret, ving
kolu Ext ve vyuk gibi limit anahtar

sinyallerini tagir.
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Cizelge 2. 8 Kablo terminolojileri (Devami)

Sekil 2. 13 Kodlayici kablosu

Kodlayici kablosu iki ucu da 5 pinli stereo
DIN konektorden olusan bir kablodur.
Kodlayici kablosu ving sistemine ait
kodlayicidan direkt olarak veri toplama
kartina baghdir. Bu kablo kodlayici
sinyallerini  tasir ve ayni zamanda

kodlayiciya DA glic destegi saglar.

gicinin kesildiginden emin olunmalidir. Ozellikle agikken degistirilebilen kodlayici

sinyalleri icin herhangi bir girisimde bulunulmamalidir. Kodlayici sinyalleri bilgisayardan

kodlayiciya glic tasiyarak kodlayicinin, HIL kartinda veya bilgisayarda var olabilecek

tehlikeli dalgalanmalara karsi duyarli olmasini saglamaktadir. Gerekli birimlerde giciin

var olmadigindan emin olunduktan sonra ving kolundan c¢ikan DB-9 ve DB-25

konektorleri, Sekil 2. 14’ de gosterildigi gibi siyah kule tabakasi Gzerine yerlestirilmis

DB-9 ve DB-25 disi konektorlerine baglanmalidir. Ving sistemi, veri toplama karti ve glic

modll arasindaki baglantilar ise Sekil 2. 15’ de gosterilen ve Cizelge 2. 9’ de 6zetlenen

baglanti yapisi dikkate alinarak yapilabilir. Bu sekil ve cizelgede 2 serit kablonun, 5

kodlayici kablosunun, 3 analog c¢ikis kablosunun ve 3 analog giris kablosunun

baglantilarinin nasil yapilacagina dair bilgiler yer almaktadir.
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Sekil 2. 14 Kule ve ving kolu arasindaki baglanti yapisi

Veri Terminal Kart

) oxa Eona Giig Meduli 3
AP o = ez ) ; 5=

Kodleyoler Analog Cikig Analag Girlg " !

3 . 7 N Frigd Girisd  Qirig2 Biris3
'-I__,‘__Iq Q Q- 9 @3 5 e iriy iriy iris E.;
T T - = - 10, it

- R N e L Diyud Jn\.rul Dupya2  Duyud

Qe @ @0t ; i_s_s

‘ Cakig Ckisl QilogZ ka2

W A SN S

f:.:,. ey b by

Tazmict Kodlawcis Tagr

L2
ik Kodlancise Wik Masar
| e P

X Kedlayict

i

W Kodlayic)

45"y

Ug Serbestlik Dereceli Ving Sistemi

Sekil 2. 15 Veri terminal karti, glic modili ve ving sistemi arasindaki baglantilar
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Gizelge 2. 9 Ving sisteminde var olan kablo yapisinin 6zeti

Kablo# | Kablo Tipi | Baslangig Yeri Sonlanma Yeri Sinyal
Kule Gizerindeki Tastyici ve yik motoru
1 DB-9 Ving kolu
DB-9 konektor sinyalleri
Tastyicl, ylik ve sarkag
kodlayici sinyalleri, ayrica
Kule Gzerindeki
2 DB-25 Ving kolu kule CW, kule CCW, ving
DB-25 konektor
kolu Ret, ving kolu Ext ve
ylk limit anahtarlari
Terminal karti
3 Serit kablo Gic moduli Aktif/pasif motorlar
DIOO
Terminal karti Ving limit Ving Gizerinde okunan limit
4 Serit kablo
DIO1 anahtari anahtarlari
RCA Terminal kart1 | Gi¢ moduli giris | Kule motorunun yikseltici
5
kablosu analog cikis #0 #0O komutu
RCA Terminal kart1 | Glg moduli giris Tasiyic motorunun
6
kablosu analog cikis #1 #1 yukseltici komutu
RCA Terminal karti | Giic moddld giris | Yik motorunun yikseltici
7
kablosu analog cikig #2 #2 komutu
RCA Terminal karti Gug moduli Kule motorunda olgllen
8
kablosu analog giris #0 duyu #0 akim
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Cizelge 2. 9 Ving sisteminde var olan kablo yapisinin 6zeti (Devami)

RCA Terminal karti Gu¢ modula Taslyict motorunda 6lgllen
9
kablosu analog giris #1 duyu #1 akim
RCA Terminal karti Gic moduli Yiik motorunda dlglilen
10
kablosu analog giris #2 duyu #2 akim
Kule motoru kodlayicisi
Kule
Kodlayici Terminal karti donen kulenin agisini
11 kodlayicisinin
kablosu Kodlayici giris #0 | hesaplamak icin kullanilir,
konektori
S]
Taslyicl
Kodlayici Terminal karti Taslyici motoru tastyicinin
12 kodlayicisinin
kablosu Kodlayici giris #1 kaydirimini hesaplar, x
konektori
Yiik motoru kodlayicisi
Kodlayici Terminal karti
13 Yuk kodlayicisi yukin yuksekligini 6lgmek
kablosu Kodlayici giris #2
icin kullanihr, z
Kodlayici | X sarkacina ait Terminal karti Yikin ving kolunun enine
14
kablosu kodlayici Kodlayici giris #3 gore sallanma agisi, y
Yukiin ving kolunun
Kodlayici | Y sarkacina ait Terminal karti
15 boyuna gore sallanma
kablosu kodlayici Kodlayici giris #4
agisi,
Motor Gu¢ modula Kule motorunun Kule motoruna giden
16
kablosu cikis #0 konektori glclendirilmis sinyal
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Cizelge 2. 9 Ving sisteminde var olan kablo yapisinin 6zeti (Devami)

Tasiyici

Motor Gug moduli Taslyicl motoruna giden
17 motorunun

kablosu cikis #1 gluglendirilmis sinyal

konektori

Motor Gug¢ moduli Yik motorunun Yik motoruna giden
18

kablosu cikis #2 konektori glglendirilmis sinyal

2.5 Sistem Modeli

Ug serbestlik dereceli ving sistemi kendi icinde yiik, ving kolu ve kule olmak {izere 3 ayri
alt sisteme ayrilmaktadir. Bu alt sistemlere ait model yapisi bu boliimde verilecektir.
Maple calisma sayfasi yardimiyla gerceklestirilen modelleye ait komut dosyalarina ise

tez ¢alismasinin ek kisminda yer verilmistir.
2.5.1 Yk Alt Sistemi

2.5.1.1 Yiik Pozisyonunun Modellenmesi

Bu bolimde, yikin dikey pozisyonu ile tasiyict motorunun giris akimi arasindaki iligkiyi
tanimlayan acik cevrim transfer fonksiyonu modellenmistir. Yik alt sisteminin serbest
cisim diyagrami Sekil 2. 16’ da gosterilmistir. Sekilde yer alan Ust gember tasiyici
motorunun (zerine yerlestiriimis bir makaray! temsil etmektedir. Tasiyici motoruna
pozitif akim uygulandiginda, makara saat yoniinde doner ve yiki asaglya dogru
salmaya baslar. Yike bagh kablo tam olarak acildiginda yikiin yerden yiksekligi sifir

olur. Ust cemberin eksen noktasi ile yiikiin kiitlesinin merkezi arasindaki uzaklik [, ile

temsil edilmektedir.
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Ty, makara

¢ >0 CW

fy

Z >0

mpg + fsurtunme + fsonumleme

Sekil 2. 16 Yiik konumunun modeli

Sekil 2. 16’ da serbest cisim diyagrami verilen yiik alt sisteminin hareketlerini temsil

eden denklem

d’ d
my| 2770 [+ O =1,0)-m,g-B, (Ez(t)j ~Seotoms @), 2.1)

seklinde tanimlanmaktadir. Bu ifade yer alan m, yukin katlesini, z yikin dikey
eksendeki konumunu, f,, makaranin eylemsizliginin Urettigi giici, fy tasiyici motoru
tarafindan Uretilen glici, g vyercekimi ivmesi sabitini, B, viskoz sonimleme

y

parametresinive f. .., Coulomb slrtinmesinden gelen glici temsil etmektedir.

Coulomb sirtinmesi sifir civarinda stireksiz oldugundan dolayr bu deger sistemin

stirekli bir Laplace modelini ¢cikartmak icin ihmal edilebilir.

f.coulomb (t) = O ’ (2 2)
Buna ek olarak viskoz séniimleme parametresinin de
By =0, (2.3)
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ihmal edildigi varsayildiginda (2.1) esitligi
d2
m, ?Z(f) + [0 =f(0)-m,g (2. 4)

sekline indirgenebilmektedir. Bu denkleme ait Laplace doénisimi ise z, fy ve f,

parametrelerinin Laplace donistimleri Z=Z(s), F, ve F, ile temsil edilerek

2 m,8g
mysZ+F,=F, - ;’ , (2.5)

seklinde olusturulabilir. Verilen cizelgelerde tanimlanan tasiyici motoru parametreleri

Mgy s Kg’y ) M, VE Kt’y icin giris akimi ]m,yl e gore tasiyici motoru tarafindan Uretilen

dogrusal glic

o K nm,yK Vi

g’y g’y [’y m’y
) (2.6)

Fy

ry,makara
esitligi ile verilebilmektedir.

Taslyici Uzerindeki makaranin eylemsizliginden gelen gliciin Z(s)’ e gére tanimlanmis
olmasi gerekmektedir. Makaranin eylemsizliginin olusturdugu tork dikkate alindiginda

ise @(t) makaranin agisi, J4 ise makaranin eylemsizlik momenti olmak tizere

d2
. =J,| —o(t
ai 1/ dtz ¢( ) , (2. 7)

seklinde bir tork esitligi olusturulabilmektedir. Burada yikiin dogrusal pozisyonunu ile

makaranin agisi arasindaki iliski

z(?)

ry,makam

(1) =

, (2.8)

ifadesi ile tanimlanabilir. Tork degeri verildiginde kitle lUzerindeki dogrusal gli¢c hareket

denklemi ise asagidaki gibi verilebilir.
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Tai
Jfai = —— (2.9)

ry,makam

Denklem (2. 8)’ in denklem (2. 7)’ de yerini almasiyla elde edilen tork esitligi denklem
(2. 9) da yerine koyuldugunda z(¢)’ e gére makaranin dénmesinden kaynaklanan

dogrusal glic denklemi

d2
d2¢(f)
Ju = 2, (2.10)

ry ,makara

seklinde elde edilmektedir. Bu glice karsilik gelen Laplace dontisimi ise

J¢s2Z
W =TT (2.11)
ry,makam
seklindedir.

Motor gii¢c denklemi (2. 6) ve makara eylemsizlik glicii denklemi (2. 11), denklem (2. 5)’

de yerine aldiginda elde edilen harekete ait son yiik denklemi ise

J K K I, m
m, + ¢ . ZSZZUg,y g Ty By my _ pg’ (2.12)

S

ry .makara ry .makara

seklindedir.

Sonug olarak agik ¢cevrim taslyici motoruna ait giris akiminin etki ettigi yik konumunun

transfer fonksiyonu

2
ry makara m pg

makaran K nm t m (S)
Z( )_ y g,y &) )/ >y m,y +J¢) (2'13)

s*(m r +J) s*(m r

p y makara p y makara

seklinde elde edilmektedir.
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2.5.2 Ving Kolu Alt Sistemi

2.5.2.1 Ving Kolunun Modellenmesi

Bu bolimde Ug serbestlik dereceli ving sistemine ait ving kolu alt sisteminin modeli ve
dogrusal durum-uzay parametrizasyonu verilecektir. Ving kolu alt sistemi, kendisine dik
olarak hareket eden yik alt sisteminin sabit bir yikseklikte oldugu ve sabit bir o
sarka¢ acisina sahip oldugu duasunidlerek iki boyutlu dogrusal bir c¢ercevede
modellenmistir. Diger bir degisle yukin sadece ) sarkag acisi ile hareket ettigi

varsaylimistir.

Sistemde yer alan taslyici donaniminda yer alan motor, kayis ve kasnak gibi elemanlar
ile birlikte ving kolu alt sistemine asiimig sekildedir. DA motor i¢indeki 7, . akimi pozitif
oldugunda tasiyici kuleden uzaklasarak ving kolunun sonuna dogru hareket etmeye
baslar. Bu durum pozitif hiz olarak tanimlanmistir. Béylece, tasiyici Sekil 2. 17’ de yer
alan serbest cisim diyagraminin sag tarafina dogru hareket ettikge tasiyicinin pozisyonu

Xj pozitif sekilde artacaktir.

Yo A

|
|
|
|
|
T

O > Zo

Mtasiyici

Sekil 2. 17 Ving koluna ait serbest cisim diyagrami
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Ving kolu sisteminde yuk tastyict birimine ¢elik bir kablo ile bagli durumdadir. Bu
kablonun sert oldugu varsayilarak yuk sistemi bir asili sarkag olarak dikkate alinmistir.
Sekil 2. 17’ de gorlebilecegi Gizere tasiyici pozitif yonde hareket ettiginde sarkag agisi

¥ saat yoninde olusacaktir. Bu durum pozitif dénme hizi olarak tanimlanir.

Ving kolunun modellenmesinde sistemin dogrusal olmayan dinamiklerini elde etmek
icin Lagrange metodu kullaniimistir. Elde edilen dogrusal olmayan denklemler ayrica

dogrusallastirilmis ve durum uzay parametrizasyonu ¢ikariimistir.

Lagrange metodunda kullanilan gésterimler

X () =Taglyicinin dogrusal pozisyonu

y(t) = Y sarkac acisi

ve genellestirilmis koordinatlar

g=]X,0,70)], (2.13)
d d

qd = {EX,U),EW)}, (2. 14)

seklindedir.

Kartezyen koordinat sisteminde Sekil 2. 17 kullanilarak elde edilen yikin agirhk

merkezinin konumu
xpi=x, (1) =1, sin(y(2)) , (2.15)

ypi=—l,cos(y(1)), (2. 16)

denklemleri ile temsil edilebilir. Konum denklemleri yerine hiz denklemleri

kullanildiginda ise agirhk merkezinin konumu

xdp = (% X, (t)j -1, cos(y(t))(% 7(0) , (2.17)

ydpi=—1, sin(y(t))[%y(t)j, 0.18)
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seklinde olusur.

Lagrange denklemlerinde kullanilmak lizere tanimlanan durum uzay denklemlerine ait

degiskenler X durum vektori olmak Gzere sirasiyla
subs _ X, :={xj(t)=X1,;/(t):X2}, (2.19)

d d
subs _ X, 32{5%0):){3,57(0:)&}, (2. 20)

ving kolu motoruna uygulanan giris akimina ait degisken ve
subs U = {Im’j =U1}, (2.21)

konum denklemlerine ait degiskenler
d’ d’
subs _ X ;= {?xj(fﬁ)(dg,??/(f):)@t}, (2. 22)

X 4 = Xd, (1), Xd,(1)], (2.23)

seklinde yazilabilir.

Sisteme ait Lagrange denklemlerini elde etmek igin sistemde var olan toplam

potansiyel ve kinetik enerjinin hesaplanmasi gerekmektedir.

2.5.2.1.1 Toplam Potansiyel Enerji

Ving kolu sistemine ait toplam potansiyel enerji, elastik ve yercekimsel potansiyel
enerjilerin toplamindan olugmaktadir. Sisteme ait elastik ve yergekimsel potansiyel

enerjiler sirasiyla

V=0, (2. 24)
V, =—m,gl cos(y(t)), (2.25)

seklinde verilmektedir. Bu durumda sistemin toplam potansiyel enerjisi V; =V, +Vg

ifadesine esittir.
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Vi =—m,gl, cos(y(1)) (2. 26)

2.5.2.1.2 Toplam Kinetik Enerji
Sisteme ait toplam kinetik enerji, genel koordinat denklemleri ve bu denklemlerin
birinci tirevleri kullanilarak elde edilmektedir. ilk olarak motorlu tasiyiciya ait 6teleme

kinetik enerjisi, m,,.,., tastyicinin kutlesi olmak Gzere

1

Py— d 2
Ttl T Emta§ly1a EXJ (t) ’ (2.27)

ifadesi ile verilebilir.

Motorlu tasiyicinin  dénmesinden kaynaklanan kinetik enerji ise J, ving kolu

motorunun eylemsizlik momentini temsil etmek tzere

1 d ?
Tr=J | Ly @
= W(dtwm()j, (2. 28)

seklinde yazilir. Denklemde yer alan motor acisi ve dogrusal uzaklk arasindaki iliskiden

yola cikarak K, ; disli oranini, 7; ;... kasnak yaricapini ifade etmek tzere

d
Kg,j (dt j(t)j

r J,kasnak

4y ()=

r ) (2.29)

esitligi olusturulabilir.

Bu durumda motorlu tasiyicinin dénmesinden kaynaklanan kinetik enerji

d 2

2

1 J K, (thj(t))

Tr, =5 > , (2.30)

r J,kasnak

esitligi ile yeniden yazilir. Tasiyiciya ait maksimum dogrusal hiz 0.125 m/s dir. Diger ving

parametreleri de kullanilarak asagidaki esitsizlik olusturulabilir.
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J K,
——<024 kg<M,_ (2.31)

I"mp

Boylece motorlu tasiyicinin donmesinden kaynaklanan kinetik enerjinin ihmal

edilebilecegi ortaya ¢cikmistir.

Diger yandan sarkag sisteminin donmesinden kaynaklanan kinetik eneriji

1 (d ?
Tr,==J | —y(t
=2 7(@7/())' (2.32)

denklemi ile verilebilir. Bu denklemde yer alan di}/(t) ifadesi sarkacin agisal hizina
t
esittir.

Sarkag sistemine ait 6teleme kinetik enerjisi ise

T, ;:lmp ((%Xj(t)j I cos(y/(t))( m)j} +1,7 +sin(y(7))’ (%7(0) , (2.33)

seklinde hesaplanmistir. Bu durumda ving kolu sistemine ait toplam kinetik enerji
I =Tt +Tt, +Tr, +Tr,, (2. 34)
denklemine esittir.

Lo 1 1KY d Y
1. =|—-m —= || =X,
T 2 taslytcz 2 p 2 Ikamak ( df J( ))

-,/ COS(?(f))( 7(0)( X, (t)j

(2.35)

+(% m, (l P cos(y(t))' +1) sin(}/(t))z) +% J, J(% Y (l‘)j

2.5.2.1.3 Genellestirilmis Kuvvetler

Sistemde var olan ve modelleme igin Euler-Lagrange denklemlerinde kullanilan

kuvvetlerin agiklamalari bu bolimde verilmistir.
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F. = Viskoz sénimleme kuvveti
F, =Taglyici motoru tarafindan retilen dogrusal kuvvet
B, =Sarkacin viskoz surtlinme tork katsayis

B, =Tastyicinin viskoz séniimleme kuvvet katsayisi

Verilen her iki viskoz parametresi de hesaplamalarda ihmal edilmistir.

Lagrange denklemlerinde genellestirilmis koordinatlar ¢[i], Uzerine uygulanan

genellestirilmis kuvvetler ise QO[i] parametresi ile temsil edilmektedir.

Coulomb sirtlinmesi ihmal edildiginde, sarka¢ ve tasiyict lizerindeki dogrusal

hareketten dolayi olusan kuvvet

O =F (2. 36)

J 7
0,=0, (2.37)
denklemleri ile gosterilebilir.

Fj motor dislisi Gizerinde motor tarafindan olusturulan dogrusal giictiir ve asagidaki

esitlik ile verilebilir.

n,. Kg’jnm, K 1

J JoLjTm,j

Fj = (2. 38)

}/" jkasnak

Sistemde var olan genellestirilmis kuvvet bu durumda Fj' e esit olacaktir.

Q = ng,ng,jnm,jKt,jlm’j ,0

(2. 39)
rj,kasnak

2.5.2.1.4 Euler-Lagrange Denklemleri ve Durum Uzay Matrislerinin Belirlenmesi

Q. genellestirilmis kuvvet olarak bilinen harici glglerin kombinasyonu, ¢,

genellestirilmis koordinatlar ve L sistemin Lagrange esitligi olmak tizere N. dereceden

serbestlik dereceli bir sistem igin Lagrange denklemleri
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o o 0
La’(aqaon D (8% ] O i=h2N, (2. 40)

seklinde yazilr.

Sistemin Lagrange esitligi ise, T sistemin toplam kinetik enerjisini, U sistemin toplam

potansiyel enerjisini temsil etmek lizere
L=T-U, (2.41)
ifadesi ile verilebilir.

Sisteme ait dinamik denklemler tezin Ek - C boéliminde verilen Maple kodu ile

asagidaki gibi elde edilmistir.

EOM _orig:=m, s1n(}/(t))£d y(t)j

d2
2
(_mtaslyzczl/'j',kasnak —m rj kasnak Jl//Kg j )[d 2 X (t)j

2
7"]- ,kasnak

“m cos(y(t))[ a y(t)j

ng JKg T, JKtJImJ , (2.42)

b

rj ,kasnak

—m] cos(y(t))[ d

2

X, (z))

2

+(m,1,}+ Jy)Lj—tz 7(t)J +m, gl sin(y(t))=0

Verilen  Euler-Lagrange hareket denklemleri durum fonksiyonlari  olarak

genisletildiginde asagidaki esitlikler elde edilmektedir.
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EOM _durum:=m ], sin(X2 )X,

2
(_mtaszyzczrj,kasnak mprj kasnak Jl//Kg i )Xd3

2

rj,kasnak
K K
_ g jm, "1, j " m,j (2.43)
—m,l cos(X,)Xd, = ,
rj,kasnak

—m,l, cos(X,)Xd, +(m,1,’ +J,) Xd, +m,gl, sin(X,)=0

Hareket denklemlerinin istenilen sekilde dogrusallastirilmasi igin bu islemin
operasyonun pasif noktasi civarinda yapilmasi gerekmektedir. Burada kiiclik genlik ve

titresimler icin dogrusallastirma a =0 acisi civarinda gergeklestirilmistir.

Dogrusallastiriimis hareket denklemi

EOM _ seri =

Xd,m > + Xd,m *+ XdJ K,

tasiyicl ] kasnak p ] kasnak
2

rj Jkasnak

—m, l Xd,r +mple X.r. 2

27 j,kasnak
2

r Jj.kasnak

_ MK MK Y

4 Jkasnak

M

rj,kasnak ’ (2.44)
2 —
-m [ Xd,+Xd,m)] +XdJ, +m,gl X,=0
seklinde yazilabilir.

Lagrange esitliginin mekaniklerinden gelen dogrusal olmayan sistemin denklemleri ise

asagidaki denklem ile temsil edimektedir.

F(q)qdd +G(q,qd)qd + H(q)q = L(q,qd ,u) (2. 45)

Denklemde yer alan F, G ve H simetrik yapiya sahiptir ve sirasiyla kiitle,

sonimleme ve sertlik matrislerini temsil eder.
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Kutle matrisi sistemde var olan baglantilar ile ilgili bilgiler igermektedir.

mzajwyzczrj,kasnak +m I"] l;asnak + Ju/Kg,j -m l COS(X2)
F = r pp
i J kasnak (2. 46)
2
| -m, [, cos(X,) mil = +J, |

Kiigiik kaydirimlar igin eylemsizlik matrisi dogrusallastirildiginda F, matrisi

1

— 2 =
mtaﬂylczrj,kasnak + mp J kasnak +J1/1Kg, J m l
F d - 7 2 pp
_aog = J kasnak (2.47)
2
] -ml, m,l +Jy_

seklini alir.

Hareket denklemlerinin ikinci dereceden durumlara gore tirevleri icin dogrusal

olmayan ¢6zim

J}/ 7, kasnakm Sln(}/(t)) d y 2

r. d
d_zX (t) B Jkasnak +m 2 p3 "k Sln(}/(t)) dt Y
2
dt’ (—K ml —J}/ng )Jy/

2 2

o mprj,kasnak ) J)/
2 2

pp ] kasnak

+ <_ tasiyic rj,kasnak

2
_mtaslylczrj kasna l o m

+mp , ]kmak cos(}/(t))
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Zl zrj kasnakzg sin(y(#)) cos(y(?))

2
V) kasnak | ~ lp M. g]nmJKf][m]

_J777g,jK ', ]K 1

t,j m,j

-K, 'ml?-J K, *)J
(- ’)

rTTgJ 4

, (2. 48)
J

2 2
taswyici ] kasnak _mprj,kasnak ) 14

2 2 2
tasiyici rj kasna l —m p lp r] kasnak

+m 21 r; J,kasnak COS(j/(l‘))

+(_m

—m

d2 pzlp rj kasnak COS(j/(t)) Sln(j/(t))( (t)j
()=
ar’ (

-K, 'ml’~J K )J

78 14

2 2
+ <_mta51yla rj,kasnak o mp rj,kasnak ) ']y

2 2 2 2
_mtaslylarj kasnak mplp _mp Zp rj kasnak

+m *1 *r, 2 cos(y(2))’

p “p " j,kasna

Mg pasnar. & SIN(Y () +
myl | mr, kasnakzg sin(y(¢2)) +sin(y (1)) g K, ,J,
=7 kasnat COS(Y O, K 11, K, i,
(-k,/'m,1 -J K, )]

reog.J . 4

, (2. 49)
+(-m, .1 ‘—m r, 2)J
taswict’ j,kasnak p' j,kasnak 14

2 l 2 2[ 2
k m mp p 7"] kasnak

+m 2Z 7" Jkasnak COS(]/(t))

taswyici rj kasna

denklemleri ile temsil edilmektedir.
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Hareket denklemlerinin dogrusallagtirmasi sirasinda kiglk acilar igin trigonometrik

fonksiyonlarin seri acihimlari kullanilmistir. Bu durumda hareket denklemlerin ikinci

dereceden durumlara gore tiirevleri igin dogrusal ¢6zim

_gmp P ] kasnak 7/(t)_

rj,kasnak (_mp ng ]K 77’" JUTJ maJ)

d—zX (t) _'] 77 K 77m JKI j]m,j
dr’ (K, 'ml’+J K, )],
2
+( mtaslyzcz J kasnak + mp J kasnak )']}/
2 2
+mta§zyzczrj,kasnak mplp

2
m.,r. Sna g
—ml | 70
+m ‘g gK, J

ta.}‘llel’/'] kasnak

d’ )= +ml¢7gj M KL, T

t,jom,j" j,kasnak
" K,'ml’+J K, )J
( m + rgJ ) 14
2
+(_mta§lywlrj,kasnak +mp J,kasnak )J}/
2 2
+mta$lylczrj,kasnak mplp

seklinde verilebilir.

Hareket denklemlerinin ¢dzimdu ile ving kolu sistemine ait durum
asagidaki gibi elde edilir.
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) (2.51)

uzay matrisleri



0 0 1 0

0 0 0 1
0 — pzlp ¥ kasnak2 0 0
My isiyie'j kasnak mpl » T mta§ly101’/},kasnak2J y
A= L F e, +IvK, L+ Ke iy I,
0 _mplpg(mtaszylczrj,kasnak T rasnak +J‘/’Kg«f) 0
LLm— j,kasnakzm 1} T Myal, kasnakz‘] y
| +m,r; kameJy +J.//Kg’j mplp +J Ke. iy |
_ 0 -
0
s K 10 K (m,1,+J,)
3 mtaslywlrj,kasna l +Mye, kasnakz‘]
= T, asna J7+J¢,/K g m Z +J,Ke. iJv ’ (2. 53)
m, [ 77gj gjﬂmjKtjrj kasnak
mta;zyzarj,kasna l T Myal, kamakz‘] y
| T fasna Jy +JV/Kg’j mplp +J Ke. iy |
1 0 0 0
““lo 10 o) %50
|0
D= ol (2.55)

Sarkag sisteminin donmesinden kaynaklanan eylemsizlik momenti Jy =0 olarak ihmal

edilip matris igerisinde gerekli sadelestirmeler yapildiginda ise ving kolu sisteminin

0
EXZAHBM’ (2.56)
y=Cx+Du, (2.57)

dogrusal durum uzay parametrizasyonuna ait durum uzay matrisleri
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[ 0
2
4 0 _ m prj kasnak 8
mtaszyzcz J kasnak +J K
0 — g(mtaszyzczr},kasnak + mprj kasnak + J‘//Kg J )
i (mta§llel J kasnak +Jl//Kg J )l
— 0 ]
0
B- rj,kasnakng ng j77m jK j
mta@zyzcz J,kasnak + Jl//Kg J ,
rj,kavnakng ng jT7 JK t,j
(mta5zy1a J,kasnak + Jl// Kg J )l _
1 0 0 0
C=
0100
0
D =
O ’

halini almaktadir.

2.5.3 Kule Alt Sistemi

2.5.3.1 Kulenin Modellenmesi

) (2.58)

(2.59)

(2. 60)

(2.61)

Bu bolimde (¢ serbestlik dereceli ving sistemine ait kule alt sisteminin modeli ve

dogrusal durum-uzay parametrizasyonu verilecektir.

Kule alt sistemi, tasiyici pozisyonunun sabit, ) sarkag agisinin “0” ve yukin yerden

ylksekliginin sabit oldugu disinilerek bir déner kol olarak modellenmistir. Boylece

harekete sahip tek eklemler kule ile ilgili olan ve & sarkag agisina sahip olan ving kolu

eksenleridir.
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Sekil 2. 18" de gosterildigi gibi, kule alt sistemi sabit duran bir doner kol olarak
modellenirken, tasiyicinin ving kolunun sonunda yatay kuleye lj kadar uzaklikta sabit
olarak durdugu varsayllmistir. Yik sistemi ise asili bir sarka¢ olarak modellenmis ve
yukin tastyic kasnagina olan uzakhginin lp oldugu varsayllmistir. Kule sistemi déner
kolun agisi @ ve sarka¢ sapma acisi @ olmak Uzere iki adet 6lgllebilen duruma
sahiptir. Tasiyictya bagh bulunan yik 3 boyutlu uzayda hareket etmektedir. Kule
motoru giris akimi 1, , pozitif oldugunda doner kol saat yoniiniin tersine hareket eder.

Bu durum pozitif hiz olarak tanimlanmistir. Sekil 2.18" de goriilebilecegi gibi sistem saat

yonilnin tersine hareket ettiginde, sarkag agisi pozitif olacak sekilde tanimlanmustir.

\

Y aso0cew

Sekil 2. 18 Kule sisteminin kinematigi

Kulenin modellenmesinde sisteme ait hareket denklemleri Lagrange teknigi kullanilarak

elde edilmistir.
Lagrange metodunda kullanilan goésterimler

6(t) = Doner kolun agisi

a(t) =Yukin dikey eksendeki sapma agisi
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ve genellestirilmis koordinatlar

q=[6(t),a(t)], (2. 62)

d d
qd = [Eﬁ(t),za(t)] (2. 63)

seklindedir. Modellemede kullanilan  genellestirilmis  koordinatlar  Lagrange

koordinatlari olarak da bilinir.

Kule sisteminin modellenmesinde donlisim matrislerinden faydalaniimistir. Bu

donidstim matrisleri; temel bir eksen etrafinda dénme i¢in tanimlanan dontisiim matrisi

cos(8(t)) —sin(8(t)) 0
sin(@(¢)) cos(8(t)) O
0 0 1 , (2. 64)

0

0 0

-0 O O

ving kolu boyunca tasiyicinin dénme hareketini tanimlayan dontisim matrisi

100 [
O 1 0 O
L= 2.65
0O 01 0} ( )
0 0 0 1]
temel tastyici konumunu koordine eden doniisiim matrisi
[ cos(0(t)) —sin((1)) 0 cos(A(1))l; |
sin(@(¢)) cos(8(t)) O sin(6(2)),
T 0 2= /
- 0 0 1 0 , (2. 66)
0 0 0 I
sarkaca bagl yikiin sapma agisini tanimlayan dénlisiim matrisleri
1 0 0 0]
;|01 0 0
"o 0 1 -1 | (2.67)
00 0 1
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1
10
_24=,
0

0
cos(a(t))

sin(a(t))
0

0
—sin(a(?))

cos(a(t))
0

0

sin(a())!,,
—cos(a(?))/,

1

~

ve yuk sistemini koordine eden temel donisiim matrisi 70 4 ise

0
0

cos(6(t)) —sin(8(t))cos(a(t))

sin(@(¢)) cos(6(t))cos(a(t))

sin(a(?))

0

seklinde tanimlanmistir.

sin(€(¢)) sin(a(t))

—cos(d(1))sin(a(t))

cos(a(t))

0

—sin(0(#)) sin(a(1))/, ]
+cos(0(1))/;
cos(6(1))sin(a (1)),
+sin(0(1))/
—cos(a(1))l,

1

Kule sistemi asagida belirtilen durumlara bagli olarak calismaktadir.

(2. 68)

(2. 69)

1) o =0 yikin mikemmel bir asagi yonlu pozisyon ile sarkaca bagli oldugunu belirtir.

2) Ee(t) >0 oldugunda doner kol saat yoniiniin tersine yani pozitif yonde hareket

eder.

d
3) Ea(t) > 0 oldugunda sarkag saat yoniiniin tersine yani pozitif yonde hareket eder.

3 boyutlu Kartezyen koordinat sisteminde taslyici pozisyonu

x, =cos(6());,

v, =sin(6())!,

z,=0

ve yik pozisyonu

x, = =sin(0(?)) sin(a(?))!, + cos(6(1))/

y, = cos(6(2))sin(a(?))!, +sin(0(2))/
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(2. 73)
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z, =—cos(a(?))l, (2.75)
denklemleri ile tanimlanmaktadir.

3 boyutlu Kartezyen koordinat sisteminde hiz denklemlerini tanimlamak igin ise

asagidaki denklemler kullaniimistir.

xd, = —sm(H(t))( H(t)j (2. 76)
yd, = cos(ﬁ(t))( H(t)) (2.77)
zd, =0 (2.78)

xd, i=— cos(@(t))( Q(t)j sin(a())],

(2. 79)
—sin(6(¢)) cos(a(t))( a(t)jl —sin(6(1)) ( H(t)j
yd, =—sin(6(?)) ( Q(t)] sin(a(9))],

(2.80)
+cos(8(t)) cos(a(t)) ( a(t)}l + cos(6(1)) ( Q(t)j
zd, = Sln(“@))( Of(f)j (2.81)

Euler-Lagrange denklemlerinde kullanilmak Uizere tanimlanan durum uzay

denklemlerine ait degiskenler X durum vektori olmak lzere, sirasiyla

subs X : {Q(t) Lat)=X } (2.82)

d
X, La)=Xx
3dt05() 4}, (2. 83)

d
subs _X , = {Eﬁ(t) =

kule motoruna uygulanan giris akimina ait degisken ve
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subs U = {Im,t :Ul}, (2. 84)

ikinci dereceden tirevler ile birlikte konum denklemlerine ait degiskenler

d2 d2
subS_qud ::{?G(t)zXﬁ,Wa(t):XCm}, (2. 85)

X = [Xd3(t)de4(t)] , (2. 86)
seklinde tanimlanmistir.

Sisteme ait Lagrange denklemlerini elde etmek igin sistemde var olan toplam

potansiyel ve kinetik enerjinin hesaplanmasi gerekmektedir.

2.5.3.1.1 Toplam Potansiyel Enerji

Kule sistemine ait toplam potansiyel eneriji, elastik ve yergcekimsel potansiyel enerjilerin

toplamindan olusmaktadir. Sisteme ait elastik ve yercekimsel potansiyel eneriji
V,=0, (2. 87)
V,=-mgl cos(a(?)), (2. 88)

denklemleri ile verilebilir. Bu durumda sistemin toplam potansiyel enerjisi

Vi =V, +V, denklemine esittir.

V,=-m,gl cos(a(t)) (2. 89)

2.5.3.1.2 Toplam Kinetik Enerji

Sisteme ait toplam kinetik enerji, genel koordinat denklemleri ve bu denklemlerin
birinci turevleri kullanilarak elde edilebilir. ilk olarak déner kola ait kinetik enerji, J,

kule motorunun eylemsizlik momenti olmak tzere

1 (d ’
Tro=—J,| —0O(t
= g(dt ()), (2.90)

ifadesi ile verilebilir.
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J, doéner kolun eylemsizlik momentini ve a sarkacin sapma agisini

Uzere yukiin donmesinden kaynaklanan kinetik eneriji ise
2
1 d
ITry==J,| —a(t) |,
2 dt

seklinde yazilir.

Ek olarak sisteme ait 6teleme kinetik enerijisi
d d
2cos(a(t))| —a(t) |l | —0O(¢) |I.
( ())(dt ()jp(dt ()j,

1 d ? d ?
Tt :=— + =0 | 12+ =0 ] 12
" (dt ()j J (dt ()] ’ ,

d ’ 2 2 d 2
(Low 1, costator + Lato |,

denklem seti ile verilirken, kule sisteminin toplam kinetik enerjisi
1. =Tn+T1r, +Tt,

denklemine esittir ve

(Do) Ly (Lan)

T, = 5 Jg(dt H(t)) + 2Ja (dt a(t)j

2cos(a(t)) (%a(t)jlp (%H(t)jlj
1 d ’ 2 d ’ 2 ’

+Emp +(E(9(t)j , +(E(9(t)j [,

d ’ 2 2 d 2
{20 [ L)

seklinde hesaplanmistir.

50

temsil etmek

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2. 94)



2.5.3.1.3 Genellestirilmis Kuvvetler

Sistemde var olan ve modelleme icin Euler-Lagrange denklemlerinde kullanilan

kuvvetlerin agiklamalari bu bolimde verilmistir.

T = Viskoz sonimleme kuvveti

m,j

T, = Kule motoru tarafindan uretilen tork
B, = Kule motorunun viskoz stirtinme tork katsayisi

B, =Sarkacin & sapma aglisina ait viskoz siirtinme séniimleme tork katsayisi

Verilen her iki viskoz parametresi de hesaplamalarda ihmal edilmistir.

Lagrange denklemlerinde genellestirilmis koordinatlar g[i], Uzerine uygulanan

genellestirilmis kuvvetler ise QO[i] parametresi ile temsil edilmektedir.
o=t,,, (2. 95)

0,=0, (2. 96)

Motor dislisi Gzerinde motor tarafindan olusturulan tork 7, ,, asagidaki esitlik ile

verilebilir.

Ts =M, KoMK, L (2.97)

tttmt s

Sistemde var olan genellestirilmis kuvvet ise bu durumda 7, , * e esit olmaktadir.
Q = [ng,tKg,tnm,th,tlm,t’ 0] (2 98)

2.5.3.1.4 Euler Lagrange Denklemleri ve Durum Uzay Matrislerinin Belirlenmesi

Q. genellestirilmis kuvvet olarak bilinen harici glclerin kombinasyonu, ¢,

genellestirilmis koordinatlar ve L sistemin Lagrange esitligi olmak tizere N. dereceden

serbestlik dereceli bir sistem icin Lagrange denklemleri
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o o 0
— L — —L = ) .
af(aqaon ) (8% ) O i=h2N, (2.99)

seklinde yazilr.

Sistemin Lagrange esitligi ise, T sistemin toplam kinetik enerjisini, U sistemin toplam

potansiyel enerjisini temsil etmek lizere
L=T-U, (2.100)
ifadesi ile verilebilir.

Hareket denklemlerinin istenen sekilde dogrusallastiriimasi icin bu islemin
operasyonun pasif noktasi civarinda yapilmasi gerekmektedir. Burada kiiclik genlik ve

titresimler icin dogrusallastirma a =0 acisi civarinda gerceklestirilmistir.

Dogrusallastirma sirasinda kiguk acilar igin trigonometrik fonksiyonlarin seri agilimlari

kullanilmistir. Dogrusallastirilmis hareket denklemi

EOM _seri:=Xd,J, + Xd3mplj2 +m, Xd,l I
+2mplp2X4X2X3 = ng,tKg,tnm,th,tUl’

m,l Xd,+Xd,J,+Xdm]>+mgl X,=0

(2.101)

seklindedir.

Lagrange esitliginin mekaniklerinden gelen dogrusal olmayan sistemin denklemleri ise

asagidaki gibi ile temsil edilir.

F(q)qdd +G(q,qd)qd + H(q)q = L(q,qd ,u), (2.102)

Denklemde yer alan F, G ve H simetrik yapiya sahiptir ve sirasiyla kiitle,

sonimleme ve sertlik matrisleri olarak adlandirilir.

Kitle matrisi sistemde var olan baglantilar ile ilgili bilgiler icermektedir.

1 1
P Emplp2 —Emplp2 cos(2X,)+J, +mplj2 m, cos(X,)l [,
i (2. 103)
m, cos(X,)l [, J +ml?

a pp
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Kiclik kaydirimlar icin eylemsizlik matrisi dogrusallastirildiginda ise F, matrisi

1

pprJ

mll —~— J, +m]’ (2.104)

F_dogvz{Jngmpljz mJl |l }

seklini alir.

Hareket denklemlerinin ¢oziminiin ardindan kule sistemi icin elde edilen durum uzay

matrisleri
[0 0 1 0]
0 0 0 1
27 2
A=|0 "oy 8 0 0
- 2 2712
J,J, +J9mp lp +m, lj J, ’ (2. 105)
2
) ml g(m,l~"+J,)
| Tt L m L |
_ 0 _
0
B _ ng,tKg,t’]m,th,t (Ja + mpzlpz)
Ja‘]0+‘]0mplp2+mplj2‘]a ) (2. 106)
_ mplpng,tKg,tﬂm,th,tlj
STyt Im ) Am T
1 0 0 0
C= 010 ol (2.107)
0
D= ol (2.108)

seklinde verilebilir.
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Kule sistemi ile galisilirken dikkat edilmesi gereken énemli noktalardan biri ving kolu
sisteminde oldugu gibi sadece kule ve sarkac pozisyonlarinin dlcilebilmesidir. Hiz' a ait

durum denklemleri ise yiiksek gegiren filtreler ile elde edilebilmektedir.
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BOLUM 3

DOGRUSAL MATRIS ESIiTSiZLiGi VE KARARLILIK MODELLERI

Bu bolimde sabit dereceli dayanikli <, kontrolci tasarimi igin gelistirilecek tasarim

metodunda kullanilan DME’ lerin genel 6zelliklerinden, kullanim alanlarindan ve ¢6zim
yontemlerinden bahsedilecektir [21]. Buna ek olarak genel kontrolcli tasarim
problemlerinin tanimlanmasinda kullanilan ve olusan kapali ¢evrim sistemin

kararlihgini saglayan genel kararlilik modellerinden bahsedilecek ve bu kapsamda tez

calismasinda gelistirilecek sabit dereceli dayanikh & kontrolcl tasarim metodunda

kullanilan D - kararhlik ayrintili olarak incelenecektir.

3.1 Dogrusal Matris Esitsizligi

Bir dogrusal matris esitsizligi

F(x)=F +x b +--+x,F <0, (3.1)
seklinde tanimlanabilir.

Burada;

e X=(X},...,X,) ntane karar degiskeni iceren vektorii géstermektedir.
o F,...F, gerceksimetrik matrisleri gostermektedir.

e =<0 ifadesi kesin negatifligi gostermektedir. Bu baglamda ifade tim 6zdegerlerin

sifirdan kesin klgik olmasini sdylemekte ve bir baska gosterim ile en blylik

ozdegerin sifirdan kiigik olmasi A4 max(F'(x)) < 0 gerektigini belirtmektedir.
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Dogrusal matris esitsizligi aracini kullanirken gerekli olacak bazi gosterimleri de burada

belirtmekte fayda olacaktir. A matrisi kare ve mxm esitligini sagliyorsa Hermityen bir

T .. .
matristir. Burada A matrisi reel ise ayni zamanda simetriktir ve A=A esitligini

saglar.

Dogrusal matris esitsizlikleri, x gibi bir degisken Uzerinden konveks bir kistas
belirlemek igin kullanilabilir. Bu da, DME aracinin gunimizde optimizasyon

problemlerinin ¢oziimiinde ilgi cekici olmasini saglamaktadir.
¢ ={x|F(x)<0}, (3.2)

F(x) =<0 esitsizliginin ¢c6zim kiimesi konvekstir. Gergekte X1,x2 € ¢ ve o € (0,1)

oldugu durumda,
Flox,+(1-0)x,)=0cF(x)+(1-0)F(x,)<0, (3.3)

seklindeki £ fonksiyonu o >0, (1-0)>0 kosulu altinda ilgindir. F(x)=<0

esitsizliginin x Uzerinden konveks kistas olmasi 6zel bir durum olsa da bir ¢ok konveks
kiime bu sekilde kolaylikla tanimlanabilir. Bu sayede DME’ ler genel konveks kiime

ozelliklerine ilaveten daha bircok cazip 6zelligi de barindirirlar.

DME Sistemleri: Dogrusal matris esitsizligi sistemleri sonlu sayida DME’ den

olusmaktadir. Konveks fonksiyon ve kiime tanimlarindan da bilindigi gibi
F(x)=<0,....,F,(x)<0, (3.4)

seklindeki DME’ lerin her birinin olusturdugu olasi kiimenin kesisimi de konvekstir. Bir
bagka ifadeyle, (3. 4) DME’ sini saglayan tim x lerin kiimesi konvekstir. Gergekte, tek

tek DME’ leri yazmak yerine tamami tek bir DME de

'Fl(x) 0 0
0 F e 0

T I 5
0 0 - F(x|
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yazilabilir. Bu son esitsizlik ashinda her hangi bir x icin F(x) matrisinin simetrik

oldugunu belirtmektedir. F(x) matrisinin 6zdegerlerinin olusturdugu kime

F(x),--+, F,(x) matrislerinin tek tek 6zdegerlerinin birlesiminden olusan kime ile

aynidir. F'(x) <0 esitsizligini saglayan x ifadesi (3. 4) ile belirtilen tim esitsizlikleri
saglamaktadir. Sonu¢ olarak c¢oklu DME kisitlamalari bir DME kisitlamasina

indirgenebilir.
Yine DME’ ler Uzerinde yapacagimiz bazi matematiksel uygulamalar ile dogrusal

olmayan esitsizlikler, dogrusal olan esitsizliklere cevrilebilir. Ornegin M € R™

seklinde bir matris ele alalim

_ M, M,
M = , (3. 6)
M21 M22

bu matris icerisinde M,,” in ¥ X ¥ boyutunda tekil olmayan bir matris oldugunu kabul

edersek,
S=M,, _M21M11_1M12' (3.7)

seklinde tanimli bir S matrisi, M matrisi igerisinde M.’ in Schur timleyeni

olmaktadir. Eger M simetrikse

M, O M, <0
M<0& <0 (3. 8)
o S S<0 |- '

Schur Tiimleyen

F:X — S tanimlanmis ve

(3.9)

F,(x) F, (x):|

F("):{Fm(x) Fox)

seklinde pargalanmis olsun. Bu ayristirmada EI(X) karedir ve asagidaki dnermeler
birbirine esdegerdir.
a) F(x)=<0. (3.10)
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F(x)<0

| By~ By 0B, 0)] ' Fy(x) <0

(3.11)

Fy(x)<0

V) F ()= Fy(0)[ Fn (0] Fy () < 0 (3.12)

3.1.1 DMEF’ lerin Kullanim Alanlar

Kontrol konusu igerisindeki bir cok optimizasyon probleminde, sistem tanilamada ve
isaret islemede, kistaslar DME ile formiile edilebilinir. Burada akla gelen soru sudur;
“Acaba tiim optimizasyon problemleri DME formalizasyonuna indirgenerek, verimli ve
gercekgi bir ¢coziime ulagilabilir mi?” f:{ — R tanimli bir performans fonksiyonunun
minimizasyonu veya maksimizasyonu problemi dogrusal matris esitsizligi olan
F(x)=<0 gibi x degiskeni tGzerinden tanimli konveks kisitlamalar gésteriyorsa, bu tip
problemler bir gesit konveks optimizasyon problemidir. Cok agiktir ki F'(x) performans
fonksiyonu, konveks oldugu siirece ¢oziime iliskin algoritmalar ve gelistirmeler konveks
optimizasyon ile iliskilidir.

Aslinda DME’ lericin £ : X — S ilgin ise genelde iki temel ¢alisma alani vardir.

a) Varlik (Feasibility): Bu calisma alani belirtilen F'(x) < 0 DME kisitlamasini saglayan

en azbir X € X ’ invar olup olmadigini irdelemektedir.

b) Optimizasyon: DME kisitlamalarini saglayan elemanlar ile olusturulmus kiime
¢ ={x|F(x)=< 0} seklinde ifade edilmis olsun. Burada Vopr =1nf x « ¢ f(x) belirleme

problemine DME kisitlamalariyla optimizasyon problemi denir.

Bazi temel 6rnekler vermek gerekirse;

Ornek 1 Kararhiik: x:IR — R" olmak tzere, zamanla degismeyen dogrusal otonom

bir sistem

x=Ax AeR"™, (3.13)
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seklinde tanimlanmis olsun. Bu tirden bir sistem ancak ve ancak }imx(t)zO
—>00

saglaniyorsa asimptotik kararlidir. Aciktir ki X =0 ve A" X +XA<0 esitsizliklerini
saglayan éyle bir X = X" bulanabilirse bu sistem asimptotik olarak kararlidir. Aslinda
bu 6nerme ¥V (x) = x" Xx Lyapunov fonksiyonuyla gosterilmektedir. Oyleyse sistemin

asimptotik kararlilik problemi

_X 0
o axxal (3.14)

gibi bir DME’ nin ¢6ziimUine ait varlik problemine indirgenebilir.

Ornek 2 u Analizi: Cogu zaman W analizinde, bir M matrisine karsin HDMD‘1H<1

esitsizligini saglayan kosegen bir D matrisinin aranmasi problemi ile karsilasilir.

HDMD’lu <1l D ™M'D'DMD™ <1, (3. 15)
S M'D'DM <D'D, (3. 16)
SM'XM-X<0. (3.17)

Burada, X = D"D >0 dir. Bu érnekteki problemde belirtilen kistaslar altinda bir

matrisin varhginin incelenmesi bir DME varlik problemine karsilik gelmektedir.

Ornek 3 Tekil Deger Minimizasyonu: F :X — S ifadesinin tanimh ilgin bir
fonksiyonu, L max(+) ifadesinin de gercek simetrik bir matrisin en biyik tekil degerini
gosterdigi  kabul edildiginde tekil deger minimizasyon problemi Xx (izerinden

f(x):=vmx(F(x)) gibi bir fonksiyonun minimizasyonu olarak tanimlanabilir.

F)<B S P (FTWF@) < f & %(F%)F(x)) _PI<0, (31

c{ Pl F(x)} (3. 19)

F'(x) BI

Simdi
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| B _ | AL F —
y.{x] G(y) = {FT(x) 1 } g(y)=p, (3. 20)

tanimlamalari yapildiginda x Uzerinden f gibi bir fonksiyonu minimize etme problemi
G(y)<0 kistasini saglayan her y (zerinden g’ yi minimize etme problemine

donisur. Bundan dolayi, bu problem de bir ¢esit DME ile optimizasyon problemidir.

Ornek 4 Durum Geri Besleme Problemi: Zamandan bagimsiz

x=Ax+Bu i=12,.. .k, (3.21)
gibi £ tane dogrusal zamanla degismeyen sistem tanimlanmig olsun. Burada 4, € R™

ve B, e R™ seklindedir. Problem, k£ adet otonom x= (4 +BF)x, i=12,...k

sistemini u = Fx durum geri besleme kurali ile asimptotik kararl kilan F statik kazang

matrisinin belirlenmesidir. Ornek 1’ den yola ¢ikarak i =1,2,...k igin

X, =0

(4 +BF) X, +X,(4+BF)<0]’ (3.22)

matris esitsizliklerini saglayan F ve X, matrisleri bulundugunda problem ¢6zilmus
olacaktir. Ancak X, ve F' matrisleri bilinmeyen oldugu siirece, tanimlanan bu

esitsizlikler DME degildir. DME sistemlerine déniistirebilmek icin yol ¥ = X' ve

K =FY gibi yeni degiskenler tanimlayip yukaridaki esitsizlikleri tekrar yazmaktir. Bu

durumda elde edilen esitsizlikler bilinmeyenler tizerinden dogrusal olacaktir.

Y>-0

AY+YA'X,+BK+K'B" <0 (3.23)

Gorildigi gibi ¥ ve K degiskenlerine sahip DME’ ler elde edilmis durumdadir.
Durum geri besleme problemi (3. 23)’ de yer alan DME’ ler kapsaminda kullanilan Y ve
K matrislerinin varliginin incelenmesi problemine dénismustir. Bu durumda kontrol

problemi ¢ézimiinin F = KY ™' olacagi aciktrr.
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3.1.2 DME’ lerin Co6ziim Yontemleri

3.1.2.1 Elipsoit Yontemi

Elipsoit algoritmasi diger algoritmalar ile karsilastirildiginda, nimerik olarak daha
dayaniklidir ve uygulanabilirligi ile 6n plana c¢ikmaktadir. Ancak bu yoéntemin

dezavantaiji biylk Olcekli optimizasyon problemlerinde oldukca yavas ¢alismasidir.

Bu bolimde, DME’ lerin kullanim alanlarindan ¢6zimin varligi probleminin bu

algoritma ile nasil ¢coziimlenebildigine dair temel noktalar incelenecektir.

F:R" —>S tanmli ve ilgin bir fonksiyon olsun. Ayrica optimum degeri

Vopr =1nf x e ®" f(x) olarak tanimlanan f(x):= /3

max

(F(x)) fonksiyonu dikkate
alinsin. Bu noktada F(x)<Osartinin saglanmasinin ancak f_ (F(x))<0
durumunda gerceklenebilecegini hatirlamakta fayda vardir. Aciktir ki DME F(x) <0

ancak ve ancak V,, <0 iken gergeklenebilir. Vopt >0 oldugu durumda ise olasi

degildir.

Tekil deger minimizasyonu 6rneginde tanimlanan y =col(f3,x)eR"" vektori ve
dogrusal maliyet fonksiyonu g(¥) =/ , konveks kiime ¢ := {y e RxX|G(y) < 0}
Uzerinde tanimlanirsa, burada

pLF (X)}

Fy Bl (3. 24)

G(y)= {

seklinde 1lgin bir fonksiyondur. F'(x) <0 DME’ sinin ¢ézimUnin varlig, optimizasyon
probleminde konveks ¢ kiimesi lizerinde minimize edilen g maliyet fonksiyonunun

optimum degerinin isaretiyle belirlenmektedir.

Algoritmadaki birinci adima g konveks fonksiyonunu uygulayip, g’nin y, €&

noktasindaki g, alt gradyani belirlenir. g fonksiyonu dogrusal oldugu sirece, y,

7

noktasindaki g’ nin alt gradyani k& ve y,‘ dan bagmsiz olarak tektir ve

g, =col(1,0,...,0) seklindedir. Elipsoit algoritmasinin geri kalan adimlari artik

kolaylkla uygulanabilir.
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3.1.2.2 i¢ Nokta Yontemi

Konveks optimizasyon konusundaki en biyilik ve énemli bulus, ic nokta yonteminin
bulunmasidir. Nesterov ve Nemirovskii [22] de DME problemlerinin gergekgi ve

uygulanabilir bir anlam kazanmasini saglamistir.
Algoritmanin ana fikri su sekilde 6zetlenebilir. £ ilgin bir fonksiyon ve minimize etmek
istedigimiz f:{ >R, = {x|F(x)<O} uzayinda tanimh bir konveks fonksiyon

olsun. Optimize etmek istedigimiz konveks problem ise
Vopt =1inf f(.X) , (3.25)
xed

olsun. Bu problemi c¢cozebilmek icin (optimum veya optimuma ¢ok yakin ¢6ziim)
oncelikle bir bariyer fonksiyonu tanimlanir. Bu fonksiyon asagidaki 6zelliklere haiz

olmalidir:

e {’ninicinde kesin konveks olmal,

e ('’ ninigindeki birbirini takip eden {Xn}oo

.-, noktalari boyunca +co yaklagildiginda,

fonksiyon da ¢ ’ nin sinirina yakinsamalidir.

Yukarida belirtildigi gibi @ gibi bir bariyer fonksiyonu verildiginde x € { kosulundaki

f(x) fonksiyonunun minimizasyonu seklindeki kisittamali optimizasyon problemi,

() =t(x)+3(x), (3. 26)

seklindeki kisitlamasiz bir optimizasyon problemine déniismis olur. Burada ¢ >0 dir
ve ceza parametresini simgelemektedir. Ayrica f, fonksiyonu R" de kesin konvekstir.
Temel fikir f, fonksiyonunun x(#)’ sini herhangi ¢ >0 aninda minimize edebilecek

t > x(t)’ ye uygun eslemeyi belirlemektir. Kisitlamasiz optimizasyon probleminin

¢O6zUimu icin kullanilan hemen hemen tim i¢ nokta yontemlerinde Newton-Raphson

iterasyon teknigi kullanilir.

Eger F(x) <0 gibi bir DME’ nin ¢dziiminin varligi problemi ile karsi karsiya kalinirsa,

burada f fonksiyonunun bir roli yoktur.
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Olasi bariyer fonksiyonlarindan biri logaritmik fonksiyondur. Bir bariyer fonksiyonu

logaritmik fonksiyon olarak

logdet— F(x)" Eg
@(x):_{og et— F'(x) gerxe( }’ 3.27)

tim diger durumlarda

¢ kiumesinin bos olmadigi ve sinirl oldugu kabul edilirse, & kesin konveks olur ve ¢

Uzerinde bir bariyer fonksiyonu olur. Bu durumda & fonksiyonunun minimumunu
teskil eden X,,, ¢6ziimlnln tek olarak var oldugu gosterilebilir. Aciktir ki bu nokta ¢

kiimesinin icindedir ve ¢ ’ in ¢éziim kiimesinin analitik merkezi olarak adlandirilir.

Xope Noktasi genellikle Newton iterasyonundan kolayca

. n -1 !
X = X — (%] (x,)) %) (x,), (3.28)
seklinde hesaplanabilir. Buradaki &' ve " ifadeleri sirasiyla &’ nin gradyani ve

Hesiyanini gostermektedir.

F(x)=<0 gibi bir DME’ ye bagl f(x) fonksiyonunun minimizasyon problemi bagka
bir degisle

Fur=- 707 0 |0, (.29

DME’ nin ¢Oziminin varligi problemi seklinde de ifade edilebilir. Burada
t>1,=inf . f(X) ceza parametresidir. Ayni bariyer fonksiyonunu kullandigimizda,

kisitlamasiz optimizasyon problemi

g,(x) = logdet- F, (x)" =log L logdet—F(x)" (3.30)
t—f(x) e
By (1~ f (x)

fonksiyonunun minimizasyonu olarak sekillenmektedir.
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3.2 Kararhlik Modelleri

Herhangi bir sistem icin elde edilecek olan kontrolcii ile birlikte olusacak kapali gevrim
sistemin kararlihgini saglamak adina, tasarim yodntemlerinin problem tanimlarinda

kullanilabilecek olan 3 farkli kararlilik modeli mevcuttur.

3.2.1 Dayanikh Kararlik

T
Sabit fakat bilinmeyen o vektori 02[61,...O'n] esitligi ile verilmek Uzere

N N
Q::{A(O-):A(O-) :zo-iAvi9 Zo-i =1, o, 2 O}' (3.31)

i=1
konveks boélgesinde tanimlanan belirsizlige sahip ¢ok terimli

o(x)=A(o)x, (3.32)
A(o) € Q igin ancak ve ancak

a) stirekli zamanli bir sistem igin

A" (0)P(c)+ P(c)A(c) <0, (3.33)
b) ayrik zamanl bir sistem igin

A" (o)P(0)A(c)-P(c) <0, (3.34)

seklinde verilen esitsizlikleri saglayan P(0')=PT(G)>O matrisi var ise dayanikli

kararhdir [23].

Burada A(c), N =2% seklinde belirsizliklerin olusturdugu kiimenin kdse sayisi olmak
izere i=12,...N icin A, ile tanimlanan belirsizliklerin olusturdugu konveks sete
karsilik gelmektedir.

Oliveira ve digerleri tarafindan [24] de belirtildigi lizere belirsizlik parametresi o ve
A(o)’ nin bir fonksiyonu olarak P(o)’ yi resmi olarak belirleyecek genel ve sistematik
bir yol yoktur. P(o), (3. 33) ve (3. 34) esitsizliklerinde parametre bagimh quadratik

kararliligi tanimlayan 6zel yapiya sahip bir Lyapunov matrisi olarak bilinmektedir.
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P(o)’ y1 segmenin basit bir yolu bu matrisi tek bir Lyapunov matrisi olarak P(c) =P

seklinde belirlemektedir.

3.2.2 Quadratik Kararhilik

Belirsizlige sahip ¢ok terimli (3. 32), (3. 31) ile verilen belirsizlik bolgesinde ancak ve

ancak

a) slirekli zamanli sistemler icin

ALP+PA. <0, i=12,...N, (3.35)
b) ayrik zamanli sistemler igin

ALPA,-P<0, i=12,...N, (3. 36)
seklinde verilen esitsizlikleri saglayan P =P" >0 matrisi var ise quadratik kararlidir
[25].

Elde edilen bu yaklasim genel olarak oldukc¢a yiiksek seviyede tutuculuk saglar. Bu

tutuculugu azaltmak adina durum vektoria xeR", 4, e R™, k=0,1,2,...,p ve
belirsizlik vektori ® =[0,,...,0 1€ R” icin tanimlanan dogrusal sistemin belirsizlik
denklemi

0(x)=(4,+40,+4,0,+...+ 4,0 )x = A(O)x, (3.37)
1lgin iken parametre bagimli bir Lyapunov fonksiyonu

P(@)=F +PO +P0O,+...+P0 , (3.38)

seklinde tanimlanir.

llgin quadratik kararhlik igin yeterli durumlar elde edilen veriler dogrultusunda yeniden

degerlendirildiginde asagida verilen teorem ortaya cikarilabilmektedir.

Teorem 3. 1: [26] (3. 37) ile verilen dogrusal denklem ve (3. 38) ile verilen parametre

bagimli Lyapunov fonksiyonu dikkate alindiginda, A(®, ) kararli ise ve

(BxA)exA, (3. 39)
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Mj = MJT bazi pozitif yari tanimh matrisler olmak lzere

AP +PA+M 20, j=12,..p, (3. 40)
icin
. P
L(p,A)= AT(/l)P(/l) + P(A)A(A)+ P(L) - P + Z @iMj <0, (3.41)
Jj=1
P(©®,)>0, (3. 42)

esitsizliklerini saglayan (p +1) adet simetrik P matrisi var ise (3. 37) denklemi ile

verilen sirekli zamanh dogrusal sistem 1lgin quadratik kararlidir.

F,=PF =P, =...= P, =0 oldugu durumda (3. 40) ve (3. 41) denklemleri quadratik

kararhlik tutuculugunu azaltir. llgin quadratik kararhlik, quadratik kararlihgl kapsar
fakat genel olarak diger parametre bagimli quadratik kararlilik kavramlarindan daha

fazla tutuculuga sahiptir.

3.2.3 D -Kararhhk

Kompleks diizlemde bir bolgede tanimlanan

oepec Tl o

kararllik bélgesinin icinde kalan ve

F'4 +A"F—aP (A +F+bP)"
|: Vi Vi al ( Vi l) >_0' i:1,2,---N, (344)

A, +F+b'P 21 -cP,

seklinde verilen DME’ yi saglayan F' ve P = PiT matrisleri var ise (3. 32) denklemi ile

verilen ifade

N
P(o)= ZBUI., (3. 45)
i=1
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esitligi ile verilen parametre bagimli Lyapunov matrisi ile birlikte parametre bagimli
qguadratik kararhdir [5].

Simetrik D matrisi icin standart secimler, kutuplar sol yari s-diizleminde secilmek
istenildiginde @ =0,b=1,c =0 seklinde, ayrik zamanda kutuplarin birim disk icinde
olunmasi istenildiginde ise a@a=—-1,b=0,c=1 seklinde tanimlanmistir. Simetrik

matris elemanlarinin farkli sayisal degerleri icin kararlilik bélgesi disk, dikey serit, yatay

serit ve konik gibi farkli sekiller alabilir.

Sabit dereceli dayanikh &, kontrolcli tasarim probleminin kararlilik analizinde

guadratik Lyapunov kararliigindan daha az tutucu D - kararlilik modeli kullanilacaktir.
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BOLUM 4

#, KONTROLCU TASARIM TEKNIGi

Tez calismasinin bu boliiminde ilk olarak standart bir tasarim yontemi olan ¢ikis geri
besleme yontemi kullanilarak tam dereceli #, kontrolci tasarlamak amaciyla gerekli

olan problem tanimlari yapilacaktir. Ardindan kontrolcisi tasarlanacak olan ving kolu

sistemine ait taslyiciya etkiyen bozucu giris dikkate alinarak ving kolu alt sistemi tekrar

modellenecek ve elde edilen sistem modeli kullanilarak tam dereceli #, kontrolci
tasarlanacaktir. Tam dereceli #, kontrolcliniin elde edilmesinin ardindan standart
tasarim yontemlerinin aksine disiik dereceli kontrolcli tasarimina olanak saglayan sabit
dereceli dayanikh 2, kontrolcli tasarim yontemi igin problem tanimi yapilacak ve ¢ok
terimli yaklasim metodu tanitilacaktir. Bu yaklagim metodu gergevesinde gelistirilecek
tasarim yontemi kullanilarak yeniden modellenen ving kolu sistemi igin dayanikh
PD kontrolcu tasarimi gergeklestirilecektir. B6limin son kisminda ise tasarlanan iki
farkli kontrolct, farkli derecelere sahip olacak sekilde tasarlanacak sabit dereceli <,

kontrolciiler ile birlikte benzetim ortaminda ving kolu alt sistemine uygulanarak sistem

ciktilari elde edilecektir.

4.1 Cikis Geri Besleme Yontemi

Cikis geri besleme yontemi ile #, kontrolcl tasariminda temel amag sistemi harici

bozucu girislere karsi dayanikli hale getirmektir.
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W * *
Harici y | Z |, Harici
Girigler F"[:E} {;Ik1$|al‘
u Yy
Kontrol K(s) Olt;,l'jlen
Si lleri 5) |e
s Degiskenler

Sekil 4. 1 Standart gikis geri besleme yapisi

Standart cikis geri besleme yapisinda yer alan P(s)

P.(s) P,(s
P(S):|: 11( ) 12( ):|’ (4 1)

P (s) Py,(s)
seklinde tanimlanmistir. Bu durumda kontrol ve bozucu girislerin gikislara etkisi
z=Rw+Fu, y=Pw+Pu, (4.2)
denklemleri ile ifade edilebilmektedir.
u=K(s)y (4.3)
oldugu dikkate alinarak (4. 2) denklemi yeniden olusturuldugunda

-1

z=[ B, +B,K(I-P,K)" P, |w, a.4)
z=F(P,K)w, (. 5)

esitlikleri elde edilir.

4.1.1 Performans ve Dayaniklilik

Cikis geri besleme yontemi ile o, kontrolcli tasariminda farkli performans ve

dayaniklilik hedefleri gozetilebilmektedir.

e Alcak frekans bolgesinde harici girislere karsi iyi bir bozucu tepkisi isteniyorsa, bu

performans w — 0 icin duyarlilik fonksiyonu S = (I + PK)™" kullanilarak
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gerceklenebilir.
e Kapali gevrim transfer fonksiyonu igin ylksek frekanslarda guralti uyari siniri

isteniyorsa, bu hedefe w — o0 icin tam duyarhlik fonksiyonu
T=I1-S=1-(I+PK)" kullanilarak ulasilabilir.

e Parametre degisimlerinden gelen kararsizliga karsi korunma isteniyor ise
K(I—I—PK)f1 ifadesi minimize edilerek bu durum gergeklenebilir.

S, tasarim problemi W, ve W, frekans bagiml matrisler olmak tzere

WS
F(P,K)= {W " _SJ, (4. 6)

fonksiyonunun minimizasyon problemi olarak tanimlanabilmektedir.

4.1.2 Problem Tanimi

., optimal kontrolcliniin elde edilmesinde tasarim algoritmasi, harici ¢ikislar ve harici

girisler arasinda tanimlanan
fonksiyonunun

T, |l.<p, (4.8)

seklinde minimize edilmesine dayahdir.

Sekil 4. 1’ de yer alan sistem durum uzay formatinda

X=Ax+B1w+Bzu, (4.9)
z=Cx+Dw+D,u, (4. 10)
y=Cx+D,w+D,u, (4.11)

denklemleri ile temsil edilmektedir. Ayni sistem matris formunda ise

70



'Tl D]l DtE
_( ¥ DE] DZ:»! 4, (4_ 12)

seklinde gosterilebilir.

Bu noktada optimal # kontrolcii elde etmek igin asagidaki sartlarin saglanmasi

gerekmektedir.

e (4, B,) cifti kararl kilinabilir, (C,, A) cifti ise meydana cikarilabilir olmahdir.
e (4, B)) ifti kararh kilinabilir, (C,, 4) cifti ise meydana cikarilabilir olmalidir.

e D, ve D, matrisleri tam rank’ a sahip olmaldir.

[A— jwl B,
e  Bitin frekanslar igin matrisi tam sttun rankina sahip olmalidir.
Cl D12
N .. _A_jWI Bl .. .
e  Bitin frekanslar igin c D matrisi tam satir rankina sahip olmalidir.
2 21

e Denklemlerin basitlestirilmesi icin D,, =0 ve D,, =0 seklinde olmaldir.
0

e D,= | ve D,, :[0 I] esitlikleri saglanmalidir.

e D,'C =0 ve BD, =0 esitlikleri saglanmalidir.

4.1.2.1 Coziim

. kontrolcl tasarim probleminin ¢6zimd iki yeni Hamiltonian matrisi igerir.
-2 T T
A -pB BB, —B,B,

H, = ) (4. 13)
-C/ C, ~-A"
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AT pPClc -clc,
J, = ) (4. 14)
B B’ —A

Verilen sartlar altinda Hamiltonian matrisleri kullanilarak bir K kontrolciisinin elde

edilmesi Teorem 4. 1 ile acgiklanabilir.

Teorem4.1:[1]

e H_edom(Ric) ve X, =Ric(H,)=0, (4. 15)
e J_ edom(Ric)veY, =Ric(J, )20, (4. 16)
o p(X, Y )<p, (4.17)

kosullari saglaniyorsa || TZW ||oo< ﬂ sartini saglayan kabul edilebilir bir optimal alti K

kontrolctist bulunabilir.

Elde edilecek olan K kontrolcusii

A =A+pB°BB' X _+B,F +Z7Z,L,C,, (4.18)
F =-BX,, (4. 19)
L, =-YCJ, (4. 20)
Z,=(I-B7Y,X,)", (4.21)
olmak lzere

A, |-Z L
K, (s)= F_ 4| (4. 22)

seklinde verilebilir.

Tam dereceli <, kontrolci tasariminin gergeklestirilmesi icin Matlab Robust

Control Toolbox kapsaminda bulunan hinfsyn komutu kullanilacaktir. Bu

komuta giris olarak vin¢ kolu modelinde elde edilecek durum uzay matrisleri verilecek
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ve derecesi en az ving kolu sistemi ile ayni dereceden olacak tam dereceli

o0

kontrolci tasarlanmasi saglanacaktir.

4.1.3 Taslyici Sistemine Etkiyen Bozucu Yapisi

Sekil 4. 2’ de gosterildigi gibi ving kolu alt sisteminde bulunan tasiyiciya yatay eksende
gosterilen dogrultuda bir W kuvveti etki ediyor ise, bu bozucu etkisi ile birlikte sistem
modeli iginde bulunan ve denklem (2. 36)’ da yer alan O, degeri F, —W olarak alinip

ving kolu alt sistemi tekrar modellendiginde sisteme ait yeni durum uzay matrisleri

asagidaki gibi elde edilmektedir.

Yo A

/‘
|
|
|
|
= > 20

<4— Miasiyici P
w

Sekil 4. 2 Bozucu kuvvet ile birlikte ving kolu sistemine ait serbest cisim diyagrami
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0 1 0
0 0 0 1

2 2 2
0 _ gmp lp J.kasnak O 0

2
mta@zylczrj,kasnak m l + mta§zy1a J,kasnak J

+m r. J]/+Jy/Kg’j mplp +J7Kg,le//

p' jkasnak

(4.23)

mplpg (mtaszytctrj,kavnak +m 7‘] kasnak

>+ JuKe. )

2
tasiyict ] kasnak J

J o+ JuK, 'm P+ Keidy

2
mta;zylczrj,kasnak m l +m

+m rj kasnak

0
0

(m [7+J )
2
ta;lylctrj,kasnak J}/
2 2 )
J}/ +Jy/Kg’j mplp +J}/Kg,]Jz//
K ]nm ]Kl‘j Jkasnak
2
tasiyict ] kasnak ']7/
I+ JuK, P2+ Ke iy
0
0
2 2
rj kasnak (m l + J )
l +m

rj,kasnakng,ng /77m J
2
mpl L, tm

mta;l yic rj ,kasnak

+m,r P ] kasnak

mplpng,j

2
mtaszylczrj kasnak m l +m

+m j kasnak

2]

tagiyic ] kasnak "y

+m r, J7+JWKg’j mplp +J}/Kg,le//

p' Jj.kasnak

m

tagiyic r] ,kasna

2
m Zp J.kasnak

l+m

2
tastyict ] kasnak ']y (4 24)

+m r, J7+JWKg’j mplp +J7Kg,le//_

p' Jj.kasnak

tagiyic r] ,kasna

1 0 0 O
010 0 (4. 25)
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D= (4. 26)

0
Elde edilen durum uzay matrislerinde sarkac¢ sisteminin donmesinden kaynaklanan

eylemsizlik momenti J7=() olarak ihmal edilip matris icerisinde gerekli

sadelestirmeler yapildiginda ise ving kolu sisteminin

0
—x=Ax+ Bu 4.27
o ) (4.27)
y=Cx+Du, (4.28)
dogrusal durum uzay parametrizasyonuna ait durum uzay matrisleri
0 0 0]
0 0 0 1
A _ O _ mprj kasnak g O 0
mtaslylcz J,kasnak + J K , (4. 29)
O i g (mta5lylczr']',kasnak + mp rj kasnak + Jl//K g, ) O 0
B (mtaszylcz J kasnak + J(//Kg j )lp |
— 0 0 -
0 0
2
B = rj,kasnakﬂg ng jn ,jK j rj kasnak
=
mta5lylcz J,kasnak + JWK g, mta5lyzcz J,kasnak + J K , (4. 30)
2
I/Tj,kasnakng ng j’]m /Kt J ’/jj kasnak
L (mta5zyzcz Jkasnak + JWKg J ) (mtaszyzcz J kasnak + JWKg J )lp |
1 0 0O
D 0
= ’ 4.32
0 (@.32)
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seklinde olmaktadir.

Ving kolu sistemi lizerinde yer alan tasiyiciya uygulanan ters kuvvet, diger bir degisle
bozucu giris dikkate alinarak olusan yeni modele ait durum uzay matrisleri

belirlenmistir. Bu model kullanilarak standart cikis geri besleme yontemi yardimiyla

ving kolu sistemi icin tam dereceli <, kontrolcl tasarlanacaktir.

4.1.4 Tam Dereceli #, Kontrolcii Tasarimi

Taslyiciya uygulanan bozucu kuvvet dikkate alinarak modellenen sistemin durum uzay
matrislerinde yer alan degiskenlere karsilik gelen degerler yerine koyuldugunda ving
kolu sisteminin yeni modeline ait durum uzay matrisleri asagidaki gibi elde

edilmektedir.

[0 0 1 0]
0 0 0 1
A=
0 -1.7019 0 O (4.33)
0 -13.3301 0 O]
0 0
0 0
B, =
18.2478 -1.1802 (4.34)
| 21.1299-1.3666
1 0 0 O
= 0100 (4. 35)
0
D= 0 (4. 36)

Elde edilen B, matrisinin ilk stitunu sisteme ait kontrol girigini, ikinci sutunu ise

tasiyiclya etkiyen bozucu kuvvet girisini temsil etmektedir. Durum uzay matrislerinden
C matrisinin ilk satiri ise sisteme ait kontrol gikigina aittir. Diger yandan bozucu girisin

olusturdugu performans gikigina ait matrisi ve ¢ikis matrislerini elde etmek igin bozucu
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girise ait performans ¢ikisinin belirlenmesi gerekmektedir. Bozucu girise karsilik gelen
performans cikisi icin
X,(0)
(1)

d
X=X, :
- ;@) (4. 37)

~

d
] 57/(0 |

olmak (izere tasiyicinin pozisyon ve sarkacin a¢i parametreleri kullaniimistir.

z=[x,+x,]w (4. 38)
y= sz + D21W + Dzzu (4. 39)
z=Cx+Dw+D,u (4. 40)

Performans cikisi icin olusturulan matris dikkate alinarak sisteme ait diger durum uzay

matrisleri
C,=[1 1 0 0], D,=[0], D,=[0], D, =[0], D,, =[0], (4. 41)

seklinde elde edilir.

Kontrolcl tasarimi igin elde edilen matrisler ilk olarak asagidaki gibi durum uzay modeli

halinde temsil edilmistir.

>> P=ss(A,B,,C,D)

0 0 10
0 0 01
A=
0 -1.7019 0 0 (4. 42)
0 -13.3301 0 0]

Elde edilen B, matrisinin ikinci siitunu tagiyiciya etkiyen bozucu kuvvetin girisini (B,)
temsil ettiginden dolayr hinfsyn komutunun gereksinimlerinden dolayr B

w

matrisindeki stitunlar kendi arasinda yer degistirecektir.
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0 0
0 0
B =
" -1.180218.2478 (4. 43)
| —1.366621.1299 |

o[t 100
L_[00

“lo o (4. 45)

Daha sonra hinfsyn komutu kullanilarak kontrolci, kapali ¢evrim sistemin durum
uzay modeli ve sistemin sonsuz norm degerini elde etmek icin Matlab komutuna
sirasiyla sistemin durum uzay modeli, C, matrisinin satir sayisi ve B, matrisinin situn
sayisi giris olarak verilmistir. Ek olarak ¢6zim kiimesinde esneklik saglayan DME’ lerin,
Riccati denklemleri yerine kullanimini saglamak igin komut parametrelerinde gerekli

diizenlemeler yapilmistir.
>> [K,CL,GAM]=hinfsyn(P,1,1, 'METHOD', '1mi")

Komutun ¢alistiriimasi sonucu elde edilen &, kontrolci

_ —698.75° —1971s* —38265 —1.351x10"
st +61.14s° +1371s” +698.1s +1.543x10" ’

(4. 46)

seklinde 4. dereceden bir kontrolclidr.

Kapali gevrim sistemin transfer fonksiyonu ise

—2.547s% —155.75° —=3505s* — 25985

B ~5.767x10*s* —9359s5 — 2.068x10°
s*+61.14s" +13845° +1.426x10%s° +6.968x10%s* .  (4.47)

+2.239x10°s* +8.609x10° s> +7.93x10° s +2.801x10°

seklinde elde edilmektedir.
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Son olarak kapali gevrim sistemin transfer fonksiyonuna ait sonsuz normun minimize

edilmesi ile elde edilen ,B , 0.6935 degerine esit olarak bulunmaktadir.

4.2 Cok Terimli Yaklasim Metodu

GCok terimli yaklagim metodu standart yontemlerin aksine pozitif cok terimli matrislerin
Ozellikleri temelinde olusturulmustur. Problemin temelinden gelen konveks olmayan
yapi bilinen Pozitif Reel Lemma ile konveks bir sekle indirgenmistir. Konveks problemin
gosterimi ve ¢6ziminde DME kullaniimistir. Cok terimli yaklasim metodunun

tutuculugu tamamen secilen merkezi cok terimliye baghdir [5].

4.2.1 Problem Tanimi

Sabit dereceli dayanikh ., kontrolcii tasarlamak amaciyla gelistirilen tasarim
metodunda, ornek olarak Uzerinde ¢alisilan ve belirsizlikler iceren sistemin pay ve

payda cinsinden ifadesi

_Db(s,4)
- a(s, 1)’

p(s,A) (4. 48)

seklinde kabul edilmistir. Sistemin pay ve payinda yer alan s parametresi sistemin
strekli zamanh oldugunu, A parametresi ise sistemin belirsizlikler icerdigini belirtmek
icin kullanilmistir. Sabit dereceli dayanikh &%, kontrolclisii tasarlanacak olan sistemin
pay, payda ve kontrolcii ile iliskisi negatif bir geri besleme vasitasiyla Sekil 4. 3’ deki gibi
gosterilebilmektedir.

Negatif geri besleme yapisinda yer alan sabit dereceli kontrolcii k(s), ¢ok terimliler
y(s) ve x(s) cinsinden asagidaki gibi tanimlanabilmektedir.

k(s) = % (4. 49)
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Sekil 4. 3 Standart negatif geri besleme yapisi
Burada x(s)=x,+xs+...+x,5" ve y(s)=y,+ys+...+,5" seklindedir ve ilgili gok
terimli katsayilarini géstermek lizere
x:[xo X ... xm],yz[yo Voo ym], (4. 50)
vektorleri olusturulmustur.

Olusan kapali gevrim sistemin D - kararhliginin saglanmasi igin sistem kutuplarinin

174, d,]1
D=<s5€eC: . <0, (4.51)
s|ld, dylls
d, d
D=| | 12} (4.52)
|:d12 d22

D bolgesi icinde olmasi gerekir. Buradaki D matrisi bir adet pozitif ve bir adet negatif
Ozdeger iceren simetrik bir yapiya sahiptir. Simetrik matris icin standart secimler,

surekli zamandaki sistemler igin kutuplar sol yari dizlemde segilmek istenildiginde

d,,=0,d,,=1,d,, =0 gseklinde ve ayrik zamanda kutuplarin birim disk iginde

olunmasi istenildiginde ise d,, =—1,d,, =0,d,, =1 seklinde tanimlanmistir. Simetrik

matris elemanlarinin farkli sayisal degerleri icin kararlilik bolgesi disk, dikey serit, yatay
serit ve konik gibi farkli sekiller alabilir [10]. Esitsizlik (4. 51) tek boyutlu bir set olarak
asagidaki gibi gosterilebilmektedir.

oD = {s eC:d,+d,s+d, s +d,ss = O} (4.53)
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Bundan dolayr (4. 51) esitsizliginin saglanmasi durumunda kutuplar istenilen D -
kararhlik bolgesi icerisinde kalacaktir.

Ug serbestlik dereceli ving sistemine ait bir alt sistem olan ving kolu sisteminde yer alan
tasiyciyr kontrol edecek olan dayanikli &, PD kontrolci tasarimini gergeklestirmek igin

yapilan bu ¢alismada sistemde var olan belirsizliklerde dikkate alinacagi icin daha énce
benzer amag dogrultusunda gelistirilen cok terimli metot kullanilacaktir [5]. Gelistirilen

bu metot belirsizlikler iceren bir sistem igin genel bir kontrolci tasarlayarak kararllik
problemini incelediginden o6tlrl bu yontem . kontrolcl tasarimini gergekleyecek

sekilde gelistiriimeye ¢aligilacaktir. Bu ¢alismada, temel amacimiz performans cikisi ile
bozucu girisi arasinda kalan sistemin transfer fonksiyonunun sonsuz normunu

sinirlandirmak ve minimize etmek olacaktir.

&G DIL.2p (4.54)

Burada &(s,A) fonksiyonu, payr n(s,A) ve paydasi d(s,4) olmak izere sabit
dereceli kontrolcinin gok terimlilerine (x(s), y(s)) bagh olan bir fonksiyondur ve

performans cikisi ile bozucu giris arasinda kalan sistemin transfer fonksiyonunu

sembolize eder.

4.2.2 Matematiksel On Bilgi

Tasarim  metodunu  gelistirmek icin  c(s) ve d(s) ¢ok terimlileri
c(s)=c,+cs+...+c,s" ve d(s)=d,+ds+...+d, s" olacak sekilde
tanimlanmislardir. Ayrica ¢(s) ve d(s) cok terimlilerin bolum seklinde gosterildiginde

sonsuzda sifirlarinin olmamasi icin en bilyiik dereceli katsayilari olan ¢,, ve d,, sifirdan

farkli bir degere esit olacak sekilde belirlenmistir [12]. Bu ¢ok terimlilerin katsayilari
c=[c,¢c ...c,], d=[d,d, ... d,], (4. 55)

seklinde satir matrisi olarak gosterilebilmektedir. Bu noktada c(s) ve d(s) cok

terimlileri arasindaki iliski Lemma 4. 1 vasitasiyla tanimlanmistir.
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c(s)

d(s)

Lemma 4. 1: [5] Cok terimli d(s), ancak ve ancak ifadesini D - kesin pozitif reel

kilan cok terimli D - kararli ¢(s) oldugu durumda D - kararlidir.

c(s)

d(s)

ifadesininin kesin pozitif reel olma kosulu £ > 0 igin

(4.56)

Re <O _1[c*(®) @) _1{c*(©)d(s)+d*(s)e(s) ), g
d(s) 2\d*(s) d(s) 2 d *(s)d(s) =,

seklinde yazilabilir. Denklem (4. 56)’ da verilen ifade tek boyutlu bir set olarak asagidaki

gibi gosterilebilmektedir.

c*($)d(s)+d*(s)c(s)—2d*(s)d(s) >0 (4.57)
Bu denklem de vyer alan 2/d *(s)d(s) ifadesi £ olduk¢a kiigik bir skaler
oldugundan dolayi ihmal edilebilir.

D - kararhlik bélgesini temsil eden DME gdsterimi Uzerinde yapacagimiz genisletme

calismasinda kullanmamiz gereken projeksiyon matrisi (2m2)x (m +1) boyutunda

1 0
1 O
S =
0 1 , (4. 58)
_O 1_

olacak sekilde tanimlanmustir.

Teorem 4. 2: [5] Pozitif reel lemma kullanilarak ¢ok terimli d(s) , ancak ve ancak
'd+d"c-ST(D®P)S>0, (4. 59)
esitsizligini saglayan c¢ok terimli D - kararli ¢(s) ve P = P" olmak iizere m boyutlu

bir P matrisi oldugu durumda D - kararlidir.

Burada ® Kronecker Delta islemini ifade etmek i¢in kullaniimistir.

82



Sistem belirsizliklerini polytopic olarak ele aldigimizda sisteme ait ¢ok terimli d(s, 1),
N adet kése noktasi icin d'(s)=d,+d/s+...+d s" yapisindadir. Burada

i=1,2,...,N olacak sekilde formiile edilmistir.

Teorem 4. 3: [5] Cok terimli d'(s), ancak ve ancak
'd +d"c-S"(D®P)S>0, i=12,...,N, (4. 60)

esitsizligini saglayan cok terimli D - kararli ¢(s) ve P' =P olmak iizere m boyutlu
bir P' matrisi oldugu durumda D - kararlidir.

Gozlem 4. 1: Teorem 4. 3’ nin gergeklenmesi, belirsizlik iceren ¢ok terimlinin dayanikh

kararliligini saglamak icin yeterlidir fakat genel olarak gerekli degildir.
Bu teorem genisletildiginde belirsizlik iceren bitin durumlar icin Sekil 4. 3’ deki
sistemin kapali cevrim karakteristik cok terimlisi, d(s,4)=a(s,1)x(s)+b(s,A)y(s)

bigimindedir ve sistemi D - kararli kilacak (x(s), ¥(s)) ciftleri bulunabilir.

Teorem 4. 4: [12] Sistem belirsizlikleri polytopic olarak ele alinip sisteme ait gok

terimliler a(s,A) ve b(s,A) icin D - kararl bir merkezi cok terimli ¢(s) verildiginde
c'd'(x,y)+d (x,y) c-S"(D®P)YS>0, i=12,...,N, (4.61)

esitsizligini saglayabilen X,) ve simetrik olan P' matrisleri var ise, kapal dongl

sistemi dayanikli D - kararli kilan kontrolcii ok terimlileri x(s) ve y(s) elde edilebilir.

Bu yaklasim sabit dereceli kontrolcli tasarimi icin basit bir yéntem sunar. Tasarimda
belirlenmesi gereken kritik parametre merkezi ¢cok terimlidir. Bu seg¢im konveks segim
gdévdemiz Uzerindeki tutuculugu direk olarak etkilemektedir. Ornegin ayni belirsiz
sistem igin segilebilecek iki farkli merkezi ¢ok terimlinin gostermis oldugu ¢6zim

govdesi birbirinden farkh olacaktir. Bazi durumlarda bu govdeler birbirini kapsayabilir.

4.2.3 . Kontrolciisii

Literatirde kullanilan standart ., kontrolci tasarim yontemleriyle elde edilen

kontrolciilerin derecesi pratik uygulamalarda gerceklenebilecek kadar duslk
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olmadigindan dolayr bu calismada distk dereceli kontrolcii elde etmek amaciyla

tasarimda ¢ok terimli metot tercih edilmistir. Cok terimli yaklasim ile tasarimda
dayanikh kararlilik ve <, norm siniri arasindaki iliskiyi goOsteren esitsizlik

o0

kullanilmaktadir.

Belirsizlige sahip bir ¢ok terimli:
ds(s)=d(s)+n(s)5, |S|<p”, (4. 62)

seklinde formile edilebilmektedir. Bu ifadede yer alan n(s) ve d(s) nominal ¢ok
terimlilerdir, & ise genligi S’ den kiigiik bir skalerdir. Denklem (4. 62)’ de yer alan
ifade Kicgik Kazang Teoremi (Small Gain Theorem) dikkate alinarak asagida verildigi
gibi yeniden olusturulabilir [1, Teorem 9. 1]. Belirsizlige sahip d;(s) cok terimlisiile S
arasinda

ns)

<
i(5) B, (4. 63)

[ee]

n(s)/ d(s) sisteminin sonsuz normu ile gosterilen bir iliski vardir. Burada n(s) ¢ok
terimlisine ait katsayilar satir vektorli n ile gosterilirse, Teorem 4. 2’ den asagida
verilen sonug cikarilabilir.
Sonug 4. 1: [12] D- kararli c(s) merkezi ¢ok terimlisi ve pozitif skaler £ degeri
verildiginde
c'd+dc—ec'c-S"(D®P)S n"
n &f

20 (4. 64)

esitsizligini saglayabilen P =P’ seklinde pozitif bir matris ve pozitif skaler bir &

bulunabiliyor ise transfer fonksiyonu n(s)/d(s)’ nin D - kararli oldugu ve sistemin #,
normunun 4/ B degerinin altinda oldugu garanti edilir.

Tasarim yonteminde belirlenmesi gereken kritik parametre yine merkezi cok terimli
olmaktadir. Merkezi cok terimlinin se¢iminde izlenebilecek en uygun strateji cok

terimlinin koklerinin, acik cevrim transfer fonksiyonuna ait karakteristik cok terimli
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fonksiyonun koklerine yakin segilmesidir. Boyle bir segim durumunda tasarim

metodunun basarisi artmakta ve daha verimli sonuclar elde edilebilmektedir [12].
Sistem belirsizliklerini polytopic olarak ele aldigimizda sisteme ait ¢cok terimliler n(s,A)
ve d(s,A), N adet kése noktasi icin d (s)=d,+d/s+...+d s" ve
n'(s)= n(') + nfS +...+ n;sm yapisindadir. Burada i=1,2,...,N olacak sekilde
formdle edilmistir. Yeniden tanimlanan cok terimliler ile , norm siniri

n(s,A)

<
15.) B, (4. 65)

o}

seklinde olusturulmustur.

Belirsizlik iceren sistemimize ait kose noktalarini gosteren kapali cevrim transfer

fonksiyonlari

n'(s,x,
é’c,(s,x,y)=g, i=12,..,N, (4. 66)
d'(s,x,y)

direk kontrolci katsayilari cinsinden yazilabilir.
Teorem 4. 5: [12] Sistem belirsizlikleri polytopic olarak ele alinip sisteme ait cok
terimliler a(s,A) ve b(s,A) icin D - kararli bir merkezi ¢ok terimli c(s) ve pozitif 3
verildiginde
T gi i T T T i i T
cdxy)+d(x,y)y c—¢cc=S (DOP)S n'(x,y)
l. >0, (4. 67)
n'(x,y) giIB
esitsizligini saglayabilen X, ), simetrik pozitif P' =P matrisleri ve pozitif skaler &
degeri var ise sistemi dayanikh D - kararli kilip sonsuz normu igin optimal alti bir sonug

veren kontrolcii cok terimlileri x(s) ve y(s) bulunabilir.

Sabit dereceli dayanikli . kontrolci tasarimi icin gelistirilen ¢cok terimli metot, durum

uzay metodunun aksine PID ve benzeri kontrolci yapilarina esnek ve en dnemlisi direk

kontrolci katsayilari ile islem yapma kolayligi sunan elverisli bir yaklasim sunar.
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4.2.4 Dayanikli 5 PD Kontrolcii Tasarimi

Dayanikl ., PD kontrolcli tasarimi icin gelistirilen ¢ok terimli metodun uygunlugu,

MATLAB arayliziinde gelistirilen yaziim vyardimiyla belirsizlige sahip ving kolu
sisteminde yer alan tasiyici icin uygun olan kontrolclnilin tasarlanmasi hedeflenerek
sinanacaktir. Kontrolcl tasariminda sistem icerisinde ortaya cikabilecek yari tanimh
programlama problemleri SeDuMi [27] ¢Ozliclisii ve YALMIP [28] arayilzi kullanilarak

¢Ozllecektir.

Taslyiciya etki eden bozucu giris ile birlikte modellenen ving kolu sistemine ait acik

cevrim transfer fonksiyonu

—2.547s* —13.41
st +13.33s%

(4. 68)

seklindedir. Ayrica acik cevrim transfer fonksiyonuna ait kutuplar 0, 0, +£3.6510:
noktalarinda yer almaktadir. Kontrolcli tasarimi sirasinda problemin gosterildigi
konveks olmayan boélge icerisinde konveks bir bolge tanimlamak icin belirlememiz
gereken D - kararli merkezi ¢ok terimli fonksiyonu, bir dnceki alt bélimde belirtildigi
gibi kutuplari mimkin oldugunda acgik cevrim transfer fonksiyonunun kutuplarina

yakin olacak sekilde —1, —1, =2, —=3+3.6510i noktalarinda secilerek
c(s)=s"+10s* +51.35" +121.35> +123.65+44.7, (4. 69)

belirlenmistir. Segilen bu merkezi ¢ok terimli ile birlikte amaglanan dayanikli &, PD

kontrolcii  tasarimini  gergeklestirmek igin PD kontrolci yapisinin  bilinmesi

gerekmektedir. PD kontrolci yapisi oran ve tirev sabitleri ile birlikte

K,s

K +

» (4. 70)

LA
T

seklinde verilebilir. Gerekli islemler gergeklestirilip ifade sadelestirildiginde ise PD

yapisi asagidaki gibi elde edilmektedir.

(K,+K,T)s+K,T
s+T

(4.71)
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Burada verilen T parametresi tlrev etkisi olarak ta bilinen zaman sabitidir.

Sonug olarak verilen PD yapisi dikkate alinipp f =3.23, £=0.1 ve zaman sabiti 7'=5
degerleri ile birlikte Teorem 4. 5 kullanildiginda sistemi dayanikli D - kararli kilan ve

ayrica sonsuz normu \/E =1.8 degerinin altinda tutan

—-2.961s —0.5605
s+5

, (4.72)

bir PD kontrolcii tasarlanabilir. Bu durumda K, =0.1121, K, =0.5698 olarak elde

edilir ve sistemin kapali ¢cevrim transfer fonksiyonu

—2.547s° —12.74s* —13.415s — 67.05
s° +5s* +20.875° +68.085* +39.7s +7.516 "’

(4.73)

halini alir. Elde edilen karakteristik denklemin kutuplari —=3.6301, -0.3358 +£0.1503;,
-0.3491+3.8951i noktalarinda yer aldigindan dolayi sistemin kapali ¢evrim transfer
fonksiyonunun sonsuz normunun minimizasyonu igin tasarlanan PD kontrolcliniin

sistemi kararsiz halde kararli hale getirdigi sdylenebilir.

Merkezi cok terimlinin belirlenmesinde farkli bir strateji izlenerek daha disik sonsuz
norm degerlerinin elde edilmesi teorik olarak muimkindir. Ayrica kontrolci
derecesinin sistem gereksinimlerine goére en uygun degerde secilmesine imkan

saglayacak karsilastirilmalarin yapilmasi bu tasarim metodu ile mimkiin olacaktir.

4.3 Benzetim Sonuglari

Bu bolimde ¢ikis geri besleme yontemi ve ¢ok terimli yaklasim gergevesinde gelistirilen
tasarim metodu kullanilarak tasarlanan iki farkh yapidaki kontrolcliniin sistem
Uzerindeki etkilerini gérebilmek adina benzetim ve uygulama ortamlarinda elde edilen

sonuclar paylasilacaktir. Benzer sonuglar tez calismasinda Onerilen sabit dereceli
dayanikli &, kontrolci tasarim metodunun etkinligini gdsterebilmek igin tasarlanan
PD kontrolciinin yani sira yine ayni sistem icin farkli derecelere sahip olacak sekilde

elde edilecek 4 farkli sabit dereceli dayanikli . kontrolci icin de verilecektir. Boylece
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farkl derecelere sahip kontrolcilerin sistem Uzerindeki etkileri gorilebilecek ve daha

verimli yorum yapilabilecektir.

Benzetim sonuglarini elde etmek icin Matlab-Simulink araytzinde kullanilan

benzetim yapisi agagida verilmistir.

Im,j (A)
0 71— PX_J ref ]
. z a
Partial-State1 uj (A) —Puj (A) X
e gamma z
Ving Kolu Kontrol Sistemi  Ving Kolu Modeli P performans
To Workspace
P im,j
> X_J_sim
> X_J_ref
0 P> gamma_ref
Partial-State2 P> gamma_sim

Scopes

Sekil 4. 4 Ving kolu sistemi benzetim yapisi

Benzetim ciktilari, ving kolu sisteminde yer alan tasiyiciya ait pozisyon bilgisinden,
sistemde yer alan sarkacin agl bilgisinden (gamma), sisteme uygulanan kontrol
isaretinden diger bir degisle tasiyicinin giris akimindan ve bozucu girise ait performans
cikisindan olusmaktadir. Elde edilecek her bir kontrolcu igin verilecek olan bu giktilarda
sistem cevaplarinin referans degerine ulasma sireleri kontrolcllerin cevap hizi ile
alakahdir. Cevap hizini arttirmak igin kontrolciiniin D - kararlihginin arttiriimasi

gerekmektedir. Bu kapsamda tez calismasinda olusturulan benzetim ciktilari tam
dereceli kontrolcii haricinde, (4. 52) de yer alan matrisde d,, =0.5,d,, =1,d,, =0

degerleri kullanilarak tasarlanan kontrolculer igin de verilmistir.

iki farkli D - kararlilik yapisi icin sabit dereceli dayanikli &, kontrolcii tasarim metodu

kullanilarak tasarlanan

PD kontrolctler

—2.9615-0.5605 -5.7525—-1.529
,d,, =0.5 igin
s+5 s+5

d,, =0 igin , (4.74)
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1. dereceden kontrolculer

30751185 -34535-1345
s+20.11 TN T 1615

d,, =0 igin

2. dereceden kontrolculer

~3.0155s> —13.89s - 6.151
s* +24.335+89.1 '

d,, =0 igin

~3.0765” —15.045 — 6.432
s’ +24.455+93.15

d,, =0.5 icin

3. dereceden kontrolculer

—2.338s° —1.814s> —3.0935 —0.7748
s’ +18.67s* +9.2495 +22.83 '

d,, =0 i¢in

—2.318s* —2.5445* —2.9725s —0.8517
s°+18.42s* +14.055 +18.31 '

d,, =0.5 igin

ve 4. dereceden kontrolcller

—2.067s* —4.848s> —4.4845” —4.099s —0.8033
s*+19.245° +37.475% +28.785 +29.33 '

d,, =0 i¢in

—2.4195* —4.9215” —5.641s* —3.8495 —0.8691
s*+19.35° +31.73s* +31.855 +17.71 '

d,, =0.5 igin

seklinde elde edilmistir.

(4.75)

(4. 76)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

(4. 80)

(4.81)

Ving kolu alt sistemi icin Matlab Robust Control Toolbox kapsamindaki

hinfsyn komutu kullanilarak tasarlanan tam dereceli #, kontrolci ise

~698.7s> —1971s” —3826s —1.351x10*
s +61.14s° +1371s” +698.1s +1.543x10* ’

yapisindadir.

(4.82)

Tasarlanan kontrolcilerin w=0.5*(u(t —11)—u(z —10)) bozucu girisi igin olusturulan

benzetim yapisina uygulanmasi ile elde edilen benzetim c¢iktilari Sekil 4. 5’ den itibaren
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verilmigtir. Verilen ciktilarda yesil renk ile cizilmis olan egriler d,, =0 degeri igin

tasarlanan kontrolciiniin olusturdugu cikisi, mavi renk ile cizilmis olan egriler ise

d,, =0.5 degeri icin tasarlanan kontrolciinin olusturdugu cikisi gosterirken, kirmizi

renk ile gizilmis olan egriler referans degerlerini belirtmek icin kullaniimistir.

0.4

03~

M A pon

£ VAR A

|
10 20 30 40 50 60 70 80 90
Zaman (sn)

Sekil 4. 5 Tam dereceli kontrolcl ciktilari: Tasiyicl pozisyonu

100

0.12

0.08—

0.06—

0.04-
0.02}- M
M oy

Gamma (radyan)

° v~

-0.02[—

-0.04—

-0.06—

-0.08
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920

Zaman (sn)

Sekil 4. 6 Tam dereceli kontrolci ¢iktilari: Sarkacin gamma agisi
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Ly @

0.5

0.4~

0.3~

0.2

0.1~

~05 ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Zaman (sn)

Sekil 4. 7 Tam dereceli kontrolci giktilari: Uygulanan kontrol isareti

0.4

920

100

~05 ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Zaman (sn)

Sekil 4. 8 Tam dereceli kontrolci giktilari: Performans gikigi
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-1.5— —
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Zaman (sn)
Sekil 4. 9 4. dereceden sabit dereceli kontrolci ciktilari: Tasiyici pozisyonu
0.15
0.1 |
’g 0.05— —
g
£
£
8§ o
-0.05— —
-01 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zaman (sn)

Sekil 4. 10 4. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Sarkacin gamma agisi
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Sekil 4. 11 4. dereceden sabit dereceli kontrolcu giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 12 4. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Performans gikigi
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Sekil 4.
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13 3. dereceden sabit dereceli kontrolci ¢iktilari: Taslyici pozisyonu
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Sekil 4. 14 3. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilar:
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Sekil 4. 15 3. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 16 3. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Performans gikigi
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Sekil 4. 17 2. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Taslyici pozisyonu
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Sekil 4. 18 2. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilar:
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Sekil 4. 19 2. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Zaman (sn)

Sekil 4. 20 2. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Performans gikigi
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Sekil 4. 21 1. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Taslyici pozisyonu

100
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Sekil 4. 22 1. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilar:
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Sekil 4. 23 1. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 24 1. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Performans gikisi
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Gamma (radyan)
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Sekil 4. 25 Dayanikli PD kontrolci giktilari: Tagiyici pozisyonu
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Sekil 4. 26 Dayanikh PD kontrolci giktilari: Sarkacin gamma agisi
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Sekil 4. 27 Dayanikh PD kontrolcu giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 28 Dayanikh PD kontrolcu giktilari: Performans gikisi

Verilen ¢iktilarda gorilebilecegi gibi d,, =0.5 degeri kullanilarak elde edilen D -

kararlihgr arttirlmis kontrolctlerin sistem egrileri daha hizli cevaba sahiptir. Bundan

dolayi sisteme ait cevaplar daha hizli bir sekilde referans degerlerine ulasabilmektedir.
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Son olarak etkili karsilastirma yapilabilmesi adina farkh derecelere sahip D - kararhhgi
arttirilmis  kontrolciilerin  benzetim yapisina uygulanmasi ile elde edilen tasiyici

pozisyonu ve sarkag acisi ¢iktilari Sekil 4. 29 ve 4. 30" bir arada verilmistir.

0 /’\ SOS
| A~

-0.5— —

X0 (m)

-15 -

Zaman (sn)

Sekil 4. 29 D - kararlihgi arttirilmis tim kontrolcilere ait tasiyici pozisyonu giktilari

=
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Sekil 4. 30 D - kararlihgi arttirllmis tim kontrolcilere ait sarkag agisi giktilar
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Verilen egrilerde yer alan yesil renk 4. dereceden, mavi renk 3. dereceden, siyah renk
2. dereceden, sari renk 1. dereceden ve turuncu renk PD vyapisina sahip olan
kontrolctiniin giktisini temsil etmektedir. Kirmizi renk ise yine referans degerlerini

belirtmek icin kullaniimistir.

Bu noktaya kadar elde edilmis olan benzetim giktilari ving kolu sistemi igcin benzetim
ortaminda olusturulan yapinin tasarlanan kontrolciler icin olusturdugu cevap egrilerini
kapsamakta idi. Simdi ise tasarlanan kontrolciler gergek sistemi kontrol etmek igin
olusturulan uygulama yapisina giris olarak verilecek ve sisteme ait cevap egrileri bu
yap! Gzerinden elde edilecektir. Gergek sistem igin Matlab-Simulink araylziinde

olusturulan uygulama yapisi asagida verilmistir.

rad to deg:
theta

Kule (der)

AMPAQ
rad to deg: alpha (der) Yukselteci — HIL
Pozisyon ve Akim alpha Limit Anahtarlari
Sensorleri- HIL »
Tasiyici (m) Vinc Kolu EXT
P R2D

Yuk MAX
rad to deg: gamma (der) Fo4 4’@
gamma 4
pl ] z
performans

Yuk (m) To Workspace

LL:
X_J_sim

P X_J_ref
gamma_ref
gamma_sim

>
0 P X_J_ref »

Partial-Statel ui®)
X JE

Gainl Vinc Kolu Kontrol Sistemi

Scopes

Im (A)
Yuk (A) 3D Vinc Motorlari — HIL

AMPAQ Akim Sensorleri

Sekil 4. 31 Ving kolu sistemine ait uygulama yapisi

Denklem (4. 74 - 4. 82)’ de verilmis olan kontrolcilerin w=5%*(u(t—-7)—u(¢t-5))

bozucu girisi icin uygulama yapisina giris olarak verilmesi ile elde edilen ciktilar Sekil 4.
32’ den itibaren verilmistir. Verilen giktilarda yine ayni sekilde yesil renk ile gizilmis olan

egriler d,, =0 degeri icin tasarlanan kontrolciinin olusturdugu cikisi, mavi renk ile
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cizilmig olan egriler ise d,, =0.5 degeri icin tasarlanan kontrolciiniin olusturdugu ¢ikisi

gosterirken, kirmizi renk ile ¢izilmis olan egriler referans degerlerini belirtmek igin

kullanilmistir.
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0.06 — -

0.05— -
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X, () (m)

0.02— -
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i m il i i i

-0.01— -
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Sekil 4. 32 Tam dereceli kontrolci ¢iktilari: Taslyici pozisyonu
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Sekil 4. 33 Tam dereceli kontrolci giktilari: Sarkacin gamma agisi
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Sekil 4. 34 Tam dereceli kontrolci ¢iktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 35 Tam dereceli kontrolcl ¢iktilari: Performans gikisi
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Sekil 4. 36 4. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Taslyici pozisyonu

0.2

f np VLA

Gamma (radyan)

05 | | | |
0 10 15 20
Zaman (sn)

o

Sekil 4. 37 4. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Sarkacin gamma agisi
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Sekil 4. 38 4. dereceden sabit dereceli kontrolcu giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 39 4. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Performans gikigi
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Sekil 4. 40 3. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Taslyici pozisyonu
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Sekil 4. 41 3. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Sarkacin gamma agisi
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Sekil 4. 42 3. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 43 3. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Performans gikigi
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Sekil 4. 44 2. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Taslyici pozisyonu
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Sekil 4. 45 2. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Sarkacin gamma agisi
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Sekil 4. 46 2. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 47 2. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Performans gikigi
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Sekil 4. 48 1. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Taslyici pozisyonu
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Sekil 4. 49 1. dereceden sabit dereceli kontrolci c¢iktilari: Sarkacin gamma agisi
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Sekil 4. 50 1. dereceden sabit dereceli kontrolcu giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 51 1. dereceden sabit dereceli kontrolci giktilari: Performans gikigi
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Gamma (radyan)
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Sekil 4. 52 Dayanikli PD kontrolci giktilari: Tasiyici pozisyonu
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Sekil 4. 53 Dayanikh PD kontrolci giktilari: Sarkacin gamma agisi
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Sekil 4. 54 Dayanikh PD kontrolcu giktilari: Uygulanan kontrol isareti
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Sekil 4. 55 Dayanikh PD kontrolcu giktilari: Performans gikisi

Daha once olusturulan benzetim yapisindan elde edilen ciktilara benzer sekilde
uygulama yapisina ait ¢iktilarda da d,, =0.5 degeri kullanilarak elde edilen D -
kararlihgr arttirlmis kontrolctlerin sistem egrileri daha hizli cevaba sahiptir. Bundan
dolayi sisteme ait cevaplar daha hizh bir sekilde referans degerlerine ulasabilmektedir.
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Farkh derecelere sahip D - kararhligi arttirilmig kontrolciilerin uygulama yapisina giris
olarak verilmesi ile elde edilen tasiyici pozisyonu ve sarkag acisi ¢iktilari Sekil 4. 56 ve 4.

57’ de bir arada verilmistir.

Uygulama ciktilarinda daha Once verilen egrilerde oldugu gibi yer alan yesil renk 4.
dereceden, mavi renk 3. dereceden, siyah renk 2. dereceden, sari renk 1. dereceden ve
turuncu renk PD yapisina sahip olan kontrolctiniin ciktisini temsil etmektedir. Kirmizi
renk ise yine referans degerlerini belirtmek igin kullaniimistir.

Bu ciktilardan yola cikilarak onerilen tasarim metodu ile tasarlanan sabit dereceli
dayanikli . kontrolcilerin ving kolu sisteminde yer alan tasiyiclyi bozucu girise

ragmen kontrol edebildigi ve istenen performans kriterlerini sagladig séylenebilir.
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Sekil 4. 56 D - kararlihgi arttirilmis tim kontrolcilere ait tasiyici pozisyonu giktilari
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Sekil 4. 57 D - kararlihgi arttirllmis tim kontrolcilere ait sarkag agisi ¢iktilari

Diger yandan uygulama sonuglarinda gorilebilecegi gibi cikis geri besleme yontemi
kullanilarak tasarlanan tam dereceli #, kontrolcl sisteme ait uygulama yapisina giris
olarak verildiginde sisteme ait cevap egrilerinde osilasyona neden olmus ve kontrolci
tasarimiyla hedeflenen performans kriterlerini yerine getirememistir. Bundan dolayi
ving kolu sistemi icin tez calismasinda onerilen tasarim metodunun cikis geri besleme
yontemine oranla ¢ok daha verimli oldugu ve sistemi kontrol edebilecek diisiik dereceli

kontrolci tasarimina olanak sagladigi nettir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu bolimde tez kapsaminda hangi konu Uizerinde galisildigindan, calismada elde edilen

sonuclardan ve ileriye donik olarak yapilabilecek ¢alismalardan bahsedilecektir.

Giris boliminde bahsedilen ana hedef cercevesinde bu tezde, belirsizlik iceren bir
sistem icin sabit dereceli dayanikli < kontrolci tasarimi Uzerinde cahsiimistir.

Tasarim icin ¢ok terimli yaklasim cercevesinde performans cikisi ile bozucu girisi
arasinda kalan sistemin transfer fonksiyonunun sonsuz normu, Kesin Pozitif Reel
Lemma ve D - kararlilik teoremi kullanilarak sinirlandirilmistir. Kontrolct tasariminda
kullanilan ¢ok terimli yaklasim metodunda dikkat edilmesi gereken en 6nemli noktanin

merkezi cok terimlinin secimi oldugu vurgulanmistir.

Tezin ilk kisminda dayanikli %, PD kontrolclisi tasarlanacak olan tasiyicinin tizerinde

bulundugu ving kolu alt sistemi dahil kule ve yik alt sistemlerini blinyesinde barindiran
li¢ serbestlik dereceli ving sistemi tanitilmistir. Ug serbestlik dereceli ving sisteminde
yer alan bilesenlere dair aciklamalar ve tanimlamalar, sistem parametreleri, kablo

yapisi ve alt sistemlere ait sistem modelleri bu bélimde verilmistir.

ikinci kissmda kontrolcii tasarimi icin gelistirilen yaklasim metodunda kullanilan DME’
lerin kullanim alanlari kisaca 6zetlenmis, DME’ lerin kullanilmis oldugu optimizasyon
problemlerinde ¢6ziim icin kullanilan iki teknige yer verilmistir. DME aracinin kolay
kullanilabilir olmasinda en dnemli etkinin i¢c nokta algoritmasinin gelistirilmesi oldugu

bu bolimde vurgulanmistir. Ayrica kontrolcl tasarim problemlerinde olusan kapali
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cevrim sistemin kararliigini saglamak adina kullanilan kararliik modellerine bu

boliimde yer verilmistir.

Uglincii kisimda ise ving kolu alt sisteminde yer alan tasiyiciya uygulanan bozucu etki

dikkate alinarak belirsizlige sahip sistem tekrar modellenmis ve olusturulan yeni model

kullanilarak ving kolu sisteminde yer alan tasiyici icin ilk olarak tam dereceli #

o0

kontrolcli tasarimi gergeklestirilmistir. Bolimin ikinci kisminda dayanikli <, PD

kontrolci tasarimi icin problem tanimi yapilmis ve olusturulan tasarim problemi igin
literatlirde benzer amag dogrultusunda gelistirilen tasarim metodu dikkate alinarak ¢ok

terimli yaklasim c¢ercevesinde yeni bir tasarim metodu gelistirilmistir. Ardindan

gelistirilen tasarim metodu kullanilarak belirsizlige sahip tasiyici igin dayanikli . PD

kontrolcli basta olmak (izere farkli derecelere sahip sabit dereceli dayanikli

o0

kontrolcu tasarimlari gergeklestirilmistir. Bolimin son kisminda ise tam dereceli #

0
kontrolci dahil tasarlanan kontrolcilerin sistem icin olusturulan benzetim ve uygulama

yapilarina giris olarak verilmesi ile elde edilen sonuglar paylasiimistir.

Ving kolu alt sistemi igin &%, kontrolcl tasariminda kullanilan iki farkl tasarim yéntemi

farkl derecelerde iki kontrolciiniin elde edilmesine neden olmustur. Elde edilen tam
dereceli kontrolci ving kolu sisteminin derecesi ile ayni dereceye sahip olurken, ¢ok
terimi yaklasim cercevesinde gelistirilen tasarim metodu kullanilarak elde edilen sabit
dereceli #, kontrolcl PD yapisinda olmustur. Bunun yaninda énerilen tasarim metodu
dahilinde arzulanan performans kriterlerini gergekleyebilen farkli derecelere sahip
kontrolcii tasarimina imkan saglanmistir. iki farkl tasarim metodu kullanilarak elde
edilen farkli derecelerden kontrolciler dikkate alinarak, gelistirilen sabit dereceli

dayanikh ., kontrolcli tasarim metodunun yiksek dereceli sistemlerin kontrolci
tasariminda standart yontemlere oranla daha kullanisli oldugu séylenebilir.

Tez igerisinde Onerilen tasarim yontemini bir ¢ok sisteme uygulamak muimkindir.
Ozellikle uzay endustrisi ve gémili sistemler basta olmak Uzere yiiksek dereceli

sistemlere bu tez ¢alismasinda gelistirilen tasarim yéntemi kullanilarak duisik dereceli

kontrolcl tasarlanabilir. Ayrica bu yontem PID ve benzeri yapisal kontrolcilerin
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tasariminda da kolaylikla kullanilabilmekte ve bu galismada tasarlanan kontrolcu ile

benzer sekilde sabit dereceli . kontrolcli PID yapisinda tasarlanabilmektedir.

Yapilan bu calismada gelistirilen tasarim metodu tek giris tek ¢ikis sistemlerin sabit
dereceli dayanikli ., kontrolclsiini tasarlamak igin gelistirilmistir. Ancak gercel

uygulamalarda disuk dereceli kontrolct tasarimi sadece tek giris tek cikis sistemlerin

gereksinimi degildir. Bu ylzden c¢ok giris cok cikis sistemlerin sabit dereceli dayanikh
., kontrolclisiinli tasarlamak igin yeni bir tasarim metodu gelistirmek, ileriye doniik

etkili bir calisma olabilir.
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EK-A

ONERILEN TASARIM METODUNUN m. DOSYASI

function [G,K,H,Tn,eG,eH]=Fixord21(b,a,opt)

% Fixed-Order Robust H-Infinity Controller Design

% Function FIXORD solves a fixed order H-infinity controller design
% problem and looks a controller with the help of LMI relaxations.

%

% Input Parameters:

% b : Numerator of the open loop system.

% a : Denominator of the open loop system.

% opt : Structure with rep, repindex, bd, ad, B, A, gam, T, s , c, m.
% opt.rep : Yes to design controller considering uncertainty of the

% system.

% No to design controller without considering the

% uncertainty of the system.

% opt.repindex : If opt.rep is equal to Yes, this parameter should be
% entered.

% 1 to enter uncertainty as a percentage and specify
% which coefficient has this uncertainty.

% 2 to specify numerator and denominator directly with
% uncertainty.

% opt.bd : In case of repindex is equal to 1, information about

% which coefficient has uncertainty and this uncertainty as a
% percantage for numerator matrix.

% opt.ad : In case of repindex is equal to 1, information about
% which coefficient has uncertainty and this uncertainty as a
% percantage for denominator matrix.

% bd, ad = [which coefficient, uncertainty as a percentage]

% bd = [3 10];

% opt.B : In case of repindex is equal to 2, numerator matrix which
% has uncertainty.

% opt.A - In case of repindex is equal to 2, denominator matrix which
% has uncertainty.

% Ex. b = [45 6 7], first and second coefficients have

% uncertainty of %10 and %20 respectively. In this case opt.B should

% be entered as [4.4 56 7;3.6 56 7;466 7;4 46 7].

% opt.bet : H-infinity norm bound. If this value is not be entered,

% software will specify this value automatically.

% opt.T : Time constant for Pl, PD or PID structures. If opt.s will be
% entered, user should specify this value.

% opt.s : Controller structure. This value can be entered for

% specifying controller degree but if it was not entered, software
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will specify this value according to other parameters and continue
to run. Capital letters should be used to input and only “P1*, °“PD-
and "PID" selections can be used.
opt.c : Central Polynomial. This polynomial can be specified by user
but if it was not specified, software will specify this polynomial
according to length of the denominator matrix of the open loop
plant(as) and degree of the controller(m).

pol = poly(-1*ones(l,as+m-1));

c = Fliplr(pol);
opt.m : Degree of the controller. This value can be specified but if
it was not specified, software will specify this value according to
below procedure. When m is not entered, if opt.s is entered,
software will specify this value according to the length of the
numerator matrix of the structure of the controller.

if (strcmp(opt.s, "PIT7))

y = [Ki Kp];
x = [0 1];
m = length(y) - 1;

IT opt.s is not entered, software will specify this value according
to denominator length of the open loop plant(as).

m = as-1;
When opt.m is not entered, if opt.c and opt.s is entered software
will specify this value according to the length of the numerator
matrix of the structure of the controller

if (strcmp(opt.s, "PIT7))

y = [Ki Kp];
x = [0 1];
m = length(y) - 1;

When opt.m is not entered, if opt.c is entered but opt.s is not
entered, opt.s will specify this value according to length of the
central polynomial and length of the denominator matrix of the open
loop plant(as).

m = length(c) - as;
For solving the LMI problem and design controller the following
equality must be provided.
Central polynomial degree = m + denominator degree of the open loop
system.
Note : In this function, while input parameters are being entered
like opt.A, opt.B, opt.c, b, a, the lower degree term is written as
first element of input parameters® matrix.

Output Parameters:

G : Open Loop Transfer Function.

K : Fixed Order H-Infinity Controller.

H : Closed Loop Transfer Function.

Tn - Complemantary Sensitivity Function.

eG : Eigenvalues Of Open Loop Transfer Function.
eH : Eigenvalues Of Closed Loop Transfer Function.

In FIXORD function, after specified input parameters with necessary
informations like uncertainty or controller degree, system
polynomial is specified with the help of the Toeplitz Tp and
controller polynomials C matrix. And then LMl problem is being
solving. Finally with the LMl results output parameters are
specified and the function is finished.

Example:

Fixed Order Robust H-Infinity Controller Design for 3 Dof Crane
clear all

syms s
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opt.T=5;

opt.s="PD";

opt.bet=3.24

opt.rep="Yes";

opt.repindex=2;

opt.c=Fliplr(sym2poly(((s+3
-3.65101))*(s+3+3.65101)*(s+2)*((s+1)"2)));

opt.B=[-13.41 0 -2.547];

opt.A=[0 0 13.33 0 1];

[G,K,H,Tn,eG,eH]=Fixord21([-13.41 0 -2.547],[0 0 13.33 0 1],0pt)

-2.547 s”"2 - 13.41

G = -~
s + 13.33 s™2
-2.961 s - 0. 5605
K= e
s +5
-2.547 s"3 - 12.74 s"2 - 13.41 s - 67.05
H = -
sN"5 + 5 s™M + 20.87 s”"3 + 68.08 sN2 + 39.7 s + 7.516
7.541 s"3 + 1.428 s™2 + 39.7 s + 7.516
TN = — e
s"s5 + 5 sM + 20.87 s”"3 + 68.08 s™2 + 39.7 s + 7.516
0
eG =0
0 + 3.6510i
0 - 3.6510i

-0.3491 + 3.8951i

-0.3491 - 3.8951i
eH = -3.6301

-0.3358 + 0.1503i

-0.3358 - 0.1503i

Written by Gokhan Akca, January 10, 2013.
Last modified by Gokhan Akca, June 23, 2013.
Copyright 2013-2014 by Yildiz Technical University

if(nargin>3)

error("Input arguments are more than expected®)

elseif(nargin<2)

error("Input arguments are less than expected®)

elseif(nargin==2)

opt=[1;

end

bs=length(b); %length of the numerator of the open loop plant%
as=length(a); %length of the denominator of the open loop plant%
if (bs>as) %test of equality length of the a and b%

error("Open loop system is not casual™®)

elseif(bs<as)

b=[b zeros(1,as-bs)];

end
bl=b;
al=a;
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if(isfield(opt, "s"))&&(isfield(opt,“m*)) %control of the input
parameters%
error("You wanted to enter controller degree and controller
structure at the same time, this is a contradiction®);
end

if(isfield(opt,"s”)) %control of the controller structure%
if(isfield(opt,"T")) %control of the time constant%
T=opt.T;
else
error("Time constant is not entered”);
end
end
conu=0;
if(isfield(opt,"s")) %control of the controller structure%
conu=1;
Ki=sdpvar(1,1);
Kp=sdpvar(1,1);
Kd=sdpvar(1,1);
if (strcmp(opt.s, "PIT7))
y=[Ki Kp];
x=[0 1];
m=length(y)-1;
elseif (strcmp(opt.s, "PD"))
y=[Kp*T Kd*T+Kp];
x=[T 1];
m=length(y)-1;
elseif (strcmp(opt.s, "PIDT))
y=[Ki*T Kp*T+Ki+Kd*T Kp];
x=[0 T 1];
m=length(y)-1;
end
end

if(isfield(opt,"m")) %specify of the controller degree%
m=opt.m;

elseif(isfield(opt,"s™))
m=length(y)-1;

else
m=as-1;

end

if(isfield(opt,"c")) %specify of the central polynomial%
c=opt.c;
if(isfield(opt,"s™))
m=length(y)-1;
elseif(isfield(opt,*m™))
if(opt.m~=(length(c)-as))
error("Central polynomial degree is not equal to sum of
controller degree and denominator degree of the open plant®)
end
m=opt.m;
else
m=length(c)-as;
end
else
pol=poly(-1*ones(1,as+m-1)); %if c is not entered, central
polynomial is specified according to "as®™ and "m" with selecting the
root at -1%
c=Fliplr(pol);
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end

if((isfield(opt, " m™)) || (isfield(opt, "s")))&&(isfField(opt,"c"))
%control of the central polynomial and controller degree%
c=opt.c;
if(m~=(length(c)-as))
error(“Central polynomial degree is not equal to sum of
controller degree and denominator degree of the open plant®)
end
end

if(isfield(opt, "bet”)) %control of the lower bound for H-inf norm¥%
bet=opt.bet;

else
sdpvar bet;

end

n=as+m-1; %P matrix length%
if(conu==0)
x=sdpvar(1,m+1);
y=sdpvar(1,m+1);
end
% necessary matrix definitions%
C=[x vy]: %use for specifying system polynomial matrix(d=C*Tp)%
num=[];
val=[];
F=[1:
% constant values for executing software%
v=1;
e=0.1; %epsilon value for LMI%

if (isfield(opt, "rep”) && strcmp(opt.rep, "Yes®™)) %control of the
which parameter has uncertainty%
if (isfield(opt, "repindex”) && (opt.repindex==1))
disp("Uncertainty Matrix Specified Indirectly™);
if isfield(opt,“"bd") && (mod(length(opt.-bd),2)==0)
Ib=length(opt.bd)/2;
for i=1:1:1b
be=b;
b(opt.bd(2*i-1))=b(opt.bd(2*i-1))+(b(opt.bd(2*i
-1))*opt.bd(2*1)/100);
B(2*i-1,:)=b;
b=be;
b(opt.bd(2*i-1))=b(opt.bd(2*i-1))-(b(opt.bd(2*i
-1))*opt.bd(2*i1)/100);
B(2*1,:)=b;
end
elseif isfield(opt, "bd") && (mod(length(opt.bd),2)==1)
error("This matrix is not suitable for specifying
uncertainty percentage and coefficients which has uncertainty of the
numerator matrix-");
else
1b=0.5;
opt.bd=[0 0];
for i=1:1:2*Ib
B(i,:)=b;
end
end
if isfield(opt,"ad™) && (mod(length(opt.ad),2)==0)
la=length(opt.ad)/2;
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for i=1:1:1a
ae=a;
a(opt.ad(2*i-1))=a(opt.ad(2*i-1))+(a(opt.ad(2*i
-1))*opt.ad(2*i)/100);
A(2*i-1,:)=a;
a=—ae;
a(opt.ad(2*i-1))=a(opt.-ad(2*i-1))-(a(opt.ad(2*i
-1))*opt.ad(2*i)/100);
A(2*i,:)=a;
end
elseif isfield(opt, ad®) && (mod(length(opt.ad),2)==1)
error("This matrix is not suitable for specifying
uncertainty percentage and coefficient which has uncertainty of the

denominator matrix®);

else
1a=0.5;
opt.ad=[0 0];
for i=1:1:2*la
A(l,)=a;
end
end

elseif (isfield(opt, "repindex”) && (opt.repindex==2)) %control of
the uncertainty matrix%
disp("Uncertainty Matrix Specified Directly™);

it isfield(opt,"B") && isfield(opt, "A")
BS=size(opt.B,2);
AS=size(opt.A,2);
if (BS>AS) %control equality length of the A and B%
error("Open loop system which has uncertainty is
not casual ™)
elseif(BS<AS)
for i=1:1:size(opt.A,l)
val (i, :)=[opt.B(i,:) zeros(1,AS-BS)];
end
opt.B=val;
end
end

if isfield(opt,"B") %control of the row and column number of
the numerator matrix%
it (size(b,2)==size(opt.B,2))
B=opt.B;
Ib=size(opt.B,1);
else
error("Unsuitable column number for numerator
matrix®);
end
else
if isfield(opt, "A")
Ib=size(opt.A,1);
for i=1:1:1b
B(i,:)=b;
end
else
1b=1;
for i=1:1:1b
B(i,:)=b;
end
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end
end

if isfield(opt, "A") %control of the row and column number of

the denominator matrix%

if (size(a,2)==size(opt.A,2))
A=0opt.A;
la=size(opt.A,1);
else
error("Unsuitable column number for denominator

matrix®);

end
else
la=1;
for i=1:1:1a
A(l,:)=a;
end
end

else

end

disp("Wrong entered for repindex parameter.");

for i=1:1:1a

e*bet];

end

b=B(i,:);

a=A(i,:);
for j=0:1:m %Toeplitz matrix%

Tp(+1,:)=[zeros(1l,j) a zeros(1,m-j)];
end
for j=m+1:1:2*m+1 %Toeplitz matrix%
Tp(+1,:)=[zeros(1,j-m-1) b zeros(1,2*m-j+1)];

end

num=y*Tp(m+2:2*m+2,:);

%num=x*Tp(1l:m+1,:);

num(v, :)=num;

Sl=[eye(n) zeros(n,1)];

S2=[zeros(n,1) eye(n)];

S=[S1;S2]; %projection matrix%

D=[0 1;1 0]; %D Stability matrix%

P=sdpvar(n);

SPS=S"*kron(D,P)*S;

M=[-SPS+(C*Tp) "*c+c"*(C*Tp)-e*c"*c num(v, :)";num(v,:)

%LMI
F=F+set(M>=0);
v=v+1;

sol=solvesdp(F, [bet],sdpsettings("solver®, "sedumi®)) %solve the LMI%

else %system with out uncertainty
%use for specifying system polynomial matrix(d=C*Tp)%
C=[x vy1:; % numerator and denominator of the controller%
for j=0:1:m %Toeplitz matrix%

end

Tp(i+1,:)=[zeros(1,j) a zeros(l,m-j)];

for j=m+1:1:2*m+1 %Toeplitz matrix%

end

Tp(+1,:)=[zeros(1l,j-m-1) b zeros(1,2*m-j+1)];
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d=C*Tp; %specify the system polynomial matrix d=[dl d2 d3 ...]%
num=y*Tp(m+2:2*m+2,:);

Y%num=x*Tp(1:m+1,:);

Sl=[eye(n) zeros(n,1l)];

S2=[zeros(n,1) eye(n)];

S=[S1;S2]; %projection matrix%

D=[0 1;1 0]; %D stability matrix%

P=sdpvar(n);

SPS=S"*kron(D,P)*S;

M=[-SPS+d"*c+c"*d-e*c"*c num”;num e*bet]; %LMI%

sol=solvesdp(set(M>=0), [bet],sdpsettings("“solver®, "sedumi®)); %solve
the LMI%
end
x=Fliplr(double(x));
y=Fliplr(double(y));
bet=double(bet)
x=x/x(1);
y=y/x(1);
if nargout<=1
G=tf(fliplr(bl),fliplr(al)); %open loop transfer function%
elseif nargout==2
G=tf(fliplr(bl),fliplr(al)); %open loop transfer function%
K=tf(y,Xx); %controller
elseif nargout==3
G=tf(fliplr(bl),fliplr(al)); %open loop transfer function%
K=tf(y,Xx); %controller
H=feedback(G,K); %closed loop transfer function%
elseif nargout==
G=tf(Fliplr(bl),fliplr(al)); %open loop transfer function%
K=tf(y,Xx); %controller%
H=feedback(G,K); %closed loop transfer function%
Tn=tFf(conv(fliplr(bl),y), (conv(fliplr(al),x)
+conv(fliplr(bl),y))); %complemantary sensitivity function%
elseif nargout==5
G=tf(fliplr(bl),fliplr(al)); %open loop transfer function%
K=tf(y,x); %controller%
H=feedback(G,K); %closed loop transfer function%
Tn=tf(conv(Fliplr(bl),y), (conv(fliplr(al),x)
+conv(fliplr(bl),y))); %complemantary sensitivity function%
eG=eig(G); %eigenvalues of open loop transfer function%
elseif nargout==
G=tf(fliplr(bl),fliplr(al)); %open loop transfer function%
K=tf(y,Xx); %controller%
H=feedback(G,K); %closed loop transfer function%
Tn=tf(conv(Fliplr(bl),y),(conv(fliplr(al),x)
+conv(Fliplr(bl),y))); %complemantary sensitivity function%
eG=eig(G); %eigenvalues of open loop transfer function%
eH=eig(H); %eigenvalues of closed loop transfer function%
end
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3-DOF Crane Pavyload Position Equation

© 2007 Quanser Consulting Inc.

URL: http://www.quanser.com

NOTE: This worksheet presents the equations modelling the payload position on the 3D Crane plant.

Description

o This worksheet presents the equations related to the payload of the 3D Crane system modelling
and position control experiment.

o For an overview of some of the control challenges offered by the Quanser please visit
WWW.quanser.com
Worksheet Initialization

> restart: interface( imaginaryunit = j ):
> with( inttrans ):

z =payload height m]

> alias( 2 = laplace( z(t), t, s ) ):

F, = Linear force produced by the trolley motor at the motor pinion
> alias( F[y] = laplace( flyl(t), t, s ) ):
F; = Inertial force produced by the motor's armature in rotation

> alias( F[ai] = laplace( f[ai]l(t), £, s ) ):

Model

Find the transfer function respresenting the position of the payload with respect to the trolley motor
input current.
Newton's second law of motion (i.e. equation of motion in the time domain)
and application of D'Alembert's principle:
> EOM DT FULL := m[p] * diff( z(t), t$2 ) + flail(t) = £[y]l(t)
- m[pl*g - Byl * diff( z(t), t ) - flcoulomb]( t )
EOM_DT_FULL;

e d
m, [E z(f)] () =F(1)—m,g—B, (E Z(t)] ~Jooutoms(1)

To construct a model for a PIV control system, assume the viscous friction, By, and the Coulomb
friction froce, £, ;.,..» are negligible.
> FRICTION PARAM := {B[y]=0, f[coulomb] (t)=0}:

FRICTION_PARAM;
{B,= 0, fooutoms(1) = 0}

The equation of motion therefore becomes
> EOM DT := subs(FRICTION_ PARAM,EOM DT FULL) :
EOM DT;
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g
m, (E Z(f)] +1(D=f)—m,g
Transfer function is
> TF _Z F IC := laplace( EOM DT, t, s):
TF 2z F _IC;

mpg

m, (s Z=D(z)(0)— 5 2(0)) +F,=F,—
S

the initial conditions are null

> IC := { z(0) = 0, D(z)(0) = 0 }:

and the transfer function becomes

> TF Z F := subs( IC, TF 2 F IC ):
TF 2 F;

mpg

s

2 —_ —
m, s Z+Fm.—Fy

Linear force generated by the trolley motor relative to its input current.

> F Y := Fly] = etalg,y] * Klg,y] * eta[m,y] * K[t,y] * I[m,y]
/ rly,reel]:
F Y,
ng,ng,ynmth,y]m,y
F =
Y r
¥, reel

Torque due to the motor moment of inertia, where J o is the total moment of inertia acting on the
motor shaft (i.e. the motor armature inertia plus the inertia from the wheel attached).
> T _AI := taulai] = J[phi] * diff(phi(t) t$2):

T AI;

.
Ta =y {;‘b(f)]

Relationship between the linear distance z and the angle of the rotary wheel ¢.
> EQN PHI Z := phi(t) = z(t) / rly,reell:

EQN PHI Z;
z(t
o(1) = U
ry, reel
Torque with respect to z.
> T AI Z := subs(EQN PHI Z,T AI):
T AT Z;
P
Jy (drz z( t)J
T,=
ry, reel
Force and torque relationship
> F_T AI := f[ail = taulail / r[y,reell:
F T AI;
T.
fgj =—
ry, reel
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Force due to the rotation of the motor w.r.t. position z is therefore.

> F AL dt := subs(T_AI Z,F T AI):
F AI dt;
P
J s [E z( t)]
ai 2
ry, reel

Corresponding transfer function is

> F AI := F[ai] = J[phi] * s*2 * 2 / r[y,reel]”2:
F_AI;
J, s Z
F,= 5
ry,reel

Substitute the linear force transfer function, Fy, and the rotary force transter function, 7, into the
main equation to obtain the open-loop representation of the system.

> EQN Z2 T := collect ( expand( subs (F_Y , F_AI, TF_Z_F) ., Z),
{2,8}):
EQN Z I;
J¢ 2 ng,ng,y nm.th.y ]m.y Mp &
m_+ §T L= -
P 2 » s
ry’ reel v, reel
Solve for Z to get the current to position transfer function in proper form.
> TF_Z I := zZ(s) = expand(subs( I[m,y]=I[m,y](s),
solve(EQN z I,Z) )):
TF 2 I;
ry, reel ng,y Kg,y nm,y K!,y ]m,y( 5 ) ry, reel mp g
Z(s)= , 5 - 5
5 (mpry,reel +‘]¢) s (mpry,reel +J¢)

| Position Control Design

Design a PIV compensator to control the vertical position of the payload.
PIV Controller
> PIV := I[m,y](s) = (k[p]l + k[i]/s)*(Z2[d](s)-Z(s)) -
k[v]*s*Z(s):
PIV;
ki
L, (s8)= (kp+:} (ZAs)—Z(s))—k, s Z(5s)

Transfer function of a first-order high-pass filter

> HPF := VI[z](s) = omegal[f]"2*s*Z(s) / (s + omegalf]):
HPF;
oafst(s)
Vis)=—""_—
5+ o,
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Substitute controller in model and find closed-loop transfer function
> TF_Z ZD FULL := Z(s) = collect( solve( subs( PIV,TF_Z I ),
Z(s) ), z2[dl(s) ):
TF Z 2D FULL;

ZCSY= 1 o Mgy Ky Moy K 5 4 Mgy Koy Moy Koy 1) Z(5) /(S 11y 457,

+r yreefngngynmyK k s+ reelngngynr'ﬂyK kitr reelngang»ynm»y Ly k, )
yreel m g/(S m ry reel +S J¢+ reelngngynm yK k s
+ry,reelng,ng,ynm thykt+r ree[ng,ng,ynm,th,ykvs )

Consider only Z/Zd closed-loop transfer function
> TF_Z 2ZD:= Z(s) = collect( simplify(
coeff (rhs(TF_Z ZD FULL) ,Z[d](s) ) ), s):

TF_Z ZD;
2
Z)=7, ot Mgy Ky s My Koy (5 1)) /(85 (my 7y . +,)
+ ry,reelng,ng,y nm th ykv S +r ree[ng ng ynm yK k s+ F , reel T]g,ng,y nm,ny,ykf)
Denominator of the closed-loop transfer function.
> TF_Z ZD denom := dencm( rhs( TF_Z ZD ) ):
TF_Z ZD denom;
3 2.3
s mpry,reel +s J¢+ ree[ngngynmyK k S+ reelng,ng,ynmthykr
+ ry,reelng,ng,y T]m th ykv S
> EQN CHAR := collect( TF_Z_ZD_denom /
coeff (TF_Z ZD denom,s,3), s )
EQN CHAR;
n yree[ngy gynmyK ]CS yreelngy gynmyK kS
5
M, Ty el +J L - +J¢
ry,ree.l T]g ng ynm ny ykr

LI — +J
Standard third-order characteristic equation
> EQN CHAR STD factored := ( s*2 + 2 * zeta * omegal[0] * s +
omega[0]”2 ) * ( s + p[0] ):
EQN CHAR STD factored;

(s2+2 (’;0303+0)02)(s+p0)
This expands to
> EQN CHAR STD := collect( expand( EQN CHAR STD factored ), s
)
EQN CHAR STD factored = EQN CHAR STD;

2 z 3 2 z 2
(5°+2C0ys+0y )(s+py)) =5 +(2C 0 +py) s +(0) +20 0 py) s+, p
Derivative gain to map DCMCT characteristic equation to standard characteristic equation.
> EQN KV = coeff (EQN_CHAR, 5,2) = coeff (EQN_CHAR_STD ,8,2):
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EQN KV ;

ry, reel ng,y Kg,y nm,y Kt,y kv
5 =2Cw,+p,
My Ty sl +J¢
Proportional gain to map DCMCT characteristic equation to standard characteristic equation.
> EQN KP := coeff (EQN CHAR,s,l) = coeff (EQN CHAR STD,s,1l):
EQN KP;
Py reei Mg,y Kg> » M,y Kt, y kp 2
2 =, +2L o, p,
My Ty ot +J¢
Integral gain to map DCMCT characteristic equation to standard characteristic equation.
> EQN KI := coeff (EQN_CHAR, 5,0) = coeff (EQN_CHAR_STD ,8,0):
EQN KI;
ry, reel ng,ng,y nm,yKr,yki 2
2 =0y Py
M, Ty et +J¢
Solve the above system of equations for gains {k,, k.. k;}.
> sol := solve( {EQN KV,EQN KP,EQN KI}, {k[v],k[p], k[i]l} )
2 2
i (2 onjlb + ®y mp ry,reel + (DO‘]q) +2 (;Po mp r)’vreel )
sol = {k,= ,
Py reet gy Kg, » My Kt,y
2 2 2 2
~ p0J¢+ 2C o, B Fy el + 2¢ (DOJ¢ + 20 My Fy e ~ ®y Py (mp Ty, reel +J¢)
' ry, reel T]g,y Kg, y nm,y Kf,y ' ry, reel T]g,y Kg,y T]m,y Kt,y

> assign(sol) ;
Proportional gain meeting specification.
> kp symb := k[p]:

'k[p]l' = kp_symb;

2 2
_ o, (2 Cp0J¢+(DO M, Ty el +0)0J¢+2Cp0 T — )

P

ry, reel T]g,ng,y nm,yKr,y
Derivative gain meeting specification.
> kv_symb = k[v]:
'k[v]' = kv_symb;
2 2
L p0J¢+2€m0mpry,reel +2€m0"]¢+p0mpry,f‘eel
=
Py reel Mg,y Kg, v M,y Kf» ¥y

Integral gain meeting specification.
> ki _symb := k[i]:
'k[i]' = ki_symb;
2 2
®y Py (mp ry,reel +‘]¢)
ry, reef T]g,ng,y T]m,th,y

> unassign('k[pl’', 'k[v]','k[i]"');
Control Specifications

Find the PIV gains needed to meet a given peak time, percentage overshoot, and pole location

i
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specification.
Model parameters
> MDL PARAM := {m[p]
3.642e-6, etalqg,vl
K[t,y] = 0.0261 }:

0.147, rly,reel] = 0.0143, J[phi]l =
1, K[g,y] = 2*14, eta[m,y] = 0.81,

MDIL_PARAM;
{K,,=0.0261,m,=0.147.r, ,.,,=0.0143,J,= 0.3642 10'5,Kg)y= 28,1, ,=0.8L,
Me,y=13
Peak time equation
> TP_EQN := t[p] = Pi / ( omega[0] * sgrt(l-zeta™2) ):
TP _EQN;
s
f =
? @, 1-
Percentage overshoot equation
> PO_EQN := PO = 100*exp (-zeta*Pi/sqrt(l1-zeta”2)) :
PO_EQN;
el
-2t
PO=100e

Control design specifications
> CNTRL_SPECS := {t[p] = 0.02, PO = 10, p[0] = 0.125}:
CNTRL_SPECS;
{1,=0.02,P0O=10,p,=0.125}

Minimum damping ratio required to meet overshoot specification.

> temp := solve(PO_EQN, zeta):
ZETA SPEC := zeta = temp:
ZETA SPEC;
, (PO
= _In| —
5 100

Natural frequency required to meet peak time and overshoot specifiations.

> WO_SPEC := omegal[0] = solve( TP_EQN, omegal[0] ):
WO_SPEC;
T
Wy =
2
1=

Evaluate the damping ratio needed.
> ZETA SPEC VAL := evalf (subs (CNTRL_ SPECS,ZETA SPEC)):

1hs (ZETA SPEC VAL) = evalf(rhs(ZETA SPEC VAL),3);

£=0.591

Evaluate the natural frequency needed
> WO_SPEC VAL :=

evalf (subs (ZETA SPEC_VAL,CNTRL SPECS,WO SPEC)) :

lhs (WO_SPEC VAL) = evalf (rhs(WO_SPEC VAL) ,4) *Unit (rad/s) ;
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rad
0,=194.8 |:—:|
S

Given the damping ratio and natural frequency, the PIV gains needed to attain the specified
peak time and overshoot requirements are
> KP_VAL := k[p] =
subs (ZETA SPEC VAL,WO SPEC VAL, ,MDL_PARAM,CNTRL SPECS, kp sy
mb) :
lhs (KP_VAL) = evalf (rhs (KP_VAL) ,4)*Unit (A/m) ;

4
k=1511] ~
> KI_VAL := k[i] =

subs (ZETA SPEC VAL,WO SPEC VAL, MDI. PARAM,CNTRL SPECS,ki_sy
mb) :
lhs(KI_VAL) = evalf(rhs(KI_VAL),3) *Unit(A/m/s) ;

A
k=189 —
ms
> KV_VAL := k[v] =
subs (ZETA_SPEC_VAL,WO_SPEC_VAL ,MDL_PARAM, CNTRL_SPECS, kv_sy

mb) :
lhs (KV_VAL) = evalf(rhs(KV_VAL),3) *Unit (A*s/m) ;

As
k,=0917| —

m
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Dynamic Equations for the 3-DOF Crane Jib System

© 2006 Quanser Consulting Inc.

URL: http://www.quanser.com

NOTE: This worksheet presents the dynamic equations modelling the jib on the 3D crane system.

Description

o This worksheet presents the dynamic equations modelling a single pendulum gantry mounted on a
linear cart or trolley.

o Specifically, this worksheet is used to derive the state-space matrices for the Jib system on
Quanser's 3D Crane experiment

o The system has 2-Degrees-Of-Freedom (DOF) for motions in a two-dimensional plane.

o The Lagrange's method is used to obtain the dynamic model of the system.

The Quanser Tools Package

o The Quanser _Tools module defines generic procedures and data in relation to determining
the state-space representation of all the Quanser experiments. Specifically, this means
deriving and solving the Lagrange's equations of the Quanser systems.

The quanser repository containing the Quanser Tools package is implemented in the 2
following files: quanser.ind and quanser.lib. If these two files are not readily available, they
can be generated by executing the Maple worksheet titled: quanser tools.mws.

To install the Quanser Tools package, copy the two files quanser.ind and quanser.lib into
a directory of your choice, like for example: "C:\Program Files\Quanser\Maple Repository".

To use the Quanser Tools package in a Maple worksheet, add the path to its disk location to
the Maple global variable libname. For example, this can be achieved by the following Maple
command:

libname := "C./Program Files/Quanser/Maple Repository”, libname:

B References

o For additional control challenges offered by the Quanser please visit our website at:
WWW.quanser.com

Worksheet Initialization

> restart: interface( imaginaryunit = j ):

> with( LinearAlgebra ):

> libname := "C:/Program Files/Quanser/Maple Repository", ".",
libname:

> with( Quanser_Tools ),

[HTM, deriveA, deriveB, deriveF, kinetic_energy, lagrange_equations, moment_of inertia,
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n_norm, potential_energy, write. ABCD _to_Mfile]
environment variable representing the order of series calculations
> Order := 2:

Notations

Generalized Coordinates: ¢,'s

The generalized coordinates are also called Lagrangian coordinates.
x{1)= linear position of the trolley on the 3D crane system
v(1) = gimble y deflection angle of payload about the vertical: the zero angle [mod 2*pi] is
defined when the load is suspended in the perfect downward position.
>q = [ x[J]1(t), gamma(t) I:
g = [x(1), W(1)]
Nq = number of Lagrangian coordinates (e.g. here, it is Nq = 2)
Nq is also the number of position states.
> Ng := nops( g ):
qd = first-order time derivative of the generalized coordinates, .g. position and angular
velocities
> qd = map( diff, g, t );

RERER
qd = dtxf(f), dtv(f)

Cartesian Coordinates of the Pendulum's Centre Of Gravity

conventions:

0
NHo< & x; when facing cart it goes to the right towards the end of the jib.

2) 7 = 0 corresponds to pendulum perfectly vertical, pointing downwards.
3) positive rotation is CW when facing the cart.
x,, = x-coordinate of the payload in absolute Cartesian position
¥ = y-coordinate of the payload in absolute Cartesian position
> x[pl := q[1l] - 1[p] * sin( q[2] ):
vIpl -1[pl * cos( ql2] );

x, = x(1) — 1, sin(y(1))
V==, cos(y(1))
xd, = x-coordinate of the SPG's COG absolute Cartesian velocity
yd, = y-coordinate of the SPG's COG absolute Cartesian velocity

> xd[p] := diff( x[p]l, t ):
ydlpl = diff( ylpl, t )
d d
xd, = [E xI(I)J — &, cos(y(1)) [; y(t))

d
yd, =1, sin(y(1)) (; v(t)J
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=| State-Space Variables

¢ The chosen states should at least include the generalized coordinates and their first-time
derivatives.

e X is the state vector.

¢ Inthe state vector X: Lagrangian coordinates are first, followed by their first-time derivatives,
and finally any other states, as required.

Substitution sets for the states (to obtain time-independent state equations).
> subs Xgq := { sed( gq[i] = X[i], i=1..Ng ) 1}
subs Xqd := { seq( qd[i] = X[i+Ngq], i=1..Ng ) };

subs Xq = {x{t)=X,7()=X,}

d d
subs_Xqd = (D =X 7 (D) =X,

Substitution set for the input(s):
set the input to be the current applied to the jib motor
> subs U = { I[m,Jj] = U[1l] };

subs U=4{1, ,=U}

set the input to be the cart's driving force: F, (if not expressed as a function of the motor

current)

> #subs U := { F[c] = U[1] }:

Nu = number of inputs; U = input (row) vector (e.g. U=[I[m] ] )

> Nu := nops( subs U ):

substitution set for the position states' second time derivatives

> subs_Xgdd := { seq( diff( gq[i], t$2 ) = Xd[i+Ng], i=l..Ng
> )

& &
subs Xqdd = {— x{t)=Xd,, — y(t)=Xd,}
P dr* !

second time derivatives of the position states (written as time-independent variables).
The set of unknowns is obtained from this list to solve the Lagrange's equations of motion.
> Xgdd := [ seq( Xd[i+Ng], i=1l..Ng ) 1:
Xgdd = [ Xd,, Xd, ]
substitution set to linearize the state-space matrices (i.e. A and B)
about the quiescent null state vector (small-displacement theory)
> subs_XUzero := { seq( X[i] = 0, i=1..2*Nqg ), seq( U[i] =
0, i=1..Nu ) }:
Nx = dim( X ) =total number of states (should be greater than or equal to: 2 * Nq)
Ny = chosen number of outputs
> Nx := 2 *¥ Ng + O:
Ny := Nq:

Total Potential and Kinetic Energies of the System

The total potential and kinetic energies are needed to calculate the Lagragian of the system.

Total Potential Energy: V,
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The total potential energy can be expressed in terms of the generalized coordinates alone.
V[e] = Total Elastic Potential Energy of the system

> Vel := 0:
V][g] = Total Gravitational Potential Energy of the system.
> VIg] := potential energy( 'gravity',K m[pl, g, vIpl )’

Ve =—m,gl,cos(y(1))
V[T] = Total Potential Energy of the system
> V[T] := simplify( V[g] + V[el] );

Vp=—m, g1, cos(y(1))

Total Kinetic Energy: T’

The total kinetic energy can be expressed in terms of the generalized coordinates and their
first-time derivatives.
T,; = translational kinetic energy of the motorized trolley
My e, = MASS of the trolley
> Tt[1l] := kinetic_energy( 'translation', m[trolley], qd[l]
Y

1 i Y
Ttl = 5 mtro[ley [%x"( t)j
The cart's directions of translation and rotation are orthogonal.
T ; = kinetic energy due to rotation tied to the motorized cart
Jy= equivalent moment of inertia acting on the jib motor
> Tr[l] := kinetic energy( 'rotation', J[psi],
diff (psi[m] (t), t)_) ;

=25, (2 rjz
RIS

Motor angle and linear distance relationship.
K

o,; — gear ratio of jib motor

¥ putiey = Pulley radius

> REL XJ TO PSI := diff(psi[m](t),t) = Klg,jl * qd[1] /
r[j,pulleyl:
REL XJ TO PSI;

d
Kg,[[;xl(t)]
— (=

dt T I, pulley
Redefine rotation kinetic energy such that it is with respect to the trolley linear distance.
> Tr[l] := subs(REL XJ TO PSI,Tr[l]);

2
2 d

J K1 %xj(t)
2
r],pul[ey

Tr =

by | —
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The maximum linear velocity of the trolley is about 0.125 m/s. Using the 3D crane

2
Sy Ky

2
r

m,
Hence, the rotational Pkinetic energy (on the HFLC) can be neglected:
> #Tr[1] := 0;
The pendulum motion is composed of one rotation and one translation, both directions are
orthogonal.
Tr[2] = pendulum rotational kinetic kinergy
> Tr[2] := kinetic_energy( 'rotation', J[gamma], qd[2] ).

parameters, the : <024 kg <M,

5 ¥ = pendulum absolute angular velocity

v[p] = pendulum cartesian velocity (magnitude)
Tt[2] = pendulum translational kinetic kinergy
> vipl := n norm( [ xd[pl, ydlpl 1, 2 ):
Tt[2] := kinetic energy( 'translation', m[pl, vIpl )’

1 d d o (d Y
Tt = S m ||| 50 | =L eos(u0)| 290 ||+, sinGy(0)) | 2

77 = Total Kinetic Energy of the system

mitialization:
> T[T] := Tt[1l] + Tt[2] + Tr[l] + Tr[2]:
> T[T] := cellect( T[T], 4diff ).
2
U SIS v AN 4.2
TT:= zmtrolley+2mp+2 2 dtxj(r) _mplpCOS(’Y([)) de(I) dl‘xj(r)

T I, priley

1 2 . 2. .o 1 d ’
+ Emp(lp cos(y(1))"+ 1, sin(y(1)) )+EJY ;y(r)

Generalized Forces: O.'s
L

The non-conservative forces corresponding to the generalized coordinates are: F, and the viscous
damping forees, where
#, = linear force generated by the motorized trolley.
B, = pendulum viscous friction torque coefficient (a.k.a. viscous damping)
B, = trolley viscous damping force coefficient

Both viscous dampings are neglected

> B[psi] := O:

Bl[gamma] := O:
QJi] = generalized force applied on generalized coordinate q[i]
the Coulomb friction is neglected, as well as the force due to the pendulum and acting on the

linear cart
> Q[1] := F[j]l - Blpsi] * qdl1];
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> Q2] := - Blgamma] * qgd[2];
Q=0
= Linear force produced by the motor at the motor pinion: cart driving force
> F[j] := etalg,jl * Klg,j]l * etalm,j] * K[t,3j] * I[m,3]1 /

r[j,pulley];
N 1Ky 1M 1K 1 s

T

FI,pulley
>Q = [ seqg( Q[i]l, i=1..Ng ) 1.
__[ng,IKg,jnm,IKt,I[m,I 0
. r],pul[ey |

= Euler-Lagrange's Equations
grang q

For a N-DOF system, the Lagrange's equations can be written:

o 3] ol
- L||=-|—L|=0. fori=1thr N
[at [aqdmi j] [aqi ] G fort ough

where:

{)/'s are special combinations of external forces and called the generalized forces,

41 - Gy» are N independent coordinates chosen to describe the system and called the generalized
coordinates,

and L is the Lagrangian of the system.

L is defined by:

L=T-U

where T is the total kinetic energy of the system and U the total potential energy of the system.
> EOM orig := lagrange equations( T[T], V[T], q, Q ):
this is to display the EOM's
> EOM corig := collect( EOM orig, { seq( diff( q[i], t$2 ),

i=1l..Nq ), seq( diff( q[i], t ), i=1l..Nq ), seqg( gl[i],
i=l1..Ng ) } ),

2
EOM_orig :=| m, 1, sin(y(t)) [% y(t))

2
2

2 2
(_mlrol.ley rI, pulley mp rI,pulJey - J\p Kg, I ) [; xl( f)

dl
- ; iy by COS(V(U)[EY(I)J:

r],pul[ey
ng,IKg,Inm,IKf,IIm,I

>

r[, pulley
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2 2
2 .
—my, &, cos(y(i)) (%xl(t)J +(m, i, +J,) [; 1/(1‘)} +m,g L, sin(y(1))=0
Express the Euler-Lagrange equations of motion as functions of the states:
1) substitute (i.e. name) the acceleration states first!
2) then substitute the velocity states!
3) and only after, the position states, and the inputs!

> EOM_states := subs( subs Xqgd, subs( subs_Xgdd, EOM orig ) ):
> EOM states := subs( subs_Xq, subs U, EOM states );
FEOM states :==
( : 'k yxd
. 2 _mtrolley rI,pulJey _mp rI,pulley Ty g 3
m, 1, sin(X,) X, — 5 = my, b, cos(X, ) Xd, =
rI,pulley
Mg 1&g 1M 1K 1 Uy 2 .
. .=, lp cos( X, ) Xd, + (m, lp +Jy)Xd4 +m,g lp sin(X,)=0
I, pulley

= Linearization in the EOM's of the Trigonometric Functions
Linearization of the equations of motion around the quiescent point of operation (in order to
solve them).
Here, linearization around the zero angles, i.e. for small-amplitude oscillations.
Linearization around: alpha0 =0, and alpha_dot0 =0
> EOM _ser := EOM states:
Generalized series expansions of the trigonometric functions is used (for small angles).
> for i from 1 to Ng do

EOM ser[i] := subsop( 1 = convert( series( op( 1,
EOM ser[i] ), X[2] ), polynom ), EOM ser[i] );

EOM ser[i] := simplify( EOM ser[i] );
end do:

> EOM_ser;

2

2 2 2
|:(Xd3 mtrolley rf,pul.ley + Xd3 mp FI, pulley + Xd3 ‘]\y Kg, I mp lp Xd4 rI, pulley

N 1K 1My 1K, 1 Uy

2 2 2
+ mp le4 XZ rI,pulley ) / rf.pulley = ’
F I, pulley

2
—my, b, Xdy+Xd, my {, +XdyJ, +m,gl,X,= 0}

=| Additional Insight: Inertia (or mass) Matrix: Fi
The nonlinear system of equations resulting from the Lagrangian mechanics can be written in
the following matrix form:

F(q).qdd+G(q,qd).qd +H(q).q=1(q, qd. u)
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F, G, and H are called, respectively, the mass, damping, and stiffness matrices.

They are symmetric in form.

The inertia (a.k.a. mass) matrix, F, gives indications regarding the coupling existing in the
system.
Fi := Matrix( Ngq, Nq ):
> for i from 1 to Ng do
for k from 1 to Ngq do

>

>

Fi[ i, k¥ ] := simplify( diff( op( 1, EOM states[i] ),
Xd[k+Ng] ) )
Fi[ i, kK ] := collect( combine( Fi[ i, k ], trig ),
cos ) ;
end do;
end do:
'"F[i]' = Fi;
2 2
m!rol]ey . pulley + mp r, pulley + ‘]q,r Kg, 7
-m, [, cos(X,)
= 2 PP
i r
I, puiley
2
=i, ZP cos( ;) mt, lP +JY

Linearization of the inertia matrix for small-displacements

>

Fi_lin = M

atrix( Nq, Ng ):

> for i from 1 to Ng do
for k from 1 to Ng do

>

Fi lin[
Fi_lin[

i, k1
i, k1

Fi[ i, k 1;
convert( series( Fi_lin[ i, k ], X[

2 1), polynom ) ;

Fi lin]
)
end do;
end do:
'F_lin' = F

F i

i, k] := subs( subs XUzero, Fi_ lin[ i, k ]
i lin;
2 2 2
mtrolley rI, pultley + mp rI, pulley + 'J\.p Kg, I /
_ 2 M
n= ¥
I, pulley
2
—mpg mp% +J,

Solving the Euler-Lagrange's Equations

To solve the Euler-Lagrange's equations, they need to be linear.

Reverse State Substitution for Pretty Display of the Solved EOM's
only for pretty print

>

>

subs Xg rev

subs Xgd rev :

subs U rev
#subs U rev

= { seq( X[i] = gq[i], i=1..Nq ) }:

= { seqg( X[i+Ng] = qgd[i], i=1. .Ng ) }:
:= { U[1] = I[m,3j] }:
= { U[1] = F[]3] }:

eom collect list := { seq( diff( gq[i], t ), i=1..Ngq ),

seq( qlil,

i=1..Ng ), Jlpsi], Jlgammal] };
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d d
llect list = t ), —x(t), —vy(t),J ,J
com_colleet list = (/D). Y(1). —x (1) —1(1). ]y}

Solution to the Non-Linear Equations of Motion

Solve the non-linear form of the equations of motion for the states' second time derivatives
> Xgdd seclset nl := solve( convert( EOM states, set ),
convert ( Xqgdd, set ) ):
> assign( qud_solset_nl )
> for i from 1 teo Ng do

Xd nl[i+Ng] := simplify( Xd4[i+Nq] ):
unassign( 'Xd[i+Ng]' ):
end do:

pretty display w.r.t. the named system states
> for i from 1 to Ng do

Xd nl[i+Nq] := simplify( subs( subs U rev, subs Xq rev,
subs_qu_rev, Xd_nl[i+Nq] ) )
end do:

> for i from 1 teo Ng do
diff( gd[i]l, t ) = collect( Xd nl[i+Nq],
eom _collect list )
end do;

2

2
d ) 2 03 . d
ng( t)y= FI pliey (Jy 7L pulley My lp sin(y(£)) + m, lp "I pulley sin(y(£))) (; y(t)] / (

2 2 2 2
( -J Kg I )‘] + ( mtrolley rI,pulley - mp r],puﬂey )Jy - mtrolley rI,pu[ley mp lp
2 2 2 2 2 2
- mp lp r],pul[ey + mp lp rI,pulley COS( ’Y( t)) ) + FI pulley (
2.2
mp lp rIpulleygSln(Y([))COS(Y([)) T]g] gIT]mIK ]
=Sy Mg 1 Ky 1M 1 K ]ml)/(( _JYKg.I )y
2 2 2.2 2
+ (_mfralley rI,pulley m rI pulley )J mfm.l[ey rI,pu[ley mp lp - mp lp r],pul[ey

72 2
+i, LTy ey cos(y(f)) )
.

A= L iy cos(v(r))sm(v(r))[ dﬂ(”] VAE RIS A

2 2 2 2
+ (_m - mp rI,pulley )Jy - mfra.l[ey rI,pu[ley mp lp - mp lp r],pul[ey

trolley F 1, pulley
22 2 2 2,

L Ty ey €0SCY(E)) )+ 10, by (M, Ty ey & SINCY(E))
2. . 2

T ey & sin(y(t)) + sin(y(£)) gKg‘[ J\v 7L pulley cos(y(1)) ng’IK M 1K 1 D,
2 2 2 2 2

) / ((_Kg, I mp lp - ‘]y Kg,[ )']\p + (_mtrolley r],pul[ey - mp Ff,pulley )Jy

2 2 2 2

2.2 2 2
mtrolley rI,pu[ley mp lp _mp lp r[,pulley +mp lp erulley COS(’Y(t)) )

Solution to the Linearized EOM's
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Solve the linear form of the equations of motion for the states' second time derivatives
> Xgdd solset ser := solve( convert( EOM ser, set ),
convert ( Xgdd, set ) ):
> assign( Xgdd solset ser );
Moreover, for small angles

> subs avsq list := { X[Ng+2]1"2 = 0 }:
> for i from 1 teo Ng do
Xd[i+Ng] := subs( subs avsq list, Xd[i+Ng] )~
end:

pretty display w.r.t. the named system states
> for i from 1 to Ng do
diff ( gd[i], t ) = collect( subs( subs U rev,
subs Xq rev, subs Xqd rev, Xd[i+Ng] ), eom collect list
Y
end do;

2
—x(f)=
e

22 2
4 mp lp r],pul[ey ’Y(t)

h 2 2 2 2 2
(Kg, I mp lp + Jy Kg,[ )J\y + (mtrolley r],puﬂey + mp FI,pulley )Jy + mtrolley r],pul[ey m, 1

2
r[,pulley (_mp lp ng,IKg,Inm,IKf,I]m,I_"]y T]g,IKg,Inm,IKt,I[m,I)

h 2 2 2 2 2
(Kg, I mp lp + "]7 Kg, I ) ']Lp + (mtrolley FI, pulley + mp rI, pulley )Jy + mtro[ley rI,pulJey mp Zp

2

EW):

2 2 2
mp lp (mp rI,pulley g+ mtrol[ey rI,pulley g+g Kg,] ‘Jq;) ’Y(t)

2 2 2 2 2 2 2
(Kg, I mp Zp + ‘Jy Kg, I ) J\p + (mtrolley Ty, pulley + mp T, pulley ) ‘Jy + mtrolley Ty, pulley mp lp

+ mp lp T]g,IKg, Inm,IKI, I]m,I rI,pu[ley

2 2 2 2 2 2 2
(Kg, I mp lp + "]7 Kg, I ) ']Lp + (mtrolley FI, pulley + mp rI, pulley )Jy + mtro[ley rI,pulJey mp Zp

Determine the System State-Space Matrices: A, B, C, and D

> A ss = Matrix( Nx, Nx ):
> A ss = deriveA( Xqdd, A ss, Nq, subs XUzero ): 'A' = A ss;
A:
[0 » 0 ? 1 E 0]
[0 E 0 k=l 0 E 1]
2 2 2
0 &My by 71 puiey

2 2 2

2 2 2 2
mtrolley rI,pulJey mp lp + mtrolley rI,pulJey ‘]y + mp rI,pulley Jy +J\y Kg,I mp Zp +Jy Kg, I J\y
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2 2 2
mp lp 4 (mfra.lley rI,pulley + mp rI,pulley +"]1|J Kg, I )

? 2 2

mtrolley rI,pulley mp lp + mtrolley rI,pulley

2 2 2 2 2
Syt My 1y pupiey Sy Sy Ky p L, +J K I,

,0,0

> #lprint( A ss );

> B _ss := Matrix( Nx, Nu ):
> B _ss := deriveB( Xqdd, B_ss, Nq, subs XUzero ): 'B' = B Ss;
— 0 -
0

2
rI,pu[ley ng,IKg,Inm,IKt,I(mp lp +Jy)

2 2 2 2 2 2 2
mtrolley rI,pu[ley mp lp + mtrolley r],pul[ey 'Jy + mp r],pulley ‘]7 +J\|} Kg,] mp lp +‘]7 Kg,] ‘]lp

My LMy 1Ko My 1 K 7 putiey

2 2 2 2 2
Jy+mperulley ‘Jy+‘]\ng,I m . +J K

2
My by +m PP yorgd

L mtrolley T L pulley "'ptp trofley F I, puiley
> #lprint( B ss );

> C_ss := IdentityMatrix( Ny, Nx );

100 0
C*SS'{O 10 0]

Jy

> #lprint( C ss );
> D ss := Matrix( Ny, Nu, 0 );

e 1

> #lprint( D ss );

. Write A, B, C, and D to a Matlab file

Save the state-space matrices A, B, C and D to a MATLARB file.

> Matlab File Name := "CRANE JIB ABCD egns.m'":

substitution set containing a notation consistent with that used in the MATLAB design script(s)

> Matlab Notations := { m[p] = mp, 1l[p] = 1lp, m[trolley] =
m trolley, J[psi] = J psi, J[gamma] = J gamma, K[t,j] = Kt j,
etalm,j] = eff_m j, K[g,j]l = Kg_j, etalg,j]l = eff g j,
r[j,pulley] = r j pulley, B[psi] = B psi, B[gamma] = B gamma
}:

> Experiment Name := "3D CRANE TROLLEY/PENDULUM MODEL" :

> write ABCD to Mfile( Matlab File Name, Experiment Name,
Matlab Notations, A ss, B ss, C_ss, D_ss );

Procedure Printing
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Dvynamic Equations for the Tower of the 3-DOF Crane

© 2006 Quanser Consulting Inc.

URL: http://www.quanser.com

NOTE: This worksheet presents the general dynamic equations modelling a Double Inverted Pendulum mounted on a
rotary arm.

Description

o This worksheet presents the general dynamic equations modelling a rotary pendulum gantry
system.

o Specifically, this worksheet is used to derive the state-space matrices for the Tower system on
Quanser's 3D Crane experiment.

o The resulting system has 3-Degrees-Of-Freedom (DOF) for motions in a three-dimensional space.

o The Lagrange's method is used to obtain the dynamic model of the system.

The Quanser Tools Package

e The Quanser Tools module defines generic procedures and data in relation to determining
the state-space representation of all the Quanser experiments. Specifically, this means
deriving and solving the Lagrange's equations of the Quanser systems.

The quanser repository containing the Quanser Tools package is implemented in the 2
following files: quanser.ind and quanser.lib. If these two files are not readily available, they
can be generated by executing the Maple worksheet titled: quanser _tools.mws.

To install the Quanser _Tools package, copy the two files quanser.ind and quanser.lib into
a directory of your choice, like for example: "C:\Program Files\Quanser\Maple Repository".

To use the Quanser Tools package in a Maple worksheet, add the path to its disk location to
the Maple global variable libname. For example, this can be achieved by the following Maple
command:

libname := "C:/Program Files/Quanser/Maple Repository", libname:

References

o For additional control challenges offered by the Quanser please visit our website at:
WWW.quanser.com

Worksheet Initialization

> restart: interface( imaginaryunit = j ):

> with( LinearAlgebra ):

> libname := "C:/Program Files/Quanser/Maple Repository", ".",
libname:
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> with( Quanser Tools );
| HTM, derived, deriveB, deriveF, kinetic_energy, lagrange _equations, moment_of inertia,
n_norm, potential_energy, write. ABCD to Mfile]

environment variable representing the order of series calculations
> Order := 2:

Notations

Generalized Coordinates: g,'s

The generalized coordinates are also called Lagrangian coordinates.

0(t) = base joint angle of rotary arm

o t) = deflection angle of the payload that is perpendicular w.r.t. to the transversal of the rotary
arm..

When o = 0 the payload line, i.e. pendulum, is in the perfect downward position.
Np = number of links in pendulum
> Np := 1:
> g = [ theta(t), alpha(t) ]
g = [6(2), o 1)]
Nq = number of Lagrangian coordinates (e.g. here, it is Nq = 3)
Nq is also the number of position states.
> Ng := nops( q ):
qd = first-order time derivative of the generalized coordinates, e.g. position and angular
velocities
> gd = map( diff, g, t );

RAETEIN
qd:=| - 0(0), — alh)

Transformation Matrices
T 0 1:rotation about the base axis rot(Z0, 0).
> R[theta] := HTM( 'rot', 'Z2', gql[l] )

cos(B(7)) —sin(B(#)) O O
sin(0(1)) cos(B(r)) O O
1 0

Ry:= 0 0
0 0 01

T 1 2:translation to the trolley along the jib: T 1 2 =trans( X/, lj).
> T[1lj] := HTM( 'trans', 1[j], O, 0 );

1 0 0 f

W0 0 1 o

0 0 0 1
T 0 2: base coordinate to carriage position: T 0 2 = rot(Z0, 0 )*trans( X/, I).
> T 0 2 := Multiply( R[theta], T[1]3])~
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cos(0(t)) —sin(0(¢)) 0 cos(8(1))
T 3= sin(0(f)) cos(0(r)) 0O sin(0(2))
- 0 0 1 0
0 0 0 1
From trolley position to gimble « deflection: T 2 3 =rot(X2, o).
> R[alpha] := HTM( 'rot', 'X', gql[2]):
1 0 0 0
R 0 cos(o?)) —sin{olt)) O
@ [0 sin(a(f)) cos(at)) O
0 0 0 1
From gimble deflection down to payload: T 3 4 =trans(Z3, —ip).
> T[h] := HTM( 'trans', 0, 0, -1[pl):
1 0 0 0
7o 01 0 0
B0 01 =i,
00 0 1
> T 2 4 := Multiply( R[alpha]l, T[h] )
1 0 0 0

0 cos(a(r)) —sin(a(r)) sin(a(r))l,

T2 4:= .
- 0 sin(a(t)) cos(aft)) —cos(oc(t))lp
0 0 0 1
Base coordinate system to payload: T 0 4.
>T 0 4 := Multiply( T 0 2, T 2 4 );

T04:=
[cos(B(#)), —sin(O(1) ) cos(a(t)), sin(O(¢)) sin( (7)),
—sin(0(#)) sin(au(£)) ZP +cos(0(1)) /]
[sin(B(£)), cos(0(1)) cos(a(t)) , —cos(O(1)) sin(a(f)),
cos(8(1)) sin(a?)) £, +sin(0(1)) {;]
[0, sin(a(?)) . cos(a(t)) . —cos(a(t)) L]
[0,0,0,1]

=| Cartesian Coordinates of the Pendulum's Centre Of Gravity
conventions:

1) &= 0 correspond to the payload wire being in the perfect downward position.

d
2) positive rotation of arm, 0 < ; 0(1),1s CCW

d
3) positive rotation of gimble angle, 0 < ; aft)is also CCW,

Absolute 3-dimensional Cartesian position: carriage position.
> x[1] T 0 2[1,4];
yI[1] T 0 2[2,4];
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z[1] =T 0_2[3,4];

Xy i=oos(0(1)) {,
¥y = sin(8(1)) 1)

z,:=0
Absolute 3-dimensional Cartesian position: payload position.
> x[2] := T 0 4[1,4];
yI[2] := T 0 4[2,4];
z[2] := T 0 4[3,4];

xy 1= =sin(0(1)) sin( (1)) &, + cos(0(1))
¥y 1= cos(0(1)) sin(a(t)) I, +sin(0(t)) i
z, = —cos(a(1)) ,

Absolute 3-dimensional Cartesian velocities.

> xd[1l] := diff( x[1l], t ):;
ydl[l] := diff( y[1], t);
zd[1l] := diff( z[1], t )
xd[2] := diff( x[2], t ):
yd[2] = diff( y[2], t )~
zd[2] := diff( z[2], t )

xe; = —sin(0(1)) [ﬁ 9(!)] L

yd, —cos(e(t))( J
=0

xd, _—COS(G(f))(dG(I)Jsm(a(f))l —Sln(e(f))COS(OC(f))[ Ot(f)j
—Sln(e(f))[ e(i’)]

vy : —Sln(e(f))(dG(I)JSln(a(i’))l +COS(9(I))COS(OC(I))[ Oc(f)j
+COS(9(I))[ 9(1‘)]

zd, == sm(oc(t))( oc(t)J

State-Space Variables

o The chosen states should at least include the generalized coordinates and their first-time
derivatives.
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e X is the state vector.

o In the state vector X: Lagrangian coordinates are first, followed by their first-time derivatives,
and finally any other states, as required.

Substitution sets for the states (to obtain time-independent state equations).
> subs _Xq := { seq( g[i] = X[i], i=1l..Ng ) 1};
subs Xqd := { seq( qd[i] = X[i+Nq], i=l..Nq ) };

subs Xq = {0(t)=X, a(t)=X,}

d d
bs Xqd:={— &(1)=X,, —a(t)=X
subs Xqd = {7 M) = X5~ a(1)= 4y}

Control varible is tower motor input current.
> subs U = { I[m,t] = U[1l] };

subs U={l, ,=U}
Nu = number of inputs; U = input (row) vector (e.g. U=[ V[m] ] )
> Nu := nops( subs U ):
substitution set for the position states' second time derivatives
> subs _Xqgdd := { seq( diff( g[i], t$2 ) = Xd[i+Ng], i=1l..Ng

> 1
d a
subs Xgdd = {E 0(1)=Xd,, ; a(t)=Xd,}

second time derivatives of the position states (written as time-independent variables).
The set of unknowns is obtained from this list to solve the Lagrange's equations of motion.
> Xgdd := [ seq( Xd[i+Nq], i=1..Ngq ) 1:
Xqdd = [Xd,, Xd, ]
substitution set to linearize the state-space matrices (i.e. A and B)
about the quiescent null state vector (small-displacement theory)
> subs_XUzero := { seq( X[i] = 0, i=l..2%Ngq ), seq( U[i] =
0, i=1..Nu ) }:
Nx = dim( X ) =total number of states (should be greater than or equal to: 2 * Nq)
Ny = chosen number of outputs
> Nx := 2 * Nq + O:
Ny := Nq:

Total Potential and Kinetic Energies of the System
The total potential and kinetic energies are needed to calculate the Lagrangian of the system.

Total Potential Energy: V,

The total potential energy can be expressed in terms of the generalized coordinates alone.
V[e] = Total Elastic Potential Energy of the system

> V[e] := 0:
V, = potential energy of payload.
> V[g] := potential energy( 'gravity',K mlpl, g, z[2] )~

Ve=-m,gcos(afr)) 1,
V[T] = Total Potential Energy of the system
> VI[T] := simplify( VI[gl + VIel );
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Vi=—m,gcos(oft)) 1,

= Total Kinetic Energy: T,
The total kinetic energy can be expressed in terms of the generalized coordinates and their
first-time derivatives.

T, = kinetic energy due to rotation of arm

J,, = momert of inertia of base motor, rotary arm, and the carriage.

> Tr[l] := kinetic_energy( 'rotation', J[theta], qd[l] );
2
T ! J, ( a B(I)J
r == -
Pt ar
Kinetic energy from the rotation of the payload about the o deflection gimble.
> Tr[2] := kinetic _energy( 'rotation', J[alpha],qd[2] );

=10, (2 tjz
r2'72 o dfa()

v[2] = cartesian velocity of the mass (magnitude)
Tt[2] = translational kinetic kinergy of the mass
> v = n norm( [ xd[2], yd[2], =zd[2] ], 2 ):
Tt := simplify( kinetic energy( 'translation', m[pl, v) )’
2

st (ot oo o] 7+ o]
Tt.fzmp 2 cos(a(t)) dta(t) o\ (0 |+ 7 (0| i + r (0 .

[o00) pomscora{ 0] 1)
- dte(r) £, cos(a1)) + dtoc(z‘) L
Total kinetic energy of 3D Crane tower subsystem
> T[T] := Tr[l] + Tr[2] + Tt;
T[T] := collect( T[T], diff ):
2

1 (d_ Y 1 (d 1 d d
TT::EJS ;e(t) +E‘](x ;oc(t) +Emp 2 cos(a( 1)) ;oc(t) L, ae(t) 4

(e o (oo cor e
+ 7 |4+ = ()i, - 7 (2) ] £, cos(a()) + dta(t) p

= Generalized Forces: (J;'s

The non-conservative forces corresponding to the generalized coordinates are: 1, ; and the viscous
damping forces, where

T,,, ; = torque generated by the tower motor that drives the rotary arm, i.e. jib

B, = tower motor viscous friction torque coefficient (a.k.a. viscous damping)

B_ = gimble « deflection viscous friction torque coeflicient (a.k.a. viscous damping)

Set viscous dampings to zero to neglect
> B[theta] := 0:
B[alpha]:=0:
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QJi] = generalized force applied on generalized coordinate q[i]

> Q[1] := tau[m,t] - Bl[theta] * qgqd[l]:
Ql ::Tm,!

> Q[2] := - Bl[alphal] * gd[2]:;
Q,=0

Torques produced by the motor at the motor pinion (i.e. after the gearbox)
T, ,— output torque from tower motor driving rotary arm
> tau[m,t] := etal[g,t] * K[g,t] * eta[m,t] * K[t,t] * I[m,t];

Tt ﬂg,ng,,ﬂm,;Kz,ffm,z
>Q = [ seq( Q[i], i=1..Ng ) 1;

Q= [ng,rKg,tnm,th,rIm,t’ 0]

= Euler-Lagrange's Equations
For a N-DOF system, the Lagrange's equations can be written:

d o 0
— L||-|—L|=0. fori=1thr N
[81‘ [aqdmi ]] [aqi ] G fors ough

where:
Q/'s are special combinations of external forces and called the generalized forces,

gy > @y are N independent coordinates chosen to describe the system and called the generalized
coordinates,
and L is the Lagrangian of the system.

L is defined by:

L=T-U

where 7 is the total kinetic energy of the system and U the total potential energy of the system.
> EOM orig := lagrange equations( T[T], V[T], q, Q ):
this is to display the EOM's
> EOM corig := collect( EOM orig, { seq( diff( q[i], t$2 ),

i=1..Ngq ), seq( diff( gq[i], t ), i=1l..Nqg ), segq( ql[i],
i=1..Ng ) } ):
Express the Euler-Lagrange equations of motion as functions of the states:
1) substitute (i.e. name) the acceleration states first!
2) then substitute the velocity states!
3) and only after, the position states, and the inputs!
> EOM _states := subs( subs_Xqd, subs( subs_Xqdd, EOM orig ) ):
> EOM _states := subs( subs Xq, subs U, EOM states ):
Linearization in the EOM's of the Trigonometric Functions
Linearization of the equations of motion around the quiescent point of operation (in order to
solve them).
Here, linearization around the zero angles, i.e. for small-amplitude oscillations.
Linearization around: alpha0 =0, and alpha dot0 =0
> EOM _ser := EOM states:
Generalized series expansions of the trigonometric functions is used (for small angles).
> for i from 1 to Ng do
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for k from 1 to 3 do

EOM ser[i] := subsop( 1 = convert( series( op( 1,
EOM ser[i] ), X[ k+1 ] ), polynom ), EOM ser[i] );
end do:
EOM_ser[i] = simplify( EOM_ser[i] )
end do:

> EOM_ ser;

2 2
[Xd, T+ Xd, 1, I + med4 lp [+2 m, ZP XX, X = ng)tKg)rnm)th)t U,

2
my, L, L Xdy + X, J, + Xdym, L, +m,gl, X, =0]

Additional Insight: Inertia (or mass) Matrix: Fi

The nonlinear system of equations resulting from the Lagrangian mechanics can be written in
the following matrix form:
F(q).qdd +G(q,qd).qd +H(q).q=L(q.qd. u)
F, G, and H are called, respectively, the mass, damping, and stiffness matrices.
They are symmetric in form.
The inertia (a.k.a. mass) matrix, F, gives indications regarding the coupling existing in the
system.

> Fi := Matrix( Nq, Nqgq ):

> for i from 1 to Ng do

for k from 1 to Ngq do

Fi[ i, k¥ ] := simplify( diff( op( 1, EOM states[i] ),
Xd[k+Ng] ) )
Fi[ i, kK ] := collect( combine( Fi[ i, k ], trig ),
cos ) ;
end do;
end do:
> 'F[i]' = Fi;
1 2 1 2 2
I Zmplp —2mplp cos(2.X,) +Jg+m, I m,008(X;) 1,1
I
m, cos(X,) 1, i J,+m, lP2
Linearization of the inertia matrix for small-displacements
> Fi lin := Matrix( Nq, Ng ):

> for i from 1 to Ng do
for k from 1 to Ng do
Fi lin[ i, k] = Fi[ i, k ];
Fi lin[ i, k ] := convert( series( Fi_1lin[ i, k ], XI
k1), pelynom );
Fi lin[ i, k ] := subs( subs XUzero, Fi_lin[ i, k ]
).
end do;
end do:
> 'F_lin' = Fi_lin;
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2
Foline Je+mpl[ mplpl[

2
m, lp 4 Ja+mp ZP

Solving the Euler-Lagrange's Equations

Reverse State Substitution for Pretty Display of the Solved EOM's

only for pretty print
> subs Xq rev := { seq( X[i] = g[i], i=1. .Ng ) }:

subs Xgd rev := { seq( X[i+Ng] = qgd[i], i=1l..Ngq ) }:
> subs U rev = { U[l] = I[m,t] };

subs U rev:i={U =1 .}
> eom _collect 1list := { seq( diff( gq[i], t ), i=l..Ngq ),
seq( gq[i], i=1..Ng ), J[theta], J[alphal] };

d d
eom_collect list = {J, J_, 0(1), a(t), E (), ; alt)}

Solution to the Non-Linear Equations of Motion

Solve the non-linear form of the equations of motion for the states' second time derivatives
> qud_solset_nl := solve( convert( EOM_states, set ),
convert( Xgdd, set ) ):
> assign( Xgdd solset nl );
> for i from 1 to Ng do

Xd nl[i+Ngq] := simplify( Xd4[i+Nq] ):
unassign( 'Xd[i+Ng]' ):
end do:

pretty display w.r.t. the named system states
> for i from 1 teo Ng do

¥d nl[i+Nq] := simplify( subs( subs U rev, subs Xq rev,
subs_qu_rev, Xd_nl [i+Ng] ) ):
end do:

> for i from 1 teo Ng do
diff( gd[i], t ) = collect( Xd nl[i+Nq],
eom collect list )
end do:

| Solution to the Linearized EOM's

Solve the linear form of the equations of motion for the states' second time derivatives
> Xgdd solset ser := solve( convert( EOM ser, set ),
convert{ Xgdd, set ) ):
> assign( Xgdd solset ser );
Moreover, for small angles
> subs avsqg list := { X[Ng+2]%2 = 0, X[Ng+3]*2 = 0 }:
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> for i from 1 to Ng do
Xd[i+Ng] := subs( subs avsq list, Xd[i+Ng] );
end:
pretty display w.r.t. the named system states
> for i from 1 to Ng do
diff( qd[i], t ) = ceollect( subs( subs_U_rev,
subs Xq rev, subs Xqgd rev, Xd[i+Nqg] ), eom collect list
Y

end do:

- Determine the System State-Space Matrices: A, B, C, and D

> A ss = Matrix( Nx, Nx ):
> A ss = deriveA( Xgdd, A ss, Ng, subs XUzero ):
> 'A' = A ss;
K 0 1 0]
0 0 0 1
17
m 18
1|0 = — 00
Jodotdo i, b, +im, 1 J,
2
my, 1, g (m,l; +Jg)
0 - 2 ) 0 0
L JoJg+dgn, ZP +m, 4LJ,
> B ss := Matrix( Nx, Nu ):
> B _ss := deriveB( Xgdd, B_ss, Nq, subs XUzero ):
> 'B' = B ss;
_ 0 -
0
2
ng,tKg,!nm,tKr,t(Ja—i—mp lp )
B= 2 2
JQJ9+J9mplp +mPlI J,
mp lp ng, t Kg, ! nm tKr,t lI
2 2
JQJ9+J9mplp +mpl1r Jo |
> C_ss := IdentityMatrix( Ny, Nx ):
'C' = C_ss;
1 0 0 0
C‘[o 10 0}
> D ss := Matrix( Ny, Nu, 0 ):
'D' =D ss;

oo ]
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- Write A, B, C, and D to a Matlab file
Save the state-space matrices A, B, C and D to a MATLARB file.

> Matlab File Name := "CRANE TOWER ABCD egqns.m":

substitution set containing a notation consistent with that used in the MATLAB design script(s)

> Matlab Notations := {m[p] = mp, 1l[p] = 1p, 1[j] = 1],
J[theta] = J_theta, J[alpha]=J alpha, K[t,t] = Kt_t, eta[m,t]
= eff m t, K[g,t] = Kg_t, eta[g,t] = eff g t }:

> Experiment Name := "3D CRANE":

> write ABCD to Mfile( Matlab File Name, Experiment Name,
Matlab Notations, A ss, B ss, C_ss, D _ss );

= Procedure Printing

default:
> interface( verbesepreoc =1 ) ;
> eval( lagrange equations ):
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