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OZET

NiVELMAN AGINDA KABA HATALI OLCULERIN DENK UZAY YAKLASIMI iLE
BELIRLENMESI

Utkan Mustafa DURDAG

Harita Mihendisligi Anabilim Dall

Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismant: Prof. Dr. Serif HEKIMOGLU

Jeodezide oldugu gibi bircok mihendislik dalinda da uyusumsuz dlcilerin parametre
kestirimi Uzerinde 6nemli 6lctide etkisi oldugu iyi bilinmektedir. Jeodezide kaba hatall
Olcllerin belirlenmesi icin klasik uyusumsuz Olcli testleri ve robust yontemler
onerilmektedir.

Denk uzay yaklasimi model tabanl kaba hata belirleme ve ayristirma teknigidir. Bu
calismada; denk uzay yaklasiminin dogrusal regresyona ve jeodezik nivelman agina
uygulanabilirligi ele alinmistir. Bu amacla, dogrusal regresyonda bir model ve jeodezik
aglardan nivelman agi yapay olarak uretilmistir. Yaklasimlarin ortalama basari oranlari
(0BO) farkh anlamliik dizeyleri icin Monte Carlo similasyon yontemi kullanilarak
hesaplanmistir. Matris ayristirma yontemlerinden; katsayilar matrisinin tekil deger
ayrisimi ve katsayilar matrisinin QR ayrisimi, standart denk uzay ve en uygun denk
vektor yaklasiminda kullanilan Potter algoritmasina alternatif olarak kullaniimistir.

Anahtar Kelimeler: Denk uzay, uyusumsuz olcllerin (kaba hatalarin) belirlenmesi,
jeodezik nirengi agi, glivenilirlik.

YILDIZ TEKNiK UNIVERSITESiI FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Xii



ABSTRACT

FAULT DETECTION AND ISOLATION USING PARITY SPACE APPROACH IN
LEVELING NETWORKS

Utkan Mustafa DURDAG

Department of Geomatics Engineering

MSc. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Serif HEKIMOGLU

It is well known that faults have a significant effect on parameter estimation in
geodesy as well as many other engineering disciplines. In geodesy Tests for outlier and
robust methods are used to detect outliers.

The parity space approach is a model-based fault detection and isolation (FDI)
technique. In this study; the applicability of the parity space approach to the linear
regression and leveling network is tackled. For this aim; the linear regression model
and leveling network have been simulated. The mean success rates (MSR) of
approaches are obtained by using Monte Carlo simulation technique. Singular value
and QR decomposition of the coefficient matrix are used among the matrix
decomposition methods as an alternative way to the Potter algorithm used in standard
parity space and optimal parity vector approaches.

Keywords: Parity space, outlier detection, fault detection, geodetic leveling network,
reliability.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Gunlmuzde havacilik, elektronik ve endistriyel bircok mihendislik dalina ait uzay
araci, ucak, kimyasal tesisler ve nikleer tesisler gibi kompleks sistemlerde kaba
hatalarin (sensor signal) belirlenebilirligi dnemli bir konudur [1]. 1970’lerden bu yana
model-tabanli kaba hata belirleme teknikleri kayda deger sekilde gelisme gostermistir
[2]. Uyusumsuz olclilerin (kaba hatalarin) belirlenmesi ve ayristirilmasi metotlari bircok
yazar tarafindan arastirilmis ve énerilmistir. ilk olarak, Potter denk uzay yaklasimini
onermistir [3]. Ray denk uzay yaklasimi tasarimini dizenlemistir [4]. Denk uzay
yaklasimi, genellikle fazla sayida sensor bulunan sistemlerde kaba hatanin (fault) tespiti
ve yerellestiriimesinde (isolation) kullanilmaktadir [5]. Genellestirilmis olasilik oran
testi (GLT) yaklasimi Daly tarafindan uygulanmistir [6]. En uygun denk vektor yaklasimi

Jin ve Zhang tarafindan kullaniimis ve 6nerilmistir [7].

Olcilen biyikliklerin ve bunlardan tiiretilen bilgilerin kalitesini belirlemek buyiik
onem tasimaktadir. Kalite deyince 6lctlmis olan blyukliklerin ve bunlardan tiretilen
bilgilerin standart sapmasi ve glivenirligi anlasilir [8]. Bilinmeyen parametrelerinin
kestiriimesinden once kaba hatalarin belirlenmesi ve ayristiriimasi gerekmektedir.
Olcilerin kaba hata icerip icermedigi geleneksel olarak uyusumsuz 6l¢i testleri ile
belirlenir [9], [10], [11], [12], [13], [14], [15], [16]. GUnimUzde uyusumsuz Olcilerin
belirlenmesinde klasik yaklasim yaninda robust kestirim yontemleri de tercih edilir
[17], [18], [19], [20]. Klasik uyusumsuz ol¢li testleri ve iteratif robust yontemler en

kiicik kareler (EKK) kestirimini kullanmaktadir. Jeodezide yiksek kalitede ag elde



etmek icin olcilerin yiiksek glivenilirlikte belirlenebilmesi gerekmektedir. Uyusumsuz
Olclleri belirleme yontemlerinin kapasitesi Hekimoglu ve Koch tarafindan ortalama

basari orani (OBO) ile verilmistir [21].

1.2 Tezin Amaci

Bu tezin amaci; denk uzay ve en uygun denk vektor yaklasimlarini dogrusal regresyona
ve nivelman agina uygulayarak kaba hatali 6l¢clinin tespit edilebilirligini ve bu
yaklasimlarin givenilirligini arastirmaktir. Bu amag dogrultusunda Potter [3] tarafindan
onerilen denk uzay yaklasimi algoritmasinin sahip oldugu istatistiksel yaklasimin yani
sira cebirsel temeller incelenecektir. Matris ayristirma (decomposition) yénteminin
kullanildigi bu algoritmayi anlayabilmek ve dogrusal esitliklerin ¢éziimindeki rollni
geometrik acidan anlamak icin ortogonal ayristirma teoremi ve tekil deger ayristirmasi
(singular value decomposition) konulari arastirilacaktir. Koch [14] tarafindan ve
Niemeier [8] tarafindan gosterilen bu geometrik yaklasim klasik matematiksel
yaklasimdan farkli bir EKK bakis acisi sunmaktadir. EKK yaklasimina dayanan Baarda
(data snooping) yonteminin [9] sonuglari yukarida bahsi gecen yodntemlerle

karsilastirilacaktir.

Denk uzay yaklasimlari; istatistiksel kavramlarin yaninda cebirsel kavramlar da icerdigi
icin dogrusal cebire ait bazi temel kavramlar ikinci bélimde gozden gecirilecektir.
Standart denk uzay yaklasimi olarak da adlandirilan GLT yaklasimi Gg¢linci bolimin
konusu olarak ele alinacaktir. Doérdiincii bélimde en uygun denk vektor yaklasimi ve
kriterlerinden bahsedilecektir. Jeodezik aglardaki givenilirlik analizi ve Baarda yontemi
konusu besinci boliimde sunulacaktir. Altinci bélimde sayisal uygulamaya yonelik
yontemlerin OBO degerlerinin hesaplanmasi ve karsilastiriimasi, son bdélimde

sonuglarin yorumlanmasi ve 6nerilerden s6z edilecektir.

1.3 Hipotez

Kontrol, elektrik, havacilk ve uzay mihendisligi gibi bircok mihendislik dalinda
olusturulan sistemlerdeki hatalarin ortaya cikarilmasi amaciyla, standart denk uzay ve
en uygun denk vektor yaklasimlari uygulanmaktadir. Harita mihendisligindeki jeodezik

aglarin yapisi kontrol mihendisliginde tasarlanan sistemlerin yapisina benzerlik
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gosterdigi icin bu yontemlerin jeodezik aglarda uyusumsuz Ol¢li arastirmasinda
kullanilmasi basarili sonuglar verecektir. Ayrica denk uzay yaklasimlarinin temelini
olusturan Potter algoritmasinda kullanilan ayristirma yonteminin yerine alternatif
olarak farkli ayristirma tekniklerinin kullanilmasi daha hizli, basit ve dogru sonuglar elde

etmemizi saglayan sonuglar verecektir.



BOLUM 2

CEBIRSEL TEMELLER

EKK yonteminin geometrik yaklasimi dogrusal cebire ait bazi temel kavramlara
dayanmaktadir. Bundan dolayi lineer cebire ait bazi yaklasimlar giris boliminde
belirtilen yontemlerin matematiksel ve geometrik ¢coziimlemelerinin yorumlanabilmesi
icin 6nemlidir. Dogrusal cebir, dogrusal esitliklerin dogasini anlamayi saglamakta, fazla
tanimli (6lci sayisinin bilinmeyen sayisindan fazla oldugu) ve tutarsiz denklem

sistemlerini ¢ézmek icin yontemler sunmaktadir.

Bu bolimde 6lci sayisinin bilinmeyen sayisindan fazla oldugu denklem sistemlerinin
¢Oziimine yardimci olan matris ayristirmalari ve bu ayristirma yontemlerinin
geometrik yorumlanmasinda yardimci olacak vektor uzaylar ve alt uzaylara iz disim

kavramlarindan bahsedilecektir.

2.1 Dogrusal Denklem Sistemleri

Bircok alanda kullanilan dogrusal denklem sistemleri, dengeleme problemlerinin de
¢Ozlilmesinde kullaniimaktadir. Asagidaki dogrusal denklemler n o6lcli sayisi u

bilinmeyen sayisi olmak tzere verilmektedir;

A11X1 + A1Xp + o+ A Xy = V4
A12X1 + ApXp + o+ Aoy Xy = Y2
......................... (2.1)

An1Xq + ApaXy + 0+ Ay Xy = Yy



Bu denklem sisteminin matris biciminde gosterimi;
Ax =y (2.2)

seklindedir. Burada A katsayilar matrisi n X u boyutunda, y gozlem vektéri n x 1
boyutunda ve x bilinmeyenler vektori u X 1 boyutundadir. Denklem sistemi y
degerlerine gore; homojen denklem sistemi (y = 0 igin) veya homojen olmayan
denklem sistemi (y # 0 igin) olarak adlandiriimaktadir. A katsayilar matrisi ile sistemin
sag tarafindaki y gozlem vektorinin ortak bir matriste gosterilmesi ile genisletilmis

matris [A | y] elde edilir [22].

Dogrusal sistem ¢6ziimsiz olabildigi gibi tek ¢6ziimli veya bircok ¢6zimli de olabilir.
Eger sistem ¢Ozimsliz ise tutarsiz, en az bir ¢O6zimi varsa tutarh olarak

adlandiriimaktadir. Ayrica, tam rankl dogrusal sistemler icin (g ihtimal vardir;
e Tek tanimlisistem (u = n)

e Eksik-tanimli sistem (n < u)

e Fazla-tanimh sistem (n > u).

Bu durumlarin her biri ya tutarl ya da tutarsizdir.

Dogrusal sistemlerden elde ettigimiz genisletilmis matrisin stitun ve satirini iki boyutlu
grafik dizlemde gorsellestirmek icin matrisin sltun ve satirina sirasiyla sutun
gérintiisii ve satir goriintiisii ismi verilmektedir. Ornegin; Sekil 2.1’de genisletilmis
matrisin iki satirnin (n tane), iki boyutlu (u tane) dizlemdeki gorinimi
gosterilmektedir. Genellestirme vyapilarak; genisletilmis matrisin n adet satirinin
R%daki gorsellestiriimesi ile satir gortintlisi elde edilmektedir diyebiliriz. Eger coklu
dizlemler bir ortak kesisim noktasina sahipse dogrusal sistem sadece tek ¢ozimludir

[23].

Sekil 2.2'de sttun goriinim{; genisletilmis matrisin her bir sGtununa ait, diger bir
deyisle (2.2) esitliginin sltunlarina ait gosterimdir [22]. Aslinda bu gosterim slitun veya
satir vektorlerine ait matrisin vektorel gorintlisi olarak da nitelendirilebilir. Sekil
2.1’deki satir goriinimiinde bir dogrusal sistemi yuvarlama hatalari veya basamak

kaybinin neden oldugu kiicik degisimlere karsi cok veya az duyarli olabilir. Bu degisim
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dogrusal sistemin kotlu kosullu olmasina neden olmaktadir. Sekil 2.3’te katsayilar
matrisinin veya bir 2 X 2’lik dogrusal sistemin sag tarafinin kiiciik degisiminin sistemin
¢OzUimu Uzerine etkisi gosterilmektedir. Dogrusal sistemin geometrisi ¢oziime belirgin
sekilde etki etmektedir. Bu hassas etki dogrusal sistemin dogasinda olup hicbir sayisal
aldatmaca ile Ustesinden gelinememektedir [24]. Boyle kiiclik degisimlerin ¢oziimde
blyuk degisimler olusturdugu bir sistem kot kosullu, olusturmadigl durum ise iyi

kosullu olarak adlandirilmaktadir [23].

yt 3x + 2y = 11

Sekil 2.1 Bir 2 X 2’lik dogrusal sistemin satir goriinimi [23]

Sekil 2.1’de gosterilen 3x+2y=11 ve x-2y=1 dogrusal denklemlerinin satir gérinimi
gosterilmistir.  Ayni zamanda x=3 ve y=1 bilinmeyen vektéri elemanlari da
gosterilmistir. 3x+2y=11 ve x-2y=1 dogrusal denklemleri icin asagida Sekil 2.2'de sag
tarafta bulunan stitun vektorlerinin yaninda skaler carpim ile gosterilen degerler x=3 ve

y=1 bilinmeyenlerdir.
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Sekil 2.3 K6t kosullu 2 X 2’lik dogrusal sistem [24]

2.2 Vektor Uzaylar

Sutun gériniminin R? veya R3ten R™e genellestirilmesi vektdr uzaylar teoresinin

ortaya ¢tkmasina neden olmaktadir.
Genel vektor uzayi kavrami hakkinda tanim ve 6zellikler asagida sunulmaktadir.

Tanim 2.1 Asagidaki Ozelliklerde bulunan vektor toplama ve skaler carpma islemleri
sagladiginda V kimesi F Uzerinde vektor uzayi olarak adlandirilmaktadir. F skaler

degerleri temsil etmekte ve gercek sayilar araligindadir [24].



a. Her x,y €V icin x+y € V'dir. Bu 0Ozellik vektor toplama isleminde kapallik 6zelligi

olarak adlandiriimaktadir.
b. Herx,y,z € Vigin (x+y)+z=x+ (y+z)dir.
c. Herx,y€Viginx+y=y+xdir.
d. Herx€7Vicin 0 € Vikenx+ 0 = x'dir.
e. Herx € Vigin bir (—x) € V bulunmakta ve x + (—x) = 0’dr.

f. Her a € F ve x €V icin ax € V'dir. Bu o6zellik skaler carpimlar isleminde kapalilik

ozelligi olarak adlandiriimaktadir.
g. Butina,B € F ve herx € Vigin (af)x = a(px)’dir.
h. Her a € F ve butinx,y € Vigin a(x +y) = ax + ay’dir.
i. Butina,PB € Fveherx € Vigin (a+ B)x = ax + Bx’dir.
j. Herx € Vicin 1x = x'dir.

Tanim 2.1’de oOzelliklerde bulunan a ve f maddelerindeki kapalilik 6zelligini yerine
getiren bir V vektor uzayinin alt kiimesi V’nin alt uzayi olarak nitelendirilmektedir.
Orijin boyunca her vektor ve bu vektorlerin dogrusal birlesimi bir alt uzay
olusturmaktadir. Sifir vektort bilinen alt uzay olarak adlandiriimaktadir. Ayrica tim

vektor uzayi kendisinin alt uzayidir.
iki alt uzay baska bir alt uzay olusturmak icin toplanabilir. Yani;
X+Y={x+ylx e Xvey €Y} (2.3)

X ve Y uzaylari V’nin alt uzaylarini simgelemektedir. Bunlarin toplami (X @ Y olarak

ifade edilen) da yine V’nin bir alt uzayidir [23].

2.2.1 Bir Matrisin D6rt Alt Uzayi

n X u boyutunda herhangi bir A matrisi ile u X 1 boyutundaki x vektori carpilarak
elde edilen Ax sonucu ile R™nin bir alt uzay! elde edilmistir (A’nin R(A) gorinti
kiimesi olarak da bilinmektedir). Ax bir matris vektér carpimi olup, A matrisinin
sttunlarinin dogrusal bilesimleridir. Bu da A matrisinin sttunlarinin birlesiminden

olusan bir Ax sttun uzayidir [23].



(2.5)

Ayni sekilde,  matrisinin satirlarinin birlesimi ile olusan uzay (6rn; veya
matrisinin  sttunlarinin  birlesiminden olusan uzay) ’nin satir uzaylr olarak

adlandirilmaktadir [23].

(2.6)

Satir ve sltun uzaylarina ek olarak bir  matrisi iki farkli vektér uzaya daha sahiptir.
homojen sisteminin ¢dzim olasiliklari kiimesi, boyutundaki  matrisi icin

"nin sag sifir uzayini olusturmaktadir:

(2.7)

matrisinin vektor uzay kiimeleri asagidaki esitlikte gosterilen ’nin sol sifir uzayi

ile tamamlanir [23].

(2.8)
)y O 7N RA)
r boyutlu ) ' \F boyutlu
satir uzay " siitun uzay
(Ay) (Ax)
RY =U
_ _ sol sifir
sifir uzayt uzayi .
(Ax=0} e (A'y=0) ~
. p '-.\ ; N{;‘E'l.r}
N(A) n-r boyutlu
u-r boyutlu
Sekil 2.4 boyutlu matrisinin dort alt uzayi [22]



2.3 Ortogonallik ve EKK

Fazla tanimh (n > u) dogrusal sistemlerin ¢6ziimiinde kullanilan yontemleri geometrik
acidan anlamak icin vektor uzaylar, vektorlerin ortogonalligi ve izdistmleri kavramlari
ele alinmasi gerekmektedir. Koch tarafindan [14] te geometrik yaklasim

gosterilmektedir.

2.3.1 i¢ Carpimlar, Normlar ve Bir Vektér Uzayin Metrigi

Tanim 2.2 u ve v gibi iki vektoérin ic carpimi, nokta carpimi veya skaler carpimi

asagidaki esitlikteki gibi aciklanmaktadir [25]:
U1

u'v=u-v=[uu, u,] lvzl = UV; + Uy Uy + -+ Uy, (2.9)
v?’l

Yukaridaki esitlikte R™ uzayindaki iki vektor arasindaki acinin () hesabi icin agsagidaki
esitlik kullanilmaktadir [23]:

uT-v

cosf = (2.10)

lull-lvll
Eger R™ uzayindaki herhangi iki vektorin i¢c carpimi sifira esit ise bu iki vektor
ortogonaldir (diktir). Bir vektor, ic carpim veya skaler carpimda kullanildiginda bu
vektdér; carpim sonucunun i¢ carpim uzayidir. (2.10) esitliginde bulunan |||
matematiksel sembol norm operatorini temsil etmektedir. Norm operatori Vanicek
ve Krakiwsky tarafindan [26] da bir vektor uzayinin iki elemani a, b arasindaki uzaklhigin
p(a,b) olgilmesinde kullanilmistir. Herhangi vektdr uzayda mesafe veya olglyi
hesaplamak icin bircok farkli formil kullanilabilir. Bir u vektori icin en yaygin norm
(uzunluk) hesaplama yontemi olan 6klidyen norm veya 2-norm asagida bulunan (2.11)

esitligindeki gibi tanimlanmistir [23]:

lull = VuT -u = Ju? + u + - + u2. (2.11)

Normlarin farkh tipleri ve genel 6zellikleri Meyer tarafindan [24] de gosterilmektedir.
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2.3.1.1 Ortogonal Tiimleyenler

Eger bir u vektdrii R™nin bir alt uzayi olan W’deki her vektédre ortogonal ise, u vektori
W alt uzayina ortogonaldir. W alt uzayina ortogonal olan u vektor kiimesi W'nin
ortogonal tiimleyeni olarak adlandirilmakta ve W+ ile simgelenmektedir [22]. Bu
dislinceyle; bir A matrisinin  N(A) sifir uzay,, A’'nin satir uzayinin ortogonal
timleyenidir. Ayni sekilde; AT matrisinin sifir uzayr A’nin siitun uzayinin ortogonal

timleyenidir [23]. Forml olarak sirasiyla soyle verilir:
(Row A)* = Nul A, (2.12)
(Col A)* = Nul AT. (2.13)

Bir A matrisine ait dort alt uzayin ortogonalligi Sekil 2.4’te gosterilmektedir.

2.3.1.2 Ortogonal izdiisiimler
R" uzayinda bir y vektériiniin iki vektoriin toplamlarina ayristiriimasi;
y=y+z (2.14)

esitligi gbz online alindiginda. Sekil 2.5'te y vektord, sifirdan farkh u vektorinin «
katidir. z ise u’ya ortogonal bir vektérdir. Sekil 2.5'te R? diizleminde y’nin sifirdan
farkli u ve z vektorleri Uzerine ortogonal izdiisiimi ile vektorel bir ayristirma islemi

gerceklesir. ¥ vektori Lay tarafindan [27] de asagidaki esitlikteki gibi elde edilmektedir:
y=""u (2.15)
Burada y vektori y’nin u Gzerine ortogonal izdlisimudur. Ayrica z vektori de:

z=y -2 (2.16)

esitligi ile elde edilmektedir. Burada z vektori y’nin bileseni olan u’ya ortogonaldir

[23].
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u

Sekil 2.5 Ortogonal bilesenlere ayristirma (R? boyutunda) [23]

z=y-y y
[ ]
l_l
0 Y = proj,, ¥

Sekil 2.6 Ortogonal bilesenlere ayristirma (R™ boyutunda) [23]

2.3.1.3 Ortogonal Ayristirma Teoremi

Ortogonal izduslimler, R™ boyutunda ortogonal ayristirma teoremi olarak
genellestirilebilmektedir [27]. Ortogonal ayristirma teoremi Tanim 2.3'te

aciklanmaktadir.

Tanim 2.3 Bir R™ uzayinda W alt uzay olsun. Her y icin R™ uzayinda asagida gosterilen

esitlik yazilabilmektedir:
y=9+z. (2.17)

Burada ¥ vektérii W uzayinda, z ise W+ (W uzayina dik olan diizlemi ifade etmektedir)

uzayindadir. Bir {ul, e up} vektor kiimesi W uzayinin ortogonal diizlemi ise ¥ vektory;

Up, (2.18)
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ve z vektori;

z=y—39 (2.19)
esitlikleri ile bulunur. W diizlemini olusturan u vektorlerinin 1’den p’ye kadar her biri
tek boyutlu bir alt uzayi temsil eder. (2.18) esitliginde 1’den p’ye kadar her bir islem
terimi y vektorinin tek boyutlu bir alt uzaya izdisimudur. Buradaki tek boyutlu alt
uzay W uzay dizleminde u vektoérlerinden her birini temsil etmektedir. Sekil 2.6’da
gorildugu gibi y vektorinin W uzayina ortogonal izdisimi olan ¥, y vektoriniin

birbirine ortogonal olan tek boyutlu alt uzaylar lizerine izdistimlerinin toplamidir [23].

2.3.2 EKK Prensibi

Fazla-tanimli sistemler icin Ax = y dogrusal esitliginde y gézlem vektoéri, A katsayilar
matrisinin R(A) sltun uzayinin disina dogru yayilmaktadir. Bu esitlik R(A4) uzayinda ve
y vektorine minumum uzunlukta bir vektér bulunarak ¢ézimlenebilmektedir. Bu
yaklasim Meyer tarafindan [24] te en yakin nokta teoremi olarak adlandiriimistir. Yani;
bir y vektoérinin A katsayilar matrisinin R (A) sttun uzayi Gzerine ortogonal izdlisim
¥ vektorudir. ¥ vektori ||y — Ax|| uzunlugunu minumum yapan degeridir. Sonug
olarak, EKK problemi en kiigik uzunluktaki vektérin v =y — Ax (duzeltme vektori)
elde edilmesini saglayan bir x bulmaktir. Sekil 2.7°de y’nin col(A) Uzerine izdlisimi
vektorudir. Ayrica X vektori Ax =y esitliginin EKK ¢6zimini ifade etmektedir.
Boylelikle, X vektori A katsayilar matrisinin situnlarindan olusmus bir diizleme gére y

vektorinin koordinatlarini temsil eder [23].

AR =9 (2.20)
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Sekil 2.7 En kiiglik kareler ilkesi

2.3.2.1 Normal Esitliklere Dayali En Kiigiik Kareler Céziimleri

Strang [22] de vektdr uzaya dayali en kiiglk kareler yaklagimini gostermistir. Bu

yaklasim ile asagida gosterilen normal esitlikler elde edilir:

y—9=y— A% (2.21)
A’nin slitun uzayi (2.21) esitligine ortogonal oldugundan;

AT(y—A%) =0

ATy —ATAZ =0

ATAR = ATy (2.22)

elde edilir. Ozellikle kétii kosullu sistemlerde A matrisindeki herhangi bir elemanda
hata bulunmasi A7 A matrisine hatanin karesi olarak yansir. Béylece, normal esitliklerin
¢6zUmiU yuvarlatma hatalari ve basamak kayiplarina karsi oldukga duyarli hale
gelmektedir. Bu vyiizden, normal esitliklerin hesaplanmasinda ATA esitliginden
kaginilmasi gerekir. Fazla-tanimli dogrusal esitliklerin EKK mantiginda ¢6ziiminde
matris ayristirma yontemleri kullanilabilir. Ornegin; A katsayilar matrisinin QR-

ayristirmasi veya tekil deger ayristirmasi [23].
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2.4 Tekil Deger Ayrisimi

Dogrusal cebirde dogrusal sistemleri carpanlara ayirmayi saglayan matris ayristirma
konusu 6nemli bir yaklasimdir. Matrisler ayristirilarak 6zel niteliklere sahip matrisler

elde edilebilir.

Lay [27] te tekil deger ayrisiminin dogrusal cebir uygulamalarinda kullanilan en

kullanish matris ayristirmasi oldugundan bahsetmektedir.
Tamim 2.4 Ranki r olan her bir A € R* igin, ortogonal matrisler Upxyn, Vipa,,, Ve bir
kdsegen matris S, = diag(oy,0,,+, 0,) bulunmaktadir:

A=U(S O)

0 0 Vr,. (2.23)

N
nxu

Burada 0; = 0, = -+ = g,, = 0’dir. Bu g; degerleri A matrisinin sifirdan farkh tekil
degerleri (singular values) olarak adlandiriimaktadir. (2.23) esitligindeki carpanlara
ayirma; A matrisinin tekil deger ayristirmasi olarak adlandirilir. Ayni zamanda U ve V4
matrislerindeki stitunlar, sirasiyla A'nin sol ve sag tekil vektorleri olarak isimlendirilir.
Eger r < p = min{n, u} ise A matrisi ek olarak p — r tane daha sifir tekil degere sahip

olmaktadir [23].

Trefethen tarafindan [25] te tekil deger ayrisiminin matematiksel yaklasim yerine

geometrik yaklasim kullanarak tiiretilmesi gosterilmektedir.

2.4.1.1 indirgenmis Tekil Deger Ayrisimi

Herhangi n X u boyutundaki A matrisinde R%dan R™e dogrusal dontsim
gerceklestirilebilir. Yani; A matrisi R%’da S birim kiresini R de AS coklu elipsi Gizerine
izdUsarar. R™deki coklu elips R™deki bir birim kirenin gerilmesi ile elde
edilebilmektedir. Bu islem birim vektorler uq,-:-,u, € R" ile ifade edilen ortogonal
dogrultulardaki oy, 0,,:+,0, (bunlardan bazilar sifir olabilir) degiskenler ile elde
edilmektedir. o;u; ¢oklu elipsin baslica yari eksenleri olarak adlandirilir. Sekil 2.8’de sag
tarafta bulunan carpanlar A’nin tekil degerlerini oy,0,,+:, 0, belirtmektedir. Bu
carpanlar ayni zamanda AS coklu elipsinin u adet yari ekseninin uzunlugudur. AS coklu
elipsin yari eksenlerindeki u birim vektorleri A’nin sol tekil vektorleri olarak

tanimlanmigtir. Sekil 2.8’de sol tarafta u tane birim uzunluktaki v; sag tekil vektorleri
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gosterilmektedir. Bu vektorler AS uzayina ait 6nceki durumun yari eksenlerine karsilik
gelir. Matematiksel olarak A matrisinin v; sag tekil vektorler tzerinde etkisi 1 < j < u
icin asagidaki gibidir [23]:

Bu esitlik matris notasyonu ile asagidaki gibi gosterilir;

AV, = US. (2.25)
Burada § matrisi kdsegenleri pozitif reel tekil degerler olan u X u boyutunda bir
kosegen matristir. U ise ortonormal situnlari olan n X u boyutunda bir matris.
Birbirine dik (ortogonal) olan ve birim uzunluga sahip vektorler ortonormal vektoérler
olarak adlandirilir. Vg,; matrisi de ortonormal situnlara sahip u X u boyutunda bir

matristir. Vs, matrisi karesel ve ortonormal oldugundan tersi transpozesine esit

olmaktadir:
s;é = st;d- (2.26)

Yukaridaki esitlik (2.25) esitliginde vyerine konuldugunda (2.27) esitligi elde
edilmektedir:
A=0SVT,. (2.27)

Yukarida gosterilen (2.27) esitligindeki carpanlara ayirma islemi A matrisinin
indirgenmis tekil deger ayrisimi olarak adlandirilmaktadir. Ayrica bu yontem A’nin

standart tam tekil deger ayrisimi icin temel olusturur [23].
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Sekil 2.8 A matrisi ile dogrusal donisiim ve A’nin tekil deger ayristirmasi [23].

2.4.1.2 Tam Tekil Deger Ayrisimi

Fazla-tanimli (n > w) sistemler igin, U matrisinin siitunlari R™ uzayinda sadece u adet
ortonormal vektor icermektedir. Bu da R™ uzayini tam kapsayan bir dizlem
olusturamaz. U matrisini n X n boyutunda ortonormal bir U matrisine genisletmek icin
n —u tane vektor eklenmelidir. Bu vektorler Gram-Schmidt yaklasimi kullanilarak

olusturulabilir. Bu yontemle U matrisinin situnlari R™ uzayini tam kapsayabilir [22].

(2.25) esitliginde gosterilen esitlige gore U matrisi boyutu arttigindan S matrisi ile
isleme girmesi boyut farkindan dolayr mimkiin degildir. (2.25) esitliginin sonucunun
degismeden kalmasi icin genislettigimiz U matrisinin n — u tane sitununu sifir ile
carpmamiz gerekmektedir. Bu nedenle § matrisine n —u adet sifir elemanli satir
vektorl eklenmelidir. Boyelece S matrisi n X u boyutuna ulasir. Vs,; matrisi ayni
kalacagindan, A’nin tam tekil deger ayrisimi asagida gosterilen (2.28) esitligindeki gibi
olmaktadir [23]:

A=USVT,. (2.28)

Burada U matrisi A’nin sol tekil vektorlerini iceren n X n boyutunda bir ortonormal
matris, S matrisi kosegenlerinde A’nin tekil degerlerini iceren n X u boyutunda bir
matris, Vg,q ise A’nin sag tekil degerlerini iceren u X u boyutunda ortonormal bir
matristir [23].
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Sekil 2.9 n X u boyutundaki A matrisinin tekil deger ayrisiminin grafiksel
gorintilenmesi (n > u icin kesikli cizgiler indirgenmis ve tam tekil deger ayrisimi

arasindaki farki gostermektedir).

2.4.1.3 Tekil Deger Ayrisiminin Geometrik Agiklamasi

Sekil 2.9’da A matrisinin ayristinimasiyla elde edilen U, S ve V,; matrisleri A
matrisinin ortogonal ve ortonormal dizlemlere dontsimini temsil eder [22], [25].

Sekil 2.9’a gore su tanimlamalar yapilabilir:

o V,q birim kiirenin bigimini degistirmez ama R igin yeni bir diizlem sunmakta (bu

diizlem fonksiyonun tanim kiimesidir),
e S birim kireden ¢oklu elipse iz diismekte ve

e U coklu (hiper) elipsin seklini degistirmeden dondirmektedir (gértintld kiimesi uzayi

olarak adlandiriimaktadir).
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2.4.2 Tekil Deger Ayrisimi ve EKK Coziimleri

Bir  matrisinin tam tekil deger ayrisiminda dort temel alt uzay icin yeni dizlemler

belirlenir. Fazla-tanimli dogrusal sistemlerde ( ve rank icin);

e ilk tane sol tekil vektorleri  matrisinin siitun uzayi ( ) icin bir

ortonormal bir diizlem olusturmakta ve,

e geriye kalan tane sol tekil vektorleri "nin

sifir uzayi icin ortonormal bir diizlem olusturmaktadir.

e ilk tane sag tekil vektorleri ’nin satir uzayi icin bir ortonormal diizlem

olusturmakta ve,

e geriye kalan tane sag tekil vektorler ’‘nin sifir uzayi ( icin

bir ortonormal diizlem vermektedir.

Dort dizlem arasindaki iliski Sekil 2.10’da gosterilmektedir.

Multiplication by A

— A

Col A= Row A’

Sekil 2.10 Bir matrisin dort temel alt uzayi icin A’nin tekil deger ayrisimi ile tretilen yeni
duzlemler [23].
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A’nin temel alt uzaylari icin yeni dizlemlerin bulunmasi A'nin késegen formu S’ye
donustirilmesi demektir. Boylece Ax =y dogrusal sistemi dizlem degistirme
islemleri kullanilarak standart diizlemden ortonormal diizleme dondstirebilir. Dogrusal
sistemin dogal forma doniismesi EKK problemlerin ¢o6ziiminde oOnemli derecede

kolaylik saglayacaktir [28].

Diuzlem degisimi; y € R™ vektorinin A'nin sol tekil vektorlerinin (U’'nun sttunlan)
dizleminde yayilmasi ile ve x € R* vektoriniin A'nin sag tekil vektoérlerinin (Vg4 nin

sttunlar) dizleminde yayillmasi ile elde edilmektedir. Bu yayilmalar icin vektorler;

y=UTy (2.29)
x=VE, x (2.30)
seklindedir.

A= USVSf,d esitligi kullanilarak, Ax =y iliskisi y ve x cinsinden su sekilde ifade
edilebilir [23];

y=Ax & UTy = UTAx = UTUSV] ;x © 7 = Sx. (2.31)

v

2.4.2.1 Genel invers

n X u boyutundaki A matrisinin (n > u ve rank A = r) sol tekil ve sag tekil vektorleri

asagidaki gibi dizenlendiginde;
U=1[U,U,_] ileU, =[u; .. u]ve
Vsva = [stdr stdu—r]' ile stdr = [v1 .. ],

A matrisinin genel inversi veya Moore-Penrose inversi asagida gosterilen (2.32) esitligi

ile elde edilebilir:
— 1
AT =V S UL = {zla—i-vi ul. (2.32)

Bu esitlik bir kare matrisin tam rankli olmasi (n = u = r) durumunda genel matris
tersine (A1) esit olmaktadir [22]. A’nin genel inversi A matrisinin tekil deger
ayrisimindan  sonra tekil degerlerinin evirilmesiyle (tersine cevrilmesiyle)
hesaplanabilmektedir. Geometrik olarak A*(6rnegin; R™den R¥ya dénisimi gibi)
A’nin ters donistimiini gostermektedir [23].
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2.4.2.2 Tekil Deger Ayrisimi ile EKK Coziimii

Yalanci ters kullanilarak, fazla-tanimh dogrusal sistem, Ax =y, EKK mantiginda
asagidaki gibi cozilebilir:

X =AY =Vsqa, S ULy, (2.33)
Yukaridaki esitligi sol taraftan A matrisi ile carparsak ve bu A matrisi yerine (2.28)'deki
esitligi koyarsak;

Az = (U8 Viva," ) (Vepa, S5 U y)

AX = U,S,.S;1UTy

AX = U, Uly (2.34)
esitligi elde edilir. Burada V4. ortonormal oldugundan stdZstdT = [/dir.

U,Ul'y esitligi y vektérinin A’nin siitun uzayina ortogonal izdiisimi yani 9’dir.
Burada X degeri Ax = y’nin EKK ¢6zimudir [27]. Genellikle, bir dogrusal sistemin

¢O6zimi icin genel invers kullanilmasi ile en kiglk norm (uzunluk) ¢6zimi elde

edilmektedir [24].
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BOLUM 3

STANDART DENK UZAY YAKLASIMI

Standart denk uzay yaklasimi, uyusumsuz Olcli belirlenmesi ve yerellestiriimesine ait
(FDI) bir yontemdir. Standart denk uzay vyaklasiminda GLT kullaniimaktadir. Bu
bolimde bu yaklasima altlik olusturan bazi temel esitlikler ve olasilik (likelihood)

fonksiyonundan bahsedilmektedir.

3.1 Denk Esitlikler
Herhangi n boyutlu m 6l¢t kiimesi diistinelim;
m=AX + €. (3.1)

Burada X € R* (u bilinmeyen sayisi olmak (izere ux1l boyutunda) bilinmeyen
vektorudir, A katsayilar matrisi (nxu) boyutunda, m € R™ (n 6l¢li sayisi olmak lizere
nx1 boyutunda) dlcii vektorii, € ise nx1 boyutlu sifir beklenen degerli ve 2 varyansl
Gauss dagiliminda normal dagilimli hata vektori ve = kovaryans matrisi, o bir ol¢linin
standart sapmasi ve I,, n X n boyutlu birim matristir. Esik deger belirlemek i¢in € hata

vektori asagida gosterilen (3.2) esitligindeki normal dagilima sahiptir;
e~N(0,02%L,). (3.2)

Kovaryans matrisi ise asagidaki gibidir:

[1]

= 02l,. (3.3)
Kaba hatanin da eklenmesiyle gozlem esitligi asagidaki bicime sahip olmaktadir;

m=AX+Db+e¢. (3.4)
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Burada b = (b4, ..., b,,) kaba hata vektoridir.

Kaba hatali 6lcileri belirlemek icin m 6lcti vektoriniin fonksiyonu x bilinmeyenler

vektoriinden bagimsiz olarak tanimlanmistir:
VA = 0. (3.5)

Denk egsitliklerin  dizeltmeleri olarak tanimlanan p vektéri asagidaki gibi

bulunmaktadir:

p=Vm. (3.6)
Buna gore (3.1)'deki esitligi (3.6)'da yerine koyar ve (3.5) esitligi dikkate alinirsa;

p =V(Ax + ¢) yani;

p="Ve (3.7)
elde edilir. Yukaridaki esitlik kaba hatanin bulunmadigi durum icin gecerlidir.

Kaba hatanin bulundugu durumda ise (3.4)’deki esitligi (3.6)'da yerine koyuldugunda;
p =V(Ax + £ + b) yani;

p=V(+b)=Ve+Vb (3.8)
elde edilir.

Kaba hata tespiti ve vyerellestiriimesi p vektoriniun kaba hata barindirdigr ve

barindirmadigi durumlardaki karakter farkinin tespitine bagl olmaktadir [29].

3.2 V Matrisinin Belirlenmesi

V matrisinin belirlenmesinde kullanilan en popiler metot Potter algoritmasidir. Bunun

yani sira V matrisini belirlerken kullandigimiz yéntemler asagida belirtilmistir:
e Tekil deger ayrisimi (SVD)
e QR ayrisimi

Ortogonal ayristirma teoremi ve tekil deger ayrisimindan 2. Béliimde bahsedilmistir. Bu

bolimde sadece Potter algoritmasindan bahsedilecektir.
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3.2.1 Potter Algoritmasi

Potter algoritmasi ortogonal denk uzay (orthogonal parity space) kavraminin

gelistirilmesi ile ortaya ¢cikmaktadir. Dikey denk uzay kavrami;

K= (ATA)4T (3.9)
olmak Uzere (3.7)'de gosterilen V matrisi st veya alt G¢gensel matris olup pozitif

kosegen elemanlara sahiptir. Ayni zamanda;

VIV =1-AK =W (3.10)
esitliginden asagidaki kosullar saglanmaktadir [3]:

VT =KA=1, (3.11)
VA=KVT =0. (3.12)
Yukarida gosterilen W matrisi;

W=1-AATA) AT =] -H=R (3.13)
rediindans matristir.

Potter algoritmasinda W matrisinden V matrisine ulasmak icin karekok formiilleri

kullanilmaktadir:

V121 = Wi, (3.14)
Jj < iigin;

Jj =2,---,nigin;

Vij = Wy /Via, (3.16)
i =2, ,n—uigin;

Vi =W, — XA VE, (3.17)
i=2,,n—uvej=2--,nign;

Vij = Wy — Yiti Vi Viei) Vi (3.18)

V matrisinin elde edilmesi icin basit bir tek degiskenli durumu ele alalim:
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AT = [1 1 1] katsayilar matrisi veriliyor.

K = (ATA)AT = % [111] (3.19)
o1

AK=2|1 1 1 (3.20)
11 1

hesaplanabilir. Daha sonra;

;—1 2 -1 (3.21)

-1 -1 2

2 -1 —1]

bulunur.

Potter algoritmasi uygulanirsa;

2 Wy, -1 Wys -1
11 11 3’ 12 Vit 6’ 13 Vit /6’

1 W3 —V12V33 -1 ..
Voy =0,V =Wy —VZE =—, V,, = 222213 = — o|lmak lizere
21 » V22 22 12 \/E' 23 Vay \/E

z2 -1 -1

v =[N3 V6 V6|elde edilir.
0 1 -1
V22

Ayrica matris ayristirma yontemlerinden olan tekil deger ayrisimi ve QR ayrisimi
kullanilarak V matrisi elde edilmektedir. Rediindans matrisi (W) simetrik oldugundan
QR ayristirmasi ile ayristirildiginda elde edilen R ve Q matrisi birbirinin transpozesi olup
bu matrislere ait satir veya stitun matristen atilacagi icin hangi matrisin kullanilacagi
fark etmez. Diger taraftan redindans matrisi tekil deger ayristirmasi ile ayristirilirsa
elde edilen U ve Vg,; matrisleri aynidir ve birisi kullanilir. Potter’in énerdigi matrise
ulagsmak icin U veya Q matrisinin transpozesini alip eksi ile ¢garptiktan sonra bilinmeyen

sayisi kadar sttunun silinmesi islemleri yapilir.

Katsayilar matrisinin QR ayristirmasinda Q matrisi, tekil deger ayristirmasinda ise U
matrisi kullanilir. Bu iki matris aynidir. Nivelman agi uygulamasinda eger tim iz
yontemi kullanilacaksa u. situndan n. stituna kadar matris alinir veya zorlamasiz klasik

dengeleme yapilacaksa u + 1. stitundan n. situna kadar matris alinarak hesaplamalara
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devam edilir. Katsayilar matrisinin ayristirilmasi ile elde edilen bu matrisler W

matrisinin ayristiriimasi ile elde edilen denk uzay matrislerinden farkhdir.

3.3 Genellestirilmis Olasilik Testi

Genellestirilmis olasilik testi uyusumsuz ol¢liniin bulunmasinda ve yerellestirilmesinde

yaygin olarak kullanilan bir yontemdir [6].

Olasilik fonksiyonu (3.7)’de gosterilen kaba hatanin bulunmadigi esitlik icin asagidaki

gibi bulunmaktadir;

L(p,0) = a-exp (5-p"E7p), (3.22)
burada;

Z=0%VTV, (3.23)
a = (2m)~(=W/2|5|71/2, (3.24)

olarak belirlenmistir.
Olasilik fonksiyonu (3.8)’de gosterilen kaba hatanin bulundugu esitlik icin ise asagidaki
gibidir;

L(p,b) = a-exp (7~ (p — VTb)'E7 (o — Vb)) (3.25)

3.3.1 Kaba Hata Belirleme Karar Fonksiyonunun Olasilik Fonksiyonu ile

Hesaplanmasi

Denk esitlik dizeltmeleri olan p vektoru belirlendikten sonra, iki hipotez tespit
edilmektedir. Bunlardan H, normal durum (H, hipotezi), H; (alternatif hipotez) ise
kaba hatanin bulundugu model olarak kabul edilmektedir. Kaba hatanin blyukliga ve
isareti bilinmiyor kabul edilmektedir. Olciimlerdeki rastgele hatalar arasinda
korelasyonun olmadigi farz edilerek, sifir hipotezi ve alternatif hipotez asagidaki gibi

verilmektedir [6];
Hy:E(p) =0 E(pp") =VTVa?, (3.26)

Hi:E(p)=VTb#0 E[(p—VTh)(p—VTh)T]|=VTVs2. (3.27)

26



Daha acik olarak bu iki hipotez soyle de verilebilir;

Hy:b=0

Hi:b#0 (3.28)
(3.21) esitliginde alternatif hipotez icin u beklenen deger esitlige konuldugunda;
Hi:E(p) = p El(p—w(p—wT']=V"Va? (3.29)

olusmaktadir. Burada u degeri eksi veya arti degerler alabilir. Bu iki hipotez igin

logaritmik olasilik orani asagidaki gibidir;

L(p,b) __ maxp L(p,b)
L(p,0) L(p,0)

A = max, (3.30)

A=1/10TEp = (p— WTE(p — w)] (3.31)

Burada u degerinin olasilik kestirimi olan fi asagidaki esitligi maksimuma ¢ikarmaktadir:

[~ (o —wTE(p — W] (3.32)
Yani,
A=p (3.33)

esitligi (3.25)'te yerine konularak kaba hata belirleme karar fonksiyonu elde edilmistir:

DFp =2InA = plE71p. (3.34)

3.3.2 Kaba Hata Yerellestirme Karar Fonksiyonunun Olasilik Fonksiyonu ile

Hesaplanmasi

Kaba hata belirleme karar fonksiyonunun bulunmasinin ardindan kaba hata ayristirma
karar fonksiyonu belirlenmelidir. Daha ©6nce bulunmus olan denk esitlik
dizeltmelerinin, yani; p vektériinden n tane hipotez, test edilmek icin olusturulabilir.
H;: kaba hatanin j. 6lglide meydana gelmesi demektir j = 1,2, ..., n’dir. Bu H; hipotezi

Olcl hatalari arasinda korelasyonun olmadigi tek boyutlu durumlarda su bicimdedir [6]:
H;: E[p] = v;b, ElppT] =VTVa2. (3.35)

Burada vj, V' matrisinin j. sutunudur. p Gauss dagilimli rastgele hatalar igeren

diizeltme vektori oldugundan, buna bagli olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir:
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a=Kexp{Z(p—v;b ) e (p — vy )}. (3.36)

Burada K sabit bir degerdir. Hata degeri b negatif veya pozitif degerler olabilir. b
degerinin maksimum olasilik kestirimi b:

Tw-1
p = ‘Uj

b=

(3.37)

Tm—-1,,.
Uj“ ‘U]

seklinde olup logaritmik olasilik fonksiyonunda vyerine konulursa ve sonug
basitlestirilirse, kaba hata yerellestirme karar fonksiyonu j. hipoteze bagh olarak

asagidaki gibi verilebilir;
Tg-1p.

pr, =00 (3.38)
e

Burada (j = 1, ...,n olmak Ulzere) n tane 0lgi iginden hesaplanan degerler arasindan

bir kaba hatadan etkilenmis degeri saptanmaktadir.

3.4 Standart Denk Uzay Yaklasiminda Global Uyusumluluk Testi

Standart denk uzay yaklasiminda 6l¢i kimesinde kaba hatanin olup olmadigini
belirlemek icin global test uygulanmaktadir. Bolim 3.3.1’de nasil bulundugu gosterilen
(3.29) esitligindeki kaba hata belirleme karar fonksiyonu igin belirlenen sinir deger Tp,
x%2(n —w) dagiimh, n — u serbestlik derecesine sahip ve degisik @ anlamllik dizeyi
degerleri (0.05, 0.01, 0.001) icin hesaplanmaktadir. Ol¢cii kiimesinde kaba hata olup

olmadigi ise asagidaki iki durumda yapilan karsilastirmayla belirlenmektedir [7]:
e Eger DF, > Ty ise kaba hata bulunmaktadir,
e Eger DF, < Ty ise kaba hata bulunmamaktadir.

Kaba hatanin var oldugu birinci durum meydana gelmisse yerellestirme adimina

gecilebilmektedir.

3.5 Standart Denk Uzay Yaklasiminda Yerellestirme

Olcii kiimesinde kaba hatanin bulundugu durumda kaba hatanin yerellestirilmesi icin
diger bir deyisle yerinin (hangi olgclide bulundugunun) tespiti icin yerellestirme

yapiimaktadir. (3.32)’de bulunan kaba hata yerellestirme karar fonksiyonunda v;
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degerini bulmak icin VT = [, 7y, ..., U,] matrisi ele alinmalidir. Burada ¥ vektorii V
matrisinin j. sttun vektoridur. Kaba hata ayristirma karar fonksiyonunun elde
edilmesinden sonra kaba hatanin hangi 6lctide olup olmadigina soyle karar verilir; eger

DF;, = rnanDF,j esitligi n tane Olcl arasinda en blylgl ise, k. olcli kaba hata

icermektedir [7].
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BOLUM 4

EN UYGUN DENK VEKTOR YAKLASIMI

Kaba hatanin belirlenmesi ve yerellestirme konusunda denk vektor testi yeni bir
yaklasim olarak ©nerilebilir. ilk olarak kaba hata kestirimi icin yeni bir performans
kriteri Onerilmis ve bu kriter matris hesaplamalarinin kullaniimasiyla elde edilmistir.
Hesaplanan kriter sayesinde, denk esitlik tespit etmek istedigimiz kaba hata barindiran
Olcliye daha duyarl iken, diger 6lci hatalarina ve normal dagilimh hatalara karsi daha

duyarsizdir [7].

Bu bolimde en uygun denk vektér yaklasiminin matematiksel modelinden,
optimizasyon kriterlerinden, en uygun denk vektérin nasil belirlendiginden so6z

edilecektir.

4.1 Matematiksel Model

Standart denk uzay yaklasiminda kullanilan (3.1) esitligindeki modele gore daha genel

bir model asagidaki esitlikte verilmektedir:
m = AX + Db + Ee¢. (4.1)

Burada b ve ¢ (3.1) ve (3.4) esitliklerindeki ifadeler ile ayni anlama gelmekte, D ve E
sirasiyla kaba hata etki matrisi ve normal dagiliml hata etki matrisi olup birim

matrislerdir. Denk esitlik ise;

p=vim=vDb+ vl Ee (4.2)
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seklindedir. Burada v, kaba hataya duyarli olan ve 6nerilen en uygun denk vektordr.
En uygun denk vektoriin belirlenmesi ve optimizasyon kriterlerinden bahsedilecektir.
Genellestirme gbéz onlinde bulundurularak v, vektoérinin i. Olguye ait kaba hataya
duyarh, diger Olcli hatalarina duyarsiz oldugu disilintilmektedir [7]. Kaba hatanin

bulunmadig durumda, yani; b = 0 durumunda;
p = vy Ee~N(0,02. |lvg E*) (4.3)

diizeltme vektori bulunmakta ve su esitlikle standartlastirma islemi yapilmaktadir:

po =~ ~N(0,1). (4.4)

ollvg £l

Kaba hatanin meydana geldigi durumda, yani; b # 0 durumunda ise normal dagilim su

sekildedir;

p~N@{Db,a? - ||v§ E||?). (4.5)

4.2 En Uygun Denk Vektor Yaklasiminda Uyusumluluk Testi

v,y vektoru i. 6lcideki kaba hatayi tespit etmek igin belirlenmis en uygun denk vektor
olduguna goére, kaba hatanin olusup olusmadigi asagidaki iki durumda yapilan

kiyaslama ile tespit edilmektedir [7];

e Eger|py| < Uay, ise i. 6lciide herhangi bir kaba hata olusmamistir,
o Egerlpy| > ua, ise i. Slciide kaba hata bulunmaktadir.

Burada Uay, standart normal dagilimli olarak belirlenmis ve degisik @ anlamhlik diizeyi

degerleriicin (0.05, 0.01, 0.001) hesaplanan bir esik (sinir) degerdir.

4.3 Optimizasyon Kriteri

Bu boliimde optimizasyon kriterlerinden bahsedilmektedir. En uygun denk vektoriin

belirlenmesi sonraki bolimde ele alinacaktir.

Genellestirme g6z 6niinde bulundurularak sadece i. 6lglideki kaba hatanin bulunmasi
durumu g6z Onine alinmaktadir. Bu sebeple, i. olclideki kaba hataya en fazla
duyarhhga sahip, diger 6lci hatalarina ise en az duyarliliga sahip olmasi istenen bir v

denk vektorli aramaya ihtiyacimiz vardir. Asagida verilen ortogonallik kosulu ile;
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vITA=0 (4.6)
denk esitlik, asagidaki gibi yazilabilir:

p=v"'m=v"Db + vTEs. (4.7)
Burada p dizeltme vektori X vektoériinden bagimsiz hale gelmektedir.

[29] da durum esitligi ve [30] da gosterilen Olgli esitligi gbz online alinirsa, denk uzay
modeline bagh bir performans kriteri gosterilmistir. Bu kriter iki karesel formun
oranidir. Ayrica; en uygun denk vektorli arastirmak icin (3.16)'daki kosul dikkate
alinmamistir [7]. Bu optimizasyon disincesi isiginda yeni bir performans kriteri
verilmektedir. Bu performans kriteri iki karesel formun birbirine oranidir. Bu oranda
pay kismi bulmak istedigimiz kaba hatali 6lcliye olan duyarliligl, payda kismi ise diger
Olcl hatalari ve normal dagilimh hata vektori bilesenlerinin hepsine olan duyarlilig
gostermektedir. Boylelikle (3.16) esitligindeki kosul saglanmaktadir [7]. Performans

kriterine ait oran asagidaki gibi bulunmaktadir;

J ) = (e (4.8)
A T e+ 5 wvDe ) |
Bu esitlikten;
(V) = (v7Dey)”
]l(v) - vT(EET'i'Zj::iVTDe}'e}TDT)U i

esitligi elde edilmektedir. Bu esitlikte e;, n X n boyutunda birim matrisin i. sitununu,

v De; ve vTDej ise p duzeltme degerlerinin sirasiyla i. ve j. olgllerin hatalarina

duyarliliklarini géstermekte ve ||[vTE|| ise diizeltme degerlerinin normal dagihimli
hatalarina olan duyarliligini gostermektedir. Bu sebeple, performans kriteri su sekilde

tasarlanmaktadir;

Supy, J;(v) (4.10)
vTA=0 (4.11)

Boyle bir denk vektor en uygun denk vektor olarak adlandinimaktadir [7]. Yani; (4.10)

ve (4.11) esitliklerindeki kosullarin beraber saglanmasi amaclaniyor.
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Ortogonallik sartini (3.5) esitligindeki gibi saglayan V matrisinin batin situn
vektorlerini iceren bir S(V) denk uzay olsun. (4.6)'daki kosulu saglamasi sartiyla, v

denk vektori su sekilde yazilabilir;
v=Vc. (4.12)

Bu esitlikte ¢ vektori n — u boyutunda sifirdan farkh bir vektordir. (4.9) esitliginde

payda kismi, (4.13) esitligi dikkate alarak,
ZjiiDejejTDT = DDT - DeieiTDT (413)
dizenlendiginde asagidaki esitlik elde edilmektedir:

(vTDei)2
vT(EET+DDT-De;el DT)v

Supy J; (v) = Sup, (4.14)

Ayrica (4.12) esitligi (4.9) esitliginde yerine konuldugunda asagidaki esitlik elde

edilmektedir:

Supy Ji(v) = Supcso cT-VT(EET(j-;UDTffIi)):ieiTDT)V-c ) (4.15)
Burada;

w* =VTDe, (4.16)
esitligi n — u boyutlu bir vektor,

B =VT(EET + DDT — De;el DT)V (4.17)

esitligi ise (n — u) X (n — u) boyutunda simetrik matristir.

(4.16) ve (4.17) esitlikleri (4.15) esitliginde yerine konulursa asagidaki esitlik elde

edilmektedir:

o)’
cTBc *

Supy, J;(v) = Supcxo (4.18)

En uygun vektodriin geometrik anlami basitce su sekilde aciklanabilmektedir. ilk olarak,
en uygun denk vektér, R™ uzayinin alt uzayi olan denk uzaya S(V) ait olan (4.18)’deki
performans kriterinin maksimuma cikariimasi ile elde edilmistir. ikinci olarak, v De; ve
vTDej degerleri v'nin sirasiyla De; ve De; ile beraber i¢ carpimlandir. (4.10) esitligini

maksimuma ¢ikarmak igin, v vektoriini dyle bir dizenlemek zorundayiz ki, v ile De;
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arasindaki agi olabildigince kiiglik ve v ile De;(j # i) arasindaki agi olabildigince buyik

olsun [7].

4.4 En Uygun Denk Vektoriin Belirlenmesi

Bu bolimde i. ol¢li hatasina karsi en fazla duyarhliga sahip ve diger Ol¢li hatalarina
karsi en az duyarliliga sahip i. en uygun denk vektorin ¢6zimi anlatilmaktadir. (4.12)
esitligindeki ¢ koordinat vektoérind bulmak icin (4.18) bulgusu en bilyuk degerine

ulastirilir ve buna iliskin bazi sonuclar gosterilmektedir [7].

Teorem 4.1 Cauchy-Schwarz Esitsizligi

X,y € R"olsun,

(x"y)? < (T)GTy) (4.19)
(4.19) esitligini kullanarak bir sonuc elde edilmektedir:

Eger bir A matrisi pozitif tanimli, ve x, y € R" ise su esitlik elde edilmektedir [7]:
(xTAy)? < (xTAx) (yT Ay). (4.20)
Burada A matrisi pozitif tanimh oldugundan;

A=B"B (4.22)
yazilabilir. Tekil olmayan bir B matrisi bulunmaktadir. (4.19) esitligini ve

u* = Bx, (4.212)
v =By (4.22)
esitliklerini kullanarak (4.20) esitligi elde edilmektedir [7].

Teorem 4.2 A matrisi pozitif tanimli simetrik bir matris ve x, u* € R™ olsun.

" x)? T
Sup,egn =u* A u* (4.23)

xTAx

Bu esitligin en blylk degeri, x* asagidaki

x*=k-Au* (4.24)
degeri aldigi zaman elde edilmektedir. Burada k herhangi sifir olmayan bir sayidir.

Eger;
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alindiginda ve (4.20) esitliginde yerine konulursa (4.23) esitligi elde edilmektedir.

(4.18) esitligindeki simetrik B matrisinin pozitif tanimli oldugu varsayildiginda Teorem

4.2 ve (4.18) esitligine gore asagidaki esitlik yazilabilmektedir [7]:

«T 2
Sup,, J; (v) = Supcxo W _ 1 Tp-1y, (4.26)

c¢TBc

Bu esitlik asagidaki esitligin olusmasi durumunda elde edilebilmektedir:
c*=k-B tu". (4.27)
Burada k sifirdan farkli herhangi bir sayi iken, (4.27) esitligini (4.12) esitliginde yerine

yazdigimizda (4.28) esitliginde gosterilen i. Ol¢liye en fazla duyarliliga sahip en uygun

denk vektor elde edilmektedir [7]:
v =Vc* (4.28)

Buna ilaveten, en uygun denk vektor kullanilarak hata tespiti ve ayristiriimasi sirasinda,
skaler diizeltmelerin standartlastiriimaya ihtiyaci vardir. Denk vektorin blyuklGgu hata
tespitini etkilememektedir [7]. Genellestirme g6z oOninde bulundurularak,

standartlastirilmis en uygun denk vektor asagidaki gibi elde edilmektedir:
vo = v*/IIv7ll. (4.29)

Buradan elde edilen v, degeri i.6lglide kaba hatanin bulunup bulunmadiginin tespit
edilmesinde kullanilmaktadir. Bu yontem ile n tane standartlastirilmis en uygun denk

vektor v; (i = 1,...,n) elde edilmektedir [7].

4.5 En Uygun Denk Vektor Yaklasimiyla Kaba Hata Tespiti

Bolim 4.3 ve 4.4’de kullanilan yontemler ile n 6lcliye duyarli n tane standartlastiriimis
en uygun denk vektor elde edilmektedir. Bu asamadan sonra (4.2) esitliginden n adet

dizeltme vektorq,

pi=vim, i=1,..,n (4.30)
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turetilmektedir. Genellestirme gz onitnde bulundurularak n tane dizeltme vektor
degerleri (4.4) esitligindeki gibi standartlastiriimaktadir. n tane standartlastiriimis

dizeltmeler arasindan en biyilik deger;

lpr| = max;|p;l (4.31)
esitligi ile belirlenmektedir [7].

Sinir degerin kaba hata tespitinde T = Uay, secildigi Bolim 4.2'de gosterilmistir. En

buylk degere sahip olan k. 6lgliide kaba hatanin bulunup bulunmadigina karar verme
su sekilde yapilmaktadir; eger p, > T ise k. Ol¢lide kaba hata bulunmaktadir, eger

pr < T ise k. dlgiide herhangi bir kaba hata bulunmamaktadir.
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BOLUM 5

JEODEZiK AGLARDA GUVENILIRLIK ANALizi

5.1 Dengelemenin Matematiksel Modeli

istatiksel anlamda &lciilen biyiklikler rastgele degiskenlerdir (kenarlar, dogrultular
vb.). Parametre kestirimine iliskin dogrusal modeller, 0lcllerle bilinmeyen
parametreleri (koordinatlar, yikseklik farklari) arasinda yazilan dogrusal fonksiyonlar
ya da denklemler biciminde tanimlanir. Olciilerin bilinmeyen parametrelere dogrusal
bagimliigi genel olarak fiziksel, matematiksel ya da geometrik iliskilere gore
dogrusallastirma islemi ile saglanir [14]. Ornegin nivelman aglarinda yiikseklik farki
Olcllerinin beklenen degerleri, kestirilmesi istenen nokta yiliksekliklerinin dogrudan
dogrusal fonksiyonlaridir. Eger, olciler ile bilinmeyenler arasinda dogrusal olmayan

fonksiyonlar varsa Taylor acinimi yardimiyla dogrusallastirma islemi yapilmaktadir [15].

Dengelemenin dogrusallastiriimis fonksiyonel modeli olarak diizeltme denklemleri ve

stokastik modeli s6yle verilir;
v=Ax —1, (5.1)
Cy = 05Qy = ogP~™. (5.2)

Fonksiyonel ve stokastik modellere birlesik olarak Gauss-Markoff modeli denmektedir.
Diizeltme denklemleri dengelemenin fonksiyonel modelini, dlclilerin kovaryans matrisi
ya da bundan donistirilen agirlik matrisi de stokastik (rastgele) modelini
olusturmaktadir. Fonksiyonel model ve stokastik modele dengelemenin matematiksel

modeli adi da verilmektedir [15].
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(5.1) ve (5.2) esitliklerinde [ kagaltilmis olgh vektorty, A katsayilar matrisi, x
bilinmeyenler vektérii ve v dlgiilere getirilecek diizeltmeler vektérii, o2 birim agirlikh
Ol¢linlin 6nsel (a priori) varyansi, C;; Olgllerin kovaryans matrisi, P kdsegen agirhk

matrisi.

EKK yontemi vT Pv = minimum ilkesinin saglanmasina dayanir. Normal denklemler

soyle verilir:

ATPAx — ATPL = 0. (5.3)
Bilinmeyenler vektorii det (AT PA) # 0 kabul ediliginde;

x = Q. AT Pl (5.4)
ile bulunur. Bilinmeyenlerin agirlik katsayilari matrisi;

Qxx = (ATPA)™! (5.5)
olmaktadir. Dizeltmelerin agirlik katsayilari matrisi:

Quy = P71 — (AQxAT), (5.6)
Sg birim agirlikli 6lgtiniin standart sapmast:

Tp
So= |2 f”. (5.7)

elde edilmektedir. Burada f (n — u) serbestlik derecesini ifade etmektedir [14].

5.1.1 Matematiksel Modelin Homojenlestirilmesi

Agirhklart farkli olcilere iliskin Gauss-Markoff modelinin esit agirhkh basit bir modele
doénismesi icin homojenlestirme islemi yapilmaktadir. Buna goére, pozitif tanimli olan P
agirlik matrisi Cholesky carpanlara ayirma yontemi ile D Ust lggensel matris olmak
Uzere;

esitligi elde edilmektedir. Korelasyonlu dogrusal model;

[+7=Ax (5.9)

olarak ele alindiginda;
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A=DA (5.10)
=Dl (5.11)
v=D7¥ (5.12)
doénisum esitlikleri ile;

l+v=Ax, (5.13)
Cy = 0lE (5.14)

yazilabilir. Burada E birim matristir, yani; P = E olur. Olciiler arasinda korelasyon yoksa

doénisum esitliklerinde D matrisi;

D = diag(y/Py, [Py ., \[P) (5.15)

seklindedir. Buna goére [+ ¥ = Ax duzeltme denklemlerinin DI + D¥ = DAx = | +
v = Ax denklemlerine donlstirilmesi her bir denklemin ilgili 6lct agirliginin karekoki

ile carpilmasi anlamina gelmektedir. Bu isleme homojenlestirme adi verilmektedir [14].

5.2 Serbest Ag Dengelemesi

Diisey kontrol aglarinda (nivelman aglari) yiikseklik farklari élcilir. Olgiler, ilgili
nivelman agin bir yukseklik sisteminde tanimi i¢in hicbir bilgi icermez. Bir nivelman
aginin en az bir noktasinin yiksekligi bilinmiyorsa, agin disey konumu belirsizdir.

Diisey yonde istege bagh olarak 6telenebilir. Boyle aglara serbest aglar adi verilir [15].

Bir jeodezik agin bir koordinat sisteminde tanimlanabilmesi icin gerekli bilgilere,
ornegin; tek boyutlu yikseklik aginda diisey yonde otelemeye, datum parametreleri
veya dis parametreler adi verilmektedir. Blyukliklerin secimi istege bagl oldugundan

bunlara serbest datum parametreleri de denmektedir [15].

Ag dengelemesinde yeni noktalar ve duyarliklari (precision) dengelemede sabit
degerler olan datum parametrelerinden etkilenmektedirler. Dayali dengelemede
hatasiz olarak alinan noktalardan uzaklastikca nokta konum hatalari artmaktadir. Yani

konum hatalari ve diizeltmeler datum secimine gore degismektedir [15].
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Uyusumsuz Olcilerin arastirilmasinda, dizeltmelerin datumdan bagimsiz olabilmesi icin
jeodezik aglar serbest ag dengelemesi ile ¢ozulir [15]. Boylece agda nokta konum

hatalari bakimindan homojen bir yapi olusturulur.

Serbest aglarda tiim noktalarin koordinatlari bilinmeyenlerdir. Normal denklem
katsayilar matrisi tekil ve determinanti sifira esittir. Rank bozuklugu ya da defekt sayisi
serbest datum parametrelerinin sayisina esittir. Dengelemenin ¢ézimiinde kullanilan
serbest ag dengeleme tirleri su sekildedir; datumun defekt sayisi kadar sabit koordinat
ile tanimlandigi zorlamasiz klasik dengeleme, datum tanimina tim noktalarin katildigi
tim iz minimum yontemine goére dengeleme ve datum tanimina noktlardan bir
bolimunin katildigl kismi iz minumum yontemine gbére dengeleme. Bu dengeleme
turleri birbirine donUstlrilebilmektedir. Nokta konumlari ve duyarliliklari datum
tanimina bagl olarak degismesine karsin ag geometrisi (dengeli 6lciler), sonsal varyans

(s2), dengeli lgiilerin ve fonksiyonlarin standart sapmalari degismez [15].

5.2.1 Zorlamasiz Klasik Dengeleme

Zorlamasiz klasik dengeleme, normal denklem katsayilar matrisinin determinantinin
sifirdan farkli oldugu bilinen dengeleme tiridir. Tim noktalar bilinmeyen olduguna
gore dizeltme denklemlerinde A katsayilar matrisinden defekt sayisi kadar situn
silinerek, bir baska ifade ile defekt sayisi kadar koordinat bilinmeyeni sabit kabul
edilerek normal denklem katsayilar matrisinin diizenli (determinanti sifirdan farkli)
olmasi saglanir. Sabit kabul edilen noktalardan uzaklasildiginda nokta konum

hatalarinin artmasi bu dengeleme tiriiniin olumsuz yanini olusturmaktadir [15].

5.2.2 Tiim iz Minimum Yéntemine Gore Dengeleme

TUm iz minimum ¢6ziiminde, tim noktalar icin en uygun konumlandirma saglanir.
Tum noktalarin bilinmeyen oldugu bu ¢6ziimde, kicultlilmis koordinat bilinmeyenleri
vektori (xg4) normu ve normal denklem katsayilar matrisinin tersi olan bilinmeyenlerin

agirlik katsayilar matrisinin (Qg4) izi minimumdur [15].

Dengelemenin fonksiyonel modeli; v = Ax — | duzeltme denklemleri ve GTxg =0

kosul denklemlerinden olusur. Bu sistemin ¢6zimb ile bilinmeyenlerin agirlik katsayilar
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matrisi, yani; Qg = N7', N matrisinin Moore-Penrose tersi ya da vyalancl tersi

(pseudoinverse);

Q=N*=W+G6") - GGTGGTG)'GT (5.16)
seklinde bulunmaktadir. Buradan x, koordinat bilinmeyenleri;

Xg = Qgn (5.17)

esitligi ile elde edilmektedir. Bu ¢6ziimde agin datumu G matrisiyle tanimlanmakta ve
tim noktalar datum tanimina katiimaktadir. Nokta sayisi p ve defekt sayisi d iken,
koordinat bilinmeyenlerinin sayisi bir boyutlu aglarda u=p, iki boyutlu aglarda u=2p ve
Uc boyutlu aglarda u=3p’dir. Bunun yani sira G matrisinin boyutlar uxd’dir [15].

Ornegin nivelman agi (bir boyutlu aglar) icin GT matrisi;
T _ 1
G" = N [11..1] (5.18)

esitligi ile bulunmaktadir.

5.3 Uyusumsuz Ol¢ii Testi

Kaba hatali olcllerin belirlenebilmesi icin cesitli test yontemleri gelistirilmistir.
Yontemlerin  temeli, degisik varyans faktorleri kullanilarak diizeltmelerin
standartlastirilmasidir. Farkhilik ise kullanilan degisik varyans faktorlerinden cikar.
Bunlardan Baarda test yénteminde (data snooping) onsel (a priori) varyans oZ

kullanihr.
Diizeltmenin, standart sapmasina orani ile standartlastiriimis diizeltme elde edilir:
By = |vil /50, (5.19)

Yukaridaki esitlik kullanilarak Baarda test blyukligi su sekilde bulunur:

- _ |l
Vip = —Fr—
(o] Qvivi

Yukarida goOsterilen Baarda test buylkligl standart normal dagilimhidir [14].

~N(0,1). (5.20)

Tam olgller kuskulu goralir ve vp,,, = max (v;;i = 1,2, ...,n) ilgili dagihmin glven

sinirindan blyikse;
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VUmax,p > Ui-ay/2 (5.21)

ilgili 6lciinliin uyusumsuz olduguna karar verilir. Hata kaynaklari belirlenebilirse 6lci
yeniden oOlculir. Aksi halde o6lciler arasindan cikarilir. Kalan 6lciler ile dengeleme ve
test islemleri kaba hatali Olcli citkmayincaya kadar sdrdirilir. Yukaridaki esitlikte

Uj_q,/2 NOrmal dagiima iligkin gliven sinirlanidir [15].

42



BOLUM 6

SAYISAL UYGULAMA

Bu boliimde standart denk uzay yaklasimi, en uygun denk vektor yaklasimi ve Baarda
(Data Snooping) yontemi ile kaba hata analizinin dogrusal regresyona ve nivelman
agina uygulanmasina yonelik uygulama adimlarindan bahsedilmistir. Bu iki yaklasimda
temel olarak Potter algoritmasi kullanilmasinin yani sira katsayilar matrisinin tekil

deger ayrisimi ve QR ayrisimi da kullaniimistir.

6.1 Ortalama Basari Orani (OBO)

Kaba hata analizinin tespiti icin kullanilan yaklasimlardan denk uzay yontemlerinin
istatistiksel  davranislarinin  belirlenmesi  ve  glvenilirliklerinin  arastirilmasi
gerekmektedir. Ayni zamanda bu yaklasimlarin EKK yaklasimina dayali Baarda yontemi
(Data Snooping) ile karsilastirlmasi amaclanmaktadir. Bu nedenle glvenilirlik
arastirmasi icin ortalama basari orani (the mean success rate) kavrami onerilmistir [21].
Ortalama basari oranini elde etmek icin similasyon teknigi (Monte-Carlo method)
kullaniimaktadir. Similasyonda uygulanan deney sayisi m, elde edilen basarili

sonuglarin sayisi k oldugunda asagidaki oran;
OBO =k/m (6.1)

ortalama basari oranidir.
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6.2 Olgiilerin Elde Edilmesi

Cizelge 6.1 Dogrusal regresyon uygulamasinda karakteristik 6zellikler

Dogrusal Regresyon Modeli
Olcii sayisi (n) 10
Bilinmeyen sayisi (u) 2
Serbestlik derecesi (f) 8

Cizelge 6.2 Jeodezik nivelman agi uygulamasinda karakteristik 6zellikler

Nivelman Agi
Olcii sayisi (n) 17
Bilinmeyen sayisi (u) 8
Serbestlik derecesi (f) 10

6.2.1 lyi Olgii Kimelerinin Elde Edilmesi

Beklenen degeri u (4 = 0) ve standart sapmasi o olan normal dagiimis rastgele
hatalarin (g;), hatasiz 6lglilere eklenmesi ile (6.2) esitligindeki gibi iyi 6l¢l kimesi (m;)
elde edilmektedir [32]:

m; =mgy+ &, (6.2)

e~N(u=0,02). (6.3)

6.2.2 Kaba Hatali Olgiilerin Elde Edilmesi

Kaba hatali 6lctiniin elde edilmesi icin, rastgele secilen uyusumlu ol¢liden normal
dagilmis rastgele hata cikarilarak diizgiin (uniform) dagilimdan elde edilen ém degeri,
my Olgulerin gercek degerine eklenmektedir. Es olasiliga sahip bir dagihm olan siirekli
diizgin dagilim, tekdiize veya olusturdugu histogramdan dolayi diktortgensel dagilim

olarak da adlandirilir. Kirletilmis bir m; 6lgtsu soyle verilir:
m; = mgy + om. (6.4)

Olgiilere istenen sayida kaba hatali deger (6m) eklenerek kaba hatali l¢ii veya 6lgiiler

elde edilebilir.
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Kaba hatalar, rastgele kaba hatalar ve ortak etkilenmis kaba hatalar olarak iki ana
gruba ayrilirlar [33]. Gergeklestirilmis calismalar, rastgele kaba hatalara ait ortalama
basari oranlarinin, etkilenmis kaba hatalara ait olanlardan daha blyik ciktigini [34] te
gostermektedir. Bu calismada sadece rastgele kaba hatalara ait ortalama basar

oranlari incelenmistir.

6.2.2.1 Rastgele Kaba Hatalar

Olcilerdeki kaba hatalar gelisigiizel ortaya cikiyorsa bunlara rastgele kaba hatalar

denir. Kaba hatalarin isaretleri ve genlikleri degisebilir [36].

Tek bir kaba hata icin kaba hata bolgesinin araligi int(o)olsun.

int(o) = 30 < dmy, < 60, (6.5)
0<t; <1ve0<t, <1olmaklzere;

ém(k) = sign(t,)dmy, (6.6)

yazilabilir. Burada;

sign(t,) = {t: 2 Z gg} (6.7)
omy, = 30 + t,4, (6.8)
k = nyt,, (6.9)
A= 60 — 30 = 30, (6.10)

olarak tanimlanir ve ayrica t; ve t, diizglin dagihmli ve 0 ile 1 arasindadir. A ise kaba
hata genliginin int(o) genisligidir. Kigik genlikli kaba hatalar 3o ile 60 araliginda,
blyuk genlikler ise 60 ile 120 arahginda alinmistir. Yukaridaki esitliklerde “sign” ifadesi
isaret fonksiyonudur. Biylik genlikli kaba hatalar icin esitlikler ise asagida verilmektedir
[20]:

omy = 60 + t,A, (6.11)
A= 120 — 60 = 60. (6.12)
Burada k degeri (6.9) esitligindeki gibi, t; ve t, degerleri de yine 0 ile 1 arasinda

diizgin dagilimh olarak belirlenmektedir.
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Birden fazla kaba hatalar icin de yukaridaki yaklasim uygulanabilmektedir [35].

6.3 Dogrusal Regresyon

Bu bolimde asil amag iki degisken arasindaki dogrusal iliskinin grafik ve dogrusal cizgi
ile tanimlanmasidir. Burada dogrusal cizgi regresyon cizgisi olmakla beraber bu cizgiye
ait esitlik de regresyon esitligi olarak adlandirilmaktadir. Regresyon esitligi x degiskeni
(bagimsiz degisken, kestirici degisken veya aciklayici degisken olarak adlandirilmakta)
ve y degiskeni (bagimli degisken veya tepki degiskeni olarak adlandirilmakta) arasinda
iliskiyi ifade etmektedir. Tipik bir y = ax + b dogrusal esitligi (Sekil 6.1), y = by + b, x
seklinde gosterildiginde burada by, y ekseniyle kesisimi ve b; egimi géstermektedir

[37].
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Sekil 6.1 Olgii kiimesinde kaba hatanin bulunmadigi durum

Sekil 6.1’de kaba hatanin bulunmadigi durum icin gosterilen egilim cizgisi ile Sekil
6.2’de kaba hatanin bulundugu durumda gosterilen egilim cizgisi farklilik gosterir. Kaba

hatanin olusmadigi durumlarda egilim cizgisi beklenen sekilde olusmaktadir.
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Sekil 6.2 Olgii kiimesinde kaba hatali élgiilerin bulundugu durum

Kaba hatanin olustugu durumlarda ise bilinmeyenlerin kestirimi ve 0lgilerin
dengelenmesinden O6nce olusan kaba hata veya hatalarin tespit edilmesi ve ayiklanmasi
gerekmektedir (Sekil 6.2). Bundan dolayi dogrusal regresyon analizi kaba hata

arastirmasini icermelidir.
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6.4 Nivelman Aginin Yapay Olarak Uretilmesi

Yapay olarak bir nivelman agi elde etmek icin Sekil 6.3’te 6l¢ct sayisi 17, bilinmeyen
sayisi 8 ve serbestlik derecesi 10 olan ag yapay olarak olusturulmustur. Cizelge 6.3'te
gosterilen yilikseklik degerleri nivelman agi noktalarina ait olup bu yiksekliklerden

ylkseklik farklari hesaplanmistir. Gegkiler 0.620 km ile 0.260 km arasinda degisen

birbirine yakin degerler olarak belirlenmistir. Nivelman aginda o; = 0,/VS (0, =

1imm
\/T—m) alinmistir.

Cizelge 6.3 Nivelman agi hatasiz nokta ylkseklikleri

NN H; (m)
1 1051.215
2 1061.786
3 1040.982
4 1045.567
5 1050.963
6 1045.984
7 1035.897
8 1075.163

Yikseklik farklari (6.13) esitligiyle elde edildikten sonra, her bir hatasiz yiikseklik farkina
normal dagilmis rastgele hatalar (6.14) esitligindeki gibi eklenerek yapay oélgller (Ahj,)

elde edilir:
Ahy. = Hy — H;, (6.13)
Ah;k = Ahik + €ean- (614)

Burada e,;, normal dagilmis rasgele gozlem hatalaridir:

o

ean~N(u= 0,02 = <= 1mm?). (6.15)
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Sekil 6.3 Kullanilan yapay nivelman agi

Uyusumsuz 6lc¢i ilgili uyusumlu olclideki normal dagilmis rastgele hata kaldirilip yerine

(6.16) esitligindeki gibi kaba hata getirilerek elde edilir:

(6.16)

6.5 Uygulama Sonuglari ve Degerlendirilmesi

Dogrusal regresyon modeli ve nivelman agina ait 6lct sayilari, bilinmeyen sayilari ve
serbestlik dereceleri Cizelge 6.1 ve 6.2’de gosterilmistir. Elde edilen her bir 6rnek
kiimeye standart denk uzay yaklasimi, en uygun denk vektor yaklasimi ve Baarda
yontemi uygulanmistir. Dogrusal regresyon ve nivelman agi icin 100’er tane yapay
ornek kime uretilmistir. Her bir 6érnek kiime icin 100 farkli kaba hatali 6rnek kiime
olusturulmus ve bodylece tane kirletilmis o6rnek kiime elde
edilmistir. Uygulamalarda kullanilan bitin yaklasimlarin OBOQO’lari iteratif olarak

hesaplanmistir.
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6.5.1 Dogrusal Regresyona Ait Sonuglar

6.5.1.1 Standart Denk Uzay Yaklasimi Sonuglari ve Degerlendirilmesi

Cizelge 6.3 Standart denk uzay yaklasimi OBO sonuglari

Kaba Hata . G.:0,0S G.:0,0l G.:0,00].
e e Olcl Testi
Blyuklugu (%) (%) (%)
Global Test 83,27 63,98 37,67
30-60
Yerellestirme 78,72 62,56 37,16
Global Test 100,00 99,97 99,55
60-120
Yerellestirme 97,02 99,96 99,54

Cizelge 6.3'de gosterilen OBO sonuglari 30 — 60 araliginda ve 60 — 120 araliginda
bulunan kaba hatalara ait farkli anlam diizeyleri icin bulunmustur. Sonuclar bir kaba
hata icin gecerlidir. Buradaki sonuclar Potter algoritmasi kullanilarak elde edilen V
denk uzay matrisiyle ¢ozlimlenmistir. Bunun yani sira V denk uzay matrisinin elde
edilmesinde; A katsayilar matrisinin tekil deger ayrisimi ve QR ayrisimi kullanilmistir.
Bu iki farkli yontem ile elde edilen OBO sonuglari Cizelge 6.3’de bulunan sonuclarla

ayni ctkmistir.

6.5.1.2 En Uygun Denk Vektor Yaklasimi ve Baarda Yontemi Sonuglari ve

Degerlendirilmesi

Cizelge 6.4 En uygun denk vektor yaklasimi ve Baarda yontemi OBO sonuglari

Kaba Hata G.:0,0S G.:0,0l G.:0,00].

Blyuklagu (%) (%) (%)
30-60 66,38 85,38 75,97
60-120 67,08 90,74 99,06

Cizelge 6.4'de gosterilen OBO sonuglari dogrusal regresyonda 30 — 60 araliginda ve
60 — 120 araliginda bulunan kaba hatalara ait farkh anlamlihk dizeyleri icin

bulunmustur. Sonuclar bir kaba hata icin gecerlidir. Buradaki sonuclar Potter
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algoritmasi kullanilarak elde edilen V denk uzay matrisiyle ¢6ziimlenmistir. Bunun yani
sira V matrisinin elde edilmesinde; katsayilar matrisinin tekil deger ayristiriimasi ve
katsayilar matrisinin QR ayristirilmasi kullaniimistir. Katsayilar matrisinin tekil deger
ayrnistiriimasi ve katsayilar matrisinin QR ayristiriimasindan elde edilen V matrisleri
birbiriyle ayni olmasina ragmen Potter algoritmasindan elde edilen V matrisi ile farkhlik
gostermektedir. Ayrica Baarda yontemi dahil adi gecen bitin yaklasimlarda ayni
dizeltme vektorleri elde edilmistir. Cizelge 6.4’de bulunan OBO degerleri Potter
algoritmasi, katsayilar matrisinin tekil deger ayristirmasi ve katsayilar matrisinin QR
ayristirmasi icin ayni sonuclar gostermektedir. Buna ilaveten; Baarda yontemi (Data
Snooping) dogrusal regresyonda uygulanmistir. Yine Cizelge 6.4'de gosterilen OBO
sonuclari Baarda yontemi icin de aynidir. BOylece dogrusal regresyonda Baarda
yontemi ve en uygun vektor yaklasimi ayni OBO’ya yani ayni kaba hata yakalama

basarisina sahiptir.

6.5.2 Nivelman Agina Ait Sonuglar

Nivelman agi uygulamasinda bitlin yaklasimlar icin zorlamasiz ve tim iz yontemine
gore dengeleme yapilmistir. Cizelge 6.5'te tim iz yontemi icin OBO sonuglari

gosterilmistir.
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6.5.2.1 En Uygun Denk Vektor Yaklasimi Sonuglari

Cizelge 6.5 Nivelman aginda en uygun denk vektor yaklasimi ve Baarda yontemi OBO

sonuglari
Kullanilan | Kaba Hata Kaba a=0,05 | a=0,01 | a=0,001
Metot | Biyikliga S'lata (%) (%) (%)
yisi
1 49,1 66,3 56,2
30-60 41,3 46,3 25,9
Potter 3 29,6 25,2 8,8
Algoritmasi 1 53,8 84,0 98,0
60-120 2 51,7 78,6 89,8
3 45,9 65,2 72,1
1 49,1 66,3 56,2
30-60 2 41,3 46,3 25,9
Tekil Deger 3 29,8 25,3 8,8
Ayristirmasi 1 53,8 84,0 98,0
60-120 2 51,8 78,7 89,9
3 46,4 65,8 72,7
1 49,1 66,3 56,2
30-60 2 41,4 46,3 25,9
QR 3 29,7 25,2 8,8
Ayristirmasi 1 53,8 84,0 98,0
60-120 2 51,7 78,6 89,8
3 46,1 65,4 72,3
1 49,1 66,3 56,2
30-60 41,2 46,3 25,9
Baarda 3 29,6 25,2 8,8
Yontemi 1 53,8 84,0 98,0
60-120 2 51,7 78,5 89,7
3 46,0 65,1 72,0
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Cizelge 6.5’te nivelman agi icin gosterilen OBO sonuclan 30 — 60 araliginda ve
60 — 120 araliginda bulunan kaba hatalara ait farkh anlamliik dizeyleri icin
bulunmustur. Sonuglar bir, iki ve lg¢ kaba hata icin hesaplandi. Buradaki sonuclar Potter
algoritmasi kullanilarak elde edilen V denk uzay matrisiyle ¢oziimlenmistir. Bunun yani
sira V matrisinin elde edilmesinde; katsayilar matrisinin tekil deger ayrisimi ve
katsayillar matrisinin QR ayrisimi kullanilmistir. Katsayilar matrisinin tekil deger
ayrisimindan ve QR ayrisimindan elde edilen V matrisleri birbiriyle ayni olmasina
ragmen Potter algoritmasindan elde edilen V matrisi ile farklilik géstermektedir. Ayrica,
elde edilen dizeltme vektorleri Baarda yontemi dahil bitin yaklasimlar icin ayni
cikmaktadir. Cizelge 6.5°te bulunan OBO degerleri Potter algoritmasi, katsayilar
matrisinin tekil deger ayristirmasi ve katsayilar matrisinin QR ayristirmasi icin ayni
sonuclari gostermektedir. Buna ilaveten; Baarda yontemi (Data Snooping) jeodezik
nivelman agina uygulanmistir. Yine Cizelge 6.5'te gosterilen OBO sonuglari Baarda
yontemi icin de aynidir. Boylece jeodezik nivelman aginda da Baarda yontemi ve en

uygun vektor yaklasimi ayni OBQO’ya sahiptir.
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BOLUM 7

SONUCLAR VE ONERILER

Dogrusal regresyon uygulamasina ait Cizelge 6.3 ve Cizelge 6.4’te gosterilen OBO
sonuclari karsilastinldiginda; kiiclik genlikli kaba hatalarin yakalanmasinda en uygun
denk vektor yaklasimi standart denk uzay yaklasimina gore, blyik genlikli kaba
hatalarin yakalanmasinda ise standart denk uzay yaklasimi en uygun denk vektor
yaklasimina gore daha basarihdir. Buna ilaveten; kiiclik genlikli kaba hatalarin
yakalanmasinda 0.01 anlamlihk dizeyi icin yaklasik olarak %20 oraninda, 0.001
anlamhilik diizeyi icin de yaklasik olarak %40 oraninda iyilesme orani elde edilmistir.
Diger taraftan 0.05 anlamlilik diizeyi icin standart denk uzay yaklasimi hem kiclik
genlikli hem de blyik genlikli kaba hatalarin yakalanmasinda daha basarilidir. Ayrica
Baarda yontemi ile en uygun denk vektor yaklasiminin kaba hata yakalama basari

oranlari aynidir.

Dogrusal regresyonda elde edilen sonuca paralel olarak Cizelge 6.5'te gosterilen
jeodezik nivelman uygulamasinda da Baarda yonteminin kaba hata yakalama basarisi

en uygun denk vektor yaklasimi ile ayni basariya sahiptir.

Diger taraftan nivelman agi uygulamasina ait Cizelge 6.5'te gosterildigi gibi en uygun
denk vektor yaklasiminda kullanilan Potter algoritmasina alternatif olarak kullanilan
katsayilar matrisinin tekil deger ayristirmasi ve QR ayristirmasi yontemlerinde de ayni
OBO yakalanmistir. En uygun denk vektor yaklasimi icin Potter algoritmasina alternatif
olarak katsayilar matrisinin tekil deger ayristirmasi veya QR ayristirmasinin kullaniimasi
islem kolayhgl saglamasinin yaninda sonuca daha hizli ulasmayi saglamaktadir.
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Nivelman agi uygulamasinda Olcilere ait agirlik matrisi olusturularak stokastik modele

eklenmis ve daha sonra model homojenlestirilmistir.

Kullanilan yonteme gore V matrisi degismektedir. V matrisini belirlerken silinecek satir
veya sutunlarin kullanilan yonteme gore degistigine dikkat edilmesi gerekmektedir.
Ornegin; zorlamasiz klasik dengeleme ydntemini kullanirken tiim iz yéntemine gére bir

sttun fazla silinmesi gerekmektedir.

Nivelman agi uygulamasinda tiim iz yontemi ve zorlamasiz klasik dengeleme yontemi

kullanilarak ayni oranda OBO elde edilmistir.

Ayrica kaba hata sayisi arttikca yontemlerin basarilari azalmakta, kaba hata genligi

blyudikce ise yontemlerin basari oranlari artmaktadir.

Nivelman ag1 uygulamasinda rediindansi (fazla 6l¢l payi) en biiyik ve en kiglk olan iki
Olcliye kaba hata eklenerek bu olclilerdeki OBO’lar bulundu. Rediindansi en kiigik
(0.44) olan altinci 6lctiniin OBO’su en distk (% 51.23), rediindansi en biylik (0.74) olan
on besinci Olcliniin ise OBO’su en blyik (%90.27) olarak bulunmustur (Sekil 6.3). Bu

durum ag geometrisinin uyusumsuz ol¢l analizi Gzerindeki etkisini ortaya koymaktadir.
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