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OZET

Uygulama alanlari incelenginde, kompozit kabuklarin yiksek basingli tanklahiti birgok
silindirik formda siklikla kullaniimasi, 06zelliklebu kabuklarin farkli kalinliklarda
davranglarinin incelenmesine neden olgtwr. Kalin kabuklarda, kalinlik ekseni boyunca
gerilmelerin hesaplanabilmesi amaciyla yapilansgalarda kayma gerilme etkilerinin de
hesaba katilgh yuksek mertebeli deformasyon teorileri ile eld@len sonuglarin hassasiyeti
dikkat cekicidir. Bu cabmada genel olarak Klasik ve Birinci Mertebeden Defasyon
Teorilerine de yer verilgi olmasinin sebebi; teorilerin gglrilmesi sirecinde kayma
deformasyonlarinin etkisinin go6sterilebilmesidir.ndak artan mertebelerde kullanilan
hesaplama gucunun artmasi ve elde edilen sonuklandasasiyet incelenginde, ozellikle
Uciincii Mertebeden Deformasyon Teorisi kullanimin@saplama gugliii ve sonug
hassasiyeti bakimindan optimum noktada gldbelirlenmitir. Bu nedenle tez ¢amasinda
tercih edilen yontemdir. Ornek uygulamada tercilileed sinir sartlari Navier ¢ozimun
sglayacak sekilde, sinir dgerlerinin  Ciftli Fourier Serileri kullanilarak yagan
tanimlamalarinda sureksizlik glurmamaktadir. Belirlenen lamine kabuk simetrikdizgin
yayllmis yuk etkisindedir. Analitik ¢dzium neticesinde eldalilen kismi diferansiyel
denklemler kullanilarak MATLAP programlama dilind&od hazirlanmgtir. Sayisal
sonugclarin dgrulugu ve hassasiyeti J.N.Reddy tarafindan ayni 6zeklikkabuk icin elde
edilen sonuclar ile kadastiriimistir.



ABSTRACT

A review of applications reveals that the use ahposite shells in many cylindrical forms
including high-pressure tanks led to the examimatb these shells particularly at varying
thicknesses. In studies conducted on thick shelistie calculation of stresses along the
thickness axis, the sensitivity of results obtairmld high-order deformation theories also
taking into consideration shear stresses are rahbrkThe reason underlying this study’s
inclusion of generally the Classical and First-@rdeformation Theories has been the ability
to show the effect of shear deformations throughibet process of the development of
theories. However, a review of the increase ofdaleulation difficulty used in increasing
orders and the sensitivity in obtained results shtvat the use of especially the Third-Order
Deformation Theory was at an optimum point withamety calculation difficulty and result
sensitivity. Therefore, this is the preferred methoa the thesis study. The boundary
conditions preferred in the example practice damscreate a discontinuity in its definitions
made using the Double Fourier Series of boundalyegato provide for Navier solution. The
determined laminated shell is under the influenteyonmetrical and uniformly-distributed
load. Using partial differential equations obtairseda result of analytical solution, a code was
prepared in MATLAP programming language. The aocoyrand sensitivity of numerical
results were compared with results obtained byReNdy for shells of similar characteristics.
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1. GIRIS
Tabakali kompozit plak ve kabuklarin mihendisliktklllanim alanlarinin son otuz yilda

hizli bir bicimde artmasi ile kompozit plak ve k&tarin statik ve dinamik davragni
anlamak icin bircok agtirmaci bu konu ile ilgilenngive caitli arastirmalar yapmglardir.

Yap! malzemesi olarak kompozitler @ik agsirlik, yiksek dayanim ve rijithe sahip
olmalarindan dolayr bircok muhendislik yapilarindieullaniimaktadirlar. Kompozit
malzemeler birgcok avantajlara sahiptir. Sahip @glduavantajlar sebebiyle kompozit
malzemelerin kullanim alanlari giinden gune artndakt®u durum kompozit malzemelerin
Uretiminde ve gedtiriimesinde yeni yontemler ve uygulamalara sebkpastadir. Bitin bu
calismalarin bir sonucu olarak, diinyada artik hemen helmee sektdrde kompozit teknolojisi
kullanilmaktadir. Bunlardan bazilarn betonarme lgatiroketler, gemi imalati, otomobil
parcalar imalati, yakit tanklari, silo imalati, rbar, uzay araclarinin yapimi olarak

gosterilebilir.

Kabuklar, belirli bir erilige sahip ince cidarl yapilar olarak tanimlanabiBu yapilar,
tabakall kompozit kabuklar olarak tek tabakall veyk tabakall, malzeme olarak izotrop
veya anizotrop olarak imal edilebilir. Plaklar isgbuk elemanlarin 6zel bir halidir. Plaklarda

egrilik yaricaplari sonsuza gider.

Plaklar ve kabuklar, kalinliklari ger iki boyutuna oranla, cok kucik olansitaci
elemanlardir. Dgey ve vyatay yukleri aktararak stgici sistem elemanlar arasindaki
surekliligi sgglamalarindan dolayi, 6nemli birstguci sistem elemani olarak gértlmektedirler.
Taslyicl sistem yapilar genellikle, dikdortgen veyazgdiin geometriye sahip olmalari ve
cogunlukla duzgin yayil yik etkisi altinda kalmalatam dolayi, bu tip yapilarda plaklarin ve
kabuklarin analizi daha da kolaytaaktadir. Belirtilen o6zelliklere sahip plak ve k&bu
problemlerinin ¢6zUmu icin yeterli olabilecek bikgpontem gektirilmi stir.

Kalinhginin acgiklgina orani yaklgk olarak 1/20°'den kucik olan plak ve kabuklaraeinc
plaklar ve kabuklar denilmektedince plaklarin ve kabuklarin analizi, Kirchoff hipatnde
belirtildigi gibi, kalinlik boyunca kayma deformasyonlari iHnedilerek yapilabilmektedir.
Kalinhginin fazla oldgu durumlarda, Reissner-Mindlin hipotezi veya yUksdreceden
kayma deformasyonlari gdumi teorileri yardimiyla ¢ozum yapilabilmektediBunlara ek

olarak, literatirde kayma deformasyonlarini diklatn ¢ok sayida teori de bulunmaktadir.

Bazi 6zel durumlarda plak ve kabuk 6zelliklerimyilgstiriimesi istenir. Bu iyilgtirmeler ile

istenilen 6zelliklere sahip elemanlarin elde ed#msalanir. Orngin tabakali kompozit



plaklarda ve kabuklarda olgu gibi zayif ve gucli malzemelerin belirli 6l¢tlerdiraraya
getiriimesi ile veya tabaka agilariningdgmi ile bu iyilestirmeler sglanabilir.

Tabakali kompozit plak ve kabuklar ¢coksite tabaka dizilimlerine sahip olabilmektedirleev
bu tabaka dizilimlerine kg olarak farkli tabaka rijitlikleri gosterirler. B tabaka
rijitliklerinin iyl anlasiimasi ile istenilen amaca en uygun tabakalanmgdioe ulgmak

mumkin olur.

Plak ve kabuklarin analizinde analitik kagndiklardan dolayr bazi sinirlandirmalar ve
varsayimlar yapilarak yakigk yontemler uygulanabilmektedir. Tabakalandirgnplak ve
kabuk teorisinin temellendirildi bazi sinirlamalar ve varsayimlar da bulunmaktadir
Sinirlamalar, dayangh teorinin kullanimi tzerindeki sinirlamalardir kunlar giderilebilir
veya giderilemez. Varsayimlar ise, belirsizlik tidiéki teoriler Uzerindeki sinirlamalardir.
Ornezin, bir plazgin yiizeyine dik olan geriimelerin genel olarakrsafiarak kabul edilebilmesi
icin boyutunun yeterince kiguk olgu varsayilir veya dgerinin sifir oldgu farz edilir.
Yinede daha dgru bir teoriye bgvurmadik¢a, kesin olarak gerilmelerin ne kadar kiicu
oldugu bilinemez. Ozetle sinirlamalar ve varsayimlasadaki farksudur ki, sinirlamalar

bilineni varsayimlar bilinmeyenleri icerirler (J®)&975).

Plak ve kabuk elemanlar her zaman geometri ve yidklacisindan elvati 6zelliklere sahip
olmayabilirler. Bu tip 6zelliklere sahip elemanta@analizi icin yaklaik yontemler de yeterli
olmayabilir. Bundan dolayi, genislem hacmine sahip olan ancak bilgisayar degke bu
sorunu @an Sonlu Farklar, Sinir Eleman ve Sonlu Elemani@mt®mi gibi bazi sayisal ¢bzim
yontemleri kullaniimaktadir. Bu yontemlerden Sofliemanlar Yontemi, sistematik olmasi,
her turli yapiya kolaylikla uygulanabilmesi ve piamlamaya elvegli olmasindan dolayi
yaygin olarak kullaniimaktadir. Sonlu elemanlar tgdninde, analizi yapilan elemanin
geometrisine ve istenilen hassasiyete gtre sontimast & uygulanmaktadir. Ancak
problemin dgru modellenmesi, modellenen problem icin uyggnyapisinin olsturulmasi,
problem c¢6zme sirecinin zaman alici olmasi ve@ugodikkat gerektirmesi bu ydntemin

dezavantajlaridir.



2. ONCEKI CALI SMALAR

Kabuk elemanlarin davrammni anlamaya yonelik bircok caina yapilmg ve bu cakmalar
Isiginda caitli kabuk teorileri gelgtirilmi stir. Bu teoriler, kayma deformasyon etkisi dikkate
alinarak gelftirilen kalin kabuk teorileri ve klasik kabuk tesiriolarak da anilan ince kabuk

teorileri biciminde iki ana bk altinda incelenebilir.

Serbest titrgm analizi ile ilgili yapilan cakmalarin énculerinden birisi olan Galilei ipegha

sarkaclar ve plaklarin serbest tiira davrangi Gizerine deneysel ¢aitnalar yapmytir.

Kabuk teorileri ile ilgili ilk diizenli cagmalari Germaine (1821) ve daha sonra Love (1888)
yapmstir. Germaine (1821), yagil calsmalar ile ilk kez lineer izotropik kabuk teorisini
gelistirmistir. Love (1888) yapfii calsmalarda cstli kabullerde bulunmg ve kabuklarin
egilme analizi igin kendisinin birinci kabulint kuflenistir. Bu kabulle ince kabuklar icin bir
lineer analiz yontemi tanimlagtir. Yaptgi kabulleri,sekil desistirmelerin ve deplasmanlarin
cok kicuk oldgu ve yuksek dereceden terimlerin ihmal edilebilidugu prensibine
dayandirmgtir. Ayrica Love kabuklarin kalinhklarinin gkr kabuk parametreleri ile
karsilastirildiginda ¢ok kiicuk oldgu ve kayma gerilmelerinin de ghr gerilmeler yaninda
cok kucuk oldgunu kabul etnstir. Bu kabuller giginda, deformasyondan once ylzeye
normal dg@rultuda olan kesitler deformasyondan sonrada yureymal d@rultuda kalirlar.
Boylece dger kabuk teorileri de Love'un kabullerine benzerklggimlari temel alarak
gelistirilmi stir. ince kabuk teorisi Kirchoff-Love hipotezi temel arak gelitiriimis ve bu
teori diger teorilerin gelimine ik tutmustur.

Yapilan kabuller ve teoriler sonucunda elde edieriler dikkate alindiinda aratirmacilar,
gerek kirgler gerekse plak ve kabuklar icin hem donme atal&tsini hem de kayma

deformasyon etkisini dikkate almalari gergkti fark etmglerdir.

Arastirmacilarin, plak, kabuk ve kgterde donme atalet ve kayma deformasyon etkilerinin
dikkate alinmasinin zorunlu olgunu anlamalari ile bu konudas@é calismalar yapilmgtir.
Bunlardan Gol'denveizer (1961) ince kabuklar veniea kalin kabuklar icin bu sorunu
cbzmislerdir. Kayma deformasyon ve donme atalet etkilarislemlere dahil edilmesi, Love
(1888)’un birinci kabulini ve ger kabullerde gerekli g@gsikliklerin yapilmasina ve bdylece
kayma deformasyon kabuk teorisiningdoasina neden olmgtur.

Timoshenko (1921) kigler icin yaptgl calsmada, Reissner (1945) ve Mindlin (1951) de
plaklar icin yaptiklarn cajmalarda kayma deformasyon etkisini hesaplara Katedatimler

yapmsglardir. Whitney ve Sun (1973), tabakali kompozdkeruzama hareketi icin yiuksek
dereceden terimleri iceren bir teori gétmislerdir. Whitney ve Sun (1973), tabakali



anizotropik silindirik kabuklar igin bir teori gsgtirmislerdir. Srinivas vd., (1970) izotropik
durumda tabakali plaklarin kayma deformasyon etkigrgtirmislardir. Whitney ve Leissa
(1969) homojen olmayan anizotropik plaklarin araflini yapmslardir. Whitney ve

Pagano(1970) homojen olmayan plaklarda kayma defeyon etkisini ardgirmiglardir.

Son zamanlarda Latifa ve Sinha (2005) elips ve delrgekle sahip cift grilikli tabakal
kompozit kabuklarin @lme ve serbest titggm analizini sonlu elemanlar yontemi kullanarak

modellemitir.
Amabili (2003), dairesel silindirik kabuklarin gemenlikli titresimlerini aratirmistir.

Gautham ve Ganesan (1997) tabakali kompozit izokimesel kapaklarin serbest tifra
karakteristiklerini Gizerine ¢agimalar yapmgtir. Grigorenko ve Yaremchenko (2007)sitle
kalinhklardaki dikdortgen gikabuklarin gerilmesekil degistirme durumunu incelerstir.

Djoudi ve Bahai (2003) lineer ve lineer olmayan metrilere sahip & kabuklar icin

silindirik sekil dezistirmeleri esas alarak sonlu elemanlar metodustiyehistir.

Rath ve Das (1973), ortotropik silindirik kabukléizerine cakmalar yapmnglardir. Bu

calismalarda dénme atalet ve kayma deformasyon etl@seicdenklemler sunulngtur.
Dong (1968) Tabakali ortotropik silindirik kabuklarserbest titr@gmini arastirmistir.

Liew ve Lim (1995 b) cift grilikli dikdortgen izdisgime sahip kabuklarin serbest ttre
analizleri igin yuksek dereceden ifadeler icerenigiler sunmsglardir.

Liew, Peng ve Ng (2002) Kuresel kabuk panellernklfasinir sartlari etkisindeki ti¢c boyutlu

serbest titrgm analizi ile ilgili bir calsma yapmglardir.

Kayma deformasyon etkisini dikkate alan biglksmcalsma da Reddy(1984 b) ve Librescu ve
ark.(1989) tarafindan yapilgtir. Lim ve Liew (1995 a), denklemlerde yer alanksék
dereceden terimlerle ilgili olarak bir¢cok gaha yapnmgtir.

Qatu (1993) grisel kirislerle ilgili bir calisma yapmgtir. Qatu (1999) plak ve kalin kabuklarla
ilgili olarak bircok calsmalar yapmytir. Qatu (2004) tabakali kompozit plaklarin ve
kabuklarin analizini iceren bir kitap yayimlagtr.



3. MATERYAL VE METOD

Kompozit malzeme, belirli bir amaca yonelik olaran az iki farkli malzemenin bir araya
getiriimesiyle olgan malzeme grubudur. U¢ boyutlu nitelikteki bu &iaya getirmede amacg,
bilesenlerin hi¢birinde tek bana mevcut olmayan bir 6zedln elde edilmesidir. Cger bir
deysle, amaclanan dwultuda bileenlerinden daha Ustin 6zelliklere sahip bir malzeme
uretiimesi hedeflenmektedir. Kompozit malzemeyepK(Bilesenli Malzeme”, “Cok Fazl
Malzeme” “Donatili Malzeme” ve “Peftiriimis Malzeme” gibi adlar da verilmektedir
(Ersoy, 2001).

Yap! tasariminda en az kaynak ile en iyi tasarigapiimasi istenmektedityi bir tasarim
yapabilmek icin dgik agirlikl, yiksek mukavemetli ve gk maliyetli malzemeler tercih
edilmektedir. Kompozit malzemeler bu 0zelliklerioggnu bunyesinde barindirmaktadir.
Ozellikle hafif olmalari ve yiiksek mukavemet gésteleri, boylelikle tasarimlarinin kolay
yapillmasi, daha az deformasyongrammalari ve daha fazla yukstgabilmeleri kompozit

malzemelerin 6nemini her gecen gun arttirmaktadir.

Kompozit malzemeler, rijithi saslayan fiber malzemeler ile fiber malzemeleri bilada

tutmayi sglayan matris malzemelerden meydana gelmektedir.

Kompozit malzemelerin tanimindan da anthgl Uzere, kompozit malzemelerde genellikle

su dort kgul aranmaktadir:
1) insan yapisi olmasi, dolayisiylagab bir malzeme olmamasi.
2) Farkh malzemelerin G¢ boyutlu olarak bir arayirilmis olmasi.

3) Bilesenlerinin hicbirinin tek bgna sahip olmagh 6zellikleri tasimasi, dolayisiyla

bu amacla Uretilngiolmasi.

4) Kompozit malzemeleri olturan fiber ve matris malzemelerin bir bitiin olarak

davranmasi.

Kompozit malzemelerin Uretimindgu 6zelliklerin gelgtiriimesi hedeflenir; Mekanik
dayanim, korozyona ksgrdireng, rijitlik, agirlik, yiksek sicakfja dayanim gostermek, 1si
iletkenligi, kirllma toklysu, ses tutuculgu goérinim vb. Bu 6zelliklerin birisi veya birkaci
gelistirilirken, kompozit malzemenin zayif yonleri iyierilir. Bu iyilestirme kompoziti

olusturan matris ve fiber elemanlarin analizi ile mimédr.



Kompozitler gagidakisekilde gruplandirilabilir.

3.1Tanelerle Donatili Kompozit Malzeme

Kompoziti olusturan matris malzeme icerisinde milimetrik diizeydekelerin yer almasiyla
meydana gelen kompozit tradir. Bu tlre beton @@ree c¢imento) Ornek olarak

gosterilebilir.

3.2Liflerle Donatil Kompozit Malzeme

Cekme ve gilme dayanimlari istenen dizeyde olmayan zayif ermakerin zayif olan

yonlerinin iyilestiriimesi amaciyla liflerle donatiimasi ile eldeileth bir kompozit tartddar.

3.3 Tabakali Kompozit Malzeme

En az iki farkl malzemenin, tabakali Bekilde kompozitin yapisinda yer almasiyla meydana
gelir. Bu fazlardan birisi kompozite 6zgijini kazandiran surekli faz, geri ise tabakalari bir
arada tutan kgayici fazdir.

Bu calsmada ilk olarak tabakalarin analizinezaelerek gerilme tirleri ve sekil gigstirmeler
genel olarak tanimlanacak, sonrasinda malzeme mheodue simetri dizlemleri hakkinda
bilgi verilecektir. Calgjmada genel olarak Klasik ve Birinci Mertebeden Defasyon
Teorilerine de yer verilgi olmasinin sebebi; teorilerin gglrilmesi sirecinde kayma
deformasyonlarinin etkisinin gdsterilebilmesidir.zalikle Ucuincii Mertebeden Kayma
optimum noktada oldiu belirlenmitir (Reddy, 2003). Bu nedenle tez gaiasinda tercih
edilen yontemdir. Uclincii mertebeden kayma deforovasieorisi ¢zel bir durum igin
irdelenerek 6rnek bir plakanin ¢ozimi yapilacakimek plakada tercih edilen sigartlari
Navier ¢cozUmunu gtayacaksekilde, sinir dgerlerinin Ciftli Fourier Serileri kullanilarak
yapilan tanimlamalarinda sureksizlik gllurmamaktadir. Belirlenen lamine kabuk simetrik ve
dizgun yayilmy yik etkisindedir. Analitik ¢c6zim neticesinde elgidilen kismi diferansiyel
denklemler kullanilarak MATLAP programlama dilind&od hazirlanmgtir. Sayisal
sonuclarin dgrulugu ve hassasiyeti J.N.Reddy tarafindan ayni 6zelikkabuk icin elde

edilen sonuclar ile kadastiriimistir.



4. TABAKALARIN ANAL 1zi

4.1 Gerilme

Gerilme, birim alana din yukin ygunlugu olarak tanimlanir. Mekanik yapilar, hacimsel
kuvvetler ve ylzey kuvvetleri gibi kitle Gzerindarbket halinde bulunan sddkuvvetleri
alirlar. Bu kuvvetler, kitle icinde i¢ kuvvetlerebmisir. Kitle icinde bulunan tim
noktalardaki i¢ kuvvetlerin bilinmesi gerekir, ¢tinbu kuvvetlerin dgeri, yapida kullanilan

malzemelerin mukavemetlerinden dahatdiolmak zorundadir.

Sonsuz kucuk kubik bir eleman alirsak, bu kibikrelain herhangi bir yizundeki gerilmeler
bulunarak, bir noktadaki gerilmeler tanimlanabilfekil 4.1'de go6ruldgl gibi eleman
Uzerindeki herhangi bir noktada dokuz farkhh gealndavrargi bulunmaktadir. Bu
gerilmelerin alti tanesi kayma gerilmesidir ve kaygerilmeleri arasindgu sekilde bir iliski

bulunmaktadir.

I, =T, (4.1.8)
r,=r, (4.1.b)
r, =T, (4.1.c)

Yukaridaki t¢ ifade sonsuz kuicik kibik elemandalonmentlerin dengesinden bulunur.

Dolayisiyla geriye alti gerilme kalir. Bunlar kibiizeye dik dgrultudaki o,,,0,, .0,

gerilmeleri ve kubik yuzeyler boyunca bulunap, 7 ,,7, gerilmeleridir.

Ozz
T A
Tzx 2
A
Txz
Txv
y
Oxx
Oy 1
Tyz X

Sekil 4.1 Sonsuz kucik kibik elemandaki gerilmeler.



4.2 Sekil Degistirme

Dis kuvvetler sebebiyle eleman icerisindesaln deformasyonun bilinmesi de ¢ok énemlidir.
Deformasyon, kutlenirgekil ve boyutunda meydana gelen gorecelgigem olarak tarif
edilebilir. Sekil degistirme genellikle sg el kurali ile olgturulan koordinat sisteminde sonsuz
kicuk kubik bir eleman Uzerinde tanimlanir.si@e yikler altinda, sonsuz kugik kibik
elemanin kenar uzuntu desisir, kip yUzeyininsekli de bozulur. Boydaki dgsim, kayma
sekil degistirmelerindeki bicim bozulmasina ve normggkil desistirmesine tekabil eder.
Sekil 4.2’de kubik elemanin ABCD yuzundedakil desistirmeler gorilmektedir. Her bigekil
degistirme ve yer dgistirmelerin birbiriyle iliskisi vardir.Sekildeki AB ve AD kenarlargekil
degistirdikten sonra A'D' ve A'B' halini alir Buradakiely deistirmeler (x,y,z) koordinat

sisteminde tanimlanirsa, herhangi bir nokta igin;

u=u(xy,2); x dagrultusundaki yer déstirme
v=v(x,y,2); y daogrultusundaki yer déstirme (4.2)
w= W( X, Y, Z); z dgrultusundaki yer déstirme olarak ifade edilir.
Y
L Ax / -‘_|“'
™ N |
- D r C C
ﬂy 2 r|
i B
v |Bay) 1B w77 :
A X

Sekil 4.2 Cok kucuk bir alanda x-y dizleminde norwmalkaymasekil degistirmeleri
(Kaw, 1997)

Normal ve kaymasekil desistirmelerinin tanimindarSekil 4.1’deki sonsuz kiguk kubik

elemanirsekil ve boy dgisimi su sekilde bulunabilir.(Dgan, 2009)

_du _ov _ow

Ey = — E,=— £, =—

ox Yooy 0z
_6v+6u 0v+0w _ 0W+6u (4.3)

yxy—& a_y Vyzza a_y sz—& %z



4.3 Hooke Kanunlari

Muhendislikte kullanilan malzemelerin big@o lineer ve izotrop 6zellik gosterir. Elastik
Hooke cisminde gerilme tensorl ifekil desistirme tensoru arasindaki gati asagidaki
gibidir.

0, =Quéu (4.4)

Bu denklemleringiliz Matematik¢i Robert Hooke (1635-1703) tarafn ifade edilen ve
Hooke kanunu olarak bilinen gkilerdir. Sistemde meydana gelen her etki sistem@en

kicuk bir yikten dolayl okan deformasyonlarla gousal olarak ikkilidir. Hooke kanunu

olarak anilan ifadelersagida matematiksel olarak aciklarytm.

1 1
511=E(011_V(022+033)) 512=aalz
=1 =1 (4.5)
€22 _E(JZZ_V(011+033)) 513_601: )
1 1
€33 = E(Uss -V (011+ 022)) € 3= EU 2z

Buradav Poisson oranidir. Kayma moduli G ise, elastikts@bie poisson oran/niin bir
fonksiyonudur.

_E
G—2(1 ] (4.6)

4.4 Malzeme Modilleri

Uc boyutlu geriime durumunda, lineer izotropik bmalzeme igin, x-y-z ortogonal
sistemindeki bir noktada, Hooke kanunlariyla eldédes gerilmesekil degistirme iliskisi

matris formundagagidaki gibidir.

I vr Y 5 0 o
E E E
e -2 L Y 0 0o olfo.
Ex E E E T
g
JI ]
z | = z 4.7)
Yy o o o = o ol
yZX G TZX
RER 0 0 0o 0o X o|lTw]
G
o o o o0 o X
L G |
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Eger malzemenin mekanik ozellikleri yondengirali ise anizotrop malzeme denizotrop
malzemede ise malzemenin hegddtusunda elastik 6zellikler aynidir. Anizotrop laeme,
icerisinde herhangi bir dizleme goére simetriye patgilse malzeme bir noktada yirmi bir
adet bgimsiz elastik sabite sahiptir. Bu sabitler bir Kezl bir nokta i¢in bulundiu zaman
gerilmesekil degistirme iliskisi o noktada gettirilebilir. Eger malzeme homojen gise, bu
sabitler noktadan noktaya ggklik gosterebilirler. Malzeme homojen olsa bileega Oyle
oldugu farz edilsin) analitik olarak veya deneysel dkarbu 21 adet elastik sabiti bulmak
gerekir. Anizotrop malzeme icerisinde belirli dinlere gore simetriye sahip ise farkli
isimlerle anilmaktadir. fagidaki bgliklar altinda simetri dizlemlerine gbére anizotrop

malzemelerin ve izotrop malzemenin agiklamalariajeraktadir.

4.4.1 Monoklinik Malzeme

Eger malzemenin, bir tane malzeme simetri diuzlemsadyu tip malzemelere monoklinik
malzemeler denir. Simetri dizlemine dik olargadtu, “temel dg@rultu” olarak adlandirilr.

Bu tip malzemeler 13 adet fiansiz elastik sabite sahiptir.

4.4.2 Ortotropik Malzeme

Eger malzeme, karikli olarak birbirine dik ¢ adet malzeme simatfizlemine sahipse bu
tip malzemelere ortotropik malzeme denir. Bu tiplzameler 9 adet Bamsiz elastik sabite

sahiptir.

4.4.3 Enine (Transversely)zotropik Malzeme

Ortotropik elemanin duzlemlerinin birinde, bir matze izotropi diuzlemi varsa bu tip
malzemelere enine (transversely) izotropik malzemeékenir. Bu tip malzemeler peadet

bagimsiz elastik sabite sahiptir.

4.4.41zotropik Malzeme

Bu malzemede malzemenin hergddtusunda elastik 6zellikler aynidir. Bu tip matzelere

izotropik malzemeler deniizotropik malzemeler iki adet pansiz elastik sabite sahiptir.



11

4.5 Temel Ortotropik Malzeme Tanimlari

4.5.1 Ortotropik Malzemelerde Esneklik Matrisi

Ortotropik bir malzeme igin esneklik matrisiagidaki gibidir;

S, S, S, S. S. Su
S, S, S, S, S, Su
(8= S, S, S, S, S. S
S, S. Su Su S Su
S, S, S, S. S. S
S, S, Sy S. Su S

Yukaridaki matris diyagonalin §ma ve soluna goére simetriktir.

elemanlari gagida gorilmektedir.

E=S0
%l:i 822:i 833:_1
El EZ E3
v v 14
=S  =-12 S.=§,. =-1 S.=S.=--28
S.Z 21 E1 13 31 El 23 32 E2
1 1 1
S,=—  Sg=—  S,=—
%44 Gy, 55 G,, 66 5

4.5.2 Gerilmesekil Degistirme 1liskisi

(4.8)

Esneklik matrisinin

(4.9)

Plak ve kabuklar fiberlerin yonelimine glaolarak farkl tipte anizotropiye sahip olabiérl

Bu sebeple tabakali kompozit elemanlar icin gerik@lal desistirme ifadeleri yazilirken bazi

temel kabuller gbz 6ndne alinir. Malzeme icerisiryde alan fiberler birbirlerine paralel

olarak dizilmglerdir. Fiberler d@rusal bir dizlem Uzerinde devam etmeyebilir, 6kidli

kabuk elemanlarda bu durum gorultr. Her bir tabakadiberler farkl acilarla dizilim

yapabilirler. Makroskopik samada her bir tabakanin homojen ve ortotrop @iddikkate

alinacaktir. Bazi durumlarda genel koordinat sistéenfiberlerin dgrultusunun birbirine

paralel olmasi mumkin olmayabilir. Bu durumda d@mi islemleri ile gerilmesekil

degistirme ifadesi genel halde yazilacaktir. Ortotropiktabaka icin gerilmaekil desistirme

iliskisi tabakalarin fiber dgultulari dikkate alinarak t¢ boyutlu olaralsagidaki gibi

yazilabilir.



0, Q: Q. Q3 0 0 0] &
g, Q. Qp Qp O 0 01l &
Os | _ Qs Qp Qi 0 0 0 g (4.10)
O3 0 0 0 Q, 0 O}y
0,3 0O 0 0 0 Qg O} Ws;
10, |0 0 0 0 0 Q)]

Yukaridaki denklemde), terimleri indirgenmy katilik (rijitlik) katsayilari olarak tanimlanir.

Gerilmesekil degistirme iliskisi esneklik matrisi acisindan dgagidaki gibi yazilabilir.

&[Sy S S 0 0 0 a]
52 32 S22 S23 0 O 0 0-2
£3 — 813 S23 833 0 O 0 0-3 (4 1 1)
V| |0 0 0 S, 0 00,
Vsl |0 0 0 0 S, 0o,
V] L0 0 0 0 0 Soa,

Indirgenmg katilik (rijitlik) katsayilari ile esneklik katsagri arasindaki banti gagidaki
gibidir.

([Q1=[s") 4.12)
_522%3 23 S1§23_81§33 =S§1T821 =S B 5O 9
Q, S Q= S 1Q S ?le S
Szzsn 12 §2813 S,Pu — _1 — _1
Q= S Q= S Qu=— S, J Qss S. ' Qs S,
S=8,5,5;" 8115223_ S 2§213_ S 3§215" 2S5 5 5 (4.13)

Denklem (4.9), Denklem (4.13)'de yerine yazilirsa,

1-v,v V,+V5Y VstV Y 1-vy.
23" 32 12 3Z 13 13 12 23 3 31
Q11 e A le =Y Q13 T e A sz

EEA EEA EEA EEA

VotV 1-v.v
Q23 zel’flE:Al 2 Q33 E ézzgl Q44 23 Q55: G 13 Q 66~ G
A= 1-VVu V¥ o V¥V sV Y Y, (4.14)

E,E,E;
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(4.14) denklemleri elde edilir. Buradg,, E,ve E, sirasiyla 1, 2 ve 3 goultularindaki
elastisite modullerG,,,G,, ve G; kayma katilik (rijitlik) modlleri vev,,,v,,,V 5,V 3,V 55V 5

iIse Poisson oranlaridir. Boylece her bir tabaka $cadet bgamsiz malzeme sabiti vardir.

Tek dgrultulu tabakalarda, enine gaultudaki diguk mukavemet oOzellikleri ve duk
rijitlikler sebebiyle, tabakalanma genellikle saeletek dgrultulu tabakalardan meydana
gelmez. Bundan dolayl bazi tabakalar belirli ataldabakalanma igerisinde yer alir. Bu
durumun bir sonucu olarak acili tabakalarda gergelel dezistirme iliskisinin gelstiriimesi

gerekmektedir.

Aclili tabakalar icin verilen koordinat sisterSiekil 4.3'de goérulmektedir. 1-2 koordinat
sistemi, lokal eksen veya malzeme ekseni olara&nalitilir. 1 d@rultusu fiberlere paraleldir
ve 2 dgrultusu fiberlere diktir. Bazi kaynaklarda 1 goltusu boylamasina (longitudinal)
dogrultu (L) ve 2 d@rultusu enlemesine (transverse)gddtu (T) olarak tanimlanir. x-y
koordinat sistemi global koordinat sistemi olarsknlendirilir. Iki koordinat sistemi arasinda
6 acisi bulunmaktadir ve acili tabakalardaki global yerel eksenler goultusundaki
gerilmeler buw) tabaka agisina padir.

Sekil 4.3 Acili tabakalarda global ve yerel eksdartdari.
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o o
Uy 02
gyz =[T]" 00233 (4.15)
g,, 0,5

_ny_ | 015 |

[T] Transformasyon matrisi olarak adlandirilir wag@adaki sekilde tanimlanir.

cc s 00 O XC
s ¢ 00 0 -X
[T]: 0O 0 10 O 0 (4.16)
0O 0 O0c -s 0
0 0 O0s c 0
|-sc sc 0 0 0 c*-s%]
Burada
c=cogd)ve s=sin(6)
Transformasyon matrisinin tersi;
¢ 8 0 0 0 -&c|
s ¢ 0 0 0 X
[T]-1: 0O 0 1 0 O 0 (4.17)
0O 0O O c s 0
0 0 0 -sc 0
sc =sc 0 0 0 c*-s*]
seklindedir.

Denklem (4.10)'da yerel eksenlerdeki gerilgeddl dezistirme iligkisi kullanilarak, deklem
(4.15)su sekilde yazilabilir.

g, &
O-Y £2
JZ -1 53
EURCI N
Oy Vis
| T | V12 |

Global ve yerel eksenler gaultusundakisekil desistirmeler, birbirlerine transformasyon

matrisiyle bglanir.



gl £,
82 y
53 2
Y
Yoz Y
> |=[T]] 2
Vs Ve
2 2
A
2] 2]

Denklem (4.19) gagidaki sekilde de yazilabilir.

& M
2 Ey
&, 4| &
=[R]|T||R
=RITIR
Vis Ve
L Ve REA

Burada R], Reuter matrisi vesagidakisekilde tanimlanir.

100000
010000
[R]2001ooo
000200
000020
00000 2

Denklem (4.20), Denklem (4.18)’de yerine konursa,

=[TT[QIRITIR"

éq ﬁq ﬁq Q88

elde edilir. Denklem (4.22) acgekilde yazilirsa;
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(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)



Oy 611 612 Q; O 0 Q 16| €x
o-y 612 633 623 O 0 6 26 y
g, — 613 623 633 _0 _O Q 36| “z (4.23)
Oy, 0 0 0 Qu Qi OV
O 0 0 0 (345 C_255 0 || Ve
|9 | _(516 (526 (536 0 0 666_ | V|

olur. Burada [Q]transformasyona dnamg elemanin indirgenmi rijitik matrisi olarak

adlandlrlllr.[Q] matrisinin aciksekli asagida gorilmektedir.

Q,=Q,c08 +Q,,sif 6+ 2Q,,+ B,) sihd cdP

Q. =(Qu+Qu—4Q,y)sin’ 6 cod8+Q | cobd+ sit¥)

Qi =Q,,c08 6+Q,, sirtd

Qi =(Qu—Q1,—2Q,) sin cod8+(Q,,-Q ,+ B ) SN cad
Q, =Q,;sin* 8+ 2(Q,,+ M, sif @ codb+Q,, cd¥
Q,,=Q,,c08 6+Q,, sirf 8

Q6 =(Q1,~Q1,=2Q,) i’ 6 cob+(Q - Q L+ B ) si cdP (4.24)
Qu = Qqg

Qs =(Qis—Q,) cO siY

Qoo =[Qu* Q2= 2(Q,,* Q) |SiM O co$6+Q  siie+ co¥)
Q.. =Q,,c08 8+Q,, sirf &

Qis =(Qss~ Q) SING cOL

Q. =Q,,sin? 8 +Q,.cog o

Tek dgrultulu tabakalar icin, Denklem (4.10) ve Denklefnl(l) de goruldgi gibi normal
ve kayma gerilmeleri ilesekil degistirmeleri arasinda bir Iganti yoktur. Fakat acili
tabakalarda, Denklem (4.23)'de gorugdi gibi normal ve kayma gerilmeleri ilgekil
degistirmeleri arasinda bir ganti mevcuttur. Acili tabakalarda, sadece nornealllgelerin
etkimesi durumunda, kaymgekil desistirmeleri sifir dgildir ve sadece kayma gerilmeleri
etkidiginde normalsekil desistirmeleri sifir dgildir. Bu nedenle Denklem (4.23), gerilme
sekil degistirme denklemi ortotropik tabakalar icin genel diemkler olarak adlandirlir (Kaw,
1997).
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5. LAMINASYON TEORILERI

5.1 Giris

Daha 6nceki bolimde belirtilgli Gzere, bir tabaka, homojen izotrop fiber takveyele fiber
malzemelerin etrafini saran, fiberlerin belirli lWiggilim ve dizen icerisinde bulunmalarina
olanak sglayan, homojen izotrop matris malzemelerin belidranlarda bir araya
getirilmesiyle meydana gelmektediSekil 5.1). Elde edilen kompozit tabakanin rijtli
tabaka tzerindeki herhangi bir noktanin fiber eleriiaerinde, matris eleman tzerinde veya
fiber-matris birlgim bélgesinde olmasina @laolarak noktadan noktaya gailik gosterir. Bu
cesitlilik sebebiyle, tabakali kompozitlerin makr omeekk analizi  yapilirken ortalama

malzeme d6zellikleri temel alinir ve bazi kisitlabkl edilir.
Kisitlar;

1- Katlar birbirine mikemmel yagmistirlar.

2- Her katin malzemesi lineer elastik ve malzemenin sBmetri hatt
mevcuttur(ortotropik)

3- Her kat sabit kalinhktadir.

4- Sekil dezisimleri ve yer dgisimleri kt¢uktar.

5- Laminanin taban ve Ust yuzeylerindeki enine kayexdigleri sifirdir.

l
%

'—.

Fiber malzeme Matris malzeme

Sekil 5.1 Tabakali kompozit kabuklarda fiber ve nsamalzemelerin gérinima.

Kabuk elemanlarin davrammni anlamaya yonelik bircok caina yapilmg ve bu cakmalar
Isiginda caitli kabuk teorileri gelgtirilmi stir. Bu teoriler, kayma deformasyon etkisi dikkate
alinarak gekftirilen kalin kabuk teorileri ve klasik kabuk tesiriolarak da anilan ince kabuk

teorileri biciminde iki ana bdik altinda incelenebilir.
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undeformed

CLPT

FsDT

TSDT

Sekil 5.2 Klasik, birinci mertebeden ve U¢lincl rmleeden kayma deformasyon
teorilerine gore enine normallerin deformasyonlari.

Kabuk elemanin yagh deformasyonlarin, orta dizleme goére meydana gefen
degistirmelere b@l olarak yazildg kabul edilmgtir. Hareket denklemleri turetilirken, iki
temel kabul esas alingtir. Bu kabullerden ilki, kabuk elemanin kicuk y#isimlerine
sahip olmasi, ikincisi ise, kabuk kal@inin egrilik yaricapi yaninda cok kicuk oldu
kabultdir. Teorik yakkamin temelinde Love (1888,1944) ve Reissner (19d1yaptgi
calismalar esas alintir. Egrilik yaricapi duzlemsel yer @estirmelerle kagilastirildiginda
cok buyuktir. S kabuklardaki, u ve v yer dstirme bilesenlerinin tanjantiyla meydana
gelen grilik degisimi, normal bilgen olan w ile kanlastirildiginda ¢ok kuguktirSekil
5.2'de ¢o6zumu pratik olan klasik laminasyon teobisinci mertebeden plaka teorisi ve 6zel

¢bzumler icin uygulanan Ug¢tinct mertebeden plakasiqoensip olarak gosterilrtir.
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5.2 Klasik Laminasyon Teorisi (CLT)

Klasik laminasyon teorisi, klasik levha teorisirkompozit laminelere uygulangihalidir.

Klasik laminasyon teorisi Kirchoff hipotezi varsayarina dayanir. Bu hipoteze gore;

1- Deformasyon dncesinde orta diuzleme dik olan dulahdeformasyon sonrasinda
da levhanin orta duzlemine dik ve duz kalirlar.
2- Enine normaller (transverse normals) uzamazlar.
3- Enine normaller deformasyon sonrasinda da orta ygizdik kalacaksekilde
donerler.
ilk iki varsayim, enine yer ggstirmelerin kalinlik koordinat sisteminden gmsiz oldgunu

ve enine normal uzamanin sifir ofdunu (¢,, =0) gosterir. Uglincti varsayim, enine kayma

uzamalarinin sifir oldtu sonucunu verire,, =0 £,=0

CLPT

Sekil 5.3 Klasik laminasyon teorisine gore eninenmallerin deformasyonlari.

Klasik laminasyon teorisi birim yer @sgimleri (displacement);

ow,

» Y 1t = ] )t -z—2

u(x,y,zt)=u (x,yt) Zax
v(x,y,z,t)=v0(x,y,t)—zaa—vg:O (5.1)

w(x y,zt) =w (x,yt)

Orta ylzey yer da@simleri (UO,VO,V\L) bilindigi takdirde, herhangi rastgele bir noktanin (x,y,z)
yer desisimi (3 boyutlu sureklilik icindeki) belirlenebilir.

£ £’ e !

XX XX XX

— 0 1
gyy =€ yy +tZ gyy
o 1

yxy yxy yxy

(5.2)
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%g(%f
0Xx 0X
{g°} - aVo (GW j

oy O0x O0x oy

d
032/ (5.4)
AL

oxoy

Tam birim uzama bilgenleri lamine kalinfi boyunca lineer olarak @sir ve materyal

degisimlerinden bgmsizdir.

5.2.1Birim Yer De gisimleri ve Sekil Degisimlerinin Tanimlanmasi

Kuvvet bilegsenlerin genel hali ile yazgh asagidaki gibidir.

Nxx N Zen O N Zes1 Qll 612 QlG £oxx + Z‘Elxx

- - S . 1
Ny, r= kz_; J. gy, dz= kZ; _[ 912 sz Qze £, tze,, dz (5.5)
N, B (¥ T Qe Qi Que| [Vt

Denklem (5.5) deki@Ij matrisinin z ile ilgkilendirerek matris formunda yazarsak denklem

(5.7) deki(A ;,B D, ;) matrisleri elde edilir.

(A B

(A;.B,D,)= f Q, (1.2.2%)dz (5.6)
kZN:: (Zk+1 ) g Q¥ (Z ki1~ ) ‘.: kzl\:l: Q- (Zk+1 Z3k) (5.7)

Yukaridaki (5.7) ifadelerinde [A] uzama katihk mat, [B] egilme-uzama arasindaki
baglanma katilik matrisi, [D] glme katilik matrisidir. [B] matrisinin var§i, egilme ve uzama
arasinda bir gisim bulund@gunu gostermektedir, bu yuzden [B] matrisinde yeanab;
terimleri tabaka Uzerinde ¢cekme etkisi yaparakakabin gilme ve burulmasina neden olur.
A1sve Acsterimleri, bir tabakadaki kaymgekil desistirmesi ile normal gerilme arasinda ve

normalsekil degistirme ile kayma gerilmesi arasinda var olagibgosterir. Dsve Desise bir
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tabakadaki gilme ile burulma arasindaki pagostermektedir. [A], [B] ve [D] matrisleri

kompozitlerin ¢gitli sartlar altinda davragini anlamamizda bize yardimci olmaktadirlar.

Genel halindeki (5.5) kuvvet bilenlerindeki Q katilik matrisi, (A,B;) matrisleri
seklinde ayrilarak yazilirsa denklem (5.8) eldeiedil

Nxx All A12 A16 ‘goxx B 11 B 12 B 16 ‘glxx
= Aiz Azz Aze 3 0yy + Bl2 B 22 B 26/ € 1yy (5.8)
ny Ale A26 A66 yo Xy Bl6 B 26 B 66 yl xy

Denklem (5.3) ve (5.4)’Un denklem (5.8) de yeringdrsak;

auo (6W0j 62W0
aX aX - aXZ
Nxx ’Ah A.I.2 AlG 0V 0W Bll BlZ BlG FRYY
wi=| Az An A ay 2( ay] + B, B,, Bx|i -~ ayzo (5.9)
N A B, B
Xy Al6 A26 66, %4—%4-%% Bl6 26 66, B aZWO
dy O0x O0x oy oxoy
Benzer yolla moment bigenleri de genel haliyle yazilirsa;
p— — —_ k N
MXX N Zka O N Zea Qll le Qle & +Z£1
M., Z J. g, 12dz= Z I Q12 sz Qze Eyt Zf zdz (5.10)
v, Falo  Filg, G Qu lvatz,

Moment bilgenlerindeki QIl katilik matrlsmlr( ) matrisleri seklinde bolinerek

1,j?
yazilmasiyla denklem (5.11) elde edilir.

M XX Bll BlZ BlG 'go D 11 D 12 D 16 'gl

XX

MW = BlZ BZZ BZG go + D12 22 D26 gl (511)

yy vy

Mxy Blﬁ Bza Bee Voxy D16 D26 Dee ylxy

Denklem (5.3) ve (5.4)’0 denklem (5.11) de yering&rsak;

XX

O

2

oy, (%] R

6x 2 [1)4 - %2

M XX Bll BlZ BlG aV aW Dll D12 Dl6 aZW
wi( ™~ BlZ Bzz Bze ay 2( ay} + D12 D22 Dze - 6y20 (5-12)

M B B D D D
Xy BJ.G 26 66, % +% GW 6W 16 26 66 _2 GZWO
dy Ox ox ay oxoy
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Klasik laminasyon teorisinin (CLT) birim yer gigtirme ve birim donme miktarisglikleri
asagida verilmitir (Reddy, 2003). Bu denklemlerdssité gin kariliklari yazilmgsa da
problemleri statik kabul egiimizden dolay! denklemler sifirgidenir.
0
aN‘X NW 2 63\/\(; (5.13)
ox oy at M
0N, 0N, _ 0% _ 9w,

2- 2+ = 5.14
ax 9y o> ‘toyot? (5.14)
2 oM, 0°M
3_0MXX+2 w , W+N(V\6) q=I, 62\/;6 ’ 03L102+6§/02 o, 6”W2 o,
o oy o a2 oot ayz) Aoxd? aydt’
6 ow, ow, 0 ow, ow,
N (wy N, —+N —2[+—| N —2+N, —2
Kuvvet bilesenlerini agik halleriyle yazarsak;
2
Ny =Ay a_uo+:_La\% +A, aV 162W + A %"'%"'azwo _BllaZWO_Blza%/\zlo_ZBlea?Wo
ox 2 ox oy 26y ody Ox Oxoy ox° oy ooy
2
Ny, =A, alJO Al +A22ﬂ 102W +Ay, %"'%"'azwo _Blza%NO_Bzza?mzlo_ZBzeagwc
¥ ox 26><2 oy 26y oy OxX oxoy ox° oy oxoy
2
ny:Azs %-‘-%% Ao %-l-}a_zwo +Ags %+%+0_2WO -B aZWO_Bzea?WO_ZBeea%NO

oy 20y’ dy ox ody) Cox oy* oxoy
(5.16)

Kuvvet bilesenlerinin x’e gore kismi tirevlerinin alinmasi;

M 208 Ax 20yx) Y oax o oxdy Bige B ay%»i B oty
o e\ aey 20cy) oy 207 ) oy o ady) Claxdy CZay by’
oN, L{)+}03\I\6j [62\/ 1a%Nj oy, 0%, oW, Ba?/v g OW v,

®

N, _, (O, 1agw)j Az[a%/ 1a~’wj N oy, 0%, 0, )_, oW, , o a v,

0, 0%, 0%, _ oW, %, . 0,

x Bl 20¢ ooy 207x) Mok o oy Pad Zﬁay%a; ZBG“’(»(@y
N, _, (P, 103\/\6] [@ 10%,), B g 0%, o
o "oy aoy’) oy oy ey’
(5.17)

0y, 0%y, 0%y g W, g OB,y Dy
dy lody 20Ky & 207 )
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Kuvvet bilesenlerinin kismi turevleri (5.13) ve (5.14) denklemhde yerlerine yazilir ve
denklemler sifiragtlenirse denklem (5.18), (5.19) elde edilir.

- N Ny 0, (Al Bﬂjm (Aﬁ%&%({—;AEBQ—ZB%mﬁA o1,

X oy 1&@(
2 3
+A. a 0 +(A.6 3816 AIGJ a V\{) A 02\/ (1A26 B 2;63\N 0 (518)
ox? 2 ox’0y (?y 2 ay°
2 3
2- any +0NW = Aiea % +(AY56_2866}A12_BHJ Al +(} 15 B 1§63W0 +2A 262\/
ox oy X2 2 X2y o0y
R R
( AZG 3826 AZB) ay (AGG Al) 0 + AGGOX > + A 226y20
1 0°w, 0%
+(E A, - Bzzjwe,o + Astzo =0 (5.19)

Moment bilgenlerini acik halleriyle yazarsak;

oy, 16° v,  19°w du,  ov, 0w 0w W, a0,

'V'xx:Bn &%4_5?\% +sz EO-F_ZWZO +B1a EO"'&O"' Oj Dnaxzo D126y _2D166)@y
oy, 10° ov, 102w ou, , ov 0w dw, dw

M,, =B, &UO+§6:2\6 +B,| 2 Oy 26y +B,, E0+&+ 0] 120)(20 D22 _ZDZ%O
dy, 10 oV, 162w ou,  ov 9w W 9w,

Mxy:as &UO"E a::z% +Bze ay 26y2 +BeaE & Oj Dleaxzo D260y -2 6>6y
(5.20)

Moment bilgenlerinin x’e gore iki defa kismi tlrevleri alinas

Oy, 10%), (Y, 1% ), (b, 3% dty) o, ab,  af,
(@é z@éj az[@&)y 26)(@2] Bl{dx%}y 3 axdy) e Diyae gy

B 10W ) (04 10w (00, 08, 0w, o o, o, o,

af az(aﬁx 26»@] Bﬁ[ay 2ayj B o Taya o) eyt D2yt %y
M, (S 10 (0%, 10%), 1 (b, 3%, o), aty_ b, o,
2315(@@@/ 2@8@] mim} v oy oy Doty Dk Doy

(5.21)
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Tarevleri alinmg moment bilgenleri (5.21), (5.15)'de yerlerine yazilir ve deskl sifira
esitlenirse klasik laminasyon teorisinin ticinct demki de elde edilmgiolur.

0°M °M,,  9°M Pu (1 9°w a3v
3. X +2 L +—L+N + o+ B,.—D O+B+ZB
axz a Xay ay ( ) q Bll (2 11 llj aX ( 12 y
o%u
+(Blz _2D12+ 2866 66) zay 160)(200y
o'y, 0w, 0,

+Bl6673?+(816_2D16)6X—3a§/+(812+ ZBGQW

) %%

ANCE zalggz;‘fN(w()w:c

+(2st_
(5.22)

Sonug olarak klasik laminasyon teorisinin (CLT)tégel hareket denklemi (5.18), (5.19) ve
(5.22) elde edilnsiolur (birim yer dgistirmeler igin).
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5.3 Birinci Mertebeden Kayma Deformasyon Teorisi (EDT)

Kirchoff hipotezinin 3. kismi cikartilir (19. sayfa bakiniz). Yani deformasyon sonrasinda
enine normalleri orta yluzeye dik kalmazlgnine kayma etkisindeki birim yer degisimleri
teoriye dabhil edilirler. Bunun igin de w'nin kalinlik koordinati z'nin bfonksiyonu olmadi
kabul edilir.

FsDT

Sekil 5.4 Birinci mertebeden kayma deformasyonisawe gore enine normallerin
deformasyonlari.

Birinci mertebeden kayma deformasyon teorisi ighmbyer desistirme denklemleri;

u(xy,zt) =uy(x,yt) + 28, (x,y ) )

V(X y,zt) =vp(x,yt)+29,(x.yt) > 2, =% (y eksenine donli  (5.23)
ov , o

w(x, y,zt) =w,(x,yt) ) 2,2 (x eksenine domli

L

. au, 1(awoj2 ,98,

ox 2\ ox 0X

2

P L S (5.24)

dy O0x Oxdy dy OXx

W 10w 38
¥ oy 2\ oy oy

ow, ow,
yxy:_o 2, yyz:—o+p’y £ZZ=O

FSDT'de enine kayma birim uzamala(ryxz,yyz)lamine kalinlgi boyunca dgismediginden

birim uzamalar de(gxx,sw,yxy) lamine kalinlg boyunca lineerdir.
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du, = 10°w,
04 0 P
ox 2 0x° 2
Eo| |E° &t o, , 10°w, 9
o . oy 2oy’ 92,
Voo = yoyz +7z ylyz = —°+p'y +7z Y (5.25)
oy 0
Ye| |V Ve o 0
~— 04 ﬂx
SR o %, %,
% + % + _a 2W0 ay ox
oy O0x Oxoy

Enine kayma etkisindeki birim yer gigimleri, lamine kalinlgi boyunca sabit gibi
distnulerek, Kayma Duzeltme Katsayisi ile hesaplaraadanhil edilmgtir.

h
QX E O-XZ .
=K j dz KKayma dizeltme katsayisi (5.26)
Qy Jyz

NI

FSDT'nin birim yer dgistirme ve birim donme miktari denklemlerisagidaki gibidir
(Reddy,2003). Bu denklemlerdaité gin kariliklar yazilmgsa da problemler statik kabul

ettiginde denklemler sifirasélenir.

N,  ON, _ 9% 0’y

1 0y e =, S, S (5.27)
2- avo:a'a\lyw+aa'\'xxy :|0%2t‘;° |1a;tfy (5.28)
3- awo:%+aa—cj’+N(wo)+q: o% (5.29)
4 dg a'(;"xxx +';/'—;y—QX_ za;T‘f |la;t”2° (5.30)
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5.3.1Birim Yer De gisimleri ve Sekil Degisimlerinin Tanimlanmasi
CLPT de oldgu gibi birinci mertebe kayma deformasyon teorisinidekuvvet, moment ve
enine kesme kuvveti bjenlerindekiQ, katilik matrisinin z ile in';kiIendirerek(A,j : Bliji’j)

matrisleri halinde bolinerek yazilmasiyka@daki denklemler elde edilir.

Oy (an o0
a2l ox %
N, Ar A A 6V aw B, B, By o0
Ny =] A A =2 | 4| .. B, By|{ — (5.32)
e e 6 %+%+02W0 e e 66 a¢)(+%
dy 0x Oxdy dy  ox
%+1(6W0j2 a¢
ox 2\ ox a—XX
M B, By, Bis av ow, D, D;, Dy 00
My =] Bxn By +| .. D, Dyl — (5.33)
6y 2 oy ay
Mxy Bss ) . Dg
9u, %_‘__6 Wo %4_6&
day 9y oxdy dy  ox
ow,
Q A, Adlay T8
{Y}ZK{ ’ 45} Y (5.34)
Q As As 6W0+
- T4
0X

Kuvvet bilesenlerinin acgik hallerinin yazilmasi;

du,  19°w 0, 10°W, du, v, 0°w
Al(ax 2axj Ai{ay ZGyJ A“{ay X axayj

+8116@+B [0@ %j

A au, 102W al 10° LA %+%+62w0

2\ ox 202 dy 20 Loy ox oxdy
0

+B.|.2 ¢X+B B (E@ E

Aau 10%w, ﬂgz
6axzax dy 20

08 .5 94 ¢ 9%
8, % 15,78 [ay axj (5.35)
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Kuvvet bilegsenlerin kismi tirevlerinin alinmasi;

oN 0°u,  10°w, 1 9w, du, 0%, oW
__'Ail 20 t- 3 A12 O 2 A16 >+ 2O+ 2 °
ox- 2 ox axay 26y 0X 0yox O0x° oxoy
2 0° 9°
+Bna?+812 wy"'Ble a(ﬂx _{ﬂ
0x oxay oxoy 0x°

2
Ny o (P 0%, ), (0% 10%W,), ) (90, 0%, 0,
oxdy 2 0x°oy ay> 2 oy’

dy> oOxdy oxoy’
0° 0
+B, @+B 4 +B, (—a@ w]

oy 2oy’ dy?  oxdy

oN o°u,  10°w, 19w, 0, , 9%, dW,
—_A“{ax2 2 6x3J Az{axay 26y26j Aﬁ{ J

6y6x x> aXZay
0%q 0’ o’ ,
+B“3_ax2 +B L+ BGG( J

2% gyox 6y6x ox?

2
Ny _ o 6u0+163;N0 A, 0_2\/2“563\/!0 ‘A, a%20+a?\/0+a%/vo
oxdy 2 ox’dy dy° 2oy

dy> oxdy oxdy’
9° 0°
B (ﬂx +By——> % +Bes M %

oxay oy’ | ay?  oxdy

(5.36)

Elde edilen (5.36) denklemleri (5.27) ve (5.28jl&klerinde yerlerine yazilirsa;

62\/0 +(1-A12+A6% OB;NO

oxoy \ 2 oy“ox

0%y azv ! ov, 1, oWw

+2ALG ° +A16 A16 ay 26 ayzo +EA26 ay30+ Ae
g g, 0. L g _

+(812+ BGG) 6X6y+2816axay BlG OX2 B ay +B eeay =0 (5-37)

oN,, ON,

1 o*w v, 1. 0w
2- ov=—X*+__% ZA+A O+ A O+ A —2
oy 6x =(Ag Aﬁe) 6x6y ( 2 Az 66) oxPoy  Poay* 2 oyl

0°u, 3 ow, RV aw, LRV,
+ C+ A2t = A +A 2
AZG A26 axay 2 Pas xay:  Cox® 2 Poax®  ®ox?

ON_ ON 0°u, 1. dw,
1- ou=—>=+_—2 = 0+ A, —2+ A
ox oy As e 2 Aa ax® (A

662u°+B 07 qzzg
Hox

0 0° 02 0’ 92 0°
+(a.2+B66)aX§(;/+8226y¢2{/+826 @4_2826 %+8160X¢2§+B666X¢{1_0

(5.38)

denklemleri elde edilir.
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Moment bilgenlerinin agik hallerinin yazilmasi;

M :Bl a_u0+1'62_w) +B]2 %+_16_2\/\/(, +B %+%+ﬂ +D a¢Q+D %.}.D a@ a%
* THlax 20¢ dy 20 ) oy ox oy “ox oy ayax
10 ov, 10°w, ou, ov, 0w 0 dg O
M, =B, %-Féy\% +B,, _0+_2V0 +B,4 —°+&°+— +D, §+D @+D g %+ a(f
oy oy X0y “oy oy
M :% %.}.}% .}.B2 %+16_2\NO +B %.}.%.}.6_2\,\10 +D aqq.pD %+D a@ a@
Yolax 20¢ ) M\dy 20 ) Aoy ox oy oy ayax
(5.39)
Moment bilgenlerin kismi ttrevlerinin alinmasi;
GM - 0°u, 163W0 +B R 163w +B 0, a?v M/vO +D @
1 ¢ T 20x | oxay 26y26 16 ayax x> axzay toox?
0° 2 0°
+D12_¢)y+D16 a_@-*' fy
0xoy oxdy 0x
aMW:Bl azuO+163vv0 N a_2v0+ga3wo ‘B aZqura?voJra%/v0 N 0y
oy 2loxay 20x%y) Zloay? 2 oay° L ay? oxdy oxay?) Y oxay
2
+D226?+D a@ a¢y
oy ay> 6x6y
GMXV:BL 2_ 363\% +B 62\/ 163\N +B o, a?v 6%0 +D m
X Lot 2 ox° 2 axay 20y%x ) axay x> 6x26y 10 ox?
0° 9°
+D26 ¢y-'-DGG a Q( ¢y
oxoy 6x6y ox?
oM, _p Uy 10w, |, o (0%, 10%W, ‘B 0U,, 0%, , oy, +D i)
ay °| axdy 26x26y | gy? 2 oy ) % ay?  axay oxdy?) P oxdy
0° 2 0°
+D26 ? D awx w
oy °l ay? axay
(5.40)
Enine kesme kuvveti bigenlerinin acik hallerinin yazilmasi;
Q= KAM[ °+¢9J+KA45[ °+¢xj
_ oW, oW
Q = KA, | —== 3y +tq +KA55 . % (5.41)
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Enine kesme kuvveti bigenlerin kismi turevlerinin alinmasi;

0 6
Q A44 wy + KA45 o o %
6 ay ay oxoy oy

0Q, _ w,  0g, a°w, .99
+— 5.42
X A“E’[ayax ax ) e ax (5.42)
Elde edilen (5.40) ve (5.42) denklemleri (5.29),3(H ve (5.31) gtliklerinde yerlerine
yazilirsa,
0 2 0 2
3-0w, 2% + 2% 4 N () + g = 2KAL L + kA 2+ kA I + kI8
ox oy oxoy 0x X 0x
0°w, 0 _
+KA, —2 o +KA4AE+ KA4SE+N(WO)+q-o (5.43)
N(WO)=£ Nxx%-'-ny% +i ny%"'Nyy% (5.44)
0x 0X oy ) oy 0x oy
oM, oM 0°u, 1_ 9w, a%w
4- o —=+—2-Q,=B,—2+=B +B | —2
%, ox  dy Q= By X 2 Woaxd *(Bs ax y (2 1 6‘; Ixdy?
+2816 a u 62\/2 11 Bl6 OBW + B2662\/20-*-1-8266?\/\:{)O
' ox 2 Toxy ady- 2 ay
0%u 62@ 0’y 0°q, 0%,
+B °+D D,+D L +2D +D
66 ayz 11 5%2 ( 12 66) Oxay 166x6y 16 52
+D,, @+D ay@—m45(%+@j—m5{%+@}o (5.45)
oM oM 9°u 1 0°w, 0v, 1_ dw
5- g, - —2+—>-Q, =(B,+By)—=+| =B,,+B O+ B, —2+=B s
o dy  ox Q, =(By*Byo) Axdy (2 1 66) ooy  Poay? 2 oy’
2
-'-BZGO_UZO-'-28260—2\/0+:I'l BZG a%NOZ + BlGOZUZO + 1 B166:‘/\;
oy oxoy 2 “oxoy ox“ 2 70X

2 62 2 62
+Bee %):/ (D12+ Dee) gxgi(/ +D 22 ay? D z%f} +2D 266X§//

o'y oW, o, -
+D166><2+D666x2 KAA{ jKA&.(an;J-O (5.46)

denklemleri elde edilmiolur. Sonug olarak birinci mertebeden kayma de&myon teorisinin
(FSDT) be temel hareket denklemi (5.37), (5.38), (5.43)4%%.ve (5.46) elde edilmiolur
(birim yer deistirmeler icin).
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5.4 Ucguincii Mertebeden Kayma Deformasyon Teorisi:

5.4.1 Giris:

Klasik laminasyon teorisi ve birinci mertebeden ikaydeformasyon teorisi en basit katmanl
levha teorisi olarak kabul edilir ve bu teorilerdak levhanin kinematik davramni yeterli
derecede aciklar. Ugiincii Mertebeden Teori kinenddikanglar daha iyi gosterebilmekte,
kayma duzeltme katsayisina (K) gerek duyulmamaktdevhalar arasi gerilme giamini
daha hassas verebilmektedir (Reddy, 2003). Ancakebiuiler, fiziksel olarak yorumlamasi
zor olan ve 6nemli hesamas! gerektiren yiksek dereceli birim yergigmi bilesenlerini

icermektedir. Bu nedenle bu tir teoriler sadeceldeoldusu durumlarda kullanilirlar.

Prensipte, kalinlik koordinatlari igin yer ggtirme denklemlerini tercih edilen farkl
mertebeden teorilerle uygulamak mumkindir. Ancdkrsel kargiklik ve hesaplamaguasi
gerektirmeleri nedeniyle, ayrica daha yiuksek medeh teoriler sonucun kesigilide cok
ufak bir kazanc¢ g#adiklari icin Uclnclu dereceden daha yiuksek melitetamrilere
basvurulmaz. Birim yer dgistirmeleri kalinlik koordinatlarinda kubik terimlerl ifade
etmenin nedeni; her katmandaki enine kayma gerdrireh neden oldgu birim yer
degisimlerini ikinci mertebeden ifadelerle elde etmekBiylelikle birinci mertebeden teoride

yer alan kayma dizeltme katsayisina gerek duyulsalanur.

5.4.2 Yer Dgistirme Denklemleri

Uclincii Mertebeden Kayma Deformasyon Teorisir§ek{l 5.5) gelstiriimesi, klasik ve
birinci mertebeden kayma deformasyon teorisi ilaiayarsayimlara dayanmaktadir. Ancak
bu teoride, yer dastirmelerin kalinlik koordinatlarinin kibik fonksiytari olarak
gengletiimesiyle, deformasyon sonrasi enine normallemormallikleri ve dg@rultulari
konusundaki varsayimlar daha ggiilmistir. Kirchoff hipotezi kabulleri burada da

gecerlidir (19. sayfaya bakiniz).

TsDT

Sekil 5.5 Ugiincii mertebeden kayma deformasyon teerigore enine normallerin
deformasyonlari.
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Ucuincii mertebeden kayma deformasyon teorisi igiregealiyle yer dgistirme denklemleri;

u(xy,zt) =uo(x,y,t)+z¢§(x,y,t)_iz3(@ +%)

3h? ox
4 0
V(X y,2t) = v, (X, y.t) +2¢, (x.y 1) _ﬁzs(% +0£y0j (5.47)

w(x,y,z,t) =w,(x,yt)

5.4.3 Hareket Denklemlerinin Cikartiimasi

Enerji ve varyasyon prensipleri kullanilarak elsig¢ide yer alan bircok denklemin
turetilmesinde buylk basitgrmeler sglanir. Bu prensipler bircok aggrmaci tarafindan
kullaniimistir. Enerji ifadelerisekil degistirme enerjisi, i kuvvetlerin yapttl is ve kinetik
enerji olarak tanimlanir. Singartlari ve denge denklemlerinin tiretilmesinde wveerg

yonteminin uygulanmasinda varyasyon ifadesini igefamilton prensibi kullanilabilir.

Enerji, is yapabilme kapasitesi olarak tanimlanirsi@ieytkler altinda deformasyonagtayan
kati bir elemanda, yuzeysel yukler tarafindan yapik, sekil degistirme enerjisi olarak

depolanir.

Hamilton prensibi bircok mekanik problemine uygwhilen genel bir prensiptir. Bu
yontemde, dinamik sistemler zaman uzayinda bir asda dier bir noktaya t@nabilirler.

Sistem, potansiyel ve kinetik enerji arasindakkfiarzamana gore integrali alinip minimize
edilmesiyle uygulanir. Hamilton prensibi kullandéy enerji denklemlerine gercek birim yer
degistirmeleri uygulanir ve elde edilen denklem sifirgitlenerek hareket denklemlerine

ulasilabilir. En genel haliyle Hamilton prensibi (Redd®003);

t
j (0U +9V -9K)dt =0 (5.48)
0

Hamilton prensibindekgekil desistirme enerjisi, d¢ kuvvetlerin yapt is ve kinetik ener;i

ifadelerinin acik halleri gagida verilmektedir.
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5.4.3.1Sekil Degistirme Enerjisi
Ince kabuklar icin enerji denklemleri yazilirkengénkabuk elemanlar icin yapilan kabuller

dikkate alinir. Boylece denklemler basit bir hatlaf. ince kabuk elemanlargekil
degistirme enerjisisu sekilde tanimlanir.

— N | T

o = j [UXX (Jf(o)xx + 20 —qz35£(3)xx) +0,, (5&‘(O)W +25" —q235£(3w)
Q

NIz

+a,, (5y°xy + 20y, - clz35y(3)xy) +0, (a'yoXZ + zz5y2xz) +0o,, (5y°yZ +z 9y Zyzﬂ dz} dxdy
(5.49)
U = | (Nxxds(o)xx +M e -cP a9 +N I +M g -cP sl +N o7,

Q

Mo, ~cPy oY, + Qa7 R, +Q %, —c,R 49, ) dxdy

c :ghz c,=3c (5.50)

5.4.3.2 Ds Kuvvetlerin Yapti gi is

C— N | T

oV =- {qb(x, y)5w(x,y,—2j+qt(x,y)dw(x,y,gﬂdxdy—!_ [6nn(5un+25¢;1—c1235¢n)

Qo

NIz

+0, (JUS +20q, - clz35¢ns) + &HZJWO} dzd- 550
5.4.3.3 Kinetik Enerji

Ince kabuklar icin kinetik enerji ifadesi de yapikabuller ve ihmaller dikkate alinaral

sekilde yazilabilir.

o= [ af (w2 -c2p.) Ao+ 28 -7 ) + (v, 2y o2 52y -7+ v
Q_h

(5.52)
oK =[ [(Iu+1.@~clg,)du+(10,+1 g-cl@)op—c{laslg-—clg)om
(1% + 1,65 =l 4, ) OV + (17,41 g —c| g,)dp,—c 1 g &1 @—Cllgy)awy}dxdy
(5.53)

BuradaQ plakanin orta dizlemini gostermektedir.
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Denklem (5.52)leki kinetik enerji denkleminin ciftgilikli plaka icin uyarlanmasi;

2
.KH é} &, + 20, —3#:2 z35¢y} + woawo} dv (5.54)
oy . oW B aaw
¢x:(0x+a_xo ¢y_(0y+a_yo 5¢x 5¢x+ aXO 5¢ 5¢+ . (555)

6K:—£jh2{poﬂ(u+au+z@—4f@ ;fi&%j[auo+aauo+m m—‘”jx%j

L Zo o AT . AT W -_42305\/\6
+(VO+EVO+Z@ 3‘]2@ 3.]2 ayj[ d/-l-m 312&@ j V\(Jd%:| }

t
*=1.

2{ i( o, +ﬁuo&‘o+zum_ﬁ m_? oag\x% Ruéuo Rl'éi]o"'%ju@

N‘j'—.l\ﬂ:r

_ 4z z'  9dw, 65W

g, + 2 ¢ ~22 pop -
S 9 Sthzo * 2+ 2 30+ 2, sy 25 =

guo_'

_ 47" 16° . 16°. ddiy _ 4° o oWy
312@0% :hacqo%o 312@5@ 914@5@ % o 5 R’
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oWy, 1626 A 1626 i, AW, _ 4_3
h25@ ox h“m x o ax x 5V+R2V5V+ZV°§% 3n° Ve
47° . AW, | Z v z* v 9OW,
_wv0 oy szé'v +R2 VOV, + m_ﬂ m_gR—qu ; °+qu,5v
0 47° .
+%%d/ +22%% 312%% 3,.]2% jyl\é 3.]2% 0 3%h2%d/ - 312%% 914 @@
3 4 4 W W
+1624@65_\/\6_£25\_/06w0_ g Mo g O 45@ 1a4aw GEA
9h gy gy Rh oy N ay 9 ay h" oy oy
gy, ) oixcly} i (5.57)

denklemi elde edilir.

ic carpma glemleri yapildiktan sonra elde edilen (5.57) demilekendi icerisinde
gruplandirilirsa denklem (5.58) elde edilir.

h
t 2 k 2 2 4 ; 3 4
5K:—j_[2po _[ U,ou, 1+£+Z—2 +U00 7+ % - 4_22 422 +u065W0 —422— @ -
oh (& R R R 31" 3Rh ox | " Rh
2
80 Z+z_2_4_23_ 4z* 080 22_8z4+1626 +¢65v‘v0 _4*, e’
o R 3h* 3Rh?) "% Hh? ht) T ax h?
oW 42 4 oy 4 16° 2 7° P S
o ar ) Pod 3 o) MR TR R T g
R R R Rz &h
oy 00 (42 42t e 2 a A&t e & 160
® ay | 3n* 3Rh? %% R, 3? Rh? “h h? Rt
QoW 470 16°) . . owy( 4&° 4&° oy 4 1@°) . 18°dvy 09wy
Tz o [T TR 2 PR " |t s >
ady ( 3 dy | H* Rh 3 o ®* ox ox
162 Ny, Oy, . o
o7 %—?f +V\6d%}d><dy}dt (5.58)

5.4.3.4 Nihai Kinetik Enerji Denklemi
t ok
M{ (' G+ Tg-T, a—]wv (I yo+l"¢y—l"3%j+6¢[l‘g #TorT fw‘)j
Q

g PV, 708 _ W 0W,_
+&4(Iv+l4¢2 I j d/v{ 6x+| 6y+ 56y Y |76y2 I\{vg}dgdt
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Yukarida verilen enerji denkleminin ¢6zilmesi ileaBet hareket denklemi (EulerLagrange
denklemleri) tanimlanir (Reddy, 2003).

1.0U, aa’:l(l+%—l_ T ;MX (5.60)
2.0V, %+%—|v +Tig,- al (5.61)
0Q 09, _ (OK j (a P,, 0°P, ZazaJ_m_N_zz
3. 5w ox oy h? dy> oxdy) R R, (5.62)

oW, : N .
U0, 0By O OW
X ox dy °ay " Ox oy
oM, . oM 4 P, OP)_—. —. —Ow
4.09:|—+—=2-Q+=K L+ =10+l g1 — 5.63
Mo ay Atk 3h2(0x ayj Hom L™ s oy (563)
M, , OM, oP, 0P, oW
5.00 : — | e+ 2 | =T+ T, - T — 5.64
| o ay "2 Sh(ax ayj o+ 19, °dy (5:64)
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5.4.4 Birim Yer Degisimleri ve Sekil Degisimlerinin Tanimlanmasi

Normal kuvvet, gilme - burulma momenti ve yiksek mertebeli kaymantkerinin matris
formunda genel haliyle yazliasagida verilmitir (5.65). Denklem (5.66) da ise enine kesme
kuvveti bilegenleri ile kayma bilgenlerinin genel halleriyle yazsh yer almaktadir.

Bu bolumdeki indis takiminda x=1, y=2, z=3 ve xyofacak sekilde donitirulerek

kullaniimustir.
N, _An A Alﬁ_ By B By Esw Ep By 810
Nz] A An Ay B, B, B Z% E, EnE, Sg
N [ As A Acel Bis By Bes Eis ExEgq é‘g
M, _Bll B, By D, Dy, Dy Fi, Fiu Fug Klo
{Mz} =|| B, By By D, D, D 2% FoFxF, Kg (5.65)
M 1B By Bg] [Dig Dy D Fio Fas Fg Kg
R _E11 E.. ElG_ Fiu Fio Fug Hy Hp HY K12
R E, E» Eg Fi, Foo Fy Hp, H,H, KZZ
R __E16 Ex Egl Fie Fas Fes H e H 2 Hes i KGZ
{Qz} { Ay A45} { D, D 45} 52
Q _ As  Ass Dy D 53 (5.66)
{Kz} |:D44 D45} |:F44 I:45} Ki
K, Dss Dss Fis Fss K;

ABDEF ve H matrisleri,[@i,j] indirgenmg katilik matrisini kalinlik mertebeleriyle

carptgimizda elde etimiz matrislerdir. Denklem (5.67) ve (5.68) bu nslarin genel

halleriyle yazilglarini gbstermektedir.

(A,j B0 B FH ) = Jz. _I,j (LZ’ZZ z°z* 126)d2 (5.67)
A; :gélkj (Zk+1_zk) BIJ :%gér, (sz+1_zzk) DIJ :%gér, (23k+1—23k)
E, :Zk:1(3|IJ( |:(Zk+1)4_Z::| i :ék:léllf |:(Zk+1)5_zfj H; :%;QT [(Zk+1)7—ZZJ (5.68)
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Ortotropik malzeme icin kalinlik mertebeleriyle gamis katilik matrisleri denklem (5.69) da

gosterilmektedir.

{u § O
(A,j'Bl,jDi,jEi,j’Fi,jHi,j): {, {5, O {=ABD,EFH (5.69)
0 0 e

Elastisite teorisinin temel ifadeleri kullanilaralenklem (5.65) ve (5.66) da yer alan birim

uzamalar ve gilikler asagidaki gibi (5.70-5.71) matris formunda yazilir.

U,
u1,1-"E
510 U, , +£
£ R,
£§ u2,1+u12
K. A
Kg = &, (5.70)
/(éJ Bo+P,
2 4
zlz _W(ﬂ,l-}'us,u)
2 4
Kg _W(@,z*'uszz)
4
_W @1+¢71,2+2u312)
@ +Uy,
0
2 @+uy,
& 4
Ki = _F(% +u3’2) (5.71)
K: 4
° _F(ﬂ +u3,1)
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5.4.5 Antisimetrik —Dik Katmanli (Cross Ply)-Cift Egrilikli Levha Icin Kuvvet ve
Moment Agilimlari

5.4.5.1 Kuvvet Bilgenleri
Matris formunda verilen denklem (5.65) deki kuvidesenleri bolumu alinarakd,, B, , E;

matrislerinin ortotropik lamine icin gecerli halielenklemde yerlerine yazilir.

um%
N, AL A, O " B, B, O Lz E,E, O 4 @ LU 50
Nz = Arz Azz 0 uz,z"'E + BlZ Bzz 0 @,r E12 E 2 0 (_ﬁj B,tU;
N 0 0 Ay 0 0 By APy 0 0 Eg @,1"'@,2"'2“3,12

U,+U,

£,i=1,2,6 Kio,i=1,2,6 Kiz,i=1,2,6

(5.72)

Denklem (5.72) de kapali formda verilen kuvvet denkerinin agik hallerinin yazilmasi;

u u 4 4
N, = Au[ul,l-"ﬁsJ-FAlz(u 2,2+€3J+ 81{01,1'" B @ Z’Z_WE Lw fu 3)??'5 (LQ U 3):

u u 4 4
N, = AZ[U1’1+E3]+A22(U 2,2+€3]+81¢1,I‘- B # Z’Z_WE ](2¢ fu 3)??'5 (250 shu 3):

N, = Ag(U1+ Uy ) ¥ B of @14 02) - E 0 1 320 ) 573)

5.4.5.2 Bilme ve Burulma Momenti Bilesenleri

Matris formunda verilen denklem (5.65) deki momeifigésenleri boluma alinaralg;, D, , F;

matrislerinin ortotropik lamine icin gecerli hallelenklemde yerlerine yazilir.

L&,ﬁ%
M, B, B, O Dy, D, O 2% FyFyp O 4 @tuU 50
Mz = Bzz 0 uz,z"'% + D12 D22 0 @rr ¢t I:12 F 2 0 (_ﬁj B,tU;
Ms 0 0 Bg 0 0 Dy APy 0 0 Fg @,1"'@,2"'2“3,12

U, tu,

£,i=1,2,6 k°,i=1,2,6 k?,i=12,6

(5.74)
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Denklem (5.74) de kapali formda verilen moment diemberinin agik hallerinin yazilmasi,

u u 4 4
M, = Bll[ul,l-'-ﬁaj-'- BlZ(u 2,2+€3j+ D P D@ Z'Z_EF @ Fu 3)1_?F (L? Hu 3):

u u
MzzBlz[um"'EsJ"'B z(u22+R32J+D1§011 i+D ﬁzz F ](z(ﬂ fu 3)_3,]2F é? U 3):

Mo = Bug(U1#U, ) +D of 0, 0.) =5 F o 10 20 ), 579)

5.4.5.3 Yuksek Mertebeli Gerilme Bilgenleri

Matris formunda verilen denklem (5.65) deki yiuksekrtebeli gerilme bilgenleri bolimu

alinarak E;, F;,H; matrislerinin ortotropik lamine icin gecerli hailedenklemde yerlerine

yazilir.
L&ﬁ%
R E, E, O u F, Fp O P11 HyHy, O 4 @ fuU 50
F% = E12 E22 0 u2,2+€ + I:12 Fzz 0 @y ¢t H 12 H 2 0 (_Ej B,orU;
R 0 0 K 0 0 K A+, 0 0 Heg @,1"'@2"'2“3,12
U, *u,
H_} \ J -—
£,i=1,2,6 Kio,i=1,2,6 Kiz,i=1,2,6

(5.76)

Denklem (5.76) da kapali formda verilen yiksek eifggti gerilme bilgeni denklemlerinin

acik hallerinin yazilmasi;

u u 4 4
Fi:Ell[ul,l-'-Es +E,, u2,2+€3 +F1¢1,I"F Qz,z_WH @ Fu 3)1??"' (LQ U 3):

u u 4
I:)2:E12(ul,1'+'ﬁ3 +E,, uz,z"'é +F1¢1 tF 5922 H 1(2¢ fu 3)11_¥H e¢ Fu 3)

R = E66(u2,1+u1,2) + Fes((al,z"'(az 6£§0 219 1% 2u 3,): (5.77)

)‘WH
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5.4.5.4 Enine Kesme Kuvveti Bilgenleri

Matris formunda verilen denklem (5.66) daki enimsike kuvveti bilgenleri bolumu alinarak

A;,D; matrislerinin ortotropik lamine igin gecerli hailgerlerine yazilir.

Q| _[As 07[@+us,| [D, 07 4\[B+us,

{QlHo Asquws,lHo DK hzj{wuu} 679
: ——
£,1=4,5 K, 1=4,5

Denklem (5.78) de kapali formda verilen enine ke&uoneveti denklemlerinin agik hallerinin

yazilmasi;
Q. = Au(@+Us) 5D uf@sru)

Q= Ag(@+u,) s Dofpiru,) 579

5.4.5.5 Yuksek Mertebeli Kayma Bilgenleri
Matris formunda verilen denklem (5.66) daki yuksalkrtebeli kayma bikenleri bolimu

alinarak D;,F; matrislerinin ortotropik lamine icin gecerli hafledenklemde yerlerine

yazilir.

K, _ D, O ||@+tu;, + Fu O (_izj B+, (5.80)
K, 0 Dg||gtus, 0 K h @+uy,

Denklem (5.80) de kapali formda verilen yuksek elggti kayma denklemlerinin acik

hallerinin yazilmasi;
_ 4
K, = D44(§02+u3,2) _F F44(§02+ u 3,)

K, = Dis(@1+Uz)) 2 Fopit0 o) 581)

Boylelikle hareket denklemleri icerisinde kullangoaiz kuvvet, moment, yiksek mertebeli
gerilme, enine kesme kuvveti weiksek mertebeli kaymdenklemlerinin acik hallerini elde

etmis oluruz.
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5.4.6 Hareket (Euler-Lagrange) Denklemleri

Hareket denklemlerindesidiklerin karsiliklari, problemin dinamik oldgu varsayildginda
kullaniimaktadir. Bu ¢cagmada sistemin statik ylike maruz kgidkabul edilerek gtliklerin
karsiliklar sifir olarak yazilacaktir.

1. Denklem: (5.60) denklemi problem statik durum icin incelefidden dolay sifira
esitlenir.

ON, | ONg

=0 5.82
ox oy ( )

Kuvvet bilesenlerinin tlrevlerinin alinngihalleri;

(ﬂ,zf" u3,221)

U 4 4
N11_A11( 111 u%j"'A{ 224" R;]"'Bfgl,ﬂ'B 9 Z,ZEE (1{0 iy 3)1_1?E

N6,2=A66(u2,12+u1,2)+86((”12 (021)2 E 6(640 259 13’22u 3,)2

3n’
Kuvvet bilesenlerinin tlrevlerinin alinmgi halleri denklem (5.82) de yerine yazgohda
denklem (5.83) elde edilir.

AL A 4 _4
Alulll+( R t—= szu3l (A12+A a 221 E H 3111 ( tZE l}k‘ 3$1A u66 1,2€ 1 13_]2 Elljﬂ,l]

K1
+(Blz_iE12+Beﬁ_iEeej¢2 21+[B 66__4E 69(012220 (5.83)
3h2 3.]2 ) 3.]2 )
2. Denklem: (5.61) denklemi problem statik durum icin incelgimden dolayi sifira
esitlenir.
ONs (0N, _ (5.84)
ox oy

Kuvvet bilegsenlerinin tirevlerinin alinngihalleri;

Aee( Uyt 1,2)+Be(§01,2i"§0 21)1 3th e(é” 21 1,?12u 3,):

LU U, 4 4
AIZ[ 112 R;Z\J-"Azz{u 2,22+ R2 \J"'B @ 112"B B 232 3h ( 112 3,)15?E (ﬂ,22+u3,222)
Kuvvet bilesenlerinin ttrevlerinin alinngi halleri denklem (5.84) de yerine yazilir ve sifira

esitlenirse denklem (5.85) elde edilir.

4 4
(A12+A66)u1,12+ Ae&‘ 2,11'*'(%"’%}” 3,2+A Y7532 E 1'52E )é" 3112 52 E U, 5

3n? ( 3n?

4 4 4 4
+(Bee _? E66+ B12_¥ E12j¢1,21+[8 66_? E 6;¢ 2,1'1'(8 2?? E ;5” 2,2:20 (5.85)
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3. Denklem: (5.62) denklemi problem statik durum icin incelgiden dolayi sifira
esitlenir.

2 2 2
99,0Q, 410K, K|, 4[0F 0P, ,0R) N, N, (5.86)
ox oy h ax oy 3h“{ ox= oy oxdy) R R,

Bilesenlerinin turevlerinin alinngihalleri;

=A@ tusy) —hiz D{@,#U 5}
Qz,z = A44(¢2,2+u 3,2 _hi; D 44(¢ 2,5t U 3,2)2
K= D55(¢1,1+ u 3,1J) _h;42 F 55(40 iU 3,1)1

K2,2 = D44(§02,2+ Us, _hiz F 44((” 25t U 3,2)2

U 4., 4

Fin: El\(unll'" F\_,llj { 221'1" Rz j"": 4 111'1F ) 22113,'2 (54 KLy ,1113.) _? H12(¢2,211+ u 3,221)1
U5 Us 4 4

Pz,zzzEu(ullzz R j+Ez£ 3’%2}“: 9 ..3F @ 2,2_@H (fg 1 ,1122) _§H22(¢2,222+u 32

4
P6,12 = E66(u1,212+ u 2,11) +F eéqo 1,213' Y 2,1)5% H égo 2,1T2¢ 12122u3 1212)
All + 3 Us +h +& +B_11 +B_12 4 E
Rl Rl ull R1 R1 u2,2 Rz Rl wl,l Rl ¢2,2 3h2 1(¢11 3,1) 312 ¢ 23_ ;

_A A, u B B
T e R A

Bilesenlerinin ttrevlerinin alinngthalleri denklem (5.86) de yerine yazilir ve ylkglenirse
denklem (5.87) elde edilir.

AS_E +1_6 + 4E11 4E12 4E11 4E12
> 255h4553h2Rl 3h2R2 M’ R PR,

8., .16 4E,, 4E 4E 4E
+ __D F + 2 22 12+ 22
[A““ 7 e et g R e R, #’R  H’R j

B, 45, B, 4E, _ 8 By 52
[%5 RO R AR R :hZRJW(A“ RO R 3R

4 16 4 16 8 32
+ (W I:11 _W H 11} @it (? F 12_W H 12+? F 66 . 4 H % D ;0

B, 452}@
R aR %

9]4
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8 4 16 32 4 16
+(_F66 + F12_ H 12__H 66] ¢1,212+( F 22 H 22j¢ 2,22

3h? 3h? 9h* Sh* T th *
16 4 4 4 8 16
_WH11U31111+ h? E.u 1111+W(E 1,2+2E elu 2,21??(?H 1'5?"' gsu 3,2

i 4 16 All Ay _ h A_?Z

+ hz(E12+2E66)u1,122+3h Zy 2222 %4H éé 32222[R1 szu 1,1[ + ]u ‘
_L(Al AQJU —i(iu’*_zz]u

RIR R RIR R,

—q (5.87)
4. Denklem: (5.63) denklemi problem statik durum icin incelgiden dolayi sifira

esitlenir.
oM, . oM, 4 oR, P,

+—8-Q +—K, - —81=0 5.88
ox oy @ h? 3h2(0x ayj (5.88)

Bilesenlerinin turevlerinin alinngihalleri;

F (ﬂzl"' u3,221)

U 4
M1,1=Bn(u111 Léj"'B{ 2,21 sz"'Df?lﬂ'D é 221 F (1? iy 3)11_1?

Me,z = Bee(uz,lz"'u 1,2)"' D 5((”1,25"(” 2,1)2 porhs 4640 259 13'22u 3,);

3n?
Q= Ag(@+u,) s Dafgiru,)

K, = D55(¢71+ u3,1) _hiz F55((”1+ u 3,)

3?2 (ﬂ,21+u3,221)

u, 4
F:)L,l E, (uln"'u3 j"’E{ 224" j"'Fﬁ)lﬂ'F ] 221 H (Lfﬂ Hu 3)11_1_H
R R,
P6,2=Eeﬁ(u1,22+u2,u)+F6(¢1,22+¢2,1)2 37 H (9,50 $H2u ),

Bilesenlerinin turevlerinin alinmgihalleri denklem (5.88) de yerine yazilir ve siggdlenirse
denklem (5.89) elde edilir.

4 (BB, B 16 4B 4E, 4
(al &FEllJUl’lfl-(R-*-Rz A55+hZD55 h4F 3.]2 R 3.]2 RZJ 3:{-(8 EB 66 3]2E 12$]2E ;é‘l z

4 8 16 8 4 1
+(%6_?E66ju1,22+[D11__F1f- ; 11?[ il G-ED E%_ZF B 9]4H Tz GH }

312 91 12 312 31
4 _ 16 4 8 16, _ 3 1
_(ﬁ F _W Hllju&lll_(? F12+? Fes 914 12 WZH ; 3,12’5( 66 3 el Q—| ;go 1

_(&5_3_&[)554':;_46':55}(01:0 (5.89)
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5. Denklem: (5.64) denklemi problem statik durum igin inceleidden dolayi sifira
esitlenir.

oM, oM, 4 oP, 0P,
+ - +—K., - — 24 < 0 5.90
ox dy @ h? 2 3n? [ax ayj (5.90)

Bilesenlerinin turevlerinin alinngihalleri;
4
Mel_Bee( 211*'12)+D (%zw’ 2])1 3h2 e(640 z,i*'lw 1,3’12U 3,):
Uy u 4 4
M2,2:Bl2(u1,12+ sz :{ ,22 ?Rszzj Qlﬂ'D @ 222 (1? I 3)11_2?F (@,22"'“3,22
= A44(¢)2+u3'2) ra (402"'“ 3,

)
K2:D44(¢2+u3’2) e Fu(otu,)

Ra= Ees(u1,21+ u 2,1) +F 6(40 127 @ 2 1)1 3h2 H e(éo 219 13’12U 3,)1
U3’ U, 4 4
E12( 122+ Rjj+ Ez(u 2,22'"?;22}" F@.3F @ 2,23? H (l{ﬂ kb 3)1_2§ H (@,22+U3,222)

Bilesenlerinin ttrevlerinin alinngihalleri denklem (5.90) de yerine yazilir ve sifgélenirse
denklem (5.91) elde edilir.

4 4 4 4 16
(Bee_WEesj 211 (BGG-'-BIZ ?E%—?Elgu 1,12_(_F 7——H 2}2” 3,2

8 8 16 16 4
+ Dae_WFes-"Dlz_wFlz*—WH 66+WH 12)401,2?(8 22_?E 2}“ 2,

8 16 8 4 32 16
+ DGG_WFBG-FWHBBJCOZ,M_(S,F F66+ 312F12_ 914H BG_WH 1}” 311

B 8 16 4 4 E 8 16
(B A o g g o P g o

8 16
_(A44_FD44+FF44J¢2:O (5.91)
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5.4.7 Katsay! Atamasile Denklemlerin Sadelstirilmesi

Bir dnceki bolumde elde egimiz hareket denklemleri alinir ve gerekli katsayamalari

yapilir. Boylelikle denklemleri daha basit yazatiuli

5.4.7.1 1.Denklem

Denklem (5.83) birinci denklemimizdir.

4

4
Ai1u1,11+(%+%]u3,1+('6‘12+Asgu zm‘WE Y 3,11?@('5 32E W o HA U

4 4 4 4
+(Bll_wElquol,ll-'-(BlZ_?ElZ-*-BGG_FE 6§¢ 2,2’1"(8 GE?E 6}¢ 1,2:2O

Denklem (5.83) de yer alan katsayilara kisaltmaeleri atanir.
4 4 4
Ql:(%-F%J QZZ(Bll__zEllj Q5= BlZ_?Elz Q4:?E1
4 4 8
QS:WEH Qg:Bes_wEse QlO:?EGt
0, = A, + Ag 0,=Q,+Q, 0,=-Q,,~Q,
Denklem (5.83) deki katsayilara kisaltma atamalaryazilmasi, denklem (5.92) yi elde

etmemizi sglar.

'%.lul,ll-'-Qi'I 3,1+a y 2,12+Q ? 1,11'-a g 2,1?Q u4 3,11'-16 u3 3,1-52A u66 ].-,'-ZQ gﬂ 9 1?29 (592)

5.4.7.2 2. Denklem

Denklem (5.85) ikinci denklemimizdir.

4
(Atz + Aee) Uyt AGM 2ait (% +%J E ] 2E )é" 3112 52 E U, 3,

4
u 3,2+A Y.,7 2h?

3
4 4 4 4

(Bae _W Eet Blz_w E12J¢71,21+(B 66_? E 6;40 2,11*'(8 2?? E 2)40 232 0

Denklem (5.85) de yer alan katsayilara kisaltmaeleri atanir.

4 4 4 4
Q32812_WE12 Qs=2zEw Qe:i"'ﬁ Q=B —3E, QBZ?E ?

3h? R R 3h?
4 8
Qg:BGG_WEee Qlo:?Eee 01=A12+A66 0 2:Q §"Q 9 0 3:_Q 13Q

Denklem (5.85) deki katsayilara kisaltma atamalariyazilmasi, denklem (5.93)'U elde

etmemizi sglar.

A%6u2,11+ap1,12+Q @2,1]-.{-a @1,13_6 Lé 3,11-12- A l2|2 2,3_2Q u6 é',_ZQ ¢7 2,_252 u 8 3,%29 (593)
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5.4.7.3 3. Denklem

Denklem (5.87) G¢tinct denklemimizdir.

8 4 4 4 E 4 E 8 1 4
(&5__[)55 h4 F55+3h2 El 12 Ez ?El ?ZEIZJU?:,M-F[AM_h_zDM-Fp%M-}-?%

4 E22 4 E12 4 E22 (
"WR AR IR
j 2222

1111( _D5§|-h4 55 E Rz
4 4E,,

ii+iiz] ( [ D+ B By, _54__}
IR IR h “R R 3’R D’R

16 4 4 1 4 1

WHnus thﬁ'LJ_u (3,12F12 9‘14 31 %_| ;@ 22(&2 B 2 4?_' _4E| )Q 2
4 4( 8 16 16
+_2(EJ.2+2E66)U2,211_§(?H ot 312H e; 3221'1' 3] ( '52E )J 113'2 E U, 222294H u22223a2

A.1+A12 A12+ 22 u22_ 1 A11+A U3_ 1 A 2+A U3:_q
R R R R, )™ R{R R, RAR, R,
Denklem (5.87) de yer alan katsayilara kisaltmaeleri atanir.

4 4 4 4
Q1:%+% Q2:Bll_WEll Q3: Blz_?Elz Q4:?E11 Q E?E

4 4
Q6:&+ﬁ Q7:Bzz__E22 Q8:_E22

R R 3n° 3’
d1:A44_hi;D44 d2:A55_h_42D55 d3:D44_h_A;F44 d 4:D 55_h_i|: :

4 4 4 E
bu:%"'% blZZFll_ﬁHll b13:F12_¥H 12 b 18:F BG_?H 66 b 2%%+§
4 4 4 4 8

b14:WH11 blSZ?le blGZFZZ_FH 22 b17:?H 22 b 19:?H (
_ 4 Q Q _ 4 Q Q _ 4 4 Q, , Q
64_d2_Fd4_§_€3 as_dl_ﬁds_é_ﬁz ae_dz_ﬁdﬁyblﬁﬁ*'é
4 Q 4 8 4 4
a7 =d1 hz d3+3h2 b20 % Rj 68:§E12+?E66 0 9=?b12 0 10__ 15" b :
4 8 8 4 4 Q
allzwbm alzz_ﬁbls_?blg 0 13:Fb16 0 14:?b 7 05 _%_é

Denklem (5.87) deki katsayilara kisaltma atamalariyazilmasi, denklem (5.94)'G elde

etmemizi sglar.

a4¢h+05¢)2'2+0 Mgt 0 U3t Qu 117% 0 U 2,1'1"2a Dy 1,1"1f3 (Dlmlz,_aﬂ-l 3,1111+a Y 3,1123'a Wb Qus 2,
+610@,122+ 0 1502,222_a M 32207 Q U 3 Q Us 5 2a Us= (5-94)



5.4.7.4 4. Denklem

Denklem (5.89) dordincu denklemimizdir.

4 B B 8 16 4 E 4 E
(Bll_WElljul,ll-l-[Ell*-R_l;_A55+_DSS_FF55_ 3h?2 Rlil_3h2 Rl,j]u“

4 4 4 8 16
+(Blz+BGG_WEH_WEBGJUZ,M-F(B66_?E 69“ 1,25"(D 1TFF ﬁ?H Jl 1

8 4 16 16 16
+(D12_WF66+D66_WF12+WH12+ h* eejqozzl (3,] 11 Sh4H 1}“ 31
4 8 16 32 8 1
{ae g P gere g ot (D 52F 4 H o A 550 #1F Joo

Denklem (5.89) da yer alan katsayilara kisaltmaeleri atanir.

4 4 4
b, = El-" Rl; b2:D11_WF11 b3:D12_¥F12 b4:?|:11 b5:?|:1

4 8 Ei Epn 4 4

By = Dy = Fes b= Fes b= b,=F .

ar a TRR e PR gt
4 4 4 8
b14:WH11 blSZ?HH b18:F66_?H 66 b19=_2H €
4 4 4 4 4
szBu_?Eu Qg:Bea_?Eee dleM_FD a4 d §A5EF2D 55 d fD 5_5h_2F
4 4 4d 4 4
e12812+866_? ElZ_?EGG €, b d h2 4;,:121 e3:b 2——2b 12 e 5:b 9__2b :
_ 4 _ 4 4 _ 4
& Qs b9_3hz b13 3,]2 18 ea__b4+?b14 e7__b5_b 13’?213 1??213 v € §_d tﬁzd

Denklem (5.89) daki katsayilara kisaltma atamailariyazilmasi, denklem (5.95) i elde

etmemizi sglar.

Q2""111-'-6.{']212+e£I 31 e?ll e@ Z,ZTe% 1,§Eeu6 3,1Tleu7 S,EQU 9 J-.',-2§¢ %Q (595)
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5.4.7.5 5. Denklem
Denklem (5.91) bgnci denklemimizdir.

4 4 4 4 16
(BGG_SWE%]U&M'F(B%"‘ BlZ_WE ee_WE 12)LI 1,12_(?F 22_WH zjvu 3,2
8 8 16 16 4 8 1
+(D66_ﬁ F66+D12_? I:12"'WH 66+?1H 14¢1,2'1"(B 2??2'5 2}“ 2,55([) (S_GFF &W?H }60
8 4 32 16 B, B 8 1 4F 4E,
{arFer g e gt it (EZ AT g e

8 16 8 16
+(D22_WF22+WH 22}¢2,22_(A44_FD 44+FF 49(0 2:0

Denklem (5.91) de yer alan katsayilara kisaltma ifadeleri atanir.

4 4
Q7:Bzz_¥E22 Q9:BGG_yEGE
4 4 B 4 4
b\‘s:DIZ_WFM bSZ?Flz bez%"'é b7:[)22_WF22 bSZWFz
4 8 4 4 4
bg:Dea_ﬁFes blo:?Fae b13:F12_?H 12 b 15:?H 12 b 1§F 23_2H
4 4 8 E
bnzﬁsz b18:F66_wH66 b19:?H 66 bzo:E'F%
4 4
d1:'0‘44_FD44 d3_D44 FFm
4 4 4 4 4 4
elzaz’LBes_? ElZ_? Ee e7~bsb 9‘?13 19,‘?[3 8 €FDb §?b 8 €3b 7gzb
4 4 4 4 4 4
€ =_b5_b10+¥b15+¥b19 e10:_b8+?b17 en:_d Tﬁzd 3 € 12:b Ed "Ide Egzb

Denklem (5.91) deki katsayilara kisaltma atamaiariyazilmasi, denklem (5.96) yi elde

etmemizi sglar.

Q9u2,11+ey1,12+e?2,13+eQl,lj-el"; 3,1I|2-¢u7 Z,Q-Ze l'!I.Z j,-Ze (09 2-,'-2§ ulO STEE wjfg (596)

Sonu¢ olarak 5 adet yonetici denklemin kisaliglrhallerine ulamis oluruz. Elde edilen

denklemler; yiksek mertebeli diferansiyel denklewtile
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6. UYGULAMA

6.1 Sinir Kosullan

Cift egrilikli olarak belirlenmi ve her kenari basit mesnetlegni$S3) kabul edilen kare bir
levha secilmitir. Levhayasekil 6.1 de gosterilg@g gibi g yayili yukia uygulanmaktadir.
Uygulanan yuk neticesinde, belirlgdniz sinir kaullari nedeniyle levhada tepki kuvvetleri,
momentler ve donmeler meydana gelmektedir. Ornekaeicin sinir keullar aagida

tanimlanmaktadir.

) | w8 q Wﬁ

| H H W e

X1 —
N2

0 SS3

—
c=s
1yl

oo

Sekil 6.1 Cift egrilikli bir levhada kuvvetlerin, momentlerin ve diwlerin gésterimi
Alt ve Ust kenarlarda, yonunde birim yer dgsimi olmaz.

u(x,0)=u(x,b)=0 (6.1.a)

Sol ve sg kenarlardax, yonlinde birim yer dgsimi olmaz.

v(0,%,)=v(a,x,)=0 (6.1.b)

Kenarlardax, yonunde birim yer désimi olmaz.

w(x,0) =w(x,b) =0

6.1.c
w(0,%,) =w(a,x,) =0 (61.0)
Hareketin serbest ol@gu yonlerde tepki kuvveti olumaz.
N, (x,0)=N,(x,b)=0
2(X1 ) 2( 1 ) (6,1_d)

N,(0,x,)=N,(a,x,)=0
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Kuvvet olismayan yonlerde moment de gioaz.

M, (x,,0) =M, (x,,b)=0

(6.1.e)
M, (0,%,)=M,(a,x,)=0
Hareketin serbest olmaigiyonlerde donme olmaz.
,0)= b)=0
4 (%,0) = @(x,.b) 6.0
%(0,%,) =@, (a,x,)=0
Yuksek mertebeli kayma terimleri;
P, (%,0) = P,(x,,b) =0 6.1.9)

R(0.%) = Py(a.x,) =0

Her kenari basit mesnetleryn(SS3), dik katmanh (cross-ply), simetrik/anti simk,

ortotropik levhaya Ciftli Fourier serilerine goreamalari yapilir.

=
11

i

MM

=}
1l
iy

u,, COSax, sinGXx,

0
s
s

V.., Sinax, cosBx,
1

3
Tl
N
=}
1l

w,,, sinax, sinBx, (6.2)

0
M
M

3
I
N
>
I
AN

I
NgE

7] i X, COSa X, SinBX,
n=1

1

3
I

@ = ii Y. SINA'X, COSBX,
m=1
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6.2  Sinir Kosullarinin Denklemlere Dahil Edilmesi

Belirlenen sinir kgullari icin elde edilen Ciftli Fourier serilerinitiirevleri gerek duyuldgu

sekilde alinir ve denklemlerde yerlerine yazilir.

6.2.1 1.Denklem:

A.lul,ll+Qp 3,1+a !L’I 2,12+Q ? 1,11-a g 2,13Q u4 3’11'16 u3 S,EZA u66 JTZQ w 9 fZQ

Yukaridaki denklemde turevlerinin alinmasina germdkyulan dgerler, denklem (6.2)

takiminin tdrevlerinin alinmasiyla elde edilir.
1= U@ cosax, sinBx,
Uy, = DD W, acosax, sinBx,
Uy, == ) Vym@BCOSax, sinBX,
A== Xna*CosaxSnpx,
Bp==D D Ym@BCOosaxSnpX,
Uy == D W, a°Cosax Snpx,
Uy 10 ==, Y W a8°Cosax Sngx,
U, == D UnB°Cosax,Snpx,
A= XmB CosaxSnpx,

Istenen tirevleri alinan Double Fourier serileridanklemde yerine yazilmasi ve denklemin

dizenlenmesi bizi denklemin son hali olan (6.3)agtuir.

1.Denklem:

> CosaxSnBx{ ~A LU, +QaW,, 9 AV, ~Q X, =0 ABY,, +QaW,,
=008 Wy, ~AGBU = QX ) =0

> > Cosax SnBx,{ ~(Aa” + AgB’)U,, —0 gV, +(Qa+Qa° -0 gB)W,,
~(Qa*+QyB?) X, ~0.aBY,,} =0 (6.3)
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6.2.2 2.Denklem:
A§6u2,1l+apl,12+Q g02,1il-a @1,13_6 L% 3,1Il2_A "42 2,-%_2Qu6 3-2(? ¢7 2,_29u 8 3,%29

Yukaridaki denklemde tlrevlerinin alinmasina germdkyulan dgerler, denklem (6.2)

takiminin turevlerinin alinmasiyla elde edilir.
Uy, == > V,a*SnaxCospx,

U, == > UaBSnaxCospx,

B, ==>. > Y, a*SnaxCospX,

A== D Xm@BInaxCospx,

Uy, == > W, a” BSnaxCospx,

U, ==Y V. B2 SnaxCospx,

U, =D > W, BSnaxCospx,

B == Y. BSnaxCospx,

Us 0o = =D D W, B SnaxCospx,

Istenen turevleri alinan Double Fourier serileridenklemde yerine yazilmasi ve denklemin

dizenlenmesi bizi denklemin son hali olan (6.4)astuir.
2.Denklem:

> SinaxCosBx{ ~ AN, =0 aBU 1, ~QE™,, =0 gBX,, ~0 4°W,,
_AZZﬁZan + Qeﬁ,vvmn _Q7ﬁ2Ymn + Qggwmn}

> > SinaxCospx,{-0.a8U 1, (A® + A8 Vy +(QB+Q B -0 g 7B)W,,
0,08 X =(Qu? + Q,5%) Y, } =0 (6.4)
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6.2.3 3.Denklem:

64@,1+65¢2,2+a é‘l 3,1:f|-a l?' 3,2§-Qq ZI.,ZI.ZI-.lJTa US 2,1-1|-2a ¢9 l,ﬁ? ¢10)12,_611J3,1111+a lg 3,1123-a l’é l,léEQUB 2,
+010¢1,122+a 1502,222_a 4 3,2225Qu1 1_1Q Ug 2"'20 Us=—q

Yukaridaki denklemde tlrevlerinin alinmasina germdkyulan dgerler, denklem (6.2)

takiminin tdrevlerinin alinmasiyla elde edilir.
@Q,=->.> XaSnaxSnpx,
@,=-> > Y. BInaxSnpx,

Uy == > W, a*Snax,Snpx,
Uy == > W, B2SnaxSnpx,
U, == > Ua’SnaxSnpx,
Ui, = DD Vo BSnax Snpx,
A=) Xma*Snaxdngx,
B11o= DD Y@ BInaxSNBX,
U0, = D > Woa*Snax 3ngx,
U110 = D> W’ B2Snax Sngx,,
Uy =Y > UnmaB2SnaxSnpx,
Uy 2= D Y VB Snax Snpx,
Airo= DD Xm@B InaxSnPX,

B =2 Y INaXSNBX,

Us o= D > W, B'Snax SnBx,
U, =-> > U_ aSnax3npx,

U,, ==Y >V, BInaxSnBx,

u; = > > W, SnaxSngx,

Istenen tirevleri alinan Double Fourier serileridanklemde yerine yazilmasi ve denklemin
dizenlenmesi bizi denklemin son hali olan (6.5)agtuir.
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3.Denklem:

Zzgnax:l.gnﬁXZ{_a4axmn _OSﬂYmn _aﬁazvvmn _aﬁZVan _anumn +0 gzﬁvrm +0 g3xmn
+aloazﬁYmn _allawmn +alﬂ2ﬂwmn +agﬂ2Umn +Q88an +a lglgzxmn +a lﬁ an _a 1ﬁWmn
+Qlater +Q616vrm +615VVrm}

zzgnaxlgnﬁxz{(Qla+asaﬁz_Qg3)Um+(66a2IB+Q833+QQB)Vrm—(6 g2+a 732

+0,0" ~0,4°B*+0,8°~0 JW,, +(0 ¢°+0 GB°~0 @) X, +(0 £°+0 B0 B)Y,u} =1
(6.5)

6.2.4 4. Denklem:

Q2ul,ll+ ep 2,12+ e y 3,]# e ? l,lZ-L*_ e Q 2,2-1_ e @ 1,2-5 € u6 3,1Tle u 7 S,EQ u 9 ii,_Z? w 8: Q

Yukaridaki denklemde tlrevlerinin alinmasina germdkyulan dgerler, denklem (6.2)

takiminin turevlerinin alinmasiyla elde edilir.
U, == > U,a’CosaxSnpx,
Uy, == >V, aBCosax,Snpx,
Uy, = D> W, aCosax,Snpx,
A=) X @’ Cosax Snpx,

B == YmaBCosaxSnpx,
A== X B Cosaxanpx,
Uy == D W’ Cosax Sngx,
Uy == > W, af°Cosax Sngx,
U, == > U, B CosaxSnBx,

@ =>.> X.CosaxInpx,

Istenen turevleri alinan Double Fourier serileridenklemde yerine yazilmasi ve denklemin

dizenlenmesi bizi denklemin son hali olan (6.6)agtuir.

4. Denklem:

Y > CosaxS n,sz{—Qzazurm —eapV, +eagW -ea’X -eafBY. —efl’X -egW
€N, ~ QB + X}

5 XSk~ QU -l H(e1-e e B I, (o7 e - )X,
-e,aBY,,} =0 (6.6)



56

6.2.5 5. Denklem:
Q9u2,ll+epl,12+e502,lfl-e@1,lil-eL'} 3,11t¢u7 2,§|§e L{Z 3-',-2e ¢9 2-'5? u10 3:52? 401%9

Yukaridaki denklemde tirevlerinin alinmasina germdkyulan dgerler, denklem (6.2)

takiminin tdrevlerinin alinmasiyla elde edilir.
Uy == D Vo @*SnaxCospx,
U, == > UaB9naxCospX,
B == > Y. a’SnaxCospXx,
A== > XmaBInaxCospx,
Upp == > W, BSnaxCospx,
U, ==Y > V., B2SnaxCospx,
Uy, = > > W, BSnaxCospfx,
B == > Y. BSnaxCospXx,
Us o0y = =, > Wi S°SiNX CospiX,,
@ =22 YumSnaxCosfx,

Istenen tirevleri alinan Double Fourier serileridanklemde yerine yazilmasi ve denklemin

dizenlenmesi bizi denklemin son hali olan (6.7)agtuir.

5.Denklem:
> Y SnaxCosBx{ ~Qua N, ~€@BU  ~ €N,y ~€ ABX 1~ " BN, ~Q BN, +e AN,
687, —6BW,, +e.Y, }

> > SinaxCospx,{-eapl,,, - (Qa’ + QN —(ea"B e, B+e,5)W,, e @BX,,
-(ea*+e,57-e,)Y,,} =0 (6.7)
Daha Once elde edilen padet yiksek mertebeli diferansiyel denklemlerikargenliklere

bagli ve ylksek mertebeli tlrev ifadelerini icermeyballeriyle yani cebirsel denklemler

seklinde yazny oldum.
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6.3 COozum Denklemi

Cozum denkleminin matris formunda genel haliyle Iyag sekli asagidaki gibidir. Bu

formdaki ilk kisim dinamik bolumi olturmaktadir. ikinci kisim ise statik bolimii
olusturmaktadir.

.. U.., 0
V. Vi 0
[M]iW_ t+[C]i W ¢ =1 Qu (6.8)
X, X on 0
Y., Yo 0

Dinamik kisim Statik kisin

Zamana gore dgsimin olmadgl varsayildgindan dolay ilk bélim hesaplara katilmaz. Bu
durumda ¢6zum denkleminin statik durum icin geneliyie yazilsi denklem (6.9) da
gosterilmektedir.

U, 0
V. 0

[C] Wi =1 Qunn (6.9)
X, 0
Y. . 0

[C] matrisi bir dnceki bélimde Double Fourier semnhin uygulandil bes adet hareket

denkleminden elde edilir. [C] matrisinin elemanlainareket denklemlerindeki katsayilari
gostermektedir.
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6.4 Statik Durum igin [C] Matrisi

Bo6lim 6.2.3 de elde edilen padet denklemin katsayilari bize denklem (6.10pdsterilen
[C] matrisinin satir ve siutun elemanlarini verireriBlem (6.10), denklem (6.9) da

kullanilacaktir.

C11 C12 C13 C 14 C 15
C21 C22 C 23 C 24 C 25
[C] = C31 Csz C33 C 34 C 35 (6_10)
C41 C42 C 43 C 44 C 45
cC,6 C,6 C, C,6C

51 54 55

C[f,]] =U,,’ve bagl degiskenler satir(&=1,2,3,4,5

1. DenklemdenC[11]=-(Aa’+AB°)=|-Ap’ - AB’
2. DenklemdenC[2,1]=-0,a8=|-AaB- Al

3. DenklemdenC[3]=Qa+da -Qa’= % AR’L; 3 El,‘a',B‘2 E g —% E.g

4 4
4.  DenklemdenC[4,]=-Qa*-Q/f’ = —Bna2+ﬁ E.o°- 86@82+§ E.5°

5. DenklemdenC[5,] =-gaB=|-B.aB- 8660/[3 19,3 E.qB

C[¢,2] =V, 'ye bagl degiskenler satir(é=1,2,3,4,5

1. Denklemden;C[l, 2] :—alaﬁ:C[ 2,1] simetrik

2. DenklemdenC|[2,2]=|-A’ - A5’

3. DenklemdenC[3,4=0,0°8+Q +Q,8=|—; 7 Eyﬂﬁ E6g ,3+— ES 4{?{2 +%

4. DenklemdenC[4,2 =-eaB=|-B.aB- Bﬁyﬁ 19[3 Ea8

5.  DenklemdenC[5 9 =-Qa*-Qf =|-B,a* tae E.a°-B,S3° tos E,B’
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C[¢,3 =W, 'ye bazh desiskenler satin(¢ =1,2,3,4,5

1. DenklemdenC[1,3 =C[3,] simetrik

2. DenklemdenC[2,3 =C[ 3,3 simetrik

w

DenklemdenC[3 d =-9,0° -0, -0,0"+0.4°3°~0 ,5*+0 ,

{»s PEotor - 2[5 E ]—4[55—]}
TR ORTT (R OR) MR R

8 16 4 E 4( E E 16 32
-3 [AM -—D,,+= F44+W(E+£j +¥(J+_22H -—H,a'-——H_a’B?

he “ R R R R,)| :° t*
64 2 N2 16 4 1 A.l 'A&.Z 1 A12 A22
~ N PR H Bt | Ay D |2 Py P
9h4 66 ﬁ %4 ZZﬂ R( Rl R2 RZ Rl R2
4. DenklemdenC[4,9 =ea-ea*-eaf’
16 4 16 4
e L L A
8 16 32
+WFeeaﬁ2 - 9h4 12018 - egﬂ
5. DenklemdenC[5,3 =€ a’B+e,8-
4 8 32 B 8
:Wﬁzazﬁ Feed ﬁ__Hlpzﬂ_WH 692ﬁ+ﬁ(%+§]—&4ﬁ+ﬁ%ﬂ
_16 E
h4 44:8_3h2 IB[ Rlz R, j 3hz 22:8 2/83
C[¢,4] = X,,,'ye bagh degiskenler satiri(¢ =1,2,3,4,5
1. DenklemdenC[1,4 =C[ 4,1 simetrik
2. DenklemdenC[2,4] =C[ 4,3 simetrik
3. DenklemdenC[3,4 =C[ 4,3 simetrik
4. DenklemdenC|[4,4 =-ea’ -6’ +e,

8 16 8 1
:_D11a2+3?F11a2_WH11a2 68 + sﬂ __Haﬁ A thss_FGFs
5. DenklemdenC[5,4] =-gaf

8 4 4 16 4 16
=(_D12 + 3h2 F12+ 2h? F66+ 2 F12_ e H 12+?F 66 D 66_?H 6;018
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C[£,5] =Y, 'ye basl degiskenler satiri(¢ =1,2,3,4,5

=

DenklemdenC[1,5 =C[ 5,1 simetrik
2. DenklemdenC[2,5 =C[ 5,3 simetrik
3. DenklemdenC[3,5 =C[ 5,3 simetrik

4. DenklemdenC[4,5 =C[ 5,4 simetrik

5. DenklemdenC[S,Eﬂ =-ea’-ef’+e,
8 16 8 16 8 1
:_Deﬁaz+WF660'2_WH660'2_D2282+?F2ﬂ2_WH zﬂz_AMJ’FD 44‘Fﬁ: 4

buldusumuz beg adet hareket denkleminim katsayilarinistlwan [C] matrisi tamamlanmi

olur.
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6.5 Programlama ve C6zum

Elde ettgimiz [C] matrisinin MATLAP programi yardimiyla ¢élilesi sonucunda Fourier

serilerinde kullanilanU ,, V., W.,, X,.veY,,, genlik deerleri elde edilir. Dgerler elde

edilirken m,n tekrarlama sayilari J.N.Reddy’nin laodgr deser ile ayni yani 99

alinmstir(m,n=99).W__ genligi bulunduktan sonra, levhanin merkez noktasi igifodnasyon

miktari belirlenir. Sonrasinda, levhanin merkezkidgeformasyon miktari denklem (6.11)
yardimiyla boyutsuzkgunlir. Denklem (6.11) de gosterilen w @i levhanin merkez noktasi
icin denklem (6.12) yardimiyla hesaplanir. Sonu@rak aradiimiz boyutsuz merkez
sapmalarinin dgerlerine ulairiz. Elde edilen boyutsuz merkez sapmgedieri J.N.REDDY
nin ayni Ozelliklerdeki levhaya uygulag ¢c6ziUmin sonuclariyla kalastirilacaktir

(Reddy,1984 aekil 6.2 de programin algoritmasi gosterilmektedir.

Boyutsuz merkez sapmalarinin formuli (Reddy, 1984 a

_wE,h’

W =
Gp-a"

10° (6.11)

w degerini hesaplamada levhanin merkez noktasingemeégin x, ve x, deserleri % olarak
alinmstir.
w=W_ .sinax sinBx, (6.12)

Secilen dik katmanl, kiresel kabuk levhanin katiawamin malzeme 6zellikleri (6.13) de

gosterilmektedir. Her katmanin 6zellikleri ayni kabdilmektedir.

E, = 25x10 psi = 175 GPa

E,=10°psi =7 GPa

G, =G,,=0.5x10 psi = 3.5 GPa (6.13)
G,, =0.2x10 psi = 1.4 GPa

V,, =V,;3,=0.25
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Katsayisni gir

BASLA I:‘l> - Kat kalinliklarir gir

Herm ve n dedertigin
Wimn genligni kullenarak
daformasyon mi«tarni bul

- Laminasyon agilanini gir

Sonuclanraporla

-Hesaglamalarda kullanilacak

- Katlarn simztri eksenine
mesafelerini hesapla

mesafe dederlenniata.

v

- ABDEFHmatislarin hesapla

- D derara sabitler hesapla

V

; Katilik matrisi ve yik matricin

Kullanaralk Y¥mn

. birirn yer dedigimi

Genhgini hesapla

<j

/-Y'ukde@erinigtr

- m=n tekrarlama /
sayilanr g|r
Katilk matri=i \
decerlerini
Hesapla ve matris

\ elernanlarna ata

\—z

Sekil 6.2 Programlama ve ¢ozigamasi.

Cizelge 6.1 (0°/90°/0°)seklinde dik katmanl (cros ply) kuresel kabuk leyaait boyutsuz
merkez sapmalari yer almaktadir. Kiresel kabukddela/b=1 (kenar uzunluklagi® olarak

belirlenmi kare levhadir. Ornek kuresel kabuk levhgt &alinliklarda katmanlanmive

dizgun yayili yike maruzdur.

(a/h=10).

Levhanin kenar uzgmlkalinliginin on kati secilngtir

Cizelge 6.1 (0°/90°/0°) Duzgun yayil yike mardik katmanlanngi kiiresel kabgun

boyutsuz merkez sapmalari

R/L

W (Boyutsuz ¢cokme orant) (Reddy,1984 a)
5 10,332393 10,332
10 10,752141 10,752
20 10,862303 10,862
50 10,893542 10,893
100 10,898019 10,898
Levha 10,899497 10,899
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Cizelge 6.2 (0°/90°/90°//0°) seklinde dik katmanli (cros ply) kiresel kabuk leyhaait
boyutsuz merkez sapmalari yer almaktadir. Kireablk levhada a/b=1 (kenar uzunluklari
esit) olarak belirlenmi kare levhadir. Ornek kiresel kabuk levhgit ekalinliklarda

katmanlanmy ve dizgun yayil yike maruzdur. Levhanin kenamiigiu kalinliginin on kati
secilmstir (a/h=10)

Cizelge 6.2 (0°/90°/90°/0°) Duzgun yayil yukerm dik katmanlanngikiiresel kabgun
boyutsuz merkez sapmalari

R/L W (Boyutsuz ¢okme orani) (Reddy,1984 a)
5 10,476330 10,476
10 10,904527 10,904
20 11,017019 11.017
50 11,049921 11,049
100 11,053493 11,053
Levha 11,055003 11,055
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7. SONUC

Bu calsmada genel olarak Klasik ve Birinci Mertebeden Kaybeformasyon Teorilerine de
yer verilmg olmasinin sebebi; teorilerin gglrilmesi sirecinde kayma deformasyonlarinin
etkisinin gosterilebilmesidir. Ancak artan mertedyde kullanilan hesaplama gicunin artmasi
ve elde edilen sonuclardaki hassasiyet incefgnde, 6zellikle Uglincti Mertebeden Kayma
Deformasyon Teorisi kullaniminin, hesaplama g@iglive sonu¢ hassasiyeti bakimindan
optimum noktada oldiu belirlenmitir(Reddy, 2003). Bu nedenle tez gailasinda tercih
edilen yontemdir.

Ornek uygulamada tercih edilen sigartlari Navier ¢ézimiinii gkmyacak sekilde, sinir
degerlerinin  Ciftli Fourier Serileri kullanilarak ydpn tanimlamalarinda sireksizlik
olusturmamaktadir. Belirlenen lamine dik katmanh (epbg) kiresel kabuk levhadir ve
dizgun yayili yuk etkisindedir. Uygulama ognelarak iki farkli kompozit levha seciltir.
Levhalardan biri (0°/90°/0°)eklinde dik katmanli (cros-ply) kiresel kabuk leyd#&eri ise
(0°/90°/90°/10°) seklinde dik katmanl (cros-ply) kiresel kabuk legthra Calsmada, analitik
¢bzimun araslemleri ayrintilariyla gosterilmeye calmistir. Analitik ¢cozim neticesinde
elde edilen kismi diferansiyel denklemler kullarala MATLAP programlama dilinde kod
hazirlanmgtir. Sayisal sonuclarin gaulugu ve hassasiyeti J.N.Reddy tarafindan ayni
Ozellikteki kabuk icin elde edilen sonuclar, J.Nd@g¢nin elde et sonuclar ile
kiyaslandginda (Reddy,1984 a), sonuclarin @ttigl gérilmektedir. Sonuclarin ayni ¢ikmasi
dolayisiyla matematik modelin gau programlandy goralmisttr. Ayni zamanda elde edilen
veriler neticesinde, cift @ilikli kiresel kabuk levhanin gilik yaricaplarinin kenar
boyutlarina olan orani artikga yani kiresel kabiik tevhaya yakkgikca boyutsuz ¢cokme
oraninin artg@ gorulmektedir. Bu sonug bize kiresel kabuk plakagbkmeye kan daha
dayanikli oldgunu gostermektedir.
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