
YILDIZ TEKN K ÜN VERS TES
FEN B MLER  ENST TÜSÜ

 VE ÜÇ BOYUTTA SP N ½ ISING MODEL N
ORTALAMA ALAN YAKLA IMI

MÜMTAZ MURAT ARIK

F.B.E. Fizik Anabilim Dal  Fizik Program nda

Haz rlanan

YÜKSEK L SANS TEZ

Tez Dan man      : Yrd. Doç. Dr. Tuncer KAYA (YTÜ)

STANBUL, 2009



ii

NDEK LER

Sayfa

MGE L STES  .................................................................................................................. iv

KISALTMA L STES  ............................................................................................................ v

EK L L STES .................................................................................................................... vi

ZELGE L STES  ............................................................................................................. vii

ÖNSÖZ .............................................................................................................................. viii

ÖZET ................................................................................................................................... ix

ABSTRACT .......................................................................................................................... x

1.  .................................................................................................................. 1

2. MANYET ZMA .................................................................................................. 4

2.1 Atomlar n Manyetik Momentleri.......................................................................... 4
2.2 knat slanma Vektörü........................................................................................ 5
2.3 Al nganl k ............................................................................................................ 6
2.4 Atomik Al nganl k ............................................................................................... 6
2.4.1 Al nganl n Termodinamik Formülü ve Manyetizasyonun Deneysel Olarak

Bulunmas  ........................................................................................................... 7
2.4.2 Atomik Al nganl n Formülü .............................................................................. 8
2.4.3 Larmour Diamanyetizmas : Bütün Kabuklar  Dolu Yal tkanlar n Al nganl  ..... 10
2.4.4 Elektronlar n Dizilim Kurallar  .......................................................................... 11
2.4.4.1 Hund Kurallar  ile d ve f Kabu unun Doldurulmas  ........................................... 11
2.4.5 Von Vleck Paramanyetizmas : Yar m Dolu Kabuktan Bir Elektron Eksik yonlar

çeren Yal tkanlar n Al nganl  ......................................................................... 12
2.4.6 Curie Paramanyetizmas : Bütün yonlar  J Aç sal Momentuma Sahip Sistemin

Manyetizasyonu ................................................................................................. 13
2.4.7 Pauli Paramanyetizmas : letim Elektron Spinlerinin Al nganl a Katk  .......... 15
2.4.8 Landau Diamanyetizmas : letim Elektron Yörüngelerinin Al nganl a Katk  .. 18
3. ISING MODEL ................................................................................................. 19

3.1 Ising Modelin Tan  ........................................................................................ 19
3.2 Ising Modelinde Hamiltonyen ve Bölü üm Fonksiyonu ..................................... 20
3.3 Ising Modelinde Bölü üm Fonksiyonunun Hesaplanmas  ................................... 21

4. ISING MODEL N KES N ÇÖZÜMLER .......................................................... 24

4.1 Bir Boyutlu Ising Modelin Kesin Çözümü ......................................................... 24
4.1.1  Manyetik Alan Yoklu unda Bir Boyutlu Ising Modelde Bölü üm Fonksiyonu24
4.1.2  Manyetik Alan Varl nda Bir Boyutlu Ising Modelin Çözümü ................... 25
4.2 ki Boyutta D  Manyetik Alan Olmamas  Durumunda Kesin Çözüm : Onsager

Çözümü ............................................................................................................. 29

5. KR K ÜSTELLER ......................................................................................... 32



iii

5.1 Kritik Üstellerin Tan mlanmas  .......................................................................... 32
5.2 Manyetik Sistemler çin Kullan lan Kritik Üsteller............................................. 32
5.2.1  Üsteli .............................................................................................................. 32
5.2.2  Üsteli .............................................................................................................. 33
5.2.3 α  Üsteli ............................................................................................................ 33
5.2.4 γ  Üsteli ............................................................................................................. 33
5.3 Kritik Üsteller Aras ndaki li kiler ..................................................................... 33
6. ORTALAMA ALAN TEOR LER  .................................................................... 36

6.1 Ortalama Alan Teorisinde Kritik Üsteller ........................................................... 39
6.2 Bragg – Williams Metodu .................................................................................. 41
6.3 Bethe – Peierls Metodu ...................................................................................... 51
7. ND RGENM  TRANSFER MATR S METODU ........................................... 61

7.1 2 Boyutta ndirgenmi  Transfer Matris Metodu .................................................. 61
7.1.1 2 Boyutta Transfer Matris Metodunda Kritik Üstellerin ncelenmesi .................. 68
7.2 3 Boyutta ndirgenmi  Transfer Matris Metodu .................................................. 71
7.2.1 3 Boyutta Transfer Matris Metodunda Kritik Üstellerin ncelenmesi .................. 76
8. ISING MODEL NDE YEN  KORELASYONLU ETK N ALAN TEOR  ...... 78

9. KORELASYONLU ND RGENM  TRANSFER MATR S METODU ........... 86

10. SONUÇLAR ..................................................................................................... 94

KAYNAKLAR .................................................................................................................... 97

ÖZGEÇM  ......................................................................................................................... 99



iv

MGE L STES

A Helmholtz serbest enerjisi

C Is  kapasitesi

D Diferansiyel operatörü

g Lande g-faktörü

go  Elektronik g-faktörü

h  manyetik alan

Η  Hamiltonyen

H ndirgenmi  d  manyetik alan

H
uur

 Manyetik alan iddeti

J  De -toku  etkile im parametresi

K ndirgenmi  de -toku  etkile im parametresi

kB Boltzman sabiti

L Uzun mesafe düzeni

M
uur

 M knat slanma vektörü

M Manyetizasyon

p  Etkin Bohr magnetonu

q  Normalizasyon faktörü

Q Bölü üm fonksiyonu

U ç enerji

En yak n kom u say

Korelasyon parametresi

0µ   Bo  uzay n geçirgenli i

mµ Manyetik geçirgenlik

sa mesafe düzeni

> Ortalama spin manyetizasyonu
χ  Al nganl k



v

KISALTMA L STES

cT               Kritik s cakl k



vi

EK L L STES

                                                                                                                                              Sayfa

ekil 3.1 Hat çizgileri (Huang, 1987) ................................................................................... 22

ekil 4.1 Bir boyutlu Ising modelinde sistemin topolojisi (Huang, 1987).............................. 25

ekil 4.2 Bir boyutlu Ising modelde manyetizasyonun d  alanla de imi (Huang, 1987) .... 28

ekil 4.3 Onsager latisi (Huang, 1987) ................................................................................. 29

ekil 6.1 Ortalama alan teorisinde d  manyetik alan n s ra gitmesi durumu, 0h →  .......... 38

ekil 6.2 Ortalama alan teorisinde 1Jβ >  durumunda serbest enerjinin de imi ................. 39

ekil 6.3 Ortalama alan teorisinde 1Jβ <  durumunda serbest enerjinin de imi ................. 39

ekil 6.4 D  manyetik alan yokken L ’nin de imi (Huang, 1987) ..................................... 47

ekil 6.5 Bragg - Williams yakla m metodunda do al manyetizasyon (Huang, 1987) ......... 48

ekil 6.6 Bragg - Williams yakla m metodunda  kapasitesi (Huang, 1987) ...................... 51

ekil 6.7 Bethe – Peirls yakla m metodunda kom u latisler (Huang, 1987) ......................... 52

ekil 6.8 Bethe – Peirls yakla m metodunun çözümü (Huang, 1987) .................................. 57

ekil 6.9 Bragg – Williams ve Bethe – Peierls yakla m metodunda  kapasitesi (Huang,

1987) ............................................................................................................. 60

ekil 7.1 2 boyutta transfer matris metodunda manyetizasyonun davran  ........................... 68

ekil 7.2 2 boyutta transfer matris metodunda kritik nokta civar nda manyetizasyonun

davran ........................................................................................................ 70

ekil 7.3 3 boyutta transfer matris metodunda manyetizasyonun davran  ........................... 76

ekil 7.4 3 boyutta transfer matris metodunda kritik nokta civar nda manyetizasyonun

davran ........................................................................................................ 76

ekil 9.1 2 boyutta korelasyonlu transfer matris metodunda manyetizasyonun davran  ...... 93

ekil 9.2 2 boyutta korelasyonlu transfer matris metodunda kritik nokta civar nda

manyetizasyonun davran  ............................................................................ 93



vii

ZELGE L STES

Çizelge 2.1 d ve f kabuklar n doldurulmas  (Huang, 1987) ................................................ 12

Çizelge 10.1 Kc’lerin kar la lmas  .................................................................................. 95



viii

ÖNSÖZ

Bu güzel çal may  tez dan man m Tuncer Kaya ile beraber yapmaktan gurur duyuyorum.
Tezimi haz rlarken ve yazarken akademik hayat m boyunca bana gerekli olacak bir çok eyi
sayg  de er hocam Tuncer Kaya’dan ö rendim.

Tez konusu olarak seçti imiz Ising model çok eski bir konu olmas na ra men bugün dahi
analitik olarak çözülememi tir.  Bu çal mada eski ara rmac lar n buldu u yakla k
çözümlere alternatif çözümler getirilmi tir.
Yüksek lisans e itimim süresince burs ald m TÜB TAK’a desteklerinden dolay  te ekkür
ederim. Ayr ca bir vefa borcu olarak beni destekleyen ülkeme, ileride emeklerini kar ks z

rakmayaca ma söz veririm.

lk ba ta, beni tez ö rencisi olarak kabul eden say n hocam Tuncer Kaya’ya ükranlar
sunar m. Ayr ca lisans ve yüksek lisans e itimim boyunca üzerimdeki emeklerini hiçbir
zaman ödeyemeyece im Y ld z Teknik Üniversitesi fizik bölümü ve matematik mühendisli i
bölümü hocalar ma te ekkürü borç bilirim. Son olarak hayat m boyunca yan mda olan can m
aileme can  gönülden te ekkür ederim.



ix

 VE ÜÇ BOYUTTA SP N ½ ISING MODEL N ORTALAMA ALAN

YAKLA IMI

Mümtaz Murat ARIK
Fizik, Yüksek Lisans Tezi

Ernst Ising, doktora tezinde hocas  Wilhelm Lenz taraf ndan önerilen manyetik faz geçi i
problemini inceleyerek kendi ad  ile an lan Ising modeli kurdu. Ising model istatistik
mekani in üzerinde en fazla çal lan konular ndan birisidir. Ising model istatistiksel
mekanikte faz geçi ini matematiksel olarak gösteren bir model olmas  yönüyle önemlidir.
Ising, 1 boyutta sadece mutlak s cakl kta manyetik faz geçi inin oldu unu gösterdi.

1944 y nda L. Onsager, Ising modelin 2 boyutta kare latis için d  manyetik alan yoklu unda
kesin çözümünü bulmu tur. Sonraki y llarda, 2 boyutta d  manyetik alan yoklu unda üçgen
ve bal pete i örgü latisleri için kesin çözüm bulunmu tur. Bunlar n d nda ba ka kesin çözüm
yoktur.

Kesin çözüm olmamas  nedeniyle Is ng model çok çal lan konulardan biridir. Ising modelin
çözümünde ortalama alan teorileri s kl kla kullan r. Bu tezde ortalama alan teorilerinden
Bragg – Williams ve Bethe – Peierls yakla m metotlar  detayl  bir ekilde çözülmü tür.
Sonraki bölümde kritik üsteller tan lt ld ktan sonra ortalama alan teorisindeki kritik üsteller
anlat lm r.
Bu tezde ortalama alan teorisi kullan larak yeni geli tirilen indirgenmi  transfer matris metodu
2 ve 3 boyutta detayl  bir ekilde çözülüp anlat lm r. ndirgenmi  transfer matris metodunun
tahmin etti i kritik s cakl k de erleri bugüne kadar geli tirilen ortalama alan teorilerine göre
çok daha iyi sonuç vermektedir. Daha sonra sistemin kritik üstelleri bulunmu tur.
8. bölümde 1981 y nda yap lan korelasyonlu etkin alan teorisi anlat lm r. Bu teorideki
korelasyon fonksiyonunun indirgenmi  transfer matris metodunda kullan lmas  ile daha iyi
sonuç al nabilece i dü üncesinden yola ç larak, korelasyonlu indirgenmi  transfer matris
metodu geli tirilmi tir. Bu metodun tahmin etti i kritik s cakl k de eri 2 boyutlu sistemler
için indirgenmi  transfer matris metodunun tahmin etti i kritik s cakl k de erinden daha
iyidir.
Anahtar Kelimeler: Ising model; Ortalama alan; Çok parçac kl  korelasyon fonksiyonu;
Transfer matrisi; Kritik s cakl k
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EFFECTIVE FIELD THEORY FOR SPIN ½ ISING MODEL
IN TWO AND THREE DIMENSIONS

Mümtaz Murat ARIK
Physics, M.S. Thesis

Ernst Ising, in his doctoral thesis studied magnetic phase transitions problem which was
suggested by his teacher, Wilhelm Lenz. He established Ising model. Ising model is the most
studied subject in the statistical mechanics. Because it is one of the models that show the
phase transition mathematically. In 1925, he prooved that there is phase trasition only at 0
Kelvin at none magnetic field.

The exact solution in 2D in the absence of external field was obtained by L. Onsager.
Afterwards exact solutions for the critical soupling strenght for honeycomb and triangular
lattices were obtained. There are no exact solutions except this solutions.
Because of no exact solutions for higher dimensions, Ising model is one of the most studied
subjects. Mean field theory is often used in the solution of Ising model. In this thesis Bragg –
Williams and Bethe – Peierls methods are solved in details. This methods use mean field
theory.
After we introduce critical exponents, then we find critical exponents in the mean field theory.

In this thesis using mean field theory, we introduce reduced transfer matrix method in 2D and
3D which is recently discovered. The critical coupling strenghts which are predicted by this
method in 2D and in 3D, very close the exact solution and well accepted value respectively.
Afterwards critical exponents of the system are invented.

In the 8. chapter, we introduce correlated effective field theory which was proposed in 1981.
The idea using correlated function which was used in the last mentioned theory for obtain a
better critical coupling strenght we improved reduced transfer matrix method. And we have
developed a new method, correlated reduced transfer matrix method. This method predicts a
better value than reduced transfer matrix method in 2D.
Keywords: Ising model; Mean field; Many-body correlated function; Transfer matrix;
Critical coupling strenght
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1.

Hikayeye göre manyetizma ad  Manisa ilimizden gelmektedir. M.Ö. 600’lü y llarda Manisa

ilimiz Magnesia olarak biliniyordu. Do al m knat s ta , Yunanl lar taraf ndan, ilk olarak

Manisa bölgesinde ke fedilmi tir.

Manyetizma insanlar taraf ndan merak edilen, üzerinde ara rmalar yap lan ve çok fazla

uygulama alan  olan bir konudur. Bugün biliyoruz ki malzemelerin d  manyetik alandaki

manyetik özellikleri farkl r. Baz  malzemeler kuvvetli manyetik özellik gösterirken baz lar

da zay f manyetik özellik gösteririr. Baz  malzemeler d  manyetik alan taraf ndan çekilirken

baz lar  da d  manyetik alan taraf ndan itilirler. Malzemelerin manyetik özellikleri

malzemedeki atomlar n çe idine ve atomlar n malzeme içindeki dizilimine ba r.

Baz  malzemeler belirli bir s cakl k aral nda do al manyetizasyona sahip olurlar. Belirli bir

cakl ktan sonra da malzeme do al manyetizasyonunu kaybeder. Bu s cakl a kritik s cakl k

veya Curie s cakl  denir.

1925 y nda Ernst Ising, ferromanyetizmay  bir boyutta aç klayan Ising modeli kurdu (Ising,

1925). Daha sonraki y llarda bu model 2 ve 3 boyuta geni letilip 2 boyutta kritik s cakl k için

matematiksel olarak tam de er bulundu. Ayr ca bu modelin çözümü için birçok yakla m

metodu geli tirildi. Bu tezde bu yakla m metotlar ndan baz lar  anlat ld ktan sonra yeni

geli tirilen indirgenmi  transfer matris metodu anlat lm r.

Ising modelin tarihçesini ana hatlar  ile a daki gibi verebiliriz.

Ernst Ising doktora tezinde hocas  Wilhelm Lenz taraf ndan önerilen manyetik faz geçi i

problemini inceledi ve kendi ad  ile an lan modeli kurdu (Ising, 1925). Tezinde, manyetik

momentlerin bir zincir üzerindeki özel dizilimini ara rd . Bu dizilimde momentlerin özel

olarak sadece a  ve yukar  yönelimlere sahip oldu u ve sadece en yak n kom ular  ile

çiftler halinde etkile ti i varsay ld . Ising, 1 boyutta sadece 0 s cakl kta manyetik faz geçi inin

oldu unu gösterdi (Ising, 1925).

1941 y nda Hendrik Kramers ve Gregory Wannier d  manyetik alan olmamas  durumunda

kare latis için kritik s cakl k de erini veren bir ifade buldu (Kramers ve Wannier, 1941). 1944

nda Lars Onsager, Helmholtz serbest enerjisini hesaplayarak Kramers ve Wannier

taraf ndan bulunan kritik s cakl k de erinin do rulu unu aç k bir ekilde gösterdi  (Onsager,

1944).
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1960 y nda Cyril Domb taraf ndan Ising modelin 2 boyutta bal pete i ve üçgen latis için

kesin çözümü bulundu (Domb, 1960).

1972 y nda seri aç m metodu geli tirildi (Sykes vd., 1972). Ayr ca renormalizasyon grup

teorileri de ayn  y llarda geli tirildi (Wilson, 1971; Fisher, 1974; Kadanoff  vd., 1967;

Kadanoff  ve Maris, 1978).

Ising modelin çözümünde en çok kullan lan yakla mlar n içinde ortalama alan teorileride

vard r. Ortalama alan yakla , 1907 y nda Weiss taraf ndan geli tirilmi tir (Weiss, 1907).

1935 y nda geli tirilen Bragg-Williams (Bragg vd., 1935) ve Bethe-Peiers (Bethe, 1935;

Peierls, 1936) metotlar  ortalama alan yakla  kullanan di er metotlard r. Bu iki ortalama

alan metodunun eksiklikleri vard r. Bunun sebebi bu metotlar n korelasyon etkilerini tam

olarak hesaba katmam  olmalar r. Korelasyon etkilerini de içine alan birçok ortalama alan

metodu geli tirilmi tir.

H.B. Callen 1963 y nda tam spin korelasyon fonksiyonunu bulmu tur (Callen, 1963).

1974 y nda M.E. Lines, etkin (ortalama) alan teorisi içine çok parçac kl  statik spin

korelasyonunu katarak, korelasyonlu etkin alan teorisini geli tirmi tir (Lines, 1944). Bunun

için fazladan bir terim kullanm r. Bu teori manyetik sistemlerdeki bir çok probleme

uygulanm r (Suzuki vd., 1977).

T. Kaneyoshi ve di erleri 1981 y nda korelasyonlu etkin alan teorisini geli tirmi tir

(Kaneyoshi vd., 1981). Teorilerinde, Honmura ve Kaneyoshi’nin geli tirdi i diferansiyel

operatör tekni ini (Honmura ve Kaneyoshi, 1978), tam spin korelasyon fonksiyonunu ve çok

parçac kl  korelasyon fonksiyonunu kullanm lard r. Bulduklar  sonuç Bethe-Peierls’in

buldu u sonuç ile ayn r. Teorileri birçok probleme uygulanm r (Taggrat, 1944; Honmura,

1984).

2000 y nda Wysin ve Kaplan öz uyumlu korelasyonlu etkin alan teorisini bulmu lard r

(Wysin ve Kaplan, 2000). Bulduklar  sonuç Bethe-Peierls-Weiss sonucu ile ayn r.

Bu tezde, yeni bir ortalama alan yakla  tan lm r. Bu yakla n ad  indirgenmi

transfer matris yakla r. Bu metotta Hamiltonyendeki baz  serbest spinler, spin ba na

ortalama manyetizasyon ile de tirilir. Bu i lem, k sa ve uzun eri imli etkile meleri ve

dalgalanmalar  hesaba katmak için yap r. Bulunan bölü üm fonksiyonu transfer matris

yöntemi ile çözülür. Bu yakla mda kritik s cakl k uygun bir hata pay  ile tahmin edilir.

Çok parçac kl  korelasyon fonksiyonu kullan larak indirgenmi  transfer matris yakla  daha
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da geli tirilmi tir. Geli tirilen bu metodun ad  korelasyonlu indirgenmi  transfer matris

yakla r. Bu metotta, indirgenmi  transfer matris yakla ndan farkl  olarak baz  serbest

spinler çok parçac kl  korelasyon fonksiyonu (Kaneyoshi vd., 1981) ile yer de tirilir.

Korelasyonlu indirgenmi  transfer matris yakla nda, indirgenmi  transfer matris metoduna

göre daha iyi bir sonuç elde edilmi tir.



4

2. MANYET ZMA

2.1 Atomlar n Manyetik Momentleri

Tek elektronlu bir atom ele alal m. Klasik olarak elektronun r yar çapl  dairesel bir yörüngede

hareket etti i kabul edilir. Elektronun manyetik momenti u ekilde hesaplan r:

2 rπ ’lik çevreyi elektron  sürede dolans n. Burada  periyodtur. v  elektronun h  ise

periyod 2 r vτ π= ’dir. Atomun çevresinde olu an I ak :

2
e evI

rτ π
= − = − . (2.1.1)

Ak m ilme inin manyetik moment formülü I Aµ =
ur ur

 kullan rsa elektronun manyetik

momenti

2 1
2 2
evI A r evr

r
µ π

π
 = = − = − 
 

ur ur

(2.1.2)

olarak bulunur. Burada A
ur

, alan vektörüdür. Yörüngesel aç sal momentum eL m v r= ×
ur r r

formülü kullan rsa elektronun yörüngesel manyetik momenti

2 e

eI A L
m

µ
 

= = − 
 

ur ur ur

(2.1.3)

olarak bulunur. Burada me, elektronun kütlesidir.

Elektronun yörüngesel aç sal momentumu ile yörüngesel manyetik momenti birbirine z tt r ve

ikisi de yörünge düzlemine diktir. L
ur

, kuantum mekani ine göre kesiklidir ve her zaman

Planck sabiti h ’ n tam katlar r. Elektronun yörüngesel manyetik momenti L l=
ur r

h

kullan rsa, elektronun yörüngesel manyetik momenti:

2 e

e l
m

µ =
ur rh . (2.1.4)

Manyetik moment için do al birim Bohr magnetonu Bµ

249.27 10
2B

e

e J T
m

µ −= = ×
h (2.1.5)

olarak tan mlan r. Ayr ca elektron kendi iç özelli inden dolay  spin aç sal momente sahiptir.



5

Elektronun spin aç sal momentumu S s=
ur r

h  ile verilir. Elektronun spin aç sal

momentumundan kaynaklanan spin manyetik momenti

0 Bg sµ µ= −
ur r

, (2.1.6)

burada elektronik g-faktörü 0g :

( )2
0 2 1 2.0023

2
g Oα

α
π

 = + + =  
L . (2.1.7)

Bizim için 0 2g =  yeterlidir.

Bir atomun toplam manyetik momenti spin ve yörüngesel manyetik momentlerinin vektörel

toplam  ile bulunur. Toplam manyetik dipol moment:

( )0B L g Sµ µ= − +
ur ur ur

, (2.1.8)

burada L l= ∑
ur r

h  ve S s= ∑
ur r

h  d r.

Proton ve nötronun da spin manyetik momentleri mevcuttur. Kütleleri elektronun 1000 kat

oldu u için spin manyetik momentleri ihmal edilebilir (Hook J.R, Hall H.E, 1999).

2.2 knat slanma Vektörü

Malzemelerin manyetik durumu m knat slanma vektörü ( M
uur

) ile incelenir. Manyetik

malzemeler d  manyetik alanla etkile meye girer ve ekstra manyetik alan olu tururlar. D

manyetik alan 0B
uur

 olsun. Malzeme içinde olu an ekstra manyetik alan 0mB Mµ=
uur uur

ise madde

içindeki toplam manyetik alan

0 0 0mB B B B Mµ= + = +
ur uur uur uur uur

, (2.2.1)

ve H  manyetik alan iddeti

0

0

BH
µ

=

uur
uur

(2.2.2)

eklinde tan mlan r. Buradan H
uur

 ile M
uur

 niceliklerinin ayn  birime sahip oldu u aç kca

görülür. B
ur

 manyetik ak  yo unlu u, M
uur

 ise birim hacimdeki manyetik moment olup, M
uur

’nin

birimi 2 3/A m mg  veya A / m’dir  (Serway R.A., Beichner R.J., 2002).
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2.3 Al nganl k

Manyetik malzemeler ba ca 3 grupta incelenir (Serway R.A., Beichner R.J., 2002).

Ferromanyetizma, paramanyetizma ve diamanyetizma. Paramanyetik ve diamanyetik

malzemelerin m knat slanma vektörü M
uur

M Hχ=
uur uur

, (2.3.1)

manyetik alan iddeti H
uur

ile orant r. Burada χ , manyetik al nganl kt r ve boyutsuz bir

büyüklüktür. E er madde paramanyetik ise χ  pozitiftir ve H
uur

 ile M
uur

 ayn  yönelime sahiptir.

er madde diamanyetik ise χ  negatiftir ve H
uur

 ve M
uur

 z t yönelime sahiptir. (2.3.1) e itli i

(2.2.1) denkleminde yerine konursa

( ) ( ) ( )0 0 0 1B H M H H Hµ µ χ µ χ= + = + = +
ur uur uur uur uur uur

, (2.3.2)

burada

mB Hµ=
ur uur

. (2.3.3)

Burada mµ ifadesine manyetik geçirgenlik denir. 0µ  ifadesi ise bo  uzay n geçirgenli idir.

Diamanyetik ve paramanyetik maddelerin manyetik geçirgenlikleri için,

Paramanyetik 0mµ µ>

Diamanyetik 0mµ µ>

ili kilerini yazabiliriz.

Ferromanyetizmada al nganl k di er manyetik maddelere göre yakla k 1000 kat daha

büyüktür. Ferromanyetizmada H
uur

 ile M
uur

 aras nda lineer bir ili ki yazmak mümkün de ildir.

Çünkü maddenin m knat slanmas  maddenin geçmi ine de ba r (Serway R.A., Beichner

R.J., 2002).

2.4 Atomik Al nganl k

Yukar da paramanyetizma ve diamanyetizma hakk nda giri  niteli inde bilgi verildi. E er bir

malzemenin al nganl  hesaplamak istersek istatistik ve kuantum mekani inden

yararlan z. Yap lan hesaplamalar n sonucu ba ca u 5 ba k alt nda incelenir (Mermin

N.D., Aschroft N.W.,1976).
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1. Larmour Diamanyetizmas : Atom yörünge ekillerinin uygulanan manyetik alanla

de mesi sonucu olu ur.

2. Von Vleck Paramanyetizmas : Yar m dolu kabuktan bir elektron eksik iyonlar n

toplam aç sal momentlerinin uygulanan manyetik alanla yönelmesi sonucu olu ur.

3. Curie Paramanyetizmas : Kabuklar  k smen dolu iyonlar n toplam aç sal

momentlerinin uygulanan manyetik alanla yönelmesi sonucu olu ur.

4. Pauli Paramanyetizmas : Serbest elektron spinlerinin uygulanan manyetik alanla

yönelmesi sonucu olu ur.

5. Landau Diamanyetizmas : Serbest elektronlar n uygulanan manyetik alan

engelleyecek ekilde malzemede olu turduklar  ak mdan ileri gelir.

2.4.1 Al nganl n Termodinamik Formülü ve Manyetizasyonun Deneysel Olarak

Bulunmas

statistiksel fizikten yararlanarak manyetizasyon için bir formül yazabiliriz. Kanonik kümede

bölü üm fonksiyonu Q

nE

n
Q e β−= ∑ , (2.4.1.1)

Helmholtz serbest enerjisi

lnBA k T Q= − (2.4.1.2)

olarak verilir.

Ayr ca Helmholtz serbest enerjisi a daki ekilde de yaz r:

A E TS= − , (2.4.1.3)

burada E enerji, T s cakl k ve S entropidir. Serbest enerjinin h d  manyetik alanla de imi

manyetizasyonu verir,

1
T

AM
V h

∂ = −  ∂ 
. (2.4.1.4)

Buradan hesaplanan al nganl k:

2

2

1

T

M A
h V h

χ
 ∂ ∂

= = −  ∂ ∂ 
. (2.4.1.5)
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Manyetizasyonunu ölçmek istedi imiz malzemeyi homojen olmayan bir manyetik alana

koyduktan sonra alan  yava ça de tiririz ve örnek üzerine etki eden kuvveti ölçersek serbest

enerjideki de im:

( )( ) ( )( )dA A h x dx A h x= + − (2.4.1.6)

A h hdA dx VM dx
h x x

∂ ∂ ∂
= = −

∂ ∂ ∂
. (2.4.1.7)

Alan taraf ndan örne in birim hacmine uygulanan kuvvet:

1 A hf M
V x x

∂ ∂
= − =

∂ ∂
. (2.4.1.8)

Kuvvet ölçülerek manyetizasyon bulunur (Mermin N.D., Aschroft N.W.,1976).

2.4.2 Atomik Al nganl n Formülü

(2.4.1.3) ve (2.4.1.4) denklemlerini birle tirirsek manyetizasyon:

( )1
T

M E TS
V h

∂ = − − ∂ 
. (2.4.2.1)

er T = 0 al rsa manyetizasyon

1
T

EM
V h

∂ = −  ∂ 
(2.4.2.2)

bulunur. Yapmam z gereken d  manyetik alana konan örne in enerjisindeki de imi

bulmakt r (Mermin N.D., Aschroft N.W.,1976). Sabit d  manyetik alanda iyonlardaki

elektronlar n hareketlerinden ileri gelen kinetik enerjileri vard r. Toplam kinetik enerji

0 2
ipT

m
= ∑ ’dir. Ayr ca manyetik alanda bulunmalar ndan dolay  ek bir momentumlar  daha

vard r. Bu durumda elektronlar n momentumlar

( )i i i
ep p A r
c

→ +
uur uur ur ur

, (2.4.2.3)

burada A
ur

 vektör potansiyeli

1
2

A r h= − ×
ur r r

 , (2.4.2.4)

burada h
r

düzgün d  manyetik aland r. Ayr ca elektron spinlerinin alan ile etkile mesinden
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ileri gelen Hamiltonyendeki de im:

0
i

B z z z
i

g hS S sµ  ∆Η = = 
 

∑
ruur uur

. (2.4.2.5)

Toplam kinetik enerji

( )
2 21 1

2 2 2i i i i
i i

e eT p A r p r h
m c m c

   = + = − ×      
∑ ∑

uur ur ur uur ur r

2
21 2

2 2 2i i i i
i

e eT p p r h r h
m c c

    = − × + ×    
     

∑
uur ur r ur r

g

2
21 1 12

2 2 2 2 2i i i i
i

e eT p p r h r h
m m c m c

   = − × + ×   
   

∑ ∑ ∑
uur ur r ur r

g

( )
2 2

0 22 8i i i
i

e eT T r p h r h
mc mc

= + × + ×∑ ∑
ur uur r ur r

g

( )
2

2 2 2
0 22 8 i i

e eT T L h h x y
mc mc

= + + +∑
ur rh
g , (2.4.2.6)

burada L toplam yörüngesel aç sal momentumdur:

i i
i

L r p= ×∑
ur ur uur

h . (2.4.2.7)

Hamiltonyendeki toplam de im:

( ) ( )
2

2 2 2
0 28B i i

eL g S h h x y
mc

µ∆Η = + ⋅ + +∑
ur ur r

. (2.4.2.8)

Buldu umuz bu enerji kaymas  atomik enerji kaymalar na k yasla çok küçüktür, bu yüzden

pertürbasyon teorisini kullanaca z. Pertürbasyon teorisinde enerji

n n nE E E→ + ∆ , (2.4.2.9)

daha aç k bir ifade ile

2

n
n n n n

n n
E n n

E E′≠ ′

′∆Η
∆ = ∆Η +

−∑ . (2.4.2.10)

Buldu umuz Hamiltonyeni yerine koyarsak
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( ) ( )
2

20 2 2 2
0 28

B

n B i i
n n in n

h n L g S n eE h n L g S n h n x y n
E E mc

µ
µ

′≠ ′

′⋅ +
∆ = ⋅ + + + +

−∑ ∑
r ur ur

r ur ur

(2.4.2.11)

bulunur. Bulunan bu formül ba ms z atom, iyon ve moleküllerin temel al nganl k teorisidir.

Bu formülü özel durumlara uygulayarak sonuçlar na bakal m. (2.4.2.11) denkleminde ilk

terim

( )0B B c
eh n L g S n O h h
mc

µ µ ω⋅ + =
r ur ur h

: : h , (2.4.2.12)

büyük alanlarda bask n terimdir. Bu terim, d  alan h
r

, 104 Gauss oldu u zaman bile 10-4 eV

mertebesindedir ve çok küçüktür. Son terimi incelersek

( )
22

2 2 2 2
02 2

08
c

i i c
i

e ehh n x y n O ma
mc mc e a

ω
ω

    + = ≈    
     

∑ h
h , (2.4.2.13)

burada 2
0e a , 27 eV civar ndad r. Bu terim 104 Gauss mertebesinde birinci terimden 10-5 kat

daha küçüktür.

2.4.3 Larmour Diamanyetizmas : Bütün Kabuklar  Dolu Yal tkanlar n Al nganl

Bütün kabuklar  dolu atomlar n taban durumunda toplam spin aç sal momenti ve yörüngesel

aç sal momenti yoktur.

0 0 0 0J L S= = = (2.4.3.1)

Bu e itli in sonucunu (2.4.2.11) denklemine uygularsak elimizde sadece 3. terim kal r. Taban

durumunda enerji fark

( )
2

2 2 2
0 2 0 0

8 i i
i

eE h x y
mc

∆ = +∑ (2.4.3.2)

ile verilir.

2 2 2 2
i i i ir x y z= + +  e itli i kullan rsa taban durumunda enerji fark

2
2 2

0 2 0 0
12 i

i

eE h r
mc

∆ = ∑ . (2.4.3.3)

N tane taban durumunda iyondan olu an kat n al nganl
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22 2
20

2 2 2 0 0
6 i

iT T

EM N A N N eN r
h V h V h V mc

χ
   ∂ ∆∂ ∂

= = − = − = −  ∂ ∂ ∂   
∑ (2.4.3.4)

ile verilir. Eksi i areti momentlerin alanla z t yönelmesinden ileri gelir. Bu ifade kat  soy

gazlar n al nganl  do ru ekilde verir. Larmour Diamanyetizmas  olarak bilinen bu ifade

10-5 mertebesindedir.

er kabuklar tam dolmam  ise i ler biraz daha kar kt r. Atom fizi indeki bilgilerimizi

kullanarak atomlar n elektronik da na göre hesap yapmal z. Atom içindeki elektronlar

minimum enerjiyi sa layacak ekilde dizilirler. Bu dizilimin belli kurallar  vard r.

2.4.4 Elektronlar n Dizilim Kurallar

Toplam spin aç sal momentum S, toplam yörüngesel aç sal momentum L, ve toplam aç sal

momentum J’dir.

1. Russel – Sounders kural : Güzel bir yakla m olarak a daki e itlik geçerlidir.

J = L + S (2.4.4.1)

2. 1. Hund kural : n elektron 2(2l+1) duruma, Pauli d arlama ilkesi gere i minimum

enerji, maximum toplam spin S olacak ekilde yerle ir.

3. 2. Hund kural : L maksimum olmal r.

4. 3. Hund kural : n, elektron say  olmak üzere,

2 1

2 1

J L S n l

J L S n l

= − < +

= + ≥ + . (2.4.4.2)

Bu kurallar  uygulamak kolayd r.

Spektroskopide toplam aç sal momentum  L de erlerinin herbiri harflerle adland r.

0 1 2 3 4 5 6L
X S P D F G H I

=
=

(2.4.4.3)

2.4.4.1 Hund Kurallar  ile d ve f Kabu unun Doldurulmas

d kabu u için l = 2’dir. lz = {-2,-1,0,1,2} de erlerini alabilir. Her lz de eri maksimum 2

elekron alabilir. d kabu unun alabilece i elektron say  en fazla 10’dur.

f kabu u için l = 3’dir. lz = {-3,-2,-1,0,1,2,3} de erlerini alabilir. Her lz de eri maksimum 2

elekron alabilir. f kabu unun alabilece i elektron say  en fazla 14’dur.



12

da Çizelge 2.1’de Hund kurallar na göre elektronlar n say lar na ba  olarak d ve f

kabu una nas l yerle tirildi i verilmi tir.

Çizelge 2.1 d ve f kabuklar n doldurulmas  (Huang, 1987)

2.4.5 Von Vleck Paramanyetizmas : Yar m Dolu Kabuktan Bir Elektron Eksik yonlar

çeren Yal tkanlar n Al nganl

er yar m dolu kabuktan bir elektron eksik ise taban durumu katl  de ildir. Bu durumda

(2.4.2.11) denklemindeki lineer terim kaybolur ve denklem u hali al r:

( ) ( ) 2
2 02 2 2

0 2
0

0
0 0

8
B

i i
i n n

h L g S neE h x y
mc E E

µ ⋅ +
∆ = + −

−∑ ∑
r ur ur

. (2.4.5.1)
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Al nganl k formülü

2
0

2

EN
V h

χ
∂

= −
∂

, (2.4.5.2)

kullan rsa al nganl k:

( ) ( ) 2
2 02 2 2

2
0

0
0 0 2

4 i i B
i n n

L g S nN e x y
V mc E E

χ µ
 + = − + − −  

∑ ∑
ur ur

. (2.4.5.3)

Burada ilk terim Larmour diamanyetik al nganl kt r. 2. Terim ilk terimin ters i aretlisidir. Bu

terim alanla ayn  yöndeki momentleri gösterir. Bu olay paramanyetizma olarak bilinir. Bu

paramanyetizma Von Vleck Paramanyetizmas  olarak adland r (Aschroft, Mermin 1976).

Bir elektron noksanl  yar m dolmu  kabuklu iyonlarda al nganl  Larmour diamanyetizmas

ile Von Vleck Paramanyetizmas  belirler.

2.4.6 Curie Paramanyetizmas : Bütün yonlar  J Aç sal Momentuma Sahip Sistemin

Manyetizasyonu

er J = 0 de il ise ilk terim kaybolmaz ve bask n terim haline gelir. Bu durumda taban

durumu (2J+1) kat katl r. Bu durumda 2J+1 boyutlu matris

( )0Z Z Z ZJLSJ L g S JLSJ ′< + > , (2.4.6.1)

burada

, ,Z ZJ J J J′ = − K . (2.4.6.2)

Bu problem Wigner – Eckart taraf ndan bir teoremle çözülmü tür. Bu teoriye göre verilen J

de erine ba  olarak

( ) ( )0Z Z Z Z Z ZJLSJ L g S JLSJ g JLS JLSJ J JLSJ′ ′< + >= < > . (2.4.6.3)

Bu sonucun önemli bir özelli i g(JLS) sabiti Jz,  J’
z de erlerine ba  de ildir. Jz’nin matris

elemanlar

,z zZ z Z z J JJLSJ J JLSJ J δ ′
′< >= , (2.4.6.4)
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( ) ( )0 ,z zZ Z Z Z z J JJLSJ L g S JLSJ g JLS J δ ′
′< + >= , (2.4.6.5)

Burada Lande g-faktörü g(JLS)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0

1 11 11 1
2 2 1

L L S S
g JLS g g

J J
+ − +

= + − −
+

, (2.4.6.6)

ve buradaki elektronik g-faktörü go yerine 2 al rsa Lande g-faktörü g(JLS)

( ) ( ) ( )
( )

1 13 1
2 2 1

S S L L
g JLS

J J
+ − +

= +
+

(2.4.6.7)

bulunur. (2.4.6.3) denklemi u ekilde de yaz r:

( ) ( )0Z Z Z Z Z ZJLSJ L g S JLSJ JLSJ g JLS J JLSJ′ ′< + >=< > , (2.4.6.8)

buradan da a daki e itlik yaz r:

( )0Z ZL g S g JLS J+ = . (2.4.6.9)

 manyetik alan yokken taban durumu katl  oldu undan al nganl k, taban durumu enerjisi

serbest enerjiye e itlenerek bulunamaz. D  manyetik alan s ra gittikçe (2J+1) durumlar n

yar lmas  kBT ile kar la ld nda küçük kal r. Bu durumda alnganl  elde etmek için

ekstra istatistiksel mekanik gerekir (Aschroft, Mermin 1976).

Sadece en dü ük 2J+1 durumlar  uygun olas kla uyar lm  ise serbest enerjiyi

z

z

J
hJA

J J

e e βγβ −−

=−

= ∑ , (2.4.6.10)

itli inden bulabiliriz. Burada

( ) Bg JLSγ µ= (2.4.6.11)

dir. (2.4.6.10)’deki geometrik serinin toplam :

( ) ( )1 2 1 2

2 2

h J h J
A

h h
e ee

e e

βγ βγ
β

βγ βγ

+ − +
−

−

−
=

−
. (2.4.6.12)

V hacmindeki N tane iyonun manyetizasyonu

( )J
N A NM JB Jh
V h V

γ βγ
∂

= − =
∂

, (2.4.6.13)



15

burada Brilyon fonksiyonu BJ(x):

( ) 2 1 2 1 1 1coth coth
2 2 2 2J
J JB x x x

J J J J
+ +

= − . (2.4.6.14)

BH k Tγ = oldu u durumda küçük x de erleri için seri aç  yap rsa

( )31 1coth
3

x x O x
x

≈ + + . (2.4.6.15)

Buradan bulunan Brilyon fonksiyonu BJ(x):

( ) ( )31
3J

JB x x O x
J
+

= + . (2.4.6.16)

Bu de eri denklemde yerine koyarsak hesaplanan al nganl k:

( ) ( )2 1
3

B
B B

B

g J JN k T g H
V k T

µ
χ µ

+
= ? . (2.4.6.17)

Bu denklemde dikkat edilirse al nganl k s cakl kla ters orant r. Bu kanunun ad  Curie

kanunudur (Aschroft, Mermin 1976).

Nadir toprak elementlerinden tam dolu olmayan f kabuklar na sahip yal tkanlar n Curie

kanununa uydu u bulunmu tur (Aschroft, Mermin 1976).

Bulunan (2.4.6.8) denklemini a daki gibi tekrar yazal m

2 21
3

B

B

pN
V k T

µ
χ = , (2.4.6.18)

burada etkin Bohr magnetonu p:

( ) ( )
1

21p g JLS J J= +   . (2.4.6.19)

2.4.7 Pauli Paramanyetizmas : letim Elektron Spinlerinin Al nganl a Katk

letim elektronlar ndan bahsetti imize göre söz konusu olan malzemeler metallerdir.

Metallerde, iletim elektronlar  iyonlardakiler gibi yerelle memi tir.

letim elektronlar n al nganl a katk  serbest elektron modeli ile çözebiliriz. Fakat bu

çözüm biraz karma kt r. Çünkü elektronun orbital haraketi uygulanan manyetik alana tepki

gösterir. E er orbital hareketini yok sayarsak yolumuza daha basit olarak devam ederiz

(Aschroft, Mermin 1976).
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 manyetik alan yokken elektronlar rastgele yönelirler. D  manyetik alan uyguland nda

elektonlar n bir k sm  alana paralel bir k sm  alana z t yönelir. Alanla ayn  yönelenlerin

enerjisi -µBh, z t yönelenlerin enerjisi µBh olur. Dolay  ile tercih edilen durum alana paralel

durumdur. Alana paralel elektronlar n birim hacimdeki say na n+, di erlerine n- diyelim.

Manyetizasyon

( )BM n nµ + −= − − (2.4.7.1)

ile verilir. Elektronun spini alana paralel ise µB/V, spini alana anti paralel ise manyetizasyona

-µB/V katk  yapar.

Elekronlar n uygulanan manyetik alanla sadece dipol manyetik momentleri ile

etkile tiklerinin dü ünüyoruz. Serbest elektronlar n en dü ük enerji halini tercih edip d

manyetik alanla ayn  yönde yönelmesi beklenir. Di er yandan elektronlar Pauli prensibine

uymak zorundad r. Peki o zaman elektronlar n ne kadar  alanla ayn  yönde yönelir?

Bu durumda elektronik durum yo unlu una bakmak gerekir.  ile +d  enerji aral nda birim

hacimdeki belirli spindeki elektron say  d  alan s r oldu unda

( ) ( )1
2

g gε ε=
m

(2.4.7.2)

ile verilir. Burada g( ) elektronlar n her zamanki durum yo unlu udur.

 alan varl nda elektronlar n durum yo unluklar  de ir. Alana paralel elektronlar n

enerjileri µBh kadar azal rken anti paralel yönelenlerin enerjileri µBh kadar artar bu durumda

durum yo unluklar :

( ) ( )1
2 Bg g hε ε µ+ = − , (2.4.7.3)

( ) ( )1
2 Bg g hε ε µ− = + . (2.4.7.4)

Birim hacimdeki elektron say

( ) ( )n g f dε ε ε= ∫m m
, (2.4.7.5)

burada Fermi fonksiyonu ( )f ε :

( ) ( )
1

1
f

eβ ε µ
ε

−
=

+
. (2.4.7.6)
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Birim hacimdeki toplam elektron say :

n n n+ −= + . (2.4.7.7)

g( ) durum yo unlu unun önemli bir k sm  Fermi enerjisi civar ndad r.  µBh, 10-4
F

mertebesindedir. Böylece a daki e itli i yazabiliriz:

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
2 2 2B Bg g h g hgε ε µ ε µ ε′= =

m
m m . (2.4.7.8)

Bu e itli i (2.4.7.5) ile birle tirirsek

( ) ( ) ( ) ( )1 1
2 2 B

g
n g f d h f d

ε
ε ε ε µ ε ε

ε
∂

=
∂∫ ∫m

m . (2.4.7.9)

 alan yokken birim hacimdeki elektron say :

( ) ( )n g f dε ε ε= ∫ . (2.4.7.10)

(2.4.7.1) ile (2.4.7.9) denklemi birle tirilirse manyetizasyon:

( ) ( )2
BM h g f dµ ε ε ε′= ∫ . (2.4.7.11)

Bu e itli i a daki gibi de yazabliriz:

( )2
B

fM h g dµ ε ε
ε

∂ = − ∂ ∫ . (2.4.7.12)

r Kelvinde a daki e itlik geçerlidir

( )F
f

δ ε ε
ε

∂
− = −

∂
. (2.4.7.13)

Bulunan manyetizasyon:

( )2
B FM hgµ ε= . (2.4.7.14)

Buradan da al nganl k

( )2
B Fgχ µ ε= (2.4.7.15)

bulunur. Bulunan bu al nganl k Pauli paramanyetik al nganl  olarak bilinir. Curie

kanunundan farkl  olarak bu kanun s cakl ktan ba ms zd r.

Serbest elektronlar n durum ya unluklar n a daki gibi verildi ini de biliyoruz (Aschroft,

Mermin 1976):
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( ) 2 2
F

F
mkg ε

π
=

h
. (2.4.7.16)

Bunu yerine koyarsak bulunan al nganl k:

( )02 Fkα
χ α

π
 =  
 

. (2.4.7.17)

Serbest elektronlar n spinlerinden ileri gelen Pauli paramanyetizmas  al nganl n küçük bir

kesrini olu turur.

2.4.8 Landau Diamanyetizmas : letim Elektron Yörüngelerinin Al nganl a Katk

lettim elektronlar  al nganl a iki türlü katk  sa lar. Birincisi spinlerinden dolay  ileri gelen

Pauli paramanyetizmas  ki yukar da anlat ld , ikincisi yörüngelerinden ileri gelen

diamanyetizmad r.

Lenz yasas  gere i d  manyetik alan ba ka bir manyetik alan do urur. Bu sebeble serbest

elektronlar metalde d  manyetik alan  engelleyecek ekilde yörüngesel hareket yaparlar.

Böylece içeride d  alandan farkl  olarak manyetik alan do ar. Bu diamanyetizma Landau

diamanyetizmas  olarak bilinir. Landau diamanyetizmas , Pauli paramanyetizmas n -1/3

kat na e ittir. Çözüm çok karma k oldu u için sadece sonuç verilmi tir (Aschroft, Mermin

1976).

1
3Landau Pauliχ χ= − (2.4.8.1)
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3. ISING MODEL

3.1 Ising Modelin Tan

statistik mekani in en fazla çal lan konular ndan biri de Ising modeldir. Ernst Ising doktora

tezinde hocas  Wilhelm Lenz taraf ndan önerilen manyetik faz geçi i problemini inceleyerek

kendi ad  ile an lan modeli kurdu (Ising, 1925). Tezinde, manyetik momentlerin bir zincir

üzerindeki özel dizilimini ara rd . Bu dizilimde momentlerin özel olarak sadece a  ve

yukar  yönelimlere sahip oldu u ve en yak n kom ular  ile çiftler halinde etkile i

varsay lm r. 1925 y nda Ising, 1 boyutta sadece mutlak s cakl kta manyetik faz geçi inin

oldu unu göstermi tir.

Elimizde n boyutlu N tane sabit noktaya sahip bir latisimiz olsun. Her latis noktas n bir spin

de eri vard r. Her spin ( ), “-1,+1” de erlerinden birine sahip olabilir. Bu spinleri “a -

yukar ” ya da “- ,+“ gibi dü ünebiliriz. N tane spinden olu an sistemin anl k konfigürasyonu

i} ile verilir (Huang, 1987).

Ising modelinde her spin kom usundan ba ms z olarak bir spin de erine sahiptir. Gerçekte

sistemdeki bütün spinler birbirleri ile etkile irler ve sistemdeki spinler kom u spin yönünde

yönelme e ilimindedirler.

Bir latiste çok fazla say da atom vard r. Bu yüzden rahatl kla istatistik fizi i kullanabiliriz.

Latisi kanonik sistem olarak inceleriz. Bu yüzden sistemin enerji konfigürasyonlar

bilmemiz gerekir. Spinler en yak n kom u spinleri ile etkile ir. En yak n kom ular n say

koordinasyon say r. ki spin aras nda etkile me parametresi J’dir. Sistemin geometrisine

göre etkile me sabiti J, her sistem için farkl  de erler alabilir. Sistemin geometrisi en yak n

kom ular n say  ve etkile me sabiti ile Ising modelinde yerini alm  olur.

Sistemi kanonik toplulukla inceleyece imizden bölü üm fonksiyonunu bulmam z gerekir.

Bölü üm fonksiyonunu bulmam z için de sistemin enerjisini bulmam z gerekir.

Bundan sonraki bölümlerde görülece i üzere tek amac z bu bölü üm fonksiyonunu

hesaplamakt r. Spinler birbiri ile etkile tiklerinden bölü üm fonksiyonunu hesaplamak kolay

de ildir. Tek boyutta kesin çözüm Ising taraf ndan bulunmu tur (Ising E. 1925). ki boyutta

kesin çözüm d  manyetik alan yokken Onsager taraf ndan bulunmu tur (Onsager L. 1944).

Ising modelin en önemli özelli i istatistik fizikte faz geçi ini matematiksel olarak
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göstermesidir.

3.2 Ising Modelinde Hamiltonyen ve Bölü üm Fonksiyonu

Ising modelinde Hamiltonyenin nas l bulundu unu anlamak için sistemi ilk önce iki boyutlu

olarak dü ünelim ve sonra i lemlere ba layal m. h d  manyetik alan olmak üzere sistemin

Hamiltonyeni

{ }
1

N

i ij i j i
ij i

J hσ σ σ σ
< > =

Η = − −∑ ∑ (3.2.1)

ile verilir. Burada <ij> en yak n kom ular üzerinden toplamd r. <ij> ve <ji> aras nda bir fark

yoktur. <ij> , en yak n kom ular üzerinden toplam N/2 tane terim içerir.  , en yak n kom u

say r. Jij sistemin topolojisine göre de ebilir. Sistemi izotropik kabul edersek Jij = J olur.

Bu durumda Hamiltonyen:

{ }
1

N

i i j i
ij i

J hσ σ σ σ
< > =

Η = − −∑ ∑ . (3.2.2)

Ferromanyetizmada J>0, antiferromanyetizmada J<0 olur. J=0 ise spinler etkile miyor

demektir. Bölü üm fonksiyonu

( ) { }

1 2 3

, i

N

Q h T e β σ

σ σ σ σ

− Η= ∑∑∑ ∑L , (3.2.3)

burada  Boltzman sabitidir. Bütün i de erleri 1m  de erlerini birbirinden ba ms z olarak

al r. Bütün durumlar  dü ündü ümüz zaman sistem 2N tane de ik durumda bulunabilir.

Daha önce bahsetti imiz gibi sistemin davran  çözmek için tek yapmam z gereken bu

bölü üm fonksiyonunu çözmektir. Ama görüldü ü gibi toplamlar iç içedir ve enerjide çarp m

vard r. Bu yüzden bölü üm fonksiyonunu analitik olarak çözmek her zaman kolay de ildir.

Bölü üm fonksiyonunu çözmek için de ik metotlar geli tirilmi tir.

Bölü üm fonksiyonunu bulduk diyelim. Sonra ne yap lacak? Bundan sonras  için

termodinamikten bildi imiz denklemleri kullanarak termodinamik büyüklükleri bulup, sistem

hakk nda bilgi sahibi olmaya çal aca z. Termodinamik büyüklükler Helmholtz serbest

enerjisinden elde edilir. Helmholtz serbest enerjisi

( ) ( ), log ,BA h T k T Q h T= − (3.2.4)

ile verilir. Termodinamik fonksiyonlardan iç enerji
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( ) 2, B
B

AU h T k T
T k T

 ∂
= −  ∂  

, (3.2.5)

 kapasitesi

( ), UC h T
T

∂
=

∂
, (3.2.6)

manyetizasyon

( ),
B

AM h T
h k T

 ∂
= −  ∂  

, (3.2.7)

burada < >, topluluk ortalamas r. M(0,T) do al manyetizasyondur. E er do al

manyetizasyon s r de ilse sistem ferromanyetiktir.

3.3 Ising Modelinde Bölü üm Fonksiyonunun Hesaplanmas

(3.2.1) denklemindeki enerji katl r. Bölü üm fonksiyonunu çözmek için öyle bir yol

izlenir. Sistemin a  ve yukar  yönlü spin say lar  kullan larak bölü üm fonksiyonu yeniden

yaz r. Bu bulunan bölü üm fonksiyonu yakla k yöntemlerle çözülür.

Bu bölümde ileride görece imiz gerekli olan tan mlamalar  yapt ktan sonra bölü üm

fonksiyonunun yeniden yaz p çözülmesi takip eden bölümlere b rak lm r.

Sistemin herhangi bir an nda

N+ = yukar  yönlü spinlerin toplam say ,

N- = a  yönlü spinlerin toplam say ,

N = toplam spin say r.

Buradan çok aç k bir ekilde N- = N - N+ oldu u görülür.

ki kom u spin birlikte ele al nd nda 3 de ik durumda olabilir. (+ +), (- -) ya da (+ -). (+ -)

ile (- +) n n birbirinden fark  yoktur. Bunlar n say  da tan mlarsak

++N  = (+ +) olan çiftlerin say ,

−−N  = (- -) olan çiftlerin say ,

−+N  = (+ -) olan çiftlerin say r.

Yukar da yapt z bütün bu tan mlamalar birbirinden ba ms z de ildir. Bütün bu
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tan mlamalar  birbirine göre yaz p hepsini ayn  de kenler cinsinden bulaca z. En sonunda

da bulduklar  kullanarak Hamiltonyeni bu de kenler cinsinden yazaca z. Bu

Hamiltonyenle yazd z bölü üm fonksiyonu da iç içe toplamdan kurtulmu  olur ve daha

basit bir matematikle çözülebilir (Huang, 1987).

Tan mlad z de kenleri birbiri cinsinden yazabilmek için a daki yol izlenir. Bütün

yukar  spinli latis noktalar ndan en yak n kom ular na birer çizgi çizelim. Bu i lemi

tamamlad zda bütün latis üzerinde iki kom u yukar  spin aras nda 2 çizgi, iki kom u

 spin aras nda 0 çizgi ve z t spinli iki kom u aras nda 1 çizgi olu ur. Elimizde a daki

gibi bir ekil olu ur:

ekil 3.1 Hat çizgileri (Huang, 1987)

Bu i lemden sonra yukar da tan mlad z de kenleri birbiri cinsinden yazabiliriz. , en

yak n kom u say r. Toplam hat çizgisi say N+:

2N N Nγ + ++ +−= + . (3.3.1)

Bu e itlik simetriktir. Yani ayn  i lemi a  spinler için de yaparsak bu durumda:

2N N Nγ − −− −+= + . (3.3.2)

Bu iki denklemi ve toplam spin say  N’yi kullanarak a daki e itlikler elde edilir:

+++−+ −= NNN 2γ ,

2
−+−

−−

−
=

NNN γ ,
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( ) ( )++++−− −−−= NNNNN 2
2
1

2
γ

γ

,

2 2 2
N N N N Nγ γ γ

−− + + ++= − − + ,

2
N N N Nγ

γ−− + ++= − + . (3.3.3)

Hamiltonyen içindeki ilk toplam terim:

i j
j

N N Nσ σ ++ −− +−= + −∑

2
2i j

j

NN N N N Nγ
σ σ γ γ++ + ++ + ++= + − + − +∑

4 2
2i j

j

NN Nγ
σ σ γ++ += + −∑ . (3.3.4)

Hamiltonyendeki ikinci terim:

( )
1

2
N

i
i

N N N N N N Nσ + − + + +
=

= − = − − = −∑ . (3.3.5)

Buradan Hamiltonyen

( ) ( ), 4 2 2
2
NN N N N h N Nγ

ε γ+ ++ ++ + +
 Η = − + − − − 
 

( ) ( ), 4 2
2

N N JN h N h Nγε
εγ+ ++ ++ +

 Η = − − − + − 
 

(3.3.6)

eklinde bulunur. Bölü üm fonksiyonu

( ) ( ) ( ) ( )2 2 4

0

, ' ,
N

N J h h N JN

N N
Q N N e e g N N eβ γ β εγ β+ ++

+ ++

− − −
+ ++ + ++

=

= ∑ ∑ , (3.3.7)

buradaki ( )+++ NNg ,  terimi düzeltme terimidir. ++N , toplam spin say N ’nin içinde

bulundu undan ++N üzerinden toplam al rken bu terimi kullanmak gerekir. Bölü üm

fonksiyonu sadece N+ ve N++ terimlerine ba r ve toplam n çözümü basittir  (Huang, 1987).
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4. ISING MODEL N KES N ÇÖZÜMLER

Ising modelin 1 boyutta tam çözümü ve 2 boyutta d  alan yokken kare latis, üçgen latis ve bal

pete i için tam çözümü vard r. Di er durumlarda yakla k metodlar ve simülasyonlar d nda

kesin çözüm yoktur.

4.1 Bir Boyutlu Ising Modelin Kesin Çözümü

Bir boyutlu Ising modelin kesin çözümü 1925 y nda Ernest Ising taraf ndan doktora tezinde

çözülmü tür (Ising E., 1925).

4.1.1  Manyetik Alan Yoklu unda Bir Boyutlu Ising Modelde Bölü üm Fonksiyonu

Spinler birbirinden ba ms z olarak 1iσ = m  de erlerini alabilir. Kanonik kümede bölü üm

fonksiyonu:

{ }

{ }

i

i

Q e β σ

σ

− Η= ∑ . (4.1.1.1)

Bölü üm fonksiyonu bütün konfigürasyonlar üzerinden toplamd r:

{ } 1 2 3i Nσ σ σ σ σ

=∑ ∑∑∑ ∑L . (4.1.1.2)

Yukar  spinleri +1, a  spinleri -1 dü ündü ümüz zaman Hamiltonyen bütün spinlerin

toplam r. Hamiltonyen:

{ } 1 2i i N
i

σ σ σ σ σΗ = = +∑ L . (4.1.1.3)

Bir boyutta N tane spin vard r.

tan vartoplam N e spin

+ + − − −
1444442444443

Toplamda 2N de ik konfigürasyon vard r.

Bölü üm fonksiyonu:

{ }

( )1 2

1 2 3

Ni

i N

i

Q e e
β σ

β σ σ σ

σ σ σ σ σ

−
− +∑

= =∑ ∑∑∑ ∑L . (4.1.1.4)
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Spinlerin yönelimi birbirinden ba ms z oldu u için bölü üm fonksiyonunu a daki gibi

yazar z:

31 2

1 2 3

N

N
Q e e e eβσ βσβσ βσ

σ σ σ

− −− −= ∑ ∑ ∑ ∑L . (4.1.1.5)

Her  de erinin 2 durumu vard r. 1 ya da -1. Bu durumda bölü üm fonksiyonu:

( )( )( ) ( )Q e e e e e e e eβ β β β β β β β− − − −= + + + +L . (4.1.1.6)

Toplam N spin oldu undan N üssü al r ve bölü üm fonksiyonu

( ) ( )2cosh 2 cosh
N N N NQ e eβ β β β−= + = = (4.1.1.7)

bulunur. (4.1.1.7) sonucu 1 boyutta Ising modelde d  alan olmamas  durumunda bölü üm

fonksiyonunu verir.

4.1.2  Manyetik Alan Varl nda Bir Boyutlu Ising Modelin Çözümü

Bir boyutlu Ising model zincir eklinde N tane spinden olu ur. Her spin iki kom usu ve d

manyetik alanla etkile ir. h, d  manyetik alan olmak üzere { }1 2, , Nσ σ σ  konfigürasyonlu

sistemin Hamiltonyeni:

1
1 1

N N

i i i
i i

J hσ σ σ+
= =

Η = − −∑ ∑ . (4.1.2.1)

Bu sistemde periyodikli i sa lamak için u s r ko ulunun varl  kabul ediyoruz:

1 1Nσ σ+ = . (4.1.2.2)

Bu durumda sistemin topolojisi çember halini al r.

ekil 4.1 Bir boyutlu Ising modelinde sistemin topolojisi (Huang, 1987)



26

Bölü üm fonksiyonu

( ) ( )
1 2

1
1

, exp
N

N

i i i
i

Q h T J h
σ σ σ

β σ σ σ+
=

 = +  
∑∑ ∑ ∑ , (4.1.2.3)

burada her i birbirinden ba ms z olarak 1m  de erlerini al r. Q bölü üm fonksiyonunu

çözmek için transfer matris metodu kullan r. Bölü üm fonksiyonu u ekilde yaz labilir:

( ) ( )( )
1 2

1 1
1

1, exp 2
N

N

i i i i
i

Q h T J h
σ σ σ

β σ σ σ σ+ +
=

 = + +  
∑∑ ∑ ∑ . (4.1.2.4)

Bölü üm fonksiyonunu çözmek için kullanaca z 2*2’lik P matrisini tan mlayal m. P

matrisinin elemanlar  a daki e itlikten bulunur:

( )1 1
1

2i i i iJ hP eβ σ σ σ σ
σ σ + + + + ′< >= . (4.1.2.5)

 ve ’ birbirinden ba ms z olarak 1m  de erlerini al r.

( )

( )

1 1

1 1

1 1

1 1

J h

J h

J

J

P e

P e

P e

P e

β

β

β

β

+

−

−

−

< + + >=

< − − >=

< + − >=

< − + >=

(4.1.2.6)

P matrisi:

( )

( )

1 1 1 1
1 1 1 1

J h J

J hJ

P P e e
P P e e

β β

ββ

+ −

−−

 < + + > < − − >
=     < + − > < − + >   

. (4.1.2.7)

Bölü üm fonksiyonunu buldu umuz P matrisi cinsinden tekrar yazal m:

2 2

1 2

1 2 2 3 1
N

N N
s s s

Q P P Pσ σ σ σ σ σ
+

= < >< > < >∑∑ ∑ L . (4.1.2.8)

r artlar  uygulad ktan sonra bölü üm fonksiyonu

{ }

1 1 1 2

i

NN N NQ P TrP
σ

σ σ λ λ= < >= = +∑ ,

sadece P matrisinin özde erlerine ba  olarak bulunur. Bulunan özde erler:

( ) ( ){ }2 4
1,2 cosh sinhJ Je h h eβ βλ β β −= −m . (4.1.2.9)

Termodinamik limitlerde çal aca z için N → ∞  durumunu incelersek
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1 2
N NQ λ λ= +

( )1 2
1 1log log N NQ
N N

λ λ= +

2
1

1

1 1log log 1
N

NQ
N N

λ
λ

λ

     = +  
     

2
1 1

1

1 1log log log 1 log
N

NQ
N N

λ
λ λ

λ
→∞

     = + + →  
     

. (4.1.2.10)

Buradan bütün h’lar için 1 > 2 bulunur. Bölü üm fonksiyonu u hali al r:

1 2 1
N N NQ λ λ λ= + ≈ . (4.1.2.11)

Buldu umuz bu yakla  kullan rsak bulunan bölü üm fonksiyonu:

( ) ( )2 4cosh sinh
N

JN JQ e h h eβ ββ β − = + −
 

. (4.1.2.12)

Her bir spin için Helmholtz serbest enerjisi:

( ) ( )1 1, log ,BA h T k T Q h T
N N

= −

( ) ( ) ( ){ }( )2 41 1, log cosh sinh
N

J J
BA H T k T e h h e

N N
β ββ β −= − −m

( ) ( ) ( )( )2 41 1, log log cosh sinhJ J
B BA h T k TN e Nk T h h e

N N
β ββ β −= − − + −

( ) ( ) ( )( )2 41 , log cosh sinh J
BA h T J k TN h h e

N
ββ β −= − − + − . (4.1.2.13)

Ortalama spin manyetizasyonu:

( )1 1,
B

AM h T
N N h k T

 ∂
= −  ∂  

( ) ( ) ( )( )( )2 41 , log cosh sinh JM h T J h h e
N h

ββ β β −∂
= − − − + −

∂
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( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( )

2 4

2 4

2sinh cosh
sinh

2 sinh1 ,
cosh sinh

J

J

h h
h

h e
M h T

N h H e

β

β

β β β
β

β

β β

−

−

+
+

=
+ +

( ) ( )
( )2 4

sinh1 ,
sinh

h
M h T

N h e βε

β

β −
=

+
. (4.1.2.14)

daki grafikte spin ba na manyetizasyonun d  manyetik alan h ile de imi gözüküyor.

ekil 4.2 Bir boyutlu Ising modelde manyetizasyonun d  alanla de imi (Huang, 1987)

T > 0 oldu u zaman ortalama manyetizasyon

( )1 0, 0M T
N

= . (4.1.2.15)

Grafikten görüldü ü gibi 1 boyutlu Ising modelde T > 0 durumunda do al manyetizasyon

yoktur. T = 0 için Ising modelde faz geçi i vard r.
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4.2 ki Boyutta D  Manyetik Alan Olmamas  Durumunda Kesin Çözüm : Onsager

Çözümü

2 boyutta kesin çözüm Lars Onsager taraf ndan çözülmü tür ( Onsager L., 1944).

Onsager latisi bir matris gibi dü ünüp bütün sat r ve sütunlar na a daki gibi numara

vermi tir:

ekil 4.3 Onsager latisi (Huang, 1987)

Hamiltonyen:

{ } ( ), 1, , , 1 ,
, ,

i i j i j i j i j i j
i j i j

J hσ σ σ σ σ σ+ +
< >

Η = − + −∑ ∑ . (4.2.1)

Her latisin noktas n ayr  bir indisi vard r. Hamiltonyeni yeniden yazarsak

{ } ( ) ( )1
,

,i j j j
i j

E Eσ µ µ µ+
< >

 Η = + ∑ , (4.2.2)

burada

( )1
1

,
n

j j ij ik
i

E µ µ σ σ+
=

= −∑ ,

( ) 1,
1 ,

n

j ij i j j
i i j

E J hµ σ σ σ+
=

= − −∑ ∑ , (4.2.3)
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µj ise

{ }1 , ,j j njµ σ σ= L (4.2.4)

belirli bir sütundaki spin tak  belirtiyor.

P transfer matrisi a daki gibi tan mlan r

( ) ( )1,j j jE E
j jP e β µ µ µ

µ µ + − + = . (4.2.5)

P transfer matrisi 2n*2n lik bir matristir. Bölü üm fonksiyonu:

( )nQ Tr P= . (4.2.6)

Daha önce bir boyutta yapt z gibi en büyük özde er al r. Burada çok fazla matematiksel

lem vard r. Çözüm Huang’ n istatistik kitab nda 20 sayfada verilmi tir (Huang, 1987). Ara

lemlere girmeden h = 0 için en genel çözüm

( ) ( ) ( )2 2

0

12cosh 2 ln 1 1 sin
2 2

B
B

k Tg T k T J d K
π

β φ φ
π

= − − + −   ∫ (4.2.7)

eklinde verilir. Burada

( ) ( )
2

cosh 2 coth 2
K

J Jβ β
= . (4.2.8)

Spin ba na hesaplanan enerji:

( ) ( ) ( )
2

0

sin2 tanh 2
2 1
K dKT J J d

d Q Q

π φ
ε β φ

π β
= − +

+∫ , (4.2.9)

burada

2 21 sinQ K φ= − . (4.2.10)

Manyetizasyon:

( ){ }1 84
1 sinh 2M Jβ

−
= −    . (4.2.11)

Manyetizasyon kritik s cakl n yukar nda s rd r. Kritik s cakl k e itli i:

[ ]2 2 22 tanh 2 2 tanh 1
B c

JJ
k T

β = = . (4.2.12)
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Onsager çözümü için Kc de eri:

0.4406868c
B c

JK
k T

= = . (4.2.13)

Is kapasitesi:

( ) 2
2 2 ln 1 ln 1

2 4
B c

B B c c

C t k TJ T
k k T T J

π
π

        = − − + − +       
      

. (4.2.14)

Onsager çözümünden hesaplanan kritik üsteller

α = 0, 1
8

β = , 7
4

γ = (4.2.15)

eklinde verilir.
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5. KR K ÜSTELLER

Faz geçi i belirli sabit bir s cakl kta olur ve bu s cakl kta sistemdeki bütün parçac klar n

eri imi sonsuzdur. Faz geçi i s ras nda baz  termodinamik büyüklükler analitik süreksizlik ve

tekilliklere sahiptir. Bunun sebebi uzun ve k sa eri imli etkile melerdir. Dolay  ile kritik

cakl k an ndaki fizi i incelemek matematiksel olarak çok zordur. Fakat parçac klar

aras ndaki etkile meleri basitle tirerek basit modeller yap labilir. Bu modeller kritik nokta

civar nda sistemin davran  üstel fonksiyonlar  kullanarak inceler. Bu üsteller

termodinamik fonksiyonlar n seri aç  ile elde edilir.

Kritik nokta civar nda sistemin davran  tan mlayan üstel fonksiyonlar n üstellerine kritik

üsteller denir (Akgöbek G., Y ld m E. Ö., Güleç A., Ak n E., Atav Ü., 2003).

5.1 Kritik Üstellerin Tan mlanmas

Termodinamik fonksiyonlar  seriye açabilmek için ilk önce ’nu tan mlamal z,

c

c

T T
T

ε
−

= . (5.1.1)

’nu kullanarak seri aç m yapabiliriz. lgili fonksiyon kritik nokta civar nda

( ) ( )1 yf A Bλε ε ε= + +L (5.1.2)

eklinde seriye aç r. Burada A, B,  sabitler olup y > 0’d r. Kritik s cakl a sa dan ve soldan

yakla rken  s ra gider ve ( )f ε  süreksiz ve tekil olur. Kritik üstel

( )
0

ln
lnlim
f

ε

ε
λ

ε→

= (5.1.3)

eklinde tan mlan r.

5.2 Manyetik Sistemler çin Kullan lan Kritik Üsteller

5.2.1  Üsteli

m0 ortalama manyetizasyon, 0 0
c

Bh k T m= , Bδ  bir sabit ve M(T,h) manyetizasyon olmak üzere
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( )
( )0 0

h c

c

M Th B
h M

δ

δ= , (5.2.1.1)

denklemi ile  üsteli tan mlan r.  üsteli kritik izoterm boyunca manyetizasyonun manyetik

alanla de imini tan mlar.

5.2.2  Üsteli

Bβ  bir sabit olmak üzere

( )
( ) ( )0

0 0
M T

B
M

β
β ε= − , (5.2.2.1)

denklemi ile  manyetizasyon üsteli tan mlan r.  üsteli, d  manyetik alan mevcut de il iken

manyetizasyonun kritik noktadaki de erine nas l yakla  tan mlar.

5.2.3 α  Üsteli

 manyetik alan s r oldu unda (h = 0) kritik nokta civar nda sistemin  kapasitesi

( )
( )

,

,
c

c

B T T
C

B T T

α
α

α
α

ε

ε

′−
′

−
′

 − <= 
+ >

, (5.2.3.1)

denklemi ile verilir. Burada Bα ′ ve Bα sabitlerdir. α  ve α ′  üstelleri kritik nokta civar nda 

kapasitesi hakk nda bilgi verir.

5.2.4 γ  Üsteli

Kritik nokta civar nda sistemin manyetik al nganl :

( )
( )0

,

,
cT

T c

B T T

B T T

γ
γ

γ
γ

εχ
χ ε

′−
′

−

 − <= 
+ >

. (5.2.4.1)

Burada Bγ ′ ve Bγ sabitlerdir ve 0
Tχ  niceli i kritik s cakl kta etkile meyen manyetik al nganl k

de eridir. γ  üsteli kritik nokta civar nda manyetik al nganl k hakk nda bilgi verir.

5.3 Kritik Üsteller Aras ndaki li kiler

Yukar da tan mlanan 4 üstel birbirinden tamamen ba ms z de ildir ve aralar nda baz

itsizlikler mevcuttur.
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Is  kapasitesi için a daki e itli i yazabiliriz:

2
1

h M
M h h

h M MC C T T
M T T

χ −  ∂ ∂ ∂     − = − =       ∂ ∂ ∂      
. (5.3.1)

Burada her zaman 0MC ≥  e itli ini yazabiliriz. 0h →  ve cT T→  limitinde a daki

itsizli i yazabiliriz:

( ) ( )2 2
c cT T DTα β γ′ ′− + +− ≥ . (5.3.2)

cT T−  ifadesi yeteri kadar küçük seçilebilece inden ( )2 2α β γ′ ′+ + < geçerli olamaz. Bu

sebeble

( )2 2α β γ′ ′+ + ≥ (5.3.3)

itsizli i geçerlidir. Bu e itsizli e Rushbrook e itsizli i denir.

Ayn  yolla Helmholtz serbest enerjisini kullanarak Griffiths e itsizli i

( )1 2α β δ′ + + ≥ (5.3.4)

elde edilir. Yukar da 4 tane kritik üsteli tan mlad k. Baz  sistemler birbirinden tamamen farkl

olsa da ayn  kritik üstellere sahiptir. Bu sistemler ayn  evrensellik kümesi içindedir. E er ayn

evrensellik kümesi içinde oldu unu bildi imiz iki sistem varsa bunlardan birinin kritik

üstellerini biliyorsak öteki sistem hakk nda da bilgiye sahibiz demektir.

Kritik üstellerin birbirinden ba ms z olmad  söyledik. Dört kritik üstelden e er

birbirinden ba ms z iki kritik üstel biliniyorsa di erleri de bulunur. Evrensel küme ise sadece

iki parametre taraf ndan karakterize edilir.

1. Sistemin boyutu: d

2. Düzen parametresinin derecesi: n

Düzen parametresi a daki gibi tan mlan r.

Sistemin hamiltonyeni H, G grubu alt ndaki bütün dönü ümlerde de mez olsun. E er iki faz

G dönü ümü alt nda de ken olan φ< >  termodinamik ortalamas  ile ay rt edilebiliyorsa,

φ< >  düzen parametresi olarak adland r.

Ising model için Hamiltonyen a daki gibi verilsin:
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0
,

1
2 ij i j

i j

J σ σ
< >

Η = − ∑ . (5.3.5)

0Η , grup Z2 alt nda de mezdir. Z2 = (1,-1). Spin dönü ümleri

i i i iveσ σ σ σ→ → −

Kolayca görülebilece i gibi Z2 grubunda 0Η , 2 dönü üm alt nda ayn  kal r. Manyetizasyon

1

1 N

i
i

M
N

σ
=

= ∑ (5.3.6)

eklinde tan mlan r ve cT T< için de kendir. Tüm spinlerin tam düzenli durumunda

spinlerin yön de imi alt nda manyetizasyon da i aret de tirir. M, Ising modeli için düzen

parametresidir ve skaler olup boyutu birdir.

Ising model, Ising evrensel kümesini tan mlar. Bu kümenin parametreleri 3 boyutta d = 3 ve n

= 1 dir.

Ak kan sistemler ve ortalama alan teorisi ayn  üstellere sahiptir ve ayn  evrensel kümeye

aittirler.

Gerçek manyetik sistemlerde manyetik momentler 3 boyutlu uzayda herhangi bir yönelime

sahip olabilirler. Gerçek manyetik sistem d = 3 ve n = 3 evrensel kümesine aittir.
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6. ORTALAMA ALAN TEOR LER

Ortalama alan teorisinde spinlerin her birinin ayr  ayr  hesaplanmas  yerine hepsinin ortakla a

olu turdu u manyetizasyon hesaplan r.

Ising modelinde Hamiltonyen

,

1
2 ij i j i

i j i

J hσ σ σ
< >

Η = − −∑ ∑ , (6.1)

bölü üm fonksiyonu

,

2

1
2

( , , )
ij i j i

i j i

i N

J h

Q N h T e
β σ σ σ

σ σ σ

< >

 
 +
  

∑ ∑
= ∑∑ ∑L (6.2)

ile verilir. Ortalama alan teorisinde manyetizasyon:

1

1 N

i
i

M
N

σ
=

= ∑ . (6.3)

Bu ifadeyi Ising modeline a daki gibi uygulan r:

( )( )i j i jM M M Mσ σ σ σ= − + − +

( ) ( ) ( ) ( ) 2
i j i j i jM M M M M M Mσ σ σ σ σ σ= − − + − + − + . (6.4)

lk terim sistemdeki dalgalanmalar  verir. Ortalama alan teorisi bu terimi ihmal eder. E er bu

terimi ihmal edersek Hamiltonyendeki spin etkile meleri a daki ekli al r:

( )2

, ,

1 1 2
2 2ij i j ij i j

i j i j

J J M M Mσ σ σ σ
< > < >

 ≈ + + − ∑ ∑

( )2 2

, ,

1 1 2
2 2ij i j ij i j

i j i j

J J M M Mσ σ σ σ
< > < >

 = + + − ∑ ∑

( ) 2

, ,

1 1
2 2ij i j ij i j

i j i j

J J M Mσ σ σ σ
< > < >

 = + − ∑ ∑ . (6.5)

Sistemdeki etkile meleri izotropik al rsak ijJ  terimlerinin hepsi e it olur. ijJ  terimi i yada j

den sadece birine ba  olmu  olur. ijj
J Jz≡∑ eklinde yazabiliriz. z koordinasyon say r.

z sistemin geometrisine göre de en sabit bir say r. Jz J= olacak ekilde tekrar tan mlama

yapar z. Son olarak a daki e itli i yazabiliriz
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1 1
2 2i

J NJ=∑ ,

burada N toplam spin say r. Hamiltonyendeki spin – spin etkile me terimini tekrar

yazal m:

( ) ( )2 2

, , ,

1 1 1
2 2 2ij i j ij i j ij

i j i j i j

J M M J M J Mσ σ σ σ
< > < > < >

 + − = + − ∑ ∑ ∑

( ) 2 2

,

1 1
2 2ij i j i

i j i

J M M JM M JNσ σ σ
< >

 + − = − ∑ ∑ . (6.6)

Hamiltonyen

2

,

1 1
2 2ij i j i i i

i j i i i

J h JM M JN hσ σ σ σ σ
< >

Η = − − = − + −∑ ∑ ∑ ∑

( )2

,

1 1
2 2ij i j i i

i j i i

J h M JN JM hσ σ σ σ
< >

Η = − − = + − +∑ ∑ ∑ , (6.7)

bölü üm fonksiyonu

( )2

2

/ 2( , , )
i

i

i N

J Mh
NJMQ N h T e e

β σ
β

σ σ σ

+
−

∑
= ∑∑ ∑L

( )2 / 2

1

( , , )
N

J MhNJMQ N h T e eβ σβ

σ

+−

=

 
=  

 
∑

m

( )2 / 2( , , ) 2cos
NNJMQ N h T e J Mhβ β−= +   , (6.8)

spin ba na serbest enerji

( ) 1, lnBA h T k T Q
N

= −

( ) ( )21, ln 2cos
2 BA h T JM k T JM hβ= − +   , (6.9)

spin ba na manyetizasyon

( )tanh
h

AM JM h
h

β
∂ = − = + ∂ 

, (6.10)

ayr  ayr  hesaplanm  olur. D  manyetik alan n s rda limiti al rsa bulunan manyetizasyon:
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( )tanh 0M JM hβ= → . (6.11)

Bu denklemin nümerik çözümü ekil 6.1 de verilmi tir.

ekil 6.1 Ortalama alan teorisinde d  manyetik alan n s ra gitmesi durumu, 0h →

1Jβ >  için denklemin 3 çözümü vard r. 00,M M M= = m . Ortalama alan teorisi 1Jβ >  için

0h = durumunda do al manyetizasyonu öngörür. 1Jβ <  durumu için 0h = durumunda do al

manyetizasyon yoktur. 1Jβ =  durumu için 3 çözüm tek çözüm olur. Böylece 1Jβ =  durumu

kritik s cakl  tan mlar. Kritik s cakl k denklemi:

1
B c

J
k T

= . (6.12)

Spin ba na ortalama serbest enerjiyi 0h = ’da, M = 0 civar nda geni leterek yazarsak

( ) ( ) 2 40, 1A M sabit J J M cMβ= + − + , (6.13)

burada c sabittir. 1Jβ >  durumu için son terimin i areti eksidir. Serbest enerjinin M ’ye göre

de im grafi i ekil 6.2 de verilmi tir.
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ekil 6.2 Ortalama alan teorisinde 1Jβ >  durumunda serbest enerjinin de imi

Görüldü ü gibi 2 tane minimum enerji vard r. Kritik s cakl n alt nda spinlerin büyük bir

bölümü belli bir düzene sahiptir. Kritik s cakl n alt nda manyetik faz düzenli faz olarak

an r. 1Jβ <  durumunda quadratik terimin i areti art r ve serbest enerji grafi i ekil 6.3’te

verilmi tir.

ekil 6.3 Ortalama alan teorisinde 1Jβ <  durumunda serbest enerjinin de imi

Görüldü ü gibi minimum enerji 0M = ’dad r. Yani do al manyetizasyon yoktur.

6.1 Ortalama Alan Teorisinde Kritik Üsteller

Kritik  üssü (6.13) denkleminden elde edilebilir. cT T<  için manyetizasyon, enerji

denkleminin extremumlar nda 0’a e ittir. Yani
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0

0
M M

A
M =

=
∂
∂

 . (6.1.1)

Bu da bize a daki denklemi verir

( ) 3
0 0

2 4 0c
J T T M cM

T
− + = , (6.1.2)

buradan

( )
1

2
0 cM T T−: , (6.1.3)

kritik üs 1
2

β =  bulunur.

Manyetizasyon denkleminde d  manyetik alan  s r yapt z zaman δ üssü elde edilir.

( )tanhM JM hβ= +

( ) 1tanhJM h Mβ −+ =

1tanhBh k T M JM−= −

3

3B
Mh k T M JM

 
≈ + + − 

 
L

( ) 3

3
B

B c
k Th Mk T T M= − + . (6.1.4)

Kritik s cakl k civar nda

3h M: , (6.1.5)

kritik üs 3δ =  bulunur.

Kritik üs α’y  bulmak için d  manyetik alan  s r alarak  kapasitesi denklemini

kullanmal z. cT T>  için M  = 0 ve

ln 2BA k T= − , (6.1.6)

 kapasitesi

2

2 0AC T
T

 ∂
= − = ∂ 

. (6.1.7)
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Buradan aç kça α’n n s r oldu u gözüküyor. cT T<  için kritik s cakl a soldan

yakla zda C farkl  bir de ere yak nsar ama cT T−  ifadesine ba ml k yine ayn r. α

yine s r bulunur.

Al nganl k:

1M
h h M

χ
∂

= =
∂ ∂ ∂

. (6.1.8)

m = 0 civar nda h için u ifadeyi elde etmi tik

( ) 3

3
B

B c
k Th Mk T T M= − +

,

buradan h M∂ ∂  bulunur.

( ) 2
B c B

h k T T k TM
M
∂

= − +
∂

. (6.1.9)

Kritik s cakl k civar nda 0M →  oldu undan al nganl k ifadesi için bulunan de er

1
cT Tχ −−: , (6.1.10)

buradan kritik üs 1γ =  bulunur.

Ortalama alan teorisi için bulunan kritik üsteller s ras  ile

0α =  , 1
2

β =   , 1γ =  , 3δ = .

Bulunan üsteller Van der Waals teorisinin ak kan sistemler için tahmin etti i üsteller ile

ayn r. Birbirinden tamamen ayr  sistemlerin ayn  üstellere sahip olmas  evrensellik ilkesinin

bir sonucudur. Evrensellik ilkesi fizi in birçok konusunda kar za ç kar.

Ayn  evrensel kümede olan sistemler kritik s cakl k civar nda ayn  davran lar  sergiler.

6.2 Bragg – Williams Metodu

Ortalama alan teorilerinden biri de Bragg-Williams Metodur (Huang, 1987). Ising modelinde

bölü üm fonksiyonunu +N  ve ++N ’a say lar na ba  olarak yazm k. Böyle yapmakla latis

örgüsü bir bütün olarak ele al nm  spinlerin nas l da ld  göz önünde tutulmam . Latis

noktalar ndaki spinler kom ular  ile etkile irler. Elektromanyetik kuvvet 1/r2 ile azald ndan

uzak kom ular aras ndaki etkile me 2. belki de 3. kom u spinden sonra gittikçe azalmaktad r.
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Di er yandan paramanyetik fazdan ferromanyetik faza geçerken 2. tür faz geçi i çok kesin bir

cakl kta vuku bulmaktad r. Bu anda sistemdeki en uç noktadaki iki spin birbirleri ile

haberle mektedir diyebiliriz (Richard, 2005). Bu haberle me sadece faz geçi i an nda olmak

zorunda de ildir. Bunu uzun mesafe düzeni olarak adland rabiliriz. Yak n kom ular

aras ndaki düzen de k sa mesafe düzeni olarak bilinir. NN /+  uzun mesafe düzeni,

( )2NN γ++  k sa mesafe düzeni olarak adland r. Latis sisteminde bütün spinler yukar

olacak ekilde düzenlenirse uzun mesafe düzeni maksimumdur. Bragg – Williams metodu

için a daki tan mlamalar  yapabiliriz. Uzun mesafe düzeni “ L ”, k sa mesafe düzeni “σ ”

için

( )1
2
1

+≡+ L
N
N ( )11 +≤≤− L , (6.2.1)

( )1
2
1

2
+≡++ σ

γN
N ( )1 1σ− ≤ ≤ + , (6.2.2)

itlikleri yaz labilir. Burada  en yak n kom u say r. Dikkat edilirse k sa mesafe düzeni

” ve uzun mesafe düzeni “L”, +N  ve ++N  cinsinden yaz lm r. N+ ve  N++ ‘y  bu

denklemlerden çekeriz

( )1
2

+≡+ LNN , (6.2.3)

( )1
2

2 +≡++ σ
γNN . (6.2.4)

imdi i jσ σ∑  ve
1

N

i
i

σ
=

∑ ’ y  ve L cinsinden yazal m.

( ) ( )1 1
2i j
NN N L γ

σ σ γ σ γ= + − + +∑

( )2 2 2 2 1
2i j
N Lγ

σ σ σ= + − − +∑

( )2 2 1
2i j
N Lγ

σ σ σ= − +∑ (6.2.5)

1
2

N

i
i

N N N Nσ + − +
=

= − = −∑
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( )
1

1
N

i
i

N L N NL N N NLσ
=

= + − = + − =∑

1

1 N

i
i

L
N

σ
=

=∑ (6.2.6)

Burada u sonuca vard k, L parçac k ba na manyetizasyona e ittir.

Uzun ve k sa mesafe düzeni cinsinden Hamiltonyen

( ) ( ), 2 2 1
2

J NL L hNLγ
σ σΗ = − − + − , (6.2.7)

ve spin ba na enerji

N
1 ( ) ( ), 2 2 1

2
JL L hLγ

σ σΗ = − − + − (6.2.8)

ile verilir. Bragg – Williams yakla m metodu unu öngörür: Tek ba ms z parametrenin

kalmas  için k sa mesafe düzeninin tek ba ms z uzun mesafe düzeni olarak yeniden yaz lmas

gerekir. Bu matematiksel olarak öyle ifade edilir:

2

2






≈ +++

N
N

N
N

γ
. (6.2.9)

Bu yakla m kullan larak (6.2.3) ve (6.2.4) yeniden yaz r:

( )
2

2
11

2
1







 +

≈+
L

σ , (6.2.10)

( ) ( )
2

11
2+

≈+
L

σ . (6.2.11)

(6.2.11) yakla kl u hali al r:

( )21 1 1
2

Lσ ≈ + − . (6.2.12)

Buldu umuz sonucu spin ba na enerji denkleminde yerine koyar z:

( ) ( )21 1 12 1 1 2 1
2 2

L J L L hL
N

γ
  Η ≈ + − − + −    

( ) ( )21 1 2 1 2 2 1
2

L J L L L hL
N

γΗ ≈ − + + − − + −
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( ) 21 1
2

H L J L hL
N

γ≈ − − (6.2.13)

L’ye ba  buldu umuz Hamiltonyeni bölü üm fonksiyonunda yerine koyar z:

( ) ( )
{ }

2 / 2
,

i

N J L hL
Q h T e

β γ

σ

 + = ∑ . (6.2.14)

Toplam, spinler üzerinden olsa da e itlik sadece L’ ye ba r. Bunun için ayn  L’ yi payla an

{ }iσ  kümelerinin say  bulunmal r. ( )1
2
1

+≡+ L
N
N  Denklemine göre L, +N say  ile

belirlenebilir. Kombinasyonla N içinden kaç farkl ekilde +N  seçilebilece i belirlenir.

Kombinasyon C(N,N+):

( ) ( )
!,

! !
NC N N

N N N+
+ +

=
−

. (6.2.15)

Bölü üm fonksiyonu:

( ) ( )
211

2

1
, ,

L N J L hL

L
Q h T g N N e

β γ =+ + 
 

+ ++
=−

= ∑

( ) ( )
211

2

1

!,
! !

L N J L hL

L

NQ h T e
N N N

β γ =+ + 
 

=− + +

=
−∑ . (6.2.16)

Burada ( )N N+− :

( ) ( )LNLNNNN −=+−=− + 1
2

1
2

. (6.2.17)

Buradan bulunan bölü üm fonksiyonu:

( )
( ) ( )

211
2

1

!,
1 ! 1 !

2 2

N h L hLNQ h T e
N NL L

β γ + + 
 

−

=
   + −      

∑  . (6.2.18)

a giderken Q’ nun logaritmas  büyük terimlerin logaritmas na e it olur. Stirling

yakla  kullanarak bunu gösterelim.

  ( N  çok büyükse ) NNNN −−= ln!ln
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( )
( ) ( )

21
2!ln , ln ln

1 ! 1 !
2 2

N J L hLNQ h T e
N NL L

β γ + 
 = +

   + −      

( ) ( ) ( )21 1ln , ln ! ln 1 ! ln 1 !
2 2 2

NQ h T N J L hL N N L Lβ γ     = + + − + − −          

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

21ln , ln 1 ln 1
2 2 2

1 1 ln 1 1
2 2 2 2

N NQ h T N J L hL N N N L L

N N N NL L L L

β γ   = + + − − + +      
 + + − − − + −  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

21 1 1 1ln , ln 1 1 ln 1 1
2 2 2 2

1 11 ln 1 1
2 2 2

NQ h T J L hL N L L L
N

NL L L

β γ   = + + − − + + + +      
 − − − + −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1 11 1ln , ln ln
2 2 2 2 2

L L L L
Q h T J L hL

N
β γ

+ + − −    = + − −    
     

. (6.2.19)

Bu denklemi maksimize eden L de eri L  ile gösterilir. L’ nin maksimum de erini bulmak

için bölü üm fonksiyonunun uzun mesafe parametresine göre birinci türevini al p s ra

itlememiz gerekir. (6.2.19) denklemini yeniden yazal m:

( ) 21 1 1 1 1 1ln , ln ln
2 2 2 2 2

L L L LQ h T J L hL
N

β γ
+ + − − = + − − 

 
. (6.2.20)

Türev s ra e itlenir.

1 0dQ
N dL

=

( ) ( )
1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 12 ln ln

2 2 2 2 2 2 21 2 1 2
dQ L L L LL h

N dL L L
βεγ

β
   + + − − −   = + − + − − +
   + −   

1 1 1 1 1 1 1ln ln
2 2 2 2 2 2

dQ L LL h
N dL

βεγ β
+ −

= + − − + +

1 1 1 1ln ln
2 2 2

dQ L LL h
N dL

βεγ β
 + −

= + − − 
 
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1 1 1 2ln 0
2 2 1

dQ LL h
N dL L

βεγ β
 +

= + − = 
− 

Buradan elde edilen sonuç:

1ln 2 2
1

L h L
L

β βεγ
+

= +
−

. (6.2.21)

1 1 1tanh arc tanh ln
2 1

xx x
x

− +
= =

−
 e itli inden yararlan rsak

1tanh arc tanh
B B

h J LL L
k T k T

γ− = = +

tanh
B B

h J LL L
k T k T

γ 
= = + 

 
(6.2.22)

bulunur. Bu denklemden L  nümerik olarak bulunur. (6.2.18)’daki bölü üm fonksiyonu

sadece L ’ye ba r. Böylece bölü üm fonksiyonu bulunmu  olur. Bölü üm fonksiyonundan

di er termodinamik büyüklüklere rahatça geçilebilir.

Spin ba na Helmholtz serbest enerjisi:

( ) ( )21 1 1 1 1, ln 1 ln
2 2 2 2 2

B
B

k TL L LA h T J L hL k T L
N

γ
+ + −

= − − + + −

( ) ( ) ( )21 1 1 1, 1 ln 1 ln
2 2 2 2

Bk T L LA h T J L hL L L
N

γ
 + −

= − − + + + − 
 

( )
( )( )2
1 11 1 1 2, ln ln

2 2 4 2 1
B

L Lk T LA h T J L hL L
N L

γ
 + −  + = − − + +  
 −  

( )
2

21 1 1 1, ln ln
2 2 4 1

Bk T L LA h T J L hL L
N L

γ
  − +

= − − + +  
−   

.

Yukar da buldu umuz (6.2.21)  sonucunu kullan rsak spin ba na Helmholtz serbest enerjisi:

( )
( )2

2
11 1 2 2, ln

2 2 4 2
B B

B B

Lk T k T h J LA h T J L hL L
N k T k T

γ
γ

−  
= − + − + + 

 

( )
( )2

2 2
11 1, ln

2 2 4
B

Lk TA h T J L hL hL J L
N

γ γ
−

= − + − + +
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( )
2

21 1 1, ln
2 2 4

Bk T LA h T J L
N

γ
−

= − + . (6.2.23)

 manyetik alan olmamas  durumunda (h=0):

tanh
B

J LL
k T
γ 

=  
 

. (6.2.24)

Bu denklem de nümerik olarak çözülebilir. Çözüm ekil 6.4’de gösterilmi tir. Çözüm:

0=L 1
B

J
k T
γ 

〈 
 

, (6.2.25)









−
=

0

0

0
L

L
L 1

B

J
k T
γ 

〉 
 

. (6.2.26)

ekil 6.4 D  manyetik alan yokken L ’nin de imi (Huang, 1987)

1BJ k Tγ 〉  durumunda 0L =  sonucu kabul edilemez. Çünkü bölü üm fonksiyonunda 0L =

koydu umuz zaman maksimum yerine minimum de er bulunur. cT , kritik s cakl k öyle

tan mlan r:

1
B c

J
k T

γ
= . (6.2.27)

Ayr ca ileride kullanaca z için Kc kritik de erini tan mlayal m:



48

c
B c

JK
k T

= . (6.2.28)

Bragg-Williams metodunun buldu u Kc de eri (6.2.27) denkleminden çekilirse

1
c

B

JK
k T γ

= = (6.2.29)

bulunur.  de eri sistemden sisteme de ir. 2 boyutta kare latis için  = 4 al rsa Bragg-

Williams metodunun tahmin etti i Kc de eri 0.25 bulunur.

Kritik s cakl n üstünde do al manyetizasyon yoktur. Kritik s cakl k paramanyetik ile

ferromanyetik faz aras ndaki geçi  s cakl r. A daki tan mlamay  yapabiliriz:





〈±
〉

=
c

c

TTL
TT

L
0

0
. (6.2.30)

0L , (6.2.24) denkleminin s rdan büyük köküdür. L , parçac k ba na manyetizasyon

oldu undan T<Tc için sistemin ferromanyetik oldu u, T>Tc için do al manyetizasyonun

olmad  anla r. Sistem T>Tc durumunda paramanyetiktir. Tc, sistemin Curie s cakl r.

0LL ±=  durumu d  manyetik alan n olmamas  durumunda yukar  ve a  spinler aras nda

fark olmamas ndan ileri gelir. Katl n serbest enerjiye bir katk  yoktur.

Manyetizasyon 0 Kelvin’de maksimum de erindedir. S cakl k art kça titre im enerjisinden

gelen etkilerle manyetizasyonun de eri azal r. Bu durum ekil 6.5’de gösterilmi tir.

ekil 6.5 Bragg - Williams yakla m metodunda do al manyetizasyon (Huang, 1987)

0L  nümerik olarak hesaplanmaktad r. Ama 0=T  ve cTT =  durumlar nda baz  yakla mlar
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kullan r. Bu yakla mlar:

( )

2

0

1 2

3 1 0 1 1

cT T
c

c c

e T T
L

T T T T

− − 〈〈≈ 
− 〈 − 〈〈

. (6.2.31)

Bu iki yakla  kullanarak termodinamik fonksiyonlar  yazabiliriz. Parçac k ba na

Helmholtz serbest enerjisi:

( ) 2
2 0

0

0
1 0, 1ln

2 2 4

c

B
c

T T
A T Lk TJN L T Tγ

〉
=  −

+ 〈

, (6.2.32)

parçac k ba na manyetizasyon:

( )
0

01 0, c

c

T T
M T

L T TN
〉

=  〈
, (6.2.33)

parçac k ba na iç enerji:

( ) 21 , B
B

AU h T k T
N T k T

 ∂
= −  ∂  

( )
2

2 21 1 1, ln
2 2 4B

B

J LU h T k T L
N T k T

γ ∂ −
= +  ∂  

( ) 2 2
2

1 1,
2B
JU h T k T L

N k T
γ − =  

 

( ) 21 ,
2

JU h T L
N

γ
= −

( ) 2
0

0
1 0,

2

c

c

T T
U T JN L T Tγ

〉
= 

− 〈

 , (6.2.34)

parçac k ba na  kapasitesi:

( )1 , UC h T
N T

∂
=

∂

( )
21 ,

2
J d LC h T

N dT
γ

= −
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( ) 2
0

0
1 0,

2

c

B c

T T
C T dLJNk T T

dT
γ

〉
= 

− 〈

. (6.2.35)

Burada 2
0L , (6.2.31) denkleminden çekilir.









−≈

cT
TL 130

cT
TL 332

0 −=⇒
.

Bulunan bu de er (6.2.35) denkleminde yerine konur

( )1 3, 3
2 c

J d TC h T
N dT T

γ  
= − − 

 

( )1 3,
2 c

JC h T
N T

γ  
= − − 

 

( )1 3,
2 c

JC h T
N T

γ
= ,

burada

B ck T Jγ=  oldu u biliniyor. Is  kapasitesi:

( )1 3,
2

B c

c

k TC h T
N T

=

( )1 3,
2B

C h T
Nk

= . (6.2.36)

ekil 6.6’da  Bragg-Williams metodu ile bulunan  kapasitesi gözüküyor.
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ekil 6.6 Bragg - Williams yakla m metodunda  kapasitesi (Huang, 1987)

ekil 6.6’de görüldü ü gibi kritik s cakl k cT ’nin üstünde  kapasitesi kaybolur. Bu durum

Bragg – Williams metodunda cTT 〉 bölgesinde uzun ve k sa mesafe düzeninin

kaybolmas ndan ileri gelir.

6.3 Bethe – Peierls Metodu

Bethe – Peierls metodu Bragg - Williams metoduna göre daha iyi bir ortalama alan teorisidir

(Huang, 1987).

Bragg – Williams metodunda varsay m ( )( ) ( )21 2N N N Nγ++ +=  e itli i ile verilmi ti. Bu

itlik spinler aras nda yerel korelasyonu hesaba katm yordu. Bethe – Peierls ise daha iyi bir

yakla m öne sürdü (Bethe, 1935; Peierls, 1936).

Bragg – Williams metodunun i leyi ini anlatal m. Bu metotta N++ ve  N+ aras nda kesin bir

ili ki bulunur. Bunun için de bütün latis yerine belli bir latis noktas  ve bunun  tane en yak n

kom usuna bak r.

 manyetik alan n olmamas  durumunu göz önüne alal m ( ). Hesaplamalara ba lamak

için  tane en yak n kom usu olan, spin durumu s ile verilen bir latis noktas  ele alal m ( ekil

6.7).
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ekil 6.7 Bethe – Peirls yakla m metodunda kom u latisler (Huang, 1987)

P(s,n), bize spin durumu s olan latis noktas n kom ular ndan n tanesinin spin yukar  olma

olas  verir. E er s=+1 ise P(s,n), içinde n tane  (++) ve ( -n) tane (+-) çiftin oldu u alt

latis hakk nda bilgi verir. E er s=-1 ise P(s,n), içinde n tane  (-+) ve ( -n) tane (--) çiftin

oldu u alt latis hakk nda bilgi verir. Bir latis noktas  ele alal m. Bu noktan n n tane +

kom usu olsun ya da n tane - kom usu olsun. Bu n tane + ya da – de erli spini  tane noktaya

n
γ 

 
 

kombinasyonu kadar farkl ekilde yerle tirebiliriz. imdi P(+1,n) ve P(-1,n) için bir

ifade yazmaya çal al m.

( ) ( )211, J n nP n e z
nq

β γγ − 
+ =  

 
(6.3.1)

( ) ( )211, J n nP n e z
nq

β γγ − 
− =  

 
(6.3.2)

Burada q normalizasyon faktörüdür. z ise latisin geri kalan  taraf ndan gösterilen arka plan

etkisidir. z ve fugacity aras ndaki benzerlikten dolay  bu metod quasi –chemical metod olarak

da an r. q’ yu belirlemek için olas n temel aksiyomunu kullan z. Bütün olas klar n

toplam

( ) ( )
0

1, 1, 1
n

P n P n
γ

=

+ + + =  ∑ , (6.3.3)

birdir.
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( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0

1, 1, J n J nn n

n n
q P n P n e z e z

n

γ γ
β γ β γγ − −

= =

   + + + = +       
∑ ∑

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

n n n nJ J J J

n n
q ze e ze e

n n

γ γγ γβ β β βγ γ− −− −

= =

   
= +   

   
∑ ∑

( ) ( )J J J Jq ze e ze e
γ γβ β β β− −= + + + (6.3.4)

Böylece q bulunur. Yukar da P(+1,n) için yapt z tan mlamadan sonra L ve  için bir

denklik yazabiliriz.

( ) ( ) ( )2

0 0

1 1 11,
2

J n n J J

n n

NL P n e z ze e
nN q q

γ γ γβ γ β βγ − −+

= =

 +
≡ = + = = + 

 
∑ ∑ (6.3.5)

( )
0

1 1 1,
2 1 2 n

N nP n
N

γσ
γ γ
++

=

+
= = +∑ (6.3.6)

(6.3.6) denklemini a daki gibi çözeriz:

( ) ( ) ( )2

0 0

1 11, J n n J J

n n
P n e z ze e

nq q

γ γ γβ γ β βγ − −

= =

 
+ = = + 

 
∑ ∑ (6.3.7)

( ) ( ) ( )2

0 0

1 11, J n n J J

n n
P n e z ze e

nz z q z q

γ γ γβ γ β βγ − −

= =

     ∂ ∂ ∂
+ = = +     ∂ ∂ ∂      

∑ ∑ (6.3.8)

( ) ( ) 12 1

0

1 J n n J J J

n
e nz ze e e

nq q

γ γβ γ β β βγ γ −− − −

=

 
= + 

 
∑ (6.3.9)

( ) ( ) 1

0
1, J J J

n

znP n ze e e
q

γ γβ β βγ −−

=

+ = +∑ . (6.3.10)

Sonuç olarak

( ) ( ) 1

0

1 1 1,
2 1 2

J J J

n

N znP n ze e e
N q

γ γβ β βσ
γ γ

−−++

=

+
= = + = +∑ (6.3.11)

bulunur. Bu denklemler bize  ve L’yi tek de ken z cinsinden yazma olana  verir. Latisin

enerjisi  ve L’ye ba  oldu undan, (6.3.5) ve (6.3.11)’in bütün latis boyunca geçerli

oldu unu kabul edersek enerjiyi sadece z’ye ba  olarak elde ederiz. Böylece bölü üm

fonksiyonunu hesaplayabiliriz.

Manyetizasyonu basit bir yolla bölü üm fonksiyonunu hesaplamadan elde edebiliriz. imdi
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bunu nas l yapt  görelim. lk olarak u tan mlayaca z e itliklerin ne manaya

geldi ini görelim.

( )
0

1,
n

P n
γ

=

+∑ , merkezde yukar  spin bulma olas ,

( ) ( )
0

1, 1,
n

n P n P n
γ

γ=

+ + −  ∑ , kom ular n aras nda yukar  spin bulma olas r.

Her latis noktas  birbirinden ba ms z gibi dü ünülürse her hangi iki noktada spinlerin yukar

olma olas  e it olmal r. Bu sebeple bu denklemler birbirine e it olmal r.

( ) ( ) ( )
0 0

1, 1, 1,
n n

nP n P n P n
γ γ

γ= =

+ = + + −  ∑ ∑ (6.3.12)

Bu e itli in sa  taraf n neye e it oldu unu daha önce görmü tük (6.3.7). imdi sol taraf

(6.3.1) ve (6.3.2) denklemlerini kullanarak hesaplayal m.

( ) ( ) ( ) ( )( )
0

11, 1, J J J J

n

n zP n P n ze e ze e
q z

γ γ γβ β β β

γ γ
− −

=

∂
+ + − = + + +   ∂∑ (6.3.13)

( ) ( ) ( ) ( )1 1

0

11, 1, J J J J J J

n

n zP n P n ze e e ze e e
q

γ γ γβ β β β β βγ γ
γ γ

− −− − −

=

 + + − = + + +     ∑  (6.3.14)

Sa  taraf bulunduktan sonra e itlik yaz r.

( ) ( ) ( )1 1J J J J J J Jze e z ze e e ze e e
γ γ γβ β β β βε β β β− −− − − − + = + + +  

(6.3.15)

Bu denklemden z çözülür.

( )
( )

( ) ( )
( )

1 1

1 1

J J J J JJ J

J J J J

z ze e e ze e eze e

ze e ze e

γ γγ β β βε β β ββ β

γ γβ β β β

− −− − −−

− −− −

 + + ++   =
+ +

(6.3.16)

( )
( )

1

1

J J
J J J

J J

ze e
ze e ze ze

ze e

γβ β
β βε β β

γβ β

−−
− −

−−

 + + = +
 + 

(6.3.17)

1J J
J J

J J

ze ee ze
ze e

γβ β
β β

β β

−−
− −

−

 +
=  + 

(6.3.18)

Sonuç olarak z bulunur.
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12

2

1 J

J

zez
z e

γβ

β

−
 +

=  + 
(6.3.19)

Bu denklemi nümerik olarak çözebiliriz. Daha sonra, yukar da  ve L için yazd z (6.3.5)

ve (6.3.11) e itliklerinden   ve L’yi çekeriz. Bu denklemlerde tek bilinmeyen z’dir. Nümerik

olarak buldu umuz z’yi  yerine koydu umuz zaman problem çözülmü  olur.

(6.3.5) denkleminden L çekilir.

( )2 1J JL e ze
q

γβ β−= + − (6.3.20)

( )
( ) ( )

2
1

J J

J J J J

e ze
L

e ze e ze

γβ β

γ γβ β β β

−

− −

+
= −

+ + +
(6.3.21)

2 1

1
J J

J J

L
e ze
e ze

γβ β

β β

−

−

= −
 +

+ + 

(6.3.22)

2

2

2 1

1
1

J

J

L
e z

ze

γβ

β

= −
 +

+ + 

(6.3.23)

Bu denklemdeki parantezli ifade için (6.3.19) denklemini kullanarak bir ifade bulmaya

çal al m.

12

2

1 J

J

zez
z e

γβ

β

−
 +

=  + 

( )
2

1 1
2

1 J

J

zez
z e

β
γ

β
−  +

=  + 
(6.3.24)

( )
2

1 1
21

J

J

z ez
ze

β
γ

β
− −  +

=  + 
(6.3.25)

( )
2

1
21

J

J

z ez
ze

γβ
γ γ

β
− −  +

=  + 
(6.3.26)

(6.3.26) e itli inde a daki ifadeyi
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1
x γ

γ
=

−
(6.3.27)

kullan rsak bulunan ifade

2

21

J
x

J

z ez
ze

γβ

β
−  +

=  + 
. (6.3.28)

Buldu umuz (6.3.28) e itli ini (6.3.23) denkleminde yerine yazarsak L için a daki basit

ifade elde edilmi  olur,

112 2 1 11 11 1 11

x xx

x x x

x

z zzL
z z z

z

−

− −

−− + −
= − = = =

+ + ++
. (6.3.29)

Ayn ekilde ’y  buluruz. lk önce (6.3.11) denkleminden  çekilir

( ) 12 1J J Jz e e ze
q

γβ β βσ
−−= + −

,

burada q için bulunan ifade yerine konur.

( )
( ) ( )

1
2

1
J J J

J J J J

ze e ze

e ze e ze

γβ β β

γ γβ β β β
σ

−−

− −

+
= −

+ + +

( ) ( )
( ) 1

2 1
J

J J J J

J J

ze

e ze e ze

e ze

β

γ γβ β β β

γβ β

σ
− −

−−

= −
+ + +

+

( )
1

2 1
J

J J
J J J J

J J

ze

e zee ze e ze
e ze

β

γβ β
β β β β

β β

σ −−
− −

−

= −
 +

+ + +  + 

( )
12

2

2 1

1

J

J
J J J J

J

ze

e ze ze e ze
ze

β

γβ
β β β β

β

σ −

− −

= −
 +

+ + +  + 

( )2 2 1

2 1
1J J

z
e z ze zβ β

σ
− − −

= −
+ + +
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( )
2

2 2 2

2 1
1J J

z
ze z zeβ β

σ
− −

= −
+ + +

Sonuç olarak,  için bulunan ifade

( )( )
2

2

2 1
1 1J x

z
ze zβ

σ
− −

= −
+ +

. (6.3.30)

Ising latisinin d  manyetik alan olmamas  durumunda iç enerjisi:

( ) ( )1 10, 2 2 1
2

U T J L
N

γ σ= − − + . (6.3.31)

(6.3.19) buldu umuz z denklemini nümerik olarak çözersek denklemin sonuçlar  hakk nda

unlar  söyleyebiliriz:

• 1z = , her zaman çözümdür,

• z  denklemin çözümü ise 1 z de denklemin çözümüdür,

• z  ve 1 z yer de tirmek sureti ile L ile -L de yer de tirmi  olur,

• 1z = , 0L = ’a; z = ∞  ise 1L = ’e kar k gelir.

z’nin çözümü ekil 6.8’te verilmi tir.

ekil 6.8 Bethe – Peirls yakla m metodunun çözümü (Huang, 1987)
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imdi z için buldu umuz bu grafi i inceleyelim.

12

2

1 J

J

zez
z e

γβ

β

−
 +

=  + 

imi bulmak için sa  taraf n z’ye göre türevini alal m.

12

2

1 J

J

zec
z z e

γβ

β

−
 ∂ +

=  ∂ + 
(6.3.32)

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 22

2 2

111
J J JJ

J J

e z e zezec
z e z e

γ β β ββ

β β
γ

− + − + +
= −  + + 

(6.3.33)

1z = ’de türevin de eri, yani e im:

( ) ( )
( )

4

22

1
1

1

J

J

e
c

e

β

β
γ

−
= −

+
. (6.3.34)

ekil 6.8’deki grafi e bak p yorum yaparsak

c < 1 ise tek çözüm 1z = ’ dir.

er c > 1 ise grafikten görüldü ü gibi üç tane çözüm vard r. z = 1, z = z0 ve z = 1 / z0 d r. Bu

üç çözümden z = 1’in Bragg-Williams metodundan bildi imiz üzere fiziksel anlam  yoktur.

Bu yüzden al nmaz. 1 / z0 sonucu ise yeni bir sonuç de il sadece z0 sonucunun spinlerinin

hepsinin yön de tirmesi ile olu an simetrik durumdur. Bu yüzden göz önünde tutulmaz.

(6.3.34) denklemini kullanarak Tc kritik s cakl  tan mlayal m.

( )
4

22
1 1

1

B c

B c

J
k T

J
k T

e

e
γ − =

 + 
 

(6.3.35)

( )
4 2 4

1 1 2B c B c B c
J J J

k T k T k Te e eγ − = + + (6.3.36)

( )
4 2

2 1 2B c B c
J J

k T k Te eγ − = + (6.3.37)

( ) 4 2ln 2 ln 2
B c B c

J J
k T k T

γ − + = + (6.3.38)
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2

ln
2

B c
Jk T
γ

γ

=
 
 − 

(6.3.39)

Bethe – Peierl metodunda Kc için bulunan de er:

1 ln
2 2c

B c

JK
k T

γ
γ

 
= =  − 

. (6.3.40)

2 boyutta kare latis için  = 4 al rsa bulunan kritik s cakl k de eri:

Kc = 0.346. (6.3.41)

Kritik s cakl n üstünde, T > Tc için a daki de erleri elde ederiz:

1z = , (6.3.42)

uzun mesafe düzeni

1 0
1

x

x

zL
z

−
= =

+
, (6.3.43)

sa mesafe düzeni

( )2

1
2 1 Je β

σ
−

=
+

. (6.3.44)

kritik s cakl n alt nda T < Tc için a daki de erleri elde ederiz:

z > 1, (6.3.45)

uzun mesafe düzeni

1 0
1

x

x

zL
z

−
= >

+
. (6.3.46)

Kritik s cakl n alt nda görüldü ü gibi do al manyetizasyon vard r.

Termodinamik fonksiyonlardan  kapasitesi a daki gibi tan mlan r:

( ) ( ) ( )1 1 1 10, 0, 2 2 1
2B B B

d dC T U T J L
Nk Nk dT Nk dT

γ σ = = − − + 
 

(6.3.47)

( )1 0,
B B

J d dLC T
Nk Nk dT dT

γ σ = − − 
 

. (6.3.48)

Burada görüldü ü gibi buldu umuz  kapasitesi sonucu Bragg –William sonucundan farkl
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olarak T>Tc için de sonuç vermektedir.

T > Tc için  kapasitesi:

( ) ( ) 120, 2 1 0J

B B

C J d dT e
Nk Nk dT dT

βγ −− = − + − 
  (6.3.49)

( ) ( ) 22 2
2

1 20, 1 J J

B B B

J JC T e e
Nk Nk k T

β βγ −− − 
= − + 

 
(6.3.50)

( )
( ) ( )

2 2

2 2

1 20,
1

J

J
B B

J eC T
Nk eN k T

β

β

γ −

−
=

+
. (6.3.51)

ekil 6.9’da hem Bragg-Williams hem de Bethe-Peierl metotlar  için  kapasitesinin grafi i

verilmi tir.

ekil 6.9 Bragg – Williams ve Bethe – Peierls yakla m metodunda  kapasitesi (Huang,
1987)
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7. ND RGENM  TRANSFER MATR S METODU

7.1 2 Boyutta ndirgenmi  Transfer Matris Metodu

Kanonik bölü üm fonksiyonu:

{ }

{ }

i

i

HQ e
σ

β σ−= ∑ , (7.1.1)

iki boyutta Hamiltonyen:

{ } ( ), 1, , 1 ,
, ,

i i j i j i j i j
i j i j

J hσ σ σ σ σ+ +
< >

Η = − + −∑ ∑ , (7.1.2)

burada i,j’ler N*N kare latis örgüsünde örgü noktalar n yeridir. i,j+1 terimini, ortalama spin

manyetizasyon terimi < > ile yer de tirelim. Bu durumda Hamiltonyen

{ } , 1, , , 1 ,
, , ,

i i j i j i j i j i j
i j i j i j

J J hσ σ σ σ σ σ+ +
< > < >

Η = − − −∑ ∑ ∑

{ } , 1, , ,
, , ,

i i j i j i j i j
i j i j i j

J J hσ σ σ σ σ σ+
< > < >

Η = − − < > −∑ ∑ ∑

{ } ( ), 1, ,
, ,

i i j i j i j
i j i j

J J hσ σ σ σ σ+
< > < >

Η = − − < > +∑ ∑              (7.1.3)

eklini al r. Bu e itli i a daki gibi yazabiliriz:

{ } ( )( ), 1, , 1,
, ,

1
2i i j i j i j i j

i j i j

J J hσ σ σ σ σ σ+ +
< >

Η = − − + < > +∑ ∑ , (7.1.4)

Buldu umuz bu Hamiltonyen ifadesini bölü üm fonksiyonunda yerine koyar z.

{ }
{ }

exp
i

iQ
σ

β σ= − Η  ∑

( )( )
{ }

, 1, , 1,
, ,

1exp
2

i

i j i j i j i j
i j i j

Q J J h
σ

β σ σ σ σ β σ β+ +
< >

 
= + + < > + 

 
∑ ∑ ∑ (7.1.5)

Bu ifadede K= J ve H= h terimlerini yerine koyup (7.1.5) denklemini yeniden yazal m.

( )( )
{ }

, 1, , 1,
, ,

1exp
2

i

i j i j i j i j
i j i j

Q K K H
σ

σ σ σ σ σ+ +
< >

 
= + + < > + 

 
∑ ∑ ∑ (7.1.6)

imdi bu ifadeyi çözebilmek için 2*2 boyutlu bir P matrisi tan mlayal m. P matrisinin

elemanlar  a daki e itlikten bulabiliriz:
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( )( ), 1, , 1,1 2
, 1,

i j i j i j i jK H K
i j i jP e σ σ σ σ σ

σ σ + ++ + < > +
+< >= . (7.1.7)

( )

( )

1 1

1 1

1 1

1 1

K H K

K H K

K

K

P e

P e

P e

P e

σ

σ

+ + < >

− + < >

−

−

< + + >=

< − − >=

< + − >=

< − + >=

(7.1.8)

Böylece P matrisi a daki gibi bulunur:

1 1 1 1
1 1 1 1

P P
P P

< + + > < − + >
 < + − > < − − > 

    =
( )

( )

1

1

K H K

K HK

e e

e e

σ

σ

+< > + −

−< > −−

 
  
 

. (7.1.9)

Bölü üm fonksiyonunu a daki gibi düzenleyebiliriz:

( ) ( )
{ }

( )( )

, 1, , 1,

, 1, , 1,

1exp
2

1exp
2

i

i j i j i j i j

i j i j i j i j

Q K K H

K K H

σ

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ

+ +

+ +

  = + + < > +  
 

 + + < > +  
 

∑

LL

 . (7.1.10)

P matrisini bölü üm fonksiyonunun içine koyar z:

{ }

2 21 2 2 3 3 4 1
i

N N
Q P P P P

σ

σ σ σ σ σ σ σ σ
+

= < >< >< > < >∑ LL . (7.1.11)

r artlar N
2

+1 = 1 kabul edilirse bölü üm fonksiyonu

{ }

( )2
2 2 2

1 1 1 2

i

N
N N NQ P TrP

σ

σ σ λ λ= < >= = +∑ (7.1.12)

halini al r. Burada 1 ve 2, P matrisinin özde erleridir. Q bölü üm fonksiyonunu bulmak için

tek yapmam z gereken bu özde erleri bulup yerine koymakt r.

P matrisinin özde erlerini bulmak için a daki determinant s ra e itlenir:

( )

( )

1

1
0

K H K

K HK

e e

e e

σ

σ

λ

λ

+< > + −

−< > −−

−
=

−
. (7.1.13)

2 0K K H K K H Ke e eσ σλ λ+ < >+ − < >− −   − − − =   

2 2 0K K H K K H K K H K K H Ke e e eσ σ σ σλ λ+ < >+ + − < >− + < >+ − < >− − − + + − = 
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2 2 2 0K K H K K H K Ke e e eσ σλ λ + < >+ − < >− − − + + − =  (7.1.14)

(7.1.13) denkleminin kökleri bize özde erleri verir.

2

1,2
4

2
b b ac

a
λ

− −
=

m

( ) ( )2 2 2

1,2

4

2

K K H K K H K K H K K H K Ke e e e e eσ σ σ σ

λ
+ < >+ − < >− + < >+ − < >− − + + − − =

m

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1,2
2 4 4

2 2

K H K H K K H K K H K K K
K e e e e e e ee

σ σ σ σ

λ
< >+ − < >− + < >+ − < >− −+ + + − +

= m

2 2 2 2 4

1,2
2 4 4

2 2

K H K H K H K H K
K Ke e e e ee e

σ σ σ σ

λ
< >+ − < >− < >+ − < >− −+ + + − +

= m

2 2 2 2 4

1,2
2 4

2 2

K H K H K H K H K
K Ke e e e ee e

σ σ σ σ

λ
< >+ − < >− < >+ − < >− −+ + − +

= m

2 2 2 2
4

1,2
2

2 4

K H K H K H K H
K K Ke e e ee e e

σ σ σ σ

λ
< >+ − < >− < >+ − < >−

−+ + −
= +m (7.1.15)

Bulunan özde erleri daha basit bir ifade ile yazmak için a daki özde likler kullan r.

2 2
2 2sinh cosh sinh

2 2 4

x x x x x xe e e e e ex x x
− − −− + − −

= = = (7.1.16)

P matrisinin özde erleri:

( ) ( ){ }2 4
1,2 cosh sinhK Ke K H K H eλ σ σ −= < > + < > + −m . (7.1.17)

Termodinamik limitlerde çal aca z için 2N → ∞ limitine bak r.

2N → ∞  limitinde
2 2

1 2
N Nλ λ?  oldu u görülür. Bu durumda bölü üm fonksiyonu:

2 2 2

1 2 1
N N NQ λ λ λ= + ≈  . (7.1.18)

Özde erler yerine konursa bulunan bölü üm fonksiyonu:

( ) ( )
2

2 2 4cosh sinh
N

KN KQ e K H K H eσ σ − = < > + + < > + − 
. (7.1.19)

Böylece Q bölü üm fonksiyonu K, < > ve H de kenlerine ba  olarak bulunmu  olur.
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Spin ba na manyetizasyon Helmholtz serbest enerji formalizminde a daki gibi verilir.

2

1 ln Q
N H

σ
∂

< >=
∂

(7.1.20)

( ) ( )2 2 2 4ln ln ln cosh sinh KQ KN e N K H K H eσ σ − = + < > + + < > + − 

( ) ( )

( ) ( )

2 4

2

2 4

cosh sinhln
cosh sinh

K

K

K H K H eQ H HN
H K H K H e

σ σ

σ σ

−

−

∂ ∂< > + + < > + −∂ ∂ ∂=
∂ < > + + < > + −

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 4
2

2 4

2sinh cosh 1
sinh

2 sinhln
cosh sinh

K

K

K H K H K
HK H K H

H K H eQ N
H K H K H e

σ σ σ
σ σ

σ

σ σ

−

−

∂ < > + < > + + < > ∂ ∂ < > + < > + +
∂ < > + −∂

=
∂ < > + + < > + −

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2 4
2

2 4

2 4

2 4
2

sinh cosh 1
1 sinh

sinhln
cosh sinh

1 sinh sinh cosh

sinhln
cosh

K

K

K

K

K H K H K
HK K H

H K H eQ N
H K H K H e

K K H K H e K H
H

K H eQ N
H K

σ σ σ
σ σ

σ

σ σ

σ σ σ σ

σ

−

−

−

−

∂ < > + < > + + < > ∂ ∂   + < > < > + + ∂  < > + −∂
=

∂ < > + + < > + −

∂   + < > < > + < > + − + < > +   ∂ 
< > + −∂

=
∂ <( ) ( )2 4sinh KH K H eσ σ −> + + < > + −

( )

( )
2

2 4

1 sinh
ln

sinh K

K K H
Q HN

H K H e

σ σ

σ −

∂ + < > < > + ∂ ∂ =
∂ < > + −

(7.1.21)

Buradan bulunan ortalama spin manyetizasyonu:

( )

( )2 2 4

1 sinh
1 ln

sinh K

K K H
Q H

HN K H e

σ σ
σ

σ −

∂ + < > < > + ∂ ∂ < >= =
∂ < > + −

. (7.1.22)

Bu e itli i
H
σ∂ < >

∂
 teriminden dolay  analitik olarak çözmek kolay de ildir. Fakat bu terim

için yakla k bir çözüm bulunursa manyetizasyonu hesaplamak mümkün olur.  Bu amaçla 2

boyutlu Ising Hamiltonyeninde i,j+1 ve  i+1,j terimlerinin her ikisini birden ortalama spin

manyetizasyonu ile de tirmek uygundur. lk ba ta yazd z Hamiltonyen
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{ } ( ), 1, , 1 ,
, ,

i i j i j i j i j
i j i j

J hσ σ σ σ σ+ +
< >

Η = − + −∑ ∑ ,

yer de tirme i leminden sonra a daki hali al r:

{ } , ,
, ,

2i i j i j
i j i j

J hσ σ σ σ
< >

Η = − < > −∑ ∑ . (7.1.23)

Bu ifadeyi de a daki gibi yazabiliriz:

{ } ( ), , , 1
, ,

12
2i i j i j i j

i j i j

J hσ σ σ σ σ +
< >

Η = − < > − +∑ ∑ . (7.1.24)

Buldu umuz Hamiltonyeni bölü üm fonksiyonunda yerine koyar z.

( )
{ }

, , 1,
, ,

1exp 2
2

i

i j i j i j
i j i j

Q J h
σ

β σ σ β σ σ +
< >

 
= < > + + 

 
∑ ∑ ∑ (7.1.25)

( )
{ }

, , 1,
, ,

1exp 2
2

i

i j i j i j
i j i j

Q K H
σ

σ σ σ σ +
< >

 
= < > + 

 
∑ ∑ ∑ (7.1.26)

Bölü üm fonksiyonunu çözmek için transfer matris metodu kullan r. P matrisinin elemanlar

( ), , 1,2 1 2
, 1,

i j i j i jK H
i j i jP e σ σ σ σ

σ σ +< >+ +
+< >= , (7.1.27)

itli inden bulunur. P transfer matrisinin elemanlar

2

2

2

2

1 1

1 1

1 1

1 1

K H

K H

K

K

P e

P e

P e

P e

σ

σ

σ

σ

< >+

− < >−

< >

− < >

< + + >=

< − − >=

< + − >=

< − + >=

, (7.1.28)

 matriste yerine konursa P transfer matrisi:

2 2

2 2

1 1 1 1
1 1 1 1

K H K

K K H

P P e e
P P e e

σ σ

σ σ

< >+ − < >

< > − < >−

< + + > < − − >  
=   < + − > < − + >   

. (7.1.29)

P matrisinin özde erleri a daki determinanttan bulunur.

2 2

2 2 0
K H K

K K H

e e
e e

σ σ

σ σ

λ
λ

< >+ − < >

< > − < >−

−
=

−
(7.1.30)

( )( )2 2 2 2 0K H K H K Ke e eσ σ σ σλ λ< >+ − < >− < >− < >− − − =
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( )2 2 2 2 2 1 0K H K H K H K He e eσ σ σ σλ λ< >+ − < >− < >+ − < >−− + + − =

( )2 2 2 0K H K He eσ σλ λ < >+ − < >−− + = (7.1.31)

(7.1.31) denkleminden bulunan özde erler:

2 2
1 2, 0K H K He eσ σλ λ< >+ − < >−= + = . (7.1.32)

1 özde erini a daki gibi yazabiliriz:

( )1 2cosh 2K Hλ σ= < > + . (7.1.33)

Daha önce yapt z gibi bölü üm fonksiyonu, P matrisi cinsinden yaz r.

{ }

2 21 2 2 3 3 4 1
i

N N
Q P P P P

σ

σ σ σ σ σ σ σ σ
+

= < >< >< > < >∑ L (7.1.34)

r artlar N
2

+1 = 1 kabul edilirse bölü üm fonksiyonu:

{ }

( )2
2 2 2

1 1 1 2

i

N
N N NQ P TrP

σ

σ σ λ λ= < >= = +∑ . (7.1.35)

1 özde eri yerine konursa bulunan bölü üm fonksiyonu:

( )( )
2

2cosh 2
N

Q K Hσ= < > + . (7.1.36)

H
σ∂ < >

∂
 ifadesini bulmak için ilk önce σ< >  ortalama spin manyetizasyonu bulal m.

2

1 ln Q
N H

σ
∂

< >=
∂

( )( )2ln ln 2cosh 2Q N K Hσ= < > +

( )

( )2

2 2 1 2
1 ln

2cosh 2

sinh K H K
Q H

N H K H

σ
σ

σ
σ

∂ < > < > + + ∂ ∂ < >= =
∂ < > +

Bulunan manyetizasyon:

( )tanh 2 1 2K H K
H
σ

σ σ
∂ < > < >= < > + + ∂ 

. (7.1.37)

Buradan
H
σ∂ < >

∂
 ifadesi çekilirse
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( )
11

tanh 2 2H K H K
σ σ

σ

 ∂ < > < >
= −  ∂ < > + 

(7.1.38)

bulunur. Bulunan bu ifade daha önce bulunan denklem (7.1.22)’de yerine konur.

( )

( )2 4

1 sinh

sinh K

K K H
H

K H e

σ
σ

σ
σ −

∂ < > + < > + ∂ < >=
< > + +

(7.1.39)

( ) ( )

( )2 4

11 1 sinh
tanh 2 2

sinh K

K K H
K H K

K H e

σ
σ

σ
σ

σ −

  < >
+ − < > +   < > +  < >=

< > + +
(7.1.40)

ki boyutta indirgenmi  transfer matris metodu ile bulunan manyetizasyon ifadesi:

( ) ( )

( )2 4

11 sinh
2 tanh 2 2

sinh K

K H
K H

K H e

σ
σ

σ
σ

σ −

  < >
+ − < > +   < > +  < >=

< > + +
(7.1.41)

H = 0 için denklemi yeniden düzenlersek a daki ifade elde edilir:

( ) ( )

( )2 4

1 sinh
2 2 tanh 2

sinh K

K
K

K e

σ
σ

σ
σ

σ −

 < >
+ < > < > < >=

< > +
 . (7.1.42)

Bu denklemin analitik çözümü olmad ndan denklem Matlab program  ile nümerik olarak

çözüldü. Matlabta yaz lan kod:

for i=1:1000 cevap(i)=0;end

K=0.001:0.001:1.0;

sigma=0.001:0.001:1.100;

for i=1:1000

      for j=1:1100

v=[sinh(K(i)*sigma(j))*(1/2+sigma(j)/(2*tanh(2*K(i)*sigma(j))))]/[[(sinh(K(i)*sigma(j))*sin

h(K(i)*sigma(j))+exp(-4*K(i)))]^(0.5)];

if abs(v-sigma(j))<0.0003
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cevap(i)=sigma(j);

end

end

end.

Sonuçlar ekil 7.1’de gösterilmi tir.

ekil 7.1 2 boyutta transfer matris metodunda manyetizasyonun davran

ekil 7.1’den aç kça görülüyor ki sistem faz geçi ine sahip. 2 boyutta indirgenmi  matris

metodu ile bulunan kritik s cakl k de eri Kc = 0.399’dir. Bu de er L. Onsager’in buldu u

gerçek de erden % 9.3 farkl r (Kaya T. ve Ar k M.M., 2009).

7.1.1 2 Boyutta Transfer Matris Metodunda Kritik Üstellerin ncelenmesi

ki boyutta kritik üstelleri bulmak için kritik nokta civar nda nümerik hesap daha hassas bir

ekilde yap ld . ekil 7.1’deki grafikte kritik noktan n tam olarak gözükmemesinin sebebi

Matlabta yap lan nümerik hesapta hata pay n ve aral klar n büyük al nmas r. Bunun sebebi

ise i lemci h n yeterli gelmemesidir. Daha kesin bir sonuç almak için aral klar

küçülttü ümüz zaman bilgisayardaki i lem zaman  çok uzamaktad r. Bu sebeble kritik nokta
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civar nda ki ufak bir bölgede daha hassas hesap yap lm r. Böylece kritik noktan n tam

de erine çok daha yak n bir sonuç elde edilir. 2 boyutta kritik s cakl n ekil 7.1’de K = 0.4

civar nda oldu u gözüküyor. Bu yüzden K = 0.391 ile K = 0.410 aras  Matlabta tekrar grafik

olarak incelendi. Bulunan de erlerden kritik üstel  hesapland .

Matlabta yaz lan kod:

K=0.391:0.001:0.410;

sigma=0.0001:0.0001:0.5;

for i=1:20 cevap(i)=0; end

for i=1:20

         for j=1:5000

v=[sinh(K(i)*sigma(j))*(1/2+sigma(j)/(2*tanh(2*K(i)*sigma(j))))]/[[(sinh(K(i)*sigma(j))*sin

h(K(i)*sigma(j))+exp(-4*K(i)))]^(0.5)];

if abs(v-sigma(j))<0.000003

cevap(i)=sigma(j);

end

end

end.

ekil 7.2’de Matlab ile çizilen 2 boyutta kritik nokta civar nda manyetizasyonun davran

grafik olarak verilmi tir.
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ekil 7.2 2 boyutta transfer matris metodunda kritik nokta civar nda manyetizasyonun
davran

ekil 7.2’den çok aç k bir ekilde anla yor ki, 2 boyutta transfer matris metodunun kritik

nokta için tahmin etti i de er Kc=0.399’dir.

Kritik nokta civar nda kritik üstelleri kullanarak sistem hakk nda bilgi sahibi oluruz. ekil

7.2’den gözüktü ü gibi sadece kritik noktadan yukar daki de erlerde sistem hakk nda bilgi

sahibi olabiliriz. Kritik noktadan daha dü ük de erlerde sistem manyetizasyonu daima 0’a e it

oldu undan burada kritik üsteller yoktur. Arad z kritik üsteli a daki formül ile

buluruz:

( )
( ) ( )0

0 0
M K

B
M

β
β ε=  , (7.1.1.1)

burada ( )0 0M , mutlak s cakl ktaki manyetizasyondur, yani 1’e e ittir. ( )0M K , indirgenmi

cakl ktaki manyetizasyon, Bβ  bir sabit, cK Kε = − , ve β  manyetizasyon üstelidir. β

manyetizasyon üstelini bulmak için (7.1.1.1) denklemini a daki gibi tekrar yazal m:

( )0ln ln lnM K Bβ β ε= +  . (7.1.1.2)

Bu denklemde 2 tane bilinmeyen vard r. Bβ  ve β . Bu iki tane bilinmeyeni bulmak için 2 tane

denklem yazmak gerekir. Bunun için kritik noktaya en yak n 2 noktay  kullan z. Buradan

elde edilen de erler kritik nokta civar nda tam sonuç verir. Ayr ca kritik noktaya çok yak n

de erlerde buldu um fonksiyona belirli bir hata pay  aral nda uyar. Çünkü bulmak
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istedi imiz denklem kritik nokta civar nda manyetizasyonun davran  biçimine uyar. Her iki

davran  da üstel art  gösterir. lk 2 de erden elde edilen denklemler:

ln 0,0782 ln ln 0.001 0.400cB Kβ β= + =  , (7.1.1.3)

ln 0,1355 ln ln 0.002 0.401cB Kβ β= + =  . (7.1.1.4)

Bu iki denklemden bulunan sonuçlar:

18,7224811Bβ = ve 0,79305234β = ’dür.

7.2 3 Boyutta ndirgenmi  Transfer Matris Metodu

3 boyutta Ising modelde Hamiltonyen:

{ } ( ), , 1, , , 1, , , 1 , ,
, , , ,

i i j k i j k i j k i j k i j k
i j k i j k

J hσ σ σ σ σ σ+ + +
< >

Η = − + + −∑ ∑ . (7.2.1)

Burada i,j ve k, N*N*N sisteminin latis noktalar r. i,j+1,k ve i,j,k+1 spinlerini, < > ortalama

spin manyetizasyonu ile yer de tirirsek yeni Hamiltonyen:

{ } ( ), , 1, , , ,
, , , ,

2i i j k i j k i j k
i j k i j k

J hσ σ σ σ σ+
< >

Η = − + < > −∑ ∑ (7.2.2)

{ } ( ), , 1, , , ,
, , , ,

2i i j k i j k i j k
i j k i j k

J h Jσ σ σ σ σ+
< >

Η = − − + < >∑ ∑ . (7.2.3)

Hamiltonyeni a daki gibi yeniden düzenleyebiliriz:

{ } ( )( ), , 1, , , , , ,
, , , ,

1 2
2i i j k i j k i j k i j k

i j k i j k

J h Jσ σ σ σ σ σ+ +
< >

Η = − − + < > +∑ ∑ . (7.2.4)

Buldu umuz bu ifadeyi bölü üm fonksiyonunda yerine koyarsak

( ) ( )
{ }

, , 1, , , , , ,
, , , ,

1exp 2
2

i

i j k i j k i j k i j k
i j k i j k

Q J h J
σ

β σ σ β β σ σ σ+ +
< >

 
= + + < > + 

 
∑ ∑ ∑

,

buradan

( )( )
{ }

, , 1, , , , , ,
, , , ,

1exp 2
2

i

i j k i j k i j k i j k
i j k i j k

Q K H K
σ

σ σ σ σ σ+ +
< >

 
= + + < > + 

 
∑ ∑ ∑ (7.2.5)

bölü üm fonksiyonunu elde edilir. Bölü üm fonksiyonunu çözmek için transfer matris

metodunu kullanaca z. P transfer matrisinin elemanlar :
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( )( ), , 1, , , , 1, ,1 2 2
, , 1, ,

i j k i j k i j k i j kK H K
i j k i j kP e σ σ σ σ σ

σ σ + ++ + < > +
+< >= , (7.2.6)

itli i kullan rsa

( )

( )

2

2

1 1

1 1

1 1

1 1

K H K

K H K

K

K

P e

P e

P e

P e

σ

σ

+ + < >

− + < >

−

−

< + + >=

< − − >=

< + − >=

< − + >=

, (7.2.7)

olarak bulunur. Böylece P matrisi a daki gibi bulunur:

( )

( )

1 2

1 2

1 1 1 1
1 1 1 1

K H K

K HK

P P e e
P P e e

σ

σ

+ < > + −

− < > −−

 < + + > < − + >
=     < + − > < − − >   

 . (7.2.8)

P matrisinin özde erlerini bulal m.

( )

( )

1 2

1 2
0

K H K

K HK

e e

e e

σ

σ

λ

λ

+ < > + −

− < > −−

−
=

−
(7.2.9)

( )( ) ( )( )1 2 1 2 2 0K H K H Ke e eσ σλ λ+ < > + − < > − −− − − =

( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 22 2 0K H K H K H K H Ke e e eσ σ σ σλ λ + < > + − < > − + < > + + − < > − −− + + − =

( ) ( )( )1 2 1 22 2 2 0K H K H K Ke e e eσ σλ λ + < > + − < > − −− + + − = (7.2.10)

(7.2.10) denkleminin kökleri:

( ) ( ) ( ) ( )( )21 2 1 2 2 21 2 1 2

1,2

4 4

2 4

K H K H K KK H K H e e e ee e
σ σσ σ

λ
+ < > + − < > − −+ < > + − < > − + − ++

= m

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

21 2 1 2 2 21 2 1 2

1,2

2 1 2 2 2 1 2 22 2 2 2 2

1,2

4 4

2 4

2 4 4
2 4

K H K H K KK H K H

K H K HK H K H K K K
K

e e e ee e

e e e e e e ee

σ σσ σ

σ σσ σ

λ

λ

+ < > + − < > − −+ < > + − < > −

+ < > + − < > −< >+ − < >− −

+ − ++
=

+ + + − +
=

m

m

2 2 4 2 4 2
4

1,2
2

2 4

K H K H K H K H
K K Ke e e ee e e

σ σ σ σ

λ
< >+ − < >− < >+ − < >−

−+ + −
= +m

,
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Buradan da P matrisinin özde erleri a daki gibi bulunur.

( ) ( ){ }2 4
1,2 cosh 2 sinh 2K Ke K H K H eλ σ σ −= < > + < > + +m . (7.2.11)

Buldu umuz bu özde erleri kullanarak çok kolay bir ekilde Q bölü üm fonksiyonunu

çözebiliriz. Daha önceden buldu umuz sonucu hat rlayal m:

2 2 2

1 2 1
N N NQ λ λ λ= + ≅ . (7.2.12)

Bulunan bölü üm fonksiyonu:

( ) ( )
3

3 2 4cosh 2 sinh 2
N

KN KQ e K H K H eσ σ − = < > + + < > + − 
. (7.2.13)

Bölü üm fonksiyonundan hesaplanan ortalama spin manyetizasyonu:

3

1 ln Q
HN

σ
∂

< >=
∂ .

( ) ( ){ }3 3 2 4ln ln cosh 2 sinh 2 KQ KN N K H K H e
H H

σ σ −∂ ∂  = + < > + + < > + − ∂ ∂

( ) ( )

( ) ( )

2 4

3

2 4

cosh 2 sinh 2ln
cosh 2 sinh 2

K

K

K H K H eQ H HN
H K H K H e

σ σ

σ σ

−

−

∂ ∂< > + + < > + −∂ ∂ ∂=
∂ < > + + < > + −

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

2 4
3

2 4

2sinh 2 cosh 2
sinh 2 1 2 1 2

2 sinh 2ln
cosh 2 sinh 2

K

K

K H K H
K H K K

H HK H eQ N
H K H K H e

σ σσ σσ
σ

σ σ

−

−

< > + < > +∂ < > ∂ < >   < > + + + +   ∂ ∂   < > + −∂
=

∂ < > + + < > + −

3 boyutta bulunan manyetizasyon:

( )

( )3 2 4

sinh 2 1 2
1 ln

sinh 2 K

K H K
Q H

HN K H e

σ
σ

σ
σ −

∂ < > < > + + ∂ ∂ < >= =
∂ < > + −

. (7.2.14)

Bu denklemi çözebilmek için
H
σ∂ < >

∂
 terimini çözmek gerekir. Bunun için 2 boyutlu Ising

modelini çözerken kulland z tekni i burada tekrar kullanaca z. Bunun için i,j,k , i,j+1,k ,

i,j,k+1 terimleri ortalama spin manyetizasyonu ile yer de tirilir. Yapt z bu de imden

sonra yeni Hamiltonyen bulunur. Bulunan yeni Hamiltonyen ile olu turulan yeni bölü üm

fonksiyonu çözülür. Bulunan bölü üm fonksiyonundan ortalama spin manyetizasyonu
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bulunur ve son olarak bulunan bu ifadeden
H
σ∂ < >

∂
ifadesi çekilir. Yeni Hamiltonyen

{ } ( ), , , , 1, ,
, , , ,

13
2i i j k i j k i j k

i j k i j k

J hσ σ σ σ σ +
< >

Η = − < > − +∑ ∑ , (7.2.15)

buradan elde edilen bölü üm fonksiyonu:

( )
{ }

, , , , , ,
, , , ,

1exp 3
2

i

i j k i j k i j k
i j k i j k

Q K H
σ

σ σ σ σ +
< >

 
= < > + + 

 
∑ ∑ ∑ . (7.2.16)

Bulunan bu bölü üm fonksiyonu transfer matris metodu ile çözülür.

( ), , 1,3 1 2
, , 1, ,

i j i j i jK H
i j k i j kP e σ σ σ σ

σ σ +< >+ +
+< >=

P transfer matrisinin elemanlar

3

3

3

3

1 1

1 1

1 1

1 1

K H

K H

K

K

P e

P e

P e

P e

σ

σ

σ

σ

< >+

− < >−

< >

− < >

< + + >=

< − − >=

< + − >=

< − + >=

, (7.2.17)

matriste yerine konursa P transfer matrisi:

3 3

3 3

1 1 1 1
1 1 1 1

K H K

K K H

P P e e
P P e e

σ σ

σ σ

< >+ − < >

< > − < >−

< + + > < − + >  
=   < + − > < − − >   

. (7.2.18)

Buradan özde erler bulunur.

3 3

3 3 0
K H K

K K H

e e
e e

σ σ

σ σ

λ
λ

< >+ − < >

< > − < >−

−
=

−
(7.2.19)

( )( )
( )

3 3 3 3

2 3 3

0

1 1 0

K H K H K K

K H K H

e e e e

e e

σ σ σ σ

σ σ

λ λ

λ λ

< >+ − < >− < > − < >

< >+ − < >−

− − − =

− + + − =
(7.2.20)

P matrisinin özde erleri:

( )3 3
1 20 2cosh 3K H K Hve e e K Hσ σλ λ σ< >+ − < >−= = + = < > + . (7.2.21)

daki denkli i hat rlayal m.

2 2 2

1 2 1
N N NQ λ λ λ= + ≅
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Buradan 3 boyutta bulunan bölü üm fonksiyonu:

( )
3

2cosh 3
N

Q K Hσ= < > +   . (7.2.22)

Bulunan bölü üm fonksiyonundan ortalama spin manyetizasyonu bulunur.

3

1 ln Q
N H

σ
∂

< >=
∂

( )

( )3

2 3 1 3
1 ln

2cosh 3

sinh K H K
Q H

N H K H

σ
σ

σ
σ

∂ < > < > + + ∂ ∂ < >= =
∂ < > +

Bulunan ortalama spin manyetizasyonu:

( )tanh 3 1 3K H K
H
σ

σ σ
∂ < > < >= < > + + ∂ 

. (7.2.23)

(7.2.23) denkleminden
H
σ∂ < >

∂
 çekilir.

( )
1

3 tanh 3 3H K K H K
σ σ

σ
∂ < > < >

= −
∂ < > +

(7.2.24)

(7.2.24) denkleminde buldu umuz ifadeyi (7.2.14) denkleminde yerine koyar z

( ) ( )
( )2 4

1sinh 2 1 2
3 tanh 3 3

sinh 2 K

K H K
K K H K

K H e

σ
σ

σ
σ

σ −

  < >
< > + + −   < > +  < >=

< > + −
,

buradan 3 boyutta transfer matris metodu ile bulunan ortalama spin manyetizasyonu:

( ) ( )
( )2 4

1 2sinh 2
3 3tanh 3

sinh 2 K

K H
H

K H e

σ
σ

σ
σ

σ −

 < >
< > + + < > + < >=

< > + −
. (7.2.25)

er H = 0 ise manyetizasyon

( ) ( )
( )2 4

1 2sinh 2
3 3tanh 3

sinh 2 K

K

K e

σ
σ

σ
σ

σ −

 < >
< > + < > < >=

< > −
(7.2.26)

bulunur. Bu denklem Matlab program nda nümerik olarak çözüldü. Çözüm ekil 7.3’de
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verilmi tir (Kaya T. ve Ar k M.M., 2009).

ekil 7.3 3 boyutta transfer matris metodunda manyetizasyonun davran

7.2.1 3 Boyutta Transfer Matris Metodunda Kritik Üstellerin ncelenmesi

ekil 7.3’teki grafi e bakt z zaman kritk s cakl n K = 0.250 civar nda oldu u görülür.

Bu sebeble K = 0.241 ve K = 0.260 aras ndaki bölgede Matlab ile daha hassas hesap yap ld .

ekil 7.4’teki grafikte kritik s cakl k civar nda manyetizasyonun davran  gözüküyor.

ekil 7.4 3 boyutta transfer matris metodunda kritik nokta civar nda manyetizasyonun
davran

Buradan aç kça Kc=0.247 oldu u gözüküyor. Bu de er kabul edilen simülasyon de erinden

sadece % 10 farkl r.

Bu grafikteki veriler ve a daki denklem
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( )
( ) ( )0

0 0
M K

B
M

β
β ε=  , (7.2.1.1)

kullan larak kritik üstel β  hesaplan r. β  manyetizasyon üstelini bulmak için (7.2.1.1)

denklemini a daki gibi tekrar yazal m:

( )0ln ln lnM K Bβ ε β= +  . (7.1.1.2)

Bu denklemdeki 2 bilinmeyeni bulmak için 2 tane denklem yazmak gerekir. Bunun için kritik

noktaya en yak n 2 noktan n verileri kullan larak a daki 2 denklem yaz r:

ln 0,0938 ln ln 0.001 0.248cB Kβ β= + =  , (7.1.1.3)

ln 0,1683 ln ln 0.002 0.249cB Kβ β= + =  . (7.1.1.4)

Bu iki denklemden bulunan sonuçlar

31,79280807Bβ = ve 0,84337535β = ’d r.
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8. ISING MODEL NDE YEN  KORELASYONLU ETK N ALAN TEOR

T. Kaneyoshi, I. P. Fittipaldi, R. Honmura ve T. Manabe 1981 y nda yay nlad klar

makalede etkin alan teorisini, H. B. Callen’in 1963 y nda yay nlad  (Callen, 1963)

korelasyon ili kisini kullanarak geli tirdiler. Geli tirdikleri metotta farkl  bir yakla mla

Bethe- Peierls sonucuna ula lar (T. Kaneyoshi, I. P. Fittipaldi, R. Honmura ve T. Manabe

1981).

N tane özde  spinden olu an ( 1iσ = m ) bir latis ele alal m. Hamiltonyen

,

1
2 ij i j

i j

J σ σΗ = − ∑ (8.1)

ile verlir. Burada ijJ etkile me parametresidir.

H. B. Callen’in 1963’te buldu u spin korelasyonu

( )tanhi iEσ β= , (8.2)

burada

i ij j
j

E J σ= ∑ , (8.3)

ve

H

H

TrAeA
Tre

β

β

−

−= , (8.4)

topluluk ortalamas r. T. Kaneyoshi ve R. Honmura operatör yöntemini geli tirmi lerdir

(Honmura R., Kaneyoshi T. 1979; Kaneyoshi, 1978). Operatör yöntemi için a daki e itli i

kullanm lard r:

( ) ( )Df x e f xαα −+ = . (8.5)

Burada D, diferansiyel operatörüdür. (8.2) e itli i yeniden a daki gibi yaz r:

tanhi ij j
j

Jσ β σ
 

=  
 
∑  , (8.6)
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burada ij ijt Jβ= itli i kullan rsa

tanhi ij j
j

tσ σ
 

=  
 
∑ . (8.7)

tanh ij j
j

t σ
 
 
 
∑ fonksiyonuna operatör yöntemini uygularsak, x=0 , ( ) tanhf x x=  ve

ij j
j

tα µ= ∑  olur. (8.7) denklemi:

0tanh
ij j

j

t D

i xe x
σ

σ
=

∑
= . (8.8)

Bu denklem tekrardan a daki gibi yaz r:

1 1 2 2
0

tanhi i in nt D t D t D
i x

e e e xσ σ σσ
=

= L
,

burada cosh sinhDte Dt Dtσ σ= + , e itli i kullan rsa

0
cosh sinh tanhi ij j ij x

j
Dt Dt xσ σ

=
 = + ∏ . (8.9)

Latisi kare dü ünürsek ve sadece en yak n komu ular  göz önüne al rsak j=4 olur ve

t jβ= al rsa

[ ][ ]
[ ][ ]

1 2

3 4 0

cosh sinh cosh sinh

cosh sinh cosh sinh tanh
i i

i x

Dt Dt Dt Dt

Dt Dt Dt Dt x

σ σ σ

σ σ
=

= + +

+ +
(8.10)

( )

( )

2 2
1 2 1 2

2 2
3 4 3 4 0

cosh cosh sinh sinh

cosh cosh sinh sinh tanh

i

x

Dt Dt Dt Dt

Dt Dt Dt Dt x

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ
=

 = + + + 

 + + + 
(8.11)

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

4 3 2 2
3 4 3 4

3 2 2
1 2 1 2 3 4

3 2 2
1 2 3 4 1 2

3 4
1 2 3 4 1 2 3 4 0

cosh cosh sinh cosh sinh

cosh sinh cosh sinh

cosh sinh cosh sinh

cosh sinh sinh tanh

i

x

Dt Dt Dt Dt Dt

Dt Dt Dt

Dt Dt Dt Dt

Dt Dt Dt x

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ µ σ σ σ σ
=

= + + +

+ + + +

+ +

+ +

(8.12)
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( )
( )

( )
( )
( )

4 3
3 4

2 2 3
3 4 1 2

2 2
1 3 2 3 1 4 2 4

3 2 2
1 3 4 2 3 4 1 2

3
1 2 3 1 2 4

4
1 2 3 4 0

cosh cosh sinh

cosh sinh cosh sinh

cosh sinh

cosh sinh cosh sinh

cosh sinh

sinh tanh

i

x

Dt Dt Dt

Dt Dt Dt

Dt Dt

Dt Dt Dt Dt

Dt Dt

Dt x

σ σ σ

σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ
=

= + +

+ +

+ + +

+ +

+

(8.13)

[ ]
( )

[ ]

4 3
1 2 3 4

2 2
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

3
1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 2 4

4
1 2 3 4 0

cosh cosh sinh

cosh sinh

cosh sinh

sinh tanh

i

x

Dt Dt Dt

Dt Dt

Dt Dt

Dt x

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ
=

= + + + +

+ + + + +

+ + +
(8.14)

4 3
1 2 3 40 0

2 2
1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4 0

3
1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 2 4 0

4
1 2 3 4 0

cosh tanh cosh sinh tanh

cosh sinh tanh

cosh sinh tanh

sinh tanh

i x x

x

x

x

Dt x Dt Dt x

Dt Dt x

Dt Dt x

Dt x

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ µ σ σ σ

σ σ σ σ

= =

=

=

=

= + + + +

+ + + + +

+ + +
, (8.15)

çok uzun bir ifade elde edilir. Bu denklemi çözmek için ilk önce a daki e itli i göz önüne

alal m:

( )22
0 0

1sinh tanh tanh
4

Dt Dt
x xDt x e e x−

= =
= −

( )2 2 2
0 0

1sinh tanh 2 tanh
4

Dt Dt
x xDt x e e x−

= =
= + −

( ) ( )( )2
0 0

1 2sinh tanh tanh 2 tanh 2 tanh
4 4x xDt x t t x

= =
= + − −

( ) ( )( )2
0

1 2sinh tanh tanh 2 tanh 2 0 0
4 4xDt x t t

=
= − − =  . (8.16)

Bu e itlik kullan larak a daki e itliklerin s r oldu u kolayca görülür.

4
0

cosh tanh 0xDt x
=

=

2 2
0

cosh sinh tanh 0xDt Dt x
=

=  (8.17)

4
0

sinh tanh 0xDt x
=

=
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Böylece (8.15) denklemi son olarak u hali al r:

3
1 2 3 4 0

3
1 2 3 2 3 4 1 3 4 1 2 4 0

cosh sinh tanh

cosh sinh tanh
i x

x

Dt Dt x

Dt Dt x

σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ
=

=

= + + +

+ + +
(8.18)

1 2 3

1 2 1 3 1 2

4
2

1
1 ,6i i i i i

KK δ δ δ δ
δ δ δ δ δ δ δ

σ σ σ σ σ+ + + +
= ≠ ≠

= +∑ ∑ ∑ ∑ . (8.19)

Burada

3
1 0cosh sinh tanh xK Dt Dt x

=
= , (8.20)

3
2 0cosh sinh tanh xK Dt Dt x

=
= . (8.21)

K1 ve K2’yi tekrar yazarsak

3
1 0cosh sinh tanh xK Dt Dt x

=
=

3

1 0

1 tanh
16

Dt Dt Dt Dt
xK e e e e x− −

=
   = + −   

2 2 2 2
1 0

1 2 tanh
16

Dt Dt Dt Dt
xK e e e e x− −

=
   = + + −   

4 2 4 2
1 0

1 1 2 1 2 tanh
16

Dt Dt Dt Dt
xK e e e e x− −

=
 = + + − − + − 

( ) ( )1
1 tanh 4 tanh 4 tanh 2 2 tanh 2

16
K t t t t= − − + − −  

Buradan bulunan K1:

[ ]1
1 tanh 4 2 tanh 2
8

K t t= + , (8.22)

K2:

[ ]2
1 tanh 4 2 tanh 2
8

K t t= − . (8.23)

, s cakl a ba  statik korelasyon parametresi olmak üzere çok parçac kl  korelasyon

fonksiyonu a daki gibi tan mlan r:

( )i i i iδ δσ σ λ σ σ+ += + − . (8.24)
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Ferromanyetik sistem için her zaman iσ σ=  yazabiliriz. Böylece (8.24) u hali al r.

( )i iδσ σ λ σ σ+ = + − (8.25)

(8.25)’teki korelasyon fonksiyonunu (8.19) denkleminde yerine koyal m.

( )( ) ( )( ) ( )( )1 24 4 i i iK Kσ σ σ λ σ σ σ λ σ σ σ λ σ σ= + + − + − + −  (8.26)

( ) ( ) ( )2 33 2 2 3
1 24 4 3 3i i iK Kσ σ σ σ λ σ σ σ λ σ σ λ σ σ= + + − + − + −  (8.27)

( ) ( ) ( )
1

2 33 2 2 3
2

4

4 3 3i i i

K

K

σ σ

σ σ λ σ σ σ λ σ σ λ σ σ

=

 + + − + − + −  

 (8.28)

( ) ( )
( )

3 2 2 22
1 2

3 33
2

4 4 3 3

4 3 3

i i

i

K K

K

σ σ σ σ λ σ σ σ λ σ σ

λ σ σ σ σ

 = + + − + −
 

+ − + −
(8.29)

( ) ( )3 2 32 3
1 24 4 3 1 2 2K Kσ σ σ σ λ σ λ σ σ = + + − + − +

  (8.30)

( ) 32 3 2 3
1 2 2 24 12 8 4 1 3 2K K K Kσ λ λ σ λ λ σ  = + − + − +    (8.31)

3A Bσ σ σ= + , (8.32)

burada A ve B

2 3
1 2 24 12 8A K K Kλ λ= + − , (8.33)

( )2 3
24 1 3 2B K λ λ= − + . (8.34)

Buradan manyetizasyonu a daki gibi yazabiliriz:

1
21 A

B
σ

− =   
. (8.35)

(18.35) e itli inden rahatça kritik s cakl  tan mlayabiliriz.

0σ = ise 1A = olur.

( ) ( ) ( ) ( )2 3
1 2 21 4 12 8c c c c c cA T K T K T K Tλ λ= = + − (8.36)
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Burada 3 tane bilinmeyen vard r. Bunlar, ( ) ( )1 2,c c cK T K T veλ ’dir. Bir ba ka Callen

itli inden faydalanarak ba ka bir denklem elde ederiz. Bulunacak olan bu son denklem ile

ilk denklem (8.36)’dan Sylvester determinant metodu ile cλ elenir. ( ) ( )1 2c cK T ve K T  ayn

de kene ba  oldu undan determinant s ra e itlenir ve cT  bulunur. Bulunan cT  de erini

ilk iki denklemden herhangi birine koymak sureti ile cλ elde edilir.

Di er Callen e itli i:

( )tanhi i i iEδ δσ σ σ β+ += (8.37)

0
tanhiD E

i i i x
e xβ

δ δσ σ σ+ + =
= . (8.38)

Bu e itli i kom u latisler üzerinden yazarsak (8.38) e itli i:

0
tanhij jD t

i i i x
e xσ

δ δσ σ σ+ + =
∑= (8.39)

0
cosh sinh tanhi i i ij j ij x

j
Dt Dt xδ δσ σ σ σ+ + =

 = + ∏ . (8.40)

Bu e itli in (8.9) denkleminden tek fark i δµ + çarpan r.

1 1 1 2 1 3 1 4

1 1 2 3 1 2 3 4 1 3 4 1 1 4 1 2

1 1

2

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i i i

K

K

δ δ δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

+ + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + + + + +

= + + +

+ + + +
 (8.41)

1 2 1 3 1 4

2 3 3 4 4 2 1 2 3 4

1 1 1

2 2

i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

K K

K K

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ δ δ δ δ

σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

+ + + + + + +

+ + + + + + + + + +

= + + +

+ + + +
  (8.42)

( )i iδσ σ λ σ σ+ = + −  e itli ini tekrar kullan rsak (8.42) e itli i:

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2

1 1

2 4

2 2

3

3

i i i

i i

K K

K K

σ σ λ σ σ σ λ σ σ

σ λ σ σ σ λ σ σ

+ − = + + −

+ + − + + −
 .(8.43)

Son olarak a daki e itlik elde edilir:
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( ) ( )

( )( )
( )

( )( )

2 2 2 4
1 1 2 2

2 2 2
1 2 2

2 2 3
2

2 2 4
2

1 3

3 2 1

8 1

1 3 1

K K K K

K K K

K

K

σ λ σ σ σ

σ σ λ

σ σ λ

σ σ λ

+ − = + + +

+ + + −

− −

+ + −

. (8.44)

Kritik s cakl  bulmak için 0σ = al rsa

( ) ( ) ( )( ) ( )2 4
1 1 2 23c c c c cK T K T K T K Tλ λ λ= + + + (8.45)

elde edilir.

(8.36) ve (8.45)  denklemlerini tekrar a daki gibi yazal m:

( ) ( ) ( )3 2
2 2 18 12 4 1 0c c c c cK T K T K Tλ λ− − + = , (8.46)

( ) ( ) ( )( ) ( )4 2
2 1 2 13 0c c c c c c cK T K T K T K Tλ λ λ+ + − + = , (8.47)

burada

( )1
1 4 2tanh 2 tanh
8c

B c B c

J JK T
k T k T

    
= −    

    
, (8.48)

( )2
1 4 2tanh 2 tanh
8c

B c B c

J JK T
k T k T

    
= −    

    
. (8.49)

er (8.46) ve (8.47) denklemlerini Sylvester determinant na yerle tirir ve determinant  s ra

itlersek cλ elimine edilmi  olur ve buradan cT için bir de er bulunur. Sylvester determinant :

( )
( )

( )

2 1 2 1

2 1 2 1

2 1 2 1

2 2 1

2 2 1

2 2 1

2 2 1

0 3 1 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 3 1

08 12 0 4 1 0 0 0
0 8 12 0 4 1 0 0
0 0 8 12 0 4 1 0
0 0 0 8 12 0 4 1

K K K K
K K K K

K K K K
K K K

K K K
K K K

K K K

+ −
+ −

+ −
=− − +

− − +
− − +

− − +

. (8.50)

Buradan cT için bulunan ifade:

2
ln 2

B Ck T
J

= . (8.51)
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Bu ifadeyi (8.46) denkleminde yerine koyarsak bulunan ifade:

3 21 4 2 1 4 28 tanh 2 tanh 12 tanh 2 tanh
8 8

1 4 24 tanh 2 tanh 1 0
8

c c
B c B c B c B c

B c B c

J J J J
k T k T k T k T

J J
k T k T

λ λ
          

− − −          
          

    
− − + =    

    

. (8.52)

Buradan daha basit olarak

[ ] [ ]

[ ]

3 23tanh 2ln 2 2 tanh ln 2 tanh 2 ln 2 2 tanh ln 2
2
1 tanh 2 ln 2 2 tanh ln 2 1 0
2

c cλ λ− − −

− − + =
(8.53)

elde edilir. Bu denklemin köklerini bulup reel olan kökü al rsak

1
3cλ = (8.54)

bulunur.

T. Kaneyoshi ve di erleri de ik  de erleri için hesap yapt klar nda genel bir sonuca

ula r (T. Kaneyoshi vd., 1981). Bulduklar  genel sonuç cλ ve cT için

2

ln
2

B Ck T
J γ

γ

=
 
 − 

, (8.55)

1
1cλ

γ
=

−
. (8.56)

Burada  en yak n kom u say r.

Dikkat edilecek olursa (8.55) ifadesi Bethe-Peierls metodu ile ayn  sonucu vemektedir.
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9. KORELASYONLU ND RGENM  TRANSFER MATR S METODU

Kanonik bölü üm fonksiyonu:

{ }

{ }

i

i

Q e
σ

β σ− Η= ∑ , (9.1)

iki boyutta Hamiltonyen:

{ } ( ), 1, , 1 ,
, ,

i i j i j i j i j
i j i j

J hσ σ σ σ σ+ +
< >

Η = − + −∑ ∑  . (9.2)

ndirgenmi  matris metodunda i,j, ortalama spin manyetizasyonu ile yer de tirilir.

Korelasyonlu indirgenmi  transfer matris metodunda ise i,j, T. Kaneyoshi ve di erlerinin

sundu u çok parçac kl  korelasyon fonksiyonu ile yer de tirilir (T. Kaneyoshi vd., 1981).

Çok parçac kl  korelasyon fonksiyonu a daki gibi tan mlan r:

( )i i i iδ δσ σ λ σ σ+ += + − .  (9.3)

Bu ifadeyi bizim modelimiz için 2 boyutta düzenlersek

( ), 1 ,i j i jσ σ λ σ σ+ = + −          (9.4)

ifadesi bulunur. Dikkat edilirse  için indirgenmi  transfer matris metodunda  yap lan

dönü üm

, 1i jσ σ+ = , (9.5)

elde edilir. Çok parçac kl  korelasyon fonksiyonu Hamiltonyende yerine konur.

{ } ( ), 1, , , ,
, , ,

i i j i j i j i j i j
i j i j i j

J J hσ σ σ σ σ λ σ σ σ+
< > < >

 Η = − + − + − − ∑ ∑ ∑                       (9.6)

{ } , 1, , , , , ,
, , , , ,

i i j i j i j i j i j i j i j
i j i j i j i j i j

J J J J hσ σ σ σ σ λσ σ λ σ σ σ+
< > < > < >

Η = − − − + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑              (9.7)

{ } ( ), 1, ,
, , ,

1i i j i j i j
i j i j i j

J J h Jσ σ σ σ λ σ λ+
< > < >

Η = − −  − +  − ∑ ∑ ∑        (9.8)

Bu e itli i a daki gibi düzenleyebiliriz:

{ } ( ) ( ), 1, , 1,
, , ,

11
2i i j i j i j i j

i j i j i j
J J h Jσ σ σ σ λ σ σ λ+ +

< > < >

Η = − −  − +  + − ∑ ∑ ∑ . (9.9)
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Bu buldu umuz Hamiltonyen ifadesini bölü üm fonksiyonunda yerine koyar z.

{ }
{ }

exp
i

iQ
σ

β σ= − Η  ∑        (9.10)

( ) ( )
{ }

, 1, , 1,
, , ,

1exp 1
2

i

i j i j i j i j
i j i j i j

Q K K H K
σ

σ σ σ λ σ σ λ+ +
< > < >

 
= +  − +  + +  

 
∑ ∑ ∑ ∑ (9.11)

Bu ifadede K= J ve H= h terimleri yerine konursa bölü üm fonksiyonu:

( ) ( )
{ }

, 1, , 1,
, , ,

1exp 1
2

i

i j i j i j i j
i j i j i j

Q K K H K
σ

σ σ σ λ σ σ λ+ +
< > < >

 
= +  − +  + +  

 
∑ ∑ ∑ ∑ . (9.12)

Bölü üm fonksiyonunu çözmek için transfer matris yönteminden yararlan r. P transfer

matrisinin elemanlar  a daki e itlikten bulabiliriz:

( ) ( ), 1, , 1,
1 1
2

, 1,
i j i j i j i jK K H K

i j i jP e
σ σ σ λ σ σ λ

σ σ + ++ − + + +  
+< >= . (9.13)

( )( )

( )( )

1

1

1 1

1 1

1 1

1 1

K K H K

K K H K

K K

K K

P e

P e

P e

P e

σ λ λ

σ λ λ

λ

λ

+ < > − + +

− < > − + +

− +

− +

< + + >=

< − − >=

< + − >=

< − + >=

(9.14)

Böylece P matrisi:

( )

( )

1

1

K K H K K K

K K H KK K

e e

e e

σ λ λ λ

σ λ λλ

+ < > − + + − +

− < > − − +− +

 
  
 

. (9.15)

r artlar N
2

+1 = 1 kabul edilirse bölü üm fonksiyonu

{ }

( )2
2 2 2

1 1 1 2

i

N
N N NQ P TrP m m

σ

σ σ= < >= = +∑ , (9.16)

burada m1 ve  m2, P matrisinin özde erleridir. Q bölü üm fonksiyonunu bulmak için tek

yapmam z gereken bu özde erleri bulup yerine koymakt r.

P matrisinin özde erlerini bulmak için a daki determinant s ra e itlenir.

( )

( )

1

1
0

K K H K K K

K K H KK K

e m e

e e m

σ λ λ λ

σ λ λλ

+ < > − + + − +

− < > − − +− +

−
=

−
(9.17)



88

( ) ( )1 1 2 (1 ) 0K K H K K K H K Ke m e m eσ λ λ σ λ λ λ+ < > − + + − < > − − + − −   − − − =    (9.18)

( ) ( )(1 ) 1 (1 ) 12 2 (1 ) 2 (1 ) 0K K H K K H K Km m e e e eλ σ λ λ σ λ λ λ+ + < > − + + − < > − − + − − − + + − =  (9.19)

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

(1 ) 1 (1 ) 1

1,2

2(1 ) 1 (1 ) 1 2 (1 ) 2 (1 )

2

4

2

K K H K K H

K K H K K H K K

e em

e e e e

λ σ λ λ σ λ

λ σ λ λ σ λ λ λ

+ + < > − + + − < > − −

+ + < > − + + − < > − − + − −

+
=

+ − −
m

(9.20)

( ) ( )

( ) ( )

(1 ) 1 (1 ) 1

1,2

2 (1 ) 2 1 2 2 (1 ) 2 1 2 2 2 (1 ) 2 (1 )

2

2 4 4
2

K K H K K H

K K H K K H K K K

e em

e e e e e

λ σ λ λ σ λ

λ σ λ λ σ λ λ λ

+ + < > − + + − < > − −

+ + < > − + + − < > − − + − −

+
=

+ + − +
m

 (9.21)

P matrisinin özde erleri a daki gibi bulunur:

( ) ( )(1 ) 2 4
1,2 cosh 1 sinh 1K Km e K H K H eλ σ λ σ λ+ − = < > − + < > − + +        

m . (9.22)

Termodinamik limitlerde çal aca z için 2N → ∞  limitinde
2 2

1 2
N Nm m?  oldu u görülür.

Bu durumda:

2 2 2

1 2 1
N N NQ m m m= + ≈ (9.23)

( ) ( )
2

2(1 ) 2 4cosh 1 sinh 1
N

K N KQ e K H K H eλ σ λ σ λ+ − = < > − + < > − + +        
m . (9.24)

Böylece Q bölü üm fonksiyonu K, < > ve H de kenlerine ba  olarak bulunmu  olur.

Helmholtz serbest enerji formalizminde ortalama spin manyetizasyonu:

2

1 ln Q
N H

σ
∂

< >=
∂

(9.25)

( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 4

2 4

cosh 1 sinh 1

cosh 1 sinh 1

K

K

K H K H e
H H

K H K H e

σ λ σ λ
σ

σ λ σ λ

−

−

∂ ∂< > − + + < > − + −
∂ ∂=

< > − + + < > − + −
. (9.26)

Son olarak manyetizasyon a daki gibi bulunur:
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( ) ( )( )

( )( )2 4

1 1 sinh 1

sinh 1 K

K K H
H

K H e

σ
λ λ σ

σ
λ σ −

 ∂ 
+ − − < > + ∂ =

− < > + −
. (9.27)

Burada manyetizasyonun türevini bulmak için a daki yolu izleyelim.

lk ba ta yazd z Hamiltonyen:

{ } ( ), 1, , 1 ,
, ,

i i j i j i j i j
i j i j

J hσ σ σ σ σ+ +
< >

Η = − + −∑ ∑ .  (9.28)

Bu sefer i,j+1 ve i+1,j’yi korelasyon fonksiyonu

( )i i i iδ δσ σ λ σ σ+ += + − ,  (9.29)

ile yer de tirelim. Korelasyon fonksiyonunu 2 boyut için düzenlersek

( )1, ,i j i jσ σ λ σ σ+ = + − , (9.30)

( ), 1 ,i j i jσ σ λ σ σ+ = + − , (9.31)

ifadeleri bulunur. Dikkat edilirse  için indirgenmi  transfer matris metodunda  yap lan

1, , 1i j i jveσ σ σ σ+ += = ,        (9.32)

dönü üm elde edilir. Bu durumda Hamiltonyen:

{ } ( ), , ,
, ,

2i i j i j i j
i j i j

J hσ σ λ σ σ σ σ
< >

 Η = − + − − ∑ ∑          (9.33)

{ } , , , , ,
, , , ,

2 2 2i i j i j i j i j i j
i j i j i j i j

J J J hσ σ σ λσ σ λ σ σ σ
< >

Η = − − + −∑ ∑ ∑ ∑ (9.34)

{ } ( ) , ,
, , ,

2 1 2i i j i j
i j i j i j

J h Jσ σ λ σ σ λ
< >

Η = − − − −∑ ∑ ∑ .        (9.35)

Bu e itli i a daki gibi yeniden düzenleriz:

{ } ( ) ( ), , 1,
, , ,

12 1 2
2i i j i j i j

i j i j i j
J h Jσ σ λ σ σ σ λ+

< >

Η = − − − + −∑ ∑ ∑ .        (9.36)

Bu buldu umuz Hamiltonyeni bölü üm fonksiyonunda yerine koyar z.

( ) ( )
{ }

, , 1,
, , ,

1exp 2 1 2
2

i

i j i j i j
i j i j i j

Q K H K
σ

σ λ σ σ σ λ+
< > < >

 
= − + + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ (9.37)
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P matrisinin elemanlar  a daki e itlikten

( ) ( ), , 1,
12 1 2
2

, 1,
i j i j i jK H K

i j i jP e
σ λ σ σ σ λ

σ σ +− + + +

+< >= , (9.38)

bulunur. Bulunan elemanlar

( )

( )

( )

( )

2 1 2

2 1 2

2 1 2

2 1 2

1 1

1 1

1 1

1 1

K H K

K H K

K K

K K

P e

P e

P e

P e

σ λ λ

σ λ λ

σ λ λ

σ λ λ

− + +

− − − +

− +

− − +

< + + >=

< − − >=

< + − >=

< − + >=

, (9.39)

yerine konursa P matrisi:

( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 1 2

2 1 2 2 1 2

K H K K K

K K K H K

e e

e e

σ λ λ σ λ λ

σ λ λ σ λ λ

< > − + + < > − +

− < > − + − < > − − +

 
  
 

. (9.40)

r artlar , N
2

+1 = 1 kabul edilirse bölü üm fonksiyonu

{ }

( )2
2 2 2

1 1 1 2

i

N
N N NQ P TrP m m

σ

σ σ= < >= = +∑ , (9.41)

burada m1 ve  m2, P matrisinin özde erleridir. Q bölü üm fonksiyonunu bulmak için tek

yapmam z gereken bu özde erleri bulup yerine koymakt r.

P matrisinin özde erlerini bulmak için a daki determinant s ra e itlenir.

( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 2 1 2

2 1 2 2 1 2
0

K H K K K

K K K H K

e m e

e e m

σ λ λ σ λ λ

σ λ λ σ λ λ

< > − + + < > − +

− < > − + − < > − − +

−
=

−
(9.42)

( ) ( )2 1 2 2 1 2 4 0K H K K H K Ke m e m eσ λ λ σ λ λ λ< > − + + < > − − +   − − − =    (9.43)

2 2 (1 ) 2 2 (1 ) 2 2 4 0K H K K H K K Km m e e e eλ λ λ λ λ λ− + + − − − + − + + − =  (9.44)

Burada 1 0m =  ve

2 (1 ) 2 2 (1 ) 2
2

1
2

K H K K H Km e eλ λ λ λ− + + − − − + = +  (9.45)

( )2
2 2cosh 2 (1 )Km e K Hλ λ= − + . (9.46)

(9.41) denklemi a daki e itli e dönü ür:
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2

2
NQ m= . (9.47)

Bulunan özde er yerine konursa bölü üm fonksiyonu

( )
2

22 2cosh 2 1
NK NQ e K Hλ σ λ = < > − +    (9.48)

bulunur. Helmholtz serbest enerji formalizminde ortalama spin manyetizasyonunu:

2

1 ln Q
N H

σ
∂

< >=
∂

(9.49)

( )( ) ( )

( )( )
2sinh 2 1 1 2 1

2cosh 1

K H K
H

K H

σσ λ λ
σ

σ λ

∂ < > < > − + + − ∂ =
< > − +

. (9.50)

Bu ifadeyi basitle tirirsek, manyetizasyon:

( )( ) ( )tanh 2 1 1 2 1K H K
H
σ

σ σ λ λ
∂ < > = < > − + + − ∂ 

. (9.51)

Buradan Hσ∂ ∂ çekilir.

( )( ) ( )
11

2 1tanh 2 1H KK H
σσ

λσ λ

 ∂ < >
= − 

∂ −< > − +  
(9.52)

(9.52) ifadesi (9.27) ifadesinde yerine konur.

( ) ( )( )

( )( )2 4

1 1 sinh 1

sinh 1 K

K K H
H

K H e

σ
λ λ σ

σ
λ σ −

 ∂ 
+ − − < > + ∂ =

− < > + −
(9.53)

( )( )
( )( )

( ) ( ) ( )( )

2 4

sinh 1

sinh 1

11 1 1
2 1 tanh 2 1

K

K H

K H e

K
K K H

λ σ
σ

λ σ

σ
λ

λ σ λ

−

− < > +
=

− < > + −

  
 + − −  − < > − +   

(9.54)

( )( ) ( )( )

( )( )2 4

11 1 sinh 1
2 tanh 2 1

sinh 1 K

K H
K H

K H e

σ
λ σ

σ λ
σ

λ σ −

  
 + − − < > +  < > − +   =

− < > + −
(9.55)
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Sonuç olarak, bulunan manyetizasyon:

( )( ) ( )( )
( )( )2 4

1 1sinh 1
2 2 tanh 2 1

sinh 1 K

K H
K H

K H e

σ
λ σ

σ λ
σ

λ σ −

 
− < > + +  < > − + =

− < > + −
. (9.56)

Dikkat edilirse  yerine 0 koydu umuz zaman 2 boyutta indirgenmi  transfer matris

metodunda elde ett imiz sonucun ayn  elde edilir. T. Kaneyoshi ve di erleri kritik nokta için

 de erini 1/( -1) bulmu tur (T. Kaneyoshi vd., 1981). Burada   , en yak n kom u say r. 2

boyutta kare latis için  = 4’dür. (9.56) denklemi H yerine 0 ve  yerine 1/3 al p Matlab’ta

nümerik olarak çözüldü. Matlabta yaz lan kod:

for i=1:1000 cevap(i)=0;end

K=0.001:0.001:1;

sigma=0.001:0.001:1.1;

lamda=1/3;

for i=1:1000 cevap(i)=0;end

for i=1:1000
    for j=1:1100

v=[sinh(K(i)*sigma(j)*(1-lamda))*(1/2+sigma(j)/(2*tanh(2*K(i)*sigma(j)*(1-
lamda))))]/[[(sinh(K(i)*sigma(j)*(1-lamda))*sinh(K(i)*sigma(j)*(1-lamda))+exp(-
4*K(i)))]^(0.5)];

if abs(v-sigma(j))<0.0001

cevap(i)=sigma(j);

end
end
end.
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Elde edilen grafik ekil 9.1’de verilmi tir.

ekil 9.1 2 boyutta korelasyonlu transfer matris metodunda manyetizasyonun davran

Grafikte dikkat edilirse kritik nokta civar nda bir e rilik vard r. Bu e rili in sebebi Matlab’ta

yaz lan koddan ileri gelmektedir. Kritik nokta civar nda manyetizasyonun davran

gözlemlemek için daha hassas nümerik hesap yap r. Matlabta daha hassas bir nümerik hesap

yap larak kritik nokta civar nda elde edilen grafik ekil 9.2’de verilmi tir.

  ekil 9.2 2 boyutta korelasyonlu transfer matris metodunda kritik nokta civar nda
manyetizasyonun davran

ekil 9.2’den Kc de erinin 0.455 oldu u gözükmektedir. Bu sonuç gerçek sonuçtan sadece
%3.4 farkl r.
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10. SONUÇLAR

Bu çal mada Ising modelin bilinen kesin sonuçlar  ve baz  ortalama alan teorileri

anlat lm r.

Tezin son k sm nda 2 boyutta kare latis ve 3 boyutta basit kübik yap  Ising model için yeni bir

metod geli tirilmi tir. Ortalama alan yakla  kullan larak geli tirilen metodun ad

indirgenmi  transfer matris metodudur. Bu metotta kritik s cakl k için bir denklem

bulunmu tur. K, < > ve H de kenlerine ba  bu denklemin analitik çözümü olmad ndan

Matlab program nda nümerik olarak çözülmü tür. D  alan 0 al narak 2 boyutta Kc=0.399 ve 3

boyutta Kc=0.247 de erleri bulunmu tur. Daha sonra kritik üsteller bulunmu tur.

Son bölümde geli tirilen indirgenmi  transfer matris metodu çok parçac kl  korelasyon

fonksiyonu kullan larak daha da geli tirilmi tir. Bu metod korelasyonlu indirgenmi  transfer

matris metodu olarak adland lm r. Bu metod ile sadece 2 boyutlu kare latis çözülmü tür.

 manyetik alan 0 al narak 2 boyutta Kc=0.455 de eri bulunmu tur. Bu de er indirgenmi

transfer matris metoduna göre daha iyi bir sonuç vermektedir.

Bulunan Kc kritik de erlerini daha önceki teorilerle kar la rmak için di er teorilerin

buldu u kritik Kc de erleri tablo halinde Çizelge 10.1’ de verilmi tir.

Tan mlad z kritik Kc de eri:

c
B c

JK
k T

=
.
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Çizelge 10.1 Kc’lerin kar la lmas

Teori(2D) cK hata oran

0.44 *100
0.44

cK −

L. Onsager 0.44cK = % 0

Bragg – Williams 1
cK

γ
= , 4γ = ,

0.25cK =

% 43

Bethe – Peierls 1 ln
2 2c

B c

JK
k T

γ
γ

 
= =  − 

4γ = , 0.346cK =

% 21.36

Yeni Korelasyonlu Etkin Alan

Teorisi
1 ln
2 2c

B c

JK
k T

γ
γ

 
= =  − 

4γ = , 0.346cK =

% 21.36

Renormalizasyon Grup Teorisi 0.507cK = % 15.22

ndirgenmi  Transfer Matris

Teorisi
0.399cK = % 9.3

Korelasyonlu ndirgenmi

Transfer Matris Teorisi
0.455cK = % 3.4

Hata oranlar ndan görüldü ü gibi, indirgenmi  transfer matris metodu ile korelasyonlu

indirgenmi  transfer matris metodu, 2 boyutta d  manyetik alan yokken çok iyi sonuç

vermektedir.

3 boyut için indirgenmi  transfer matris metodunun Kc için tahmin etti i de er 0.247’dir. bu

sonuç A. L. Talapov ve H. W. J. Blöte’nin kabul edilmi  simülasyon sonucundan sadece  %

10 sapm r. ndirgenmi  transfer matris metodu 1 boyutta kesin sonuç verir.

ndirgenmi  transfer matris metodunun 2 boyutta Ising modelin çözümü için tahmin etti i
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kritik üstel de eri 0,79305234β =  ve katsay 18,7224811Bβ = ’dir.

ndirgenmi  transfer matris metodunun 3 boyutta Ising modelin çözümü için tahmin etti i

kritik üstel de eri 0,84337535β =  ve katsay 31,79280807Bβ = ’dir.

Ortalama alan teorisinde bulunan kritik üsteller s ras  ile

0α =  , 1
2

β =   , 1γ =  , 3δ = ,

ve Onsager çözümünden hesaplanan kritik üsteller ise

α = 0, 1
8

β = , 7
4

γ = ’dür.

Korelasyonlu indirgenmi  transfer matris metodunda  sabit al nd . Daha sonraki

çal malar mda ’y  manyetizasyona ve manyetik alana ba  olarak al p daha iyi bir sonuç

bulmay  umuyorum.

ndirgenmi  transfer matris metodunda manyetizasyon baz  de erlerde 1 de erini a yor.

Manyetizasyonun en büyük de eri 1’dir. Bu problemi de ileride incelemeyi dü ünüyorum
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