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IKi VE UC BOYUTTA SPIiN % 1SING MODELI ICIN ORTALAMA ALAN
YAKLASIMI

Mimtaz Murat ARIK
Fizik, YUksek Lisans Tezi

Ernst Ising, doktora tezinde hocast Wilhelm Lenz tarafindan Onerilen manyetik faz gecisi
problemini inceleyerek kendi adi ile amlan Ising modeli kurdu. Ising model istatistik
mekanigin Uzerinde en fazla calisilan konularindan birisidir. Ising model istatistiksel
mekanikte faz gecisini matematiksel olarak gosteren bir model olmast yoniyle énemlidir.
Ising, 1 boyutta sadece mutlak sicaklikta manyetik faz gegisinin oldugunu gosterdi.

1944 yilinda L. Onsager, Ising modelin 2 boyutta kare latis icin dis manyetik alan yoklugunda
kesin ¢OzUmUnu bulmustur. Sonraki yillarda, 2 boyutta dis manyetik alan yoklugunda tiggen
ve bal petegi orgu latisleri igin kesin ¢oztm bulunmustur. Bunlarin disinda baska kesin ¢oziim
yoktur.

Kesin ¢ozim olmamasi nedeniyle Ising model ¢ok calisilan konulardan biridir. 1sing modelin
¢Ozumiinde ortalama alan teorileri siklikla kullamlir. Bu tezde ortalama alan teorilerinden
Bragg — Williams ve Bethe — Peierls yaklasim metotlar: detayl1 bir sekilde ¢ozilmastar.

Sonraki bolimde kritik Usteller tanmltildiktan sonra ortalama alan teorisindeki kritik Usteller
anlatilmstir.

Bu tezde ortalama alan teorisi kullanilarak yeni gelistirilen indirgenmis transfer matris metodu
2 ve 3 boyutta detayl: bir sekilde ¢ozilup anlatilmistir. indirgenmis transfer matris metodunun
tahmin ettigi kritik sicaklik degerleri bugiine kadar gelistirilen ortalama alan teorilerine gore
cok dahaiyi sonug vermektedir. Daha sonra sistemin kritik Gstelleri bulunmustur.

8. bdlimde 1981 yilinda yapilan korelasyonlu etkin alan teorisi anlatilmustir. Bu teorideki
korelasyon fonksiyonunun indirgenmis transfer matris metodunda kullamlmasi ile daha iyi
sonug alinabilecegi diuslincesinden yola ¢ikilarak, korelasyonlu indirgenmis transfer matris
metodu gdlistirilmistir. Bu metodun tahmin ettigi kritik sicaklik degeri 2 boyutlu sistemler
icin indirgenmis transfer matris metodunun tahmin ettigi kritik sicaklik degerinden daha
iyidir.

Anahtar Kelimeler: Ising model; Ortalama alan; Cok parcacikli korelasyon fonksiyonu;
Transfer matrisi; Kritik sicaklik
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EFFECTIVE FIELD THEORY FOR SPIN %21 SING M ODEL
IN TWO AND THREE DIMENSIONS

Mimtaz Murat ARIK
Physics, M.S. Thesis

Ernst Ising, in his doctora thesis studied magnetic phase transitions problem which was
suggested by his teacher, Wilhelm Lenz. He established Ising model. 1sing model is the most
studied subject in the statistical mechanics. Because it is one of the models that show the
phase transition mathematically. In 1925, he prooved that there is phase trasition only at 0
Kelvin at none magnetic field.

The exact solution in 2D in the absence of external field was obtained by L. Onsager.
Afterwards exact solutions for the critical soupling strenght for honeycomb and triangular
lattices were obtained. There are no exact solutions except this solutions.

Because of no exact solutions for higher dimensions, Ising model is one of the most studied
subjects. Mean field theory is often used in the solution of Ising model. In this thesis Bragg —
Williams and Bethe — Peierls methods are solved in detalls. This methods use mean field
theory.

After we introduce critical exponents, then we find critical exponents in the mean field theory.

In this thesis using mean field theory, we introduce reduced transfer matrix method in 2D and
3D which is recently discovered. The critical coupling strenghts which are predicted by this
method in 2D and in 3D, very close the exact solution and well accepted value respectively.
Afterwards critical exponents of the system are invented.

In the 8. chapter, we introduce correlated effective field theory which was proposed in 1981.
The idea using correlated function which was used in the last mentioned theory for obtain a
better critical coupling strenght we improved reduced transfer matrix method. And we have
developed a new method, correlated reduced transfer matrix method. This method predicts a
better value than reduced transfer matrix method in 2D.

Keywords: Ising model; Mean field; Many-body correlated function; Transfer matrix;
Critical coupling strenght
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1. GIRiS

Hikayeye gore manyetizma ach Manisa ilimizden gelmektedir. M.O. 600'l( yillarda Manisa
ilimiz Magnesia olarak biliniyordu. Dogal miknatis tasi, Yunanlilar tarafindan, ilk olarak
Manisa bolgesinde kesfedilmistir.

Manyetizma insanlar tarafindan merak edilen, Uzerinde arastirmalar yapilan ve ¢ok fazla
uygulama alam olan bir konudur. Bugin biliyoruz ki malzemelerin dis manyetik alandaki
manyetik 6zellikleri farklidir. Bazi malzemeler kuvvetli manyetik 6zellik gosterirken bazilart
da zayif manyetik 6zellik gosteririr. Bazi malzemeler dis manyetik alan tarafindan gekilirken
bazilari da dis manyetik alan tarafindan itilirler. Mazemelerin manyetik 6zellikleri
malzemedeki atomlarin ¢esidine ve atomlarin malzeme i¢indeki dizilimine baglhdir.

Bazi mazemeler belirli bir sicaklik araliginda dogal manyetizasyona sahip olurlar. Belirli bir
sicakliktan sonra da malzeme dogal manyetizasyonunu kaybeder. Bu sicakliga kritik sicaklik
veya Curie sicakligi denir.

1925 yilinda Ernst 1sing, ferromanyetizmay: bir boyutta aciklayan 1sing modeli kurdu (Ising,
1925). Daha sonraki yillarda bu model 2 ve 3 boyuta genisletilip 2 boyutta kritik sicaklik igin
matematiksel olarak tam deger bulundu. Ayrica bu modelin ¢6zUmu icin bircok yaklasim
metodu gelistirildi. Bu tezde bu yaklasim metotlarindan bazilar1 anlatildiktan sonra yeni
gelistirilen indirgenmis transfer matris metodu anlatil misgtir.

Ising modelin tarihgesini ana hatlar1 ile asagidaki gibi verebiliriz.

Ernst Ising doktora tezinde hocast Wilhelm Lenz tarafindan onerilen manyetik faz gecisi
problemini inceledi ve kendi adh ile anllan modeli kurdu (Ising, 1925). Tezinde, manyetik
momentlerin bir zincir Uzerindeki 6zel dizilimini arastirdi. Bu dizilimde momentlerin 6zel
olarak sadece asag1 ve yukari yonelimlere sahip oldugu ve sadece en yakin komgular: ile
ciftler halinde etkilestigi varsayildi. 1sing, 1 boyutta sadece O sicaklikta manyetik faz gegisinin
oldugunu gosterdi (Ising, 1925).

1941 yilinda Hendrik Kramers ve Gregory Wannier dis manyetik alan olmamasi durumunda
kare latisigin kritik sicaklik degerini veren bir ifade buldu (Kramers ve Wannier, 1941). 1944
yilinda Lars Onsager, Helmholtz serbest enerjisini hesaplayarak Kramers ve Wannier
tarafindan bulunan kritik sicaklik degerinin dogrulugunu agik bir sekilde gosterdi (Onsager,
1944).



1960 yilinda Cyril Domb tarafindan Ising modelin 2 boyutta bal petegi ve tggen latis icgin
kesin ¢oztimu bulundu (Domb, 1960).

1972 yilinda seri agilim metodu gelistirildi (Sykes vd., 1972). Ayrica renormalizasyon grup
teorileri de aym yillarda gelistirildi (Wilson, 1971; Fisher, 1974; Kadanoff vd., 1967,
Kadanoff ve Maris, 1978).

Ising modelin ¢oztiminde en ¢ok kullanilan yaklasimlarin icinde ortalama alan teorileride
vardir. Ortalama alan yaklasimi, 1907 yilinda Weiss tarafindan gelistirilmistir (Weiss, 1907).
1935 yilinda gelistirilen Bragg-Williams (Bragg vd., 1935) ve Bethe-Peiers (Bethe, 1935;
Peierls, 1936) metotlar1 ortalama alan yaklasimimi kullanan diger metotlardir. Bu iki ortalama
alan metodunun eksiklikleri vardir. Bunun sebebi bu metotlarin korelasyon etkilerini tam
olarak hesaba katmamis olmalaridir. Korelasyon etkilerini de icine alan bircok ortalama alan
metodu gelistirilmistir.

H.B. Callen 1963 yilinda tam spin korelasyon fonksiyonunu bulmustur (Callen, 1963).

1974 yilinda M.E. Lines, etkin (ortalama) alan teorisi igine ¢ok parcacikli statik spin
korelasyonunu katarak, korelasyonlu etkin alan teorisini gelistirmistir (Lines, 1944). Bunun
icin fazladan bir terim kullanmistir. Bu teori manyetik sistemlerdeki bir ¢ok probleme
uygulanmustir (Suzuki vd., 1977).

T. Kaneyoshi ve digerleri 1981 yilinda korelasyonlu etkin alan teorisini gelistirmistir
(Kaneyoshi vd., 1981). Teorilerinde, Honmura ve Kaneyoshi'nin gelistirdigi diferansiyel
operator teknigini (Honmura ve Kaneyoshi, 1978), tam spin korelasyon fonksiyonunu ve ¢ok
parcacikli korelasyon fonksiyonunu kullanmiglardir. Bulduklari sonug Bethe-Peierls'in
buldugu sonug ile aynidir. Teorileri birgok probleme uygulanmistir (Taggrat, 1944; Honmura,
1984).

2000 yilinda Wysin ve Kaplan 6z uyumlu korelasyonlu etkin alan teorisini bulmuslardir
(Wysin ve Kaplan, 2000). Bulduklar: sonug Bethe-Peierls-Weiss sonucu ile aynidir.

Bu tezde, yeni bir ortalama alan yaklasimi tanitilmistir. Bu yaklasimin ach indirgenmis
transfer matris yaklasimidir. Bu metotta Hamiltonyendeki bazi serbest spinler, spin basina
ortalama manyetizasyon ile degistirilir. Bu islem, kisa ve uzun erisimli etkilesmeleri ve
dalgalanmalar1 hesaba katmak icin yapilir. Bulunan boélistim fonksiyonu transfer matris
yontemi ile ¢ozullr. Bu yaklasimda kritik sicaklik uygun bir hata pay: ile tahmin edilir.

Cok pargacikl1 korelasyon fonksiyonu kullamlarak indirgenmis transfer matris yaklasimi daha
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da gelistirilmistir. Gelistirilen bu metodun adi korelasyonlu indirgenmis transfer matris
yaklagimidir. Bu metotta, indirgenmis transfer matris yaklasimindan farkli olarak bazi serbest
spinler cok parcacikli korelasyon fonksiyonu (Kaneyoshi vd., 1981) ile yer degistirilir.
Korelasyonlu indirgenmis transfer matris yaklasiminda, indirgenmis transfer matris metoduna
gore daha iyi bir sonug elde edilmistir.



2. MANYETIiZMA

2.1 Atomlarin Manyetik M omentleri

Tek elektronlu bir atom ele alalim. Klasik olarak elektronun r yarigapli dairesel bir yoriingede
hareket ettigi kabul edilir. Elektronun manyetik momenti su sekilde hesaplanir:

2pr’lik cevreyi elektron t sirede dolansin. Burada t periyodtur. v elektronun hizi ise

periyodt = 2pr /v dir. Atomun gevresinde olusan | akim:
| =-—=- —. (21.1)

Akim ilmeginin manyetik moment formul m=1A kullaniirsa elektronun manyetik

momenti

U w

m=1A= aeigp 1e'vr (2.1.2
& 2prg 2

olarak bulunur. Burada A, alan vektorudir. Yorungesel acisal momentum L =myVv’r
form0l kullanilirsa elektronun yoringesel manyetik momenti

r
&9 2.13)

v ur = e
m=IA=9
& 2m g

olarak bulunur. Burada me, elektronun kiitlesidir.

Elektronun yortngesel acisal momentumu ile yoriingesel manyetik momenti birbirine zittir ve
ikisi de yortnge dizlemine diktir. LII_ kuantum mekanigine gore kesiklidir ve her zaman
Planck sabiti h’in tam katlaridir. Elektronun yoringesel manyetik momenti LI'_: hi

kullanlirsa, elektronun yoringesel manyetik momenti:

w r
S (2.1.4)
2m,
Manyetik moment igin dogal birim Bohr magnetonu m
— eh — 4 - 24
m,=——=927"10%J/T (21.5)
2m,

olarak tamimlanir. Ayrica elektron kendi i¢ 6zelliginden dolay: spin agisal momente sahiptir.



Elektronun spin acisal  momentumu  S=hs ile verilir. Elektronun spin agisal

momentumundan kaynaklanan spin manyetik momenti
m=- gon]s:s , (2.1.6)

burada elektronik g-faktort g, :

90:2§+§;+o@ﬁ)L§:zmns. 2.17)

Bizimicin g, =2 yeterlidir.

Bir atomun toplam manyetik momenti spin ve yoringesel manyetik momentlerinin vektorel
toplamu ile bulunur. Toplam manyetik dipol moment:

u u u
m=- rnS(L+gOS), (2.1.8)
burada L = hi ve S= & hs dr.

Proton ve nétronun da spin manyetik momentleri mevcuttur. Kutleleri elektronun 1000 kat1
oldugu icin spin manyetik momentleri ihmal edilebilir (Hook J.R, Hall H.E, 1999).

2.2 MiknatiSsanma Vektor i

Malzemelerin manyetik durumu miknatislanma vektoru (m) ile incelenir. Manyetik

malzemeler dis manyetik alanla etkilesmeye girer ve ekstra manyetik alan olustururlar. Dis

uul

manyetik alan EO olsun. Malzeme iginde olusan ekstra manyetik alan B, = mﬁ ise madde

icindeki toplam manyetik alan

u uu uui

B=B +B =B, +mM, (2.2.1)
ve H manyetik alan siddeti

uu

B (2.2.2)

U uu

seklinde tamimlanir. Buradan H ile M niceliklerinin ayni birime sahip oldugu agikca

uu uu

goraldr. é manyetik aki yogunlugu, M ise birim hacimdeki manyetik moment olup, M "nin

birimi Agn? /m® veya A / m'dir (Serway R.A., Beichner R.J., 2002).



2.3 Alnganhk

Manyetik malzemeler baslica 3 grupta incelenir (Serway R.A., Beichner R.J., 2002).
Ferromanyetizma, paramanyetizma ve diamanyetizma. Paramanyetik ve diamanyetik

malzemelerin miknatislanma vektorii M

uu

M=cH, (2.3.1)

U

manyetik alan siddeti H ile orantihdir. Burada ¢ , manyetik alinganliktir ve boyutsuz bir
bUyUklUktdr. Eger madde paramanyetik ise ¢ pozitiftir ve ﬁ ile K7I aym yonelime sahiptir.
Eger madde diamanyetik ise ¢ negatiftir ve H ve M zit yonelime sahiptir. (2.3.1) esitligi

(2.2.1) denkleminde yerine konursa

LIi%:rrb(ltﬂ+KL/II):n%(T—l|l+cLIi|JI):mJLI1|JI(1+c), (23.2
burada
B=mH . (2.3.3)

Burada m, ifadesine manyetik gecirgenlik denir. my, ifades ise bos uzayin gecirgenligidir.

Diamanyetik ve paramanyetik maddelerin manyetik gegirgenlikleri icin,

Paramanyetik m, > m,

Diamanyetik m, >m,

iliskilerini yazabiliriz.

Ferromanyetizmada alinganlik diger manyetik maddelere gore yaklasik 1000 kat daha

bilytiktir. Ferromanyetizmada H ile M arasinda lineer bir iliski yazmak mimkiin degildir.
Cunkt maddenin miknatislanmast maddenin gegmisine de baghidir (Serway R.A., Beichner
R.J., 2002).

2.4 Atomik Alinganhk

Y ukarida paramanyetizma ve diamanyetizma hakkinda giris niteliginde bilgi verildi. Eger bir
malzemenin alinganligint hesaplamak istersek istatistik ve kuantum mekaniginden
yararlaniriz. Yapilan hesaplamalarin sonucu bagslica su 5 baslik altinda incelenir (Mermin
N.D., Aschroft N.W.,1976).



1. Larmour Diamanyetizmasi: Atom yoringe sekillerinin uygulanan manyetik alanla

degismesi sonucu olusur.

2. Von Vleck Paramanyetizmasi: Yarim dolu kabuktan bir elektron eksik iyonlarin
toplam agisal momentlerinin uygulanan manyetik alanla yonelmesi sonucu olusur.

3. Curie Paramanyetizmasi: Kabuklar1 kismen dolu iyonlarin  toplam agisal

momentlerinin uygulanan manyetik alanla yonelmesi sonucu olusur.

4. Pauli Paramanyetizmasi: Serbest elektron spinlerinin uygulanan manyetik alanla

yonelmesi sonucu olusur.
5. Landau Diamanyetizmasi: Serbest elektronlarin uygulanan manyetik alam

engelleyecek sekilde malzemede olusturduklar: akimdan ileri gelir.

24.1 Ahnganhgin Termodinamik Formuli ve Manyetizasyonun Deneysel Olarak

Bulunmasi

Istatistiksel fizikten yararlanarak manyetizasyon icin bir formiil yazabiliriz. Kanonik kiimede
bolistm fonksiyonu Q

Q=4¢e"", (2.4.1.1)

Helmholtz serbest enerjisi

A=-Kk,TINQ (2.4.1.2)

olarak verilir.
Ayrica Helmholtz serbest enerjisi asagidaki sekilde de yazilir:
A=E-TS, (2.4.1.3)

burada E enerji, T sicaklik ve S entropidir. Serbest enerjinin h dis manyetik alanla degisimi

manyetizasyonu verir,

M= SEAD (2.4.1.4)
V &fh g
Buradan hesaplanan alinganlik
.
_IM _ 1&“_?2 , (2.4.1.5)
T~ V&I 4



Manyetizasyonunu 6lgmek istedigimiz malzemeyi homojen olmayan bir manyetik alana
koyduktan sonra alam yavasga degistiririz ve 6rnek tzerine etki eden kuvveti olgersek serbest
enerjideki degisim:

dA= A(h(x+dx))- A(h(x)) (2.4.16)
aa=TATh v Ty (2.4.1.7)
Th T T

Alan tarafindan 6rnegin birim hacmine uygulanan kuvvet:
f=-——=M—. (2.4.1.8)

Kuvvet olgllerek manyetizasyon bulunur (Mermin N.D., Aschroft N.W.,1976).

24.2 Atomik Alinganhgin Formuli

(2.4.1.3) ve (2.4.1.4) denklemlerini birlestirirsek manyetizasyon:

1
E-TS 24.2.1
v 8ﬂh( )& ( )

Eger T = 0 ainirsa manyetizasyon
M= —&E0 (2.4.2.2)

bulunur. Yapmamiz gereken dis manyetik alana konan Ornegin enerjisindeki degisimi
bulmaktir (Mermin N.D., Aschroft N.W.,1976). Sabit dis manyetik alanda iyonlardaki
elektronlarin hareketlerinden ileri gelen kinetik enerjileri vardir. Toplam kinetik enerji

p|1

T, = é dir. Ayrica manyetik alanda bulunmalarindan dolay: ek bir momentumlar: daha

vardir. Bu durumda el ektronlarin momentumlari

ur el

p® p +—A(ri), (2.4.2.3)
c

burada A vektor potansiyeli

U 1r

A= -5 h : (2.4.2.4)

burada hdUngn dis manyetik alandir. Ayrica elektron spinlerinin alan ile etkilesmesinden
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ileri gelen Hamiltonyendeki degisim:
rur Salr B
DH = g,m,hS, g% =332 (2.4.2.5)
[ %]

Toplam kinetik enerji

eU"r 0 _ 1o &l el Iy

T= =— ap-—r h-

2m®© Sp' ( )H 2ma|8p' 2c'
1 o € W el Iy el IgU
T=—aeép’- 2plc—r hz+tc—r" hz g
maié &2 5 &2 2

.. .2

:— -— 2 r "hz+—g c—r hz:
e o r urr e2 o r ry
T=T,+——aqr. pgh+ r" h
° 2rncai - P 8mc2a(' )
egh Ur ¢ o
T=T,+——Lgh+ h? 2 +y?), 2.4.2.6
oo L= (X +y7) (2.4.2.6)

burada L toplam y6riingesel agisal momentumdur:

hL=3 1 p (2.4.2.7)
Hamiltonyendeki toplam degisim:

r ry r 2 o
DH = m, (L+g,S)sh+——h?§ (x* +y7). (2.4.2.8)

Buldugumuz bu enerji kaymasi atomik enerji kaymalarina kiyasla ¢ok kuguktir, bu yizden
pertUrbasyon teorisini kullanacagiz. Pertirbasyon teorisinde enerji

E.® E +DE,, (2.4.2.9)

dahaagik bir ifade ile

o |(n|DH|nd[
NCETE

DE, :<n|DH|n>+n1n¢ EE.

(2.4.2.10)

Buldugumuz Hamiltonyeni yerine koyarsak



. |mhxnl(L+g,9) n%
n1n¢ E,- E. 8mc

DE, = msh><n|L+gOS| n+a h2<n|é(>g2+yi2)|n>(2.4.2.11)

bulunur. Bulunan bu formil bagimsiz atom, iyon ve molekdllerin temel alinganlik teorisidir.
Bu formulu 6zel durumlara uygulayarak sonuclarina bakalim. (2.4.2.11) denkleminde ilk

terim

r‘r]srr1><n|lli+ gog|n> =0(mh) : %h - hw,, (2.4.2.12)

blyik alanlarda baskin terimdir. Bu terim, dis alan h, 10° Gauss oldugu zaman bile 104 eV
mertebesindedir ve ¢ok kuguktur. Son terimi incelersek

e é@h sehw,_ 6
o h2<n|a (%2 +y?)|n) = §mcz maou» hwcgez/aoz (2.4.2.13)

burada €?/a,, 27 eV civarindadir. Bu terim 10* Gauss mertebesinde birinci terimden 10 kat
daha kucuktar.

2.4.3 Larmour Diamanyetizmas: Butin Kabuklari: Dolu Yahtkanlarin Alinganhg

Batun kabuklar: dolu atomlarin taban durumunda toplam spin agisal momenti ve yoringesel

acisal momenti yoktur.
J|0)=L|0)=5]0)=0 (2.4.31)

Bu esitligin sonucunu (2.4.2.11) denklemine uygularsak elimizde sadece 3. terim kalir. Taban

durumunda enerji farki

DE, = <o|a (x*+v?)|0) (24.32)

ile verilir.

r? =x*+y? + 7 esitligi kullamlirsa taban durumunda enerji farki

DE, = <o|a | 0). (2.4.33)

N tane taban durumunda iyondan olusan katinin alinganlig:

10



e

6mc?

oM NagPAS

N : " DE,
Th ~ Vg5 p

5
§ 5

N > - N 3 12
v v <O|6il r?|0) (24.34)

ile verilir. Eksi isareti momentlerin alanla zit yonelmesinden ileri gelir. Bu ifade kat1 soy
gazlarin ainganligin1 dogru sekilde verir. Larmour Diamanyetizmasi olarak bilinen bu ifade
10° mertebesindedir.

Eger kabuklar tam dolmamis ise isler biraz daha karisiktir. Atom fizigindeki bilgilerimizi
kullanarak atomlarin elektronik dagilimina gore hesap yapmaliyiz. Atom igindeki elektronlar
minimum enerjiyi saglayacak sekilde dizilirler. Bu dizilimin belli kurallari vardir.

2.4.4 Elektronlarin Dizilim Kurallary

Toplam spin agisal momentum S, toplam yoringesel agisal momentum L, ve toplam agisal

momentum J dir.

1. Russel — Sounders kurali: Guzel bir yaklasim olarak asagidaki esitlik gecerlidir.

J=L+S (2.4.4.1)

2. 1. Hund kurali: n elektron 2(2I1+1) duruma, Pauli disarlamailkesi geregi minimum

enerji, maximum toplam spin S olacak sekilde yerlesir.
3. 2. Hund kurali: L maksimum olmalidir.

4. 3. Hund kural1: n, elektron sayis1 olmak Uzere,

J=|L-§ n<2+1
J=|L+§ n32+1

(2.4.4.2)
Bu kurallar1 uygulamak kolaydir.
Spektroskopide toplam agisal momentum L degerlerinin herbiri harflerle adlandirilir.
L=0 1 2 3 4 5 6 (2.4.43)

X=S P D F G H |

24.4.1Hund Kurallarriled ve f Kabugunun Doldurulmas

d kabugu icin | = 2'dir. I, = {-2,-1,0,1,2} degerlerini alabilir. Her 1, degeri maksimum 2
elekron alabilir. d kabugunun alabilecegi elektron sayis1 en fazla 10’ dur.

f kabugu icin | = 3'dir. |, = {-3,-2,-1,0,1,2,3} degerlerini alabilir. Her |, degeri maksimum 2
elekron alabilir. f kabugunun alabilecegi elektron sayisi en fazla 14’ dur.
11



Asagida Cizelge 2.1'de Hund kurallarina gore elektronlarin sayilarina bagli olarak d ve f
kabuguna nasil yerlestirildigi verilmistir.

Cizelge 2.1 d ve f kabuklarmin doldurulmas: (Huang, 1987)

d-shell (! = 2)
n|l,=2 1, 0 -1, -2 § | L=|ZL] J SYMBOL
1 ] 1/2 2 32 *Dys
2 ! ) 1 3 2 o E,
3 Lol ya| 3 |apf TS e,
4 ! i l ! 2 2 0 Do
5 l ) l ! ! 512 0 52 “Ssi2
6 I ) 1 1 2 2 4 Dy
7 g1 1 1 32 3 MLy _ 14 g | *For
8 S S 1 3 |4 * 3F,
9 A . R 12 2 5/2 Ds;
10 R A 0 0 0 1S,
f-shell (I = 3)
ni =3 2 1 0—-1,-2,-3 S |L=[zt] J
1 ! 12 3 572 2F,
2 [ 1 5 4 H,
3 Ll 3/2 6 9/2 T o2
4 L i & U 2 g |a [FlE=8 g
5 L A | 5/2 5 5/2 °Hs)p
6 I 3 3 0 1F,
7 L T A A A A 7/2 0 72 58712
8 g+t 1 *r t f % 3 3 6 Fe
9 L ) 542 5 15/2 ®Hys)
10 g ¥ &rr r ot o1 2 6 8 ’lg
J=L+ 8§
11 S R S S S S 32 6 15/2 T e,
12 (TS - N N 1 5 6 3H,
13 (N S A 12 3 2 | 2F e
14 (TS N N N S 0 0 0 18,
41 = spin ;1 = spin —4.

2.4.5 Von Vleck Paramanyetizmas: Yarim Dolu K abuktan Bir Elektron Eksik fyonlar
Iceren Yalitkanlarin Alinganhg

Eger yarim dolu kabuktan bir elektron eksik ise taban durumu katl degildir. Bu durumda
(2.4.2.11) denklemindeki lineer terim kaybolur ve denklem su hali alir:

2
2

r r r
o o hxO|(L+g,S]In
& oA (¢ +)lo- & ML e

8mc n E, - E

DE, = (2.4.5.1)

12



Alinganlik formalt

N T°E,
v 2452
vV h? ( )
kullanlirsa alinganlik:
é r SRR
_ Ne e o) o) <O|(L+QOS)|n> U
c=- V%WCZ oa (X +¥)|0)- 2ma g E (2453)

Burada ilk terim Larmour diamanyetik alinganliktir. 2. Terim ilk terimin ters isaretlisidir. Bu
terim alanla ayn: yondeki momentleri gosterir. Bu olay paramanyetizma olarak bilinir. Bu

paramanyetizma Von Vleck Paramanyetizmasi olarak adlandirilir (Aschroft, Mermin 1976).

Bir elektron noksanli yarim dolmus kabuklu iyonlarda alinganligi Larmour diamanyetizmasi
ile Von Vleck Paramanyetizmasi belirler.

2.4.6 Curie Paramanyetizmas: Biitin Iyonlar1 J Aasal Momentuma Sahip Sistemin
M anyetizasyonu

Eger J = 0 degil ise ilk terim kaybolmaz ve baskin terim haline gelir. Bu durumda taban

durumu (23+1) kat katlidir. Bu durumda 23+1 boyutlu matris

<JLSD, [(L, +g,S, )| ILSy,¢>, (2.4.6.1)
burada
J,,J,%=-3,KJ. (2.4.6.2)

Bu problem Wigner — Eckart tarafindan bir teoremle ¢ozulmisttr. Bu teoriye gore verilen J
degerine bagl olarak

<JLS), [(L, +9,S, )| ILSI,¢>= g(JLS) < ILS, || ILSI, ¢>. (2.4.6.3)

Bu sonucun dnemli bir 6zelligi g(JLS) sabiti J, J, degerlerine bagh degildir. J’nin matris
elemanlar:

<JLSI, |J,]ILS),¢>=3d, .. (2.4.6.4)

13



<ILSJ, |(L, +9,S, )| ILSI,¢>=g(ILS) I d, . (2.4.6.5)

Burada Lande g-faktori g(JLS)

g(JLS) :%(g0 +1)- %(g0 G ;1()3 fl()Sﬂ) , (2.4.6.6)
ve buradaki elektronik g-faktoru g, yerine 2 alinirsa Lande g-faktori g(JLS)

g(JLS) = g +% S(Szl()J' +L1()L +) (2.46.7)
bulunur. (2.4.6.3) denklemi su sekilde de yazilir:

<JLSD, |(L, +0,S, )| ILSI,¢>=< LS, |g(ILS) I ILS], ¢>, (2.4.6.8)
buradan da asagidaki esitlik yazilir:

L, +9,S, =g(JLS)J. (2.4.6.9)

D1s manyetik alan yokken taban durumu katl oldugundan alinganlik, taban durumu enerjisi
serbest enerjiye esitlenerek bulunamaz. Dis manyetik alan sifira gittikge (2J+1) durumlarmin
yariimast kgT ile Kkarsilastirildiginda kuguk kalir. Bu durumda alnganligir elde etmek igin
ekstraistatistiksel mekanik gerekir (Aschroft, Mermin 1976).

Sadece en dusuik 2J+1 durumlar: uygun olasilikla uyarilmis ise serbest enerjiyi

J
ePh= q ebu, (2.4.6.10)
J,=-1

esitliginden bulabiliriz. Burada
g=g(JILS)m, (2.4.6.11)

dir. (2.4.6.10)’ deki geometrik serinin toplami:

ebgh(J+]/2) -e bgh(J+1/2)

e’ = - —. (2.4.6.12)
bg— - bg—

e 2 _ e 2

V hacmindeki N tane iyonun manyetizasyonu

NJA N
M=-——=—@gJB, (bgJh), 2.4.6.13
VTSV ; (bgJdh) ( )
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burada Brilyon fonksiyonu By(x):

B, (x) = 2J L oth 2+, L cothLx. (2.4.6.14)
2] 2] 2]

gH = kT oldugu durumda kiguk x degerleri icin seri acilimi yapilirsa

cothx» =+ = x+0(x?). (2.4.6.15)
x 3

Buradan bulunan Brilyon fonksiyonu By(x):

B, () =%Lx+0(x3) | (2.4.6.16)

Bu degeri denklemde yerine koyarsak hesaplanan alinganlik:

N (gmy)” 3(J3+1)
= k,T ? gmH . 2.4.6.17
VT3 kT al 70 (24617)

Bu denklemde dikkat edilirse alinganlik sicaklikla ters orantilidir. Bu kanunun adi Curie
kanunudur (Aschroft, Mermin 1976).

Nadir toprak elementlerinden tam dolu olmayan f kabuklarina sahip yalitkanlarin Curie
kanununa uydugu bulunmustur (Aschroft, Mermin 1976).

Bulunan (2.4.6.8) denklemini asagidaki gibi tekrar yazalim

2.2
c=tNm°p° (2.4.6.18)

3V K,T

burada etkin Bohr magnetonu p:
p=g(JLS)gI(J +1)f3y2 . (2.4.6.19)

2.4.7 Pauli Paramanyetizmas:: fletim Elektron Spinlerinin Alinganhga K atkis

Iletim elektronlarindan bahsettigimize gore soz konusu olan malzemeler metallerdir.
Metallerde, iletim elektronlari iyonlardakiler gibi yerellesmemistir.

Iletim elektronlarmin alinganhiga katkisin1 serbest elektron modeli ile ¢ozebiliriz. Fakat bu
¢OzUm biraz karmagiktir. Cunk elektronun orbital haraketi uygulanan manyetik alana tepki
gosterir. Eger orbital hareketini yok sayarsak yolumuza daha basit olarak devam ederiz
(Aschroft, Mermin 1976).

15



D1s manyetik alan yokken elektronlar rastgele yonelirler. Dig manyetik alan uygulandiginda
elektonlarin bir kismi alana paralel bir kismi alana zit yonelir. Alanla ayni yonelenlerin
enerjisi -ugh, zit yonelenlerin enerjisi pgh olur. Dolayisi ile tercih edilen durum alana paralel
durumdur. Alana paralel elektronlarin birim hacimdeki sayisina n., digerlerine n. diyelim.

Manyetizasyon

M=-m(n,-n) (24.7.1)
ile verilir. Elektronun spini alana paralel ise pg/V, spini alana anti paralel ise manyetizasyona
-ps/V katk: yapar.

Elekronlarin  uygulanan manyetik aanla sadece dipol manyetik momentleri ile
etkilestiklerinin ddstindyoruz. Serbest elektronlarin en dusik enerji halini tercih edip dis
manyetik alanla ayn1 yonde yonelmesi beklenir. Diger yandan elektronlar Pauli prensibine

uymak zorundadir. Peki o zaman elektronlarin ne kadar: alanla ayni yonde yonelir?

Bu durumda elektronik durum yogunluguna bakmak gerekir. ¢ ile e+de enerji araliginda birim
hacimdeki belirli spindeki elektron sayis1 dis alan sifir oldugunda

g (e) =%g(e) (2.4.7.2)

ile verilir. Burada g(€) elektronlarin her zamanki durum yogunlugudur.

Dis alan varliginda elektronlarin durum yogunluklart degisir. Alana paralel elektronlarin
enerjileri ugh kadar azalirken anti paralel yonelenlerin enerjileri pugh kadar artar bu durumda

durum yogunluklar::

9. (e) =%g(e- msh) (2.4.7.3)

1
g. (¢)=39(e+mh). (2.4.7.4)
Birim hacimdeki elektron sayisi
n, = 0. (e) f (e)de, (2.4.7.5)

burada Fermi fonksiyonu f (e):

f(e)=— (2.4.7.6)

e (e'm) +1
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Birim hacimdeki toplam elektron sayist:

n=n,+n .

g(e) durum yogunlugunun Onemli bir kismu Fermi enerjisi civarindadir.

mertebesindedir. Boylece asagidaki esitligi yazabiliriz:
1 1 1
9, (e)=59(emmh)=>g(e)m>mhgde).

Bu ssitligi (2.4.7.5) ile birlestirirsek

1. N
nm:EGJ(e)f(e)dem%rrbhom—(e)

0o f (e)de.

Dis alan yokken birim hacimdeki elektron sayist:
n=cp(e)f(e)de.

(2.4.7.1) ile (2.4.7.9) denklemi birlestirilirse manyetizasyon:
M =nghcpde) f (e)de.

Bu esitligi asagidaki gibi de yazabliriz:

M =ntheg (e)Z M Sge.

feg
Sifir Kelvinde asagidaki esitlik gegerlidir

f
-:}—ezd(e- e:).

Bulunan manyetizasyon:
M =nghg(e;).
Buradan da alinganlik

¢ =g (e:)

(2.4.7.7)

ugh, 10 e

(2.4.7.8)

(2.4.7.9)

(2.4.7.10)

(2.4.7.11)

(2.4.7.12)

(2.4.7.13)

(2.4.7.14)

(2.4.7.15)

bulunur. Bulunan bu alinganlik Pauli paramanyetik alinganligi olarak bilinir. Curie

kanunundan farkl olarak bu kanun sicakliktan bagimsizdir.

Serbest elektronlarin durum yagunluklarmin asagidaki gibi verildigini de biliyoruz (Aschroft,

Mermin 1976):
17



mk-

g(e)= poed (2.4.7.16)
Bunu yerine koyarsak bulunan alinganlik:
&l 0
C=¢c—=ak-). 24.7.17
82p ﬂ( 0 F) ( )

Serbest elektronlarin spinlerinden ileri gelen Pauli paramanyetizmasi alinganligin kiguk bir

kesrini olusturur.

2.4.8 Landau Diamanyetizmas: Tletim Elektron Yoriingelerinin Alinganhga K atkisi

Ilettim elektronlar: alinganhga iki tirlii katk: saglar. Birincisi spinlerinden dolay: ileri gelen
Pauli paramanyetizmasi ki yukarida anlatildi, ikincisi yortngelerinden ileri gelen
diamanyetizmadir.

Lenz yasas: geregi dis manyetik alan baska bir manyetik alan dogurur. Bu sebeble serbest
elektronlar metalde dis manyetik alam engelleyecek sekilde yoriingesel hareket yaparlar.
Boylece iceride dis alandan farkli olarak manyetik alan dogar. Bu diamanyetizma Landau
diamanyetizmas: olarak bilinir. Landau diamanyetizmasi, Pauli paramanyetizmasmin -1/3
katina esittir. Cozim ¢ok karmasik oldugu icin sadece sonug verilmistir (Aschroft, Mermin
1976).

Clandau =~ 5 C pauii

(2.4.8.1)
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3. ISING MODEL

3.1 IsngModein Tanim

Istatistik mekanigin en fazla calisilan konularindan biri de 1sing modeldir. Ernst Ising doktora
tezinde hocast Wilhelm Lenz tarafindan 6nerilen manyetik faz gecisi problemini inceleyerek
kendi adh ile amlan modeli kurdu (Ising, 1925). Tezinde, manyetik momentlerin bir zincir
Uzerindeki 6zel dizilimini arastirch. Bu dizilimde momentlerin 6zel olarak sadece asagi ve
yukart yonelimlere sahip oldugu ve en yakin komsulari ile ciftler halinde etkilestgi
varsayilmistir. 1925 yilinda Ising, 1 boyutta sadece mutlak sicaklikta manyetik faz gegisinin

oldugunu gostermistir.

Elimizde n boyutlu N tane sabit noktaya sahip bir latisimiz olsun. Her latis noktasinin bir spin
degeri vardir. Her spin (o), “-1,+1" degerlerinden birine sahip olabilir. Bu spinleri “asagi-
yukar1” yada “- ,+“ gibi distinebiliriz. N tane spinden olusan sistemin anlik konfigtirasyonu
{oi} ile verilir (Huang, 1987).

Ising modelinde her spin komsusundan bagimsiz olarak bir spin degerine sahiptir. Gergekte
sistemdeki bitlin spinler birbirleri ile etkilesirler ve sistemdeki spinler komsu spin yoninde
yonelme egilimindedirler.

Bir latiste ¢cok fazla sayida atom vardir. Bu yuzden rahatlikla istatistik fizigi kullanabiliriz.
Latiss kanonik sistem olarak inceleriz. Bu ylzden sistemin enerji konfigirasyonlarmi
bilmemiz gerekir. Spinler en yakin komsu spinleri ile etkilesir. En yakin komsularin sayisi
koordinasyon sayisidir. iki spin arasinda etkilesme parametresi Jdir. Sistemin geometrisine
gore etkilesme sabiti J, her sistem icin farkli degerler aabilir. Sistemin geometrisi en yakin
komgularin sayis1 ve etkilesme sabiti ile Ising modelinde yerini almis olur.

Sistemi kanonik toplulukla inceleyecegimizden bolisim fonksiyonunu bulmamiz gerekir.
BolUstm fonksiyonunu bulmamiz icin de sistemin enerjisini bulmamiz gerekir.

Bundan sonraki bdlumlerde gortlecegi Uzere tek amacimiz bu bolisim fonksiyonunu
hesaplamaktir. Spinler birbiri ile etkilestiklerinden boltusim fonksiyonunu hesaplamak kolay
degildir. Tek boyutta kesin ¢oziim Ising tarafindan bulunmustur (Ising E. 1925). iki boyutta
kesin ¢ozuim dis manyetik alan yokken Onsager tarafindan bulunmustur (Onsager L. 1944).

Ising modelin en onemli Ozelligi istatistik fizikte faz gecisini matematiksel olarak

19



gosermesidir.

3.2 lsng Modelinde Hamiltonyen ve Bdllsim Fonksiyonu

Ising modelinde Hamiltonyenin nasil bulundugunu anlamak igin sistemi ilk 6nce iki boyutlu
olarak dustinelim ve sonra islemlere baslayalim. h dis manyetik alan olmak Uzere sistemin

Hamiltonyeni

=

N

H{s}=-a Jss,-has, (3.2.1)
<ij> i=1

ile verilir. Burada <ij> en yakin komsular Gzerinden toplamdir. <ij> ve <ji> arasinda bir fark

yoktur. <ij>, en yakin komgsular tizerinden toplam yN/2 tane terim icerir. y , en yakin komsu

saysidir. J; sistemin topolojisine gore degisebilir. Sistemi izotropik kabul edersek J; = J olur.

Bu durumda Hamiltonyen:

N

H{s}=-Jass,-has,. (3.2.2)

<ij> i=1
Ferromanyetizmada J>0, antiferromanyetizmada J<O olur. J=0 ise spinler etkilesmiyor
demektir. Bolisuim fonksiyonu
Q(hT)=§4aLde™, (3.2.3)
burada B Boltzman sabitidir. Butln o; degerleri m1 degerlerini birbirinden bagimsiz olarak
alir. Bitin durumlan distindiigiimiiz zaman sistem 2V tane degisik durumda bulunabilir.
Daha 6nce bahsettigimiz gibi sistemin davranisini ¢ozmek icin tek yapmamiz gereken bu
boltsim fonksiyonunu ¢ozmektir. Ama goruldigi gibi toplamlar i¢ icedir ve enerjide carpim
vardir. Bu yuzden bolusim fonksiyonunu analitik olarak ¢ozmek her zaman kolay degildir.
Bolustm fonksiyonunu ¢ozmek icin degisik metotlar gelistirilmistir.

Bolusim fonksiyonunu bulduk diyelim. Sonra ne yapilacak? Bundan sonrast igin
termodinamikten bildigimiz denklemleri kullanarak termodinamik buyuklukleri bulup, sistem
hakkinda bilgi sahibi olmaya calisacagiz. Termodinamik buyuklikler Helmholtz serbest
enerjisinden elde edilir. Helmholtz serbest enerjisi

A(hT)=-kgTlogQ(h,T) (3.2.4)

ile verilir. Termodinamik fonksiyonlardan i¢ enerji
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pleAs

U(hT)=-kT"°— +, 3.25
(hT)=-kT qr g T+ (325)
1s1 kapasitesi
U
C(hT)=—, 3.2.6
(hT) =4 (32.6)
manyetizasyon
A b
M(hT)=-—c—=, 3.2.7
(M) = ShsiT s (327)

burada < >, topluluk ortalamasidir. M(0,T) doga manyetizasyondur. Eger dogal
manyetizasyon sifir degilse sistem ferromanyetiktir.

3.3 Ising Modelinde Boltsim Fonksiyonunun Hesaplanmas

(3.2.1) denklemindeki enerji kathdir. Bolusim fonksiyonunu ¢ozmek igin sdyle bir yol
izlenir. Sistemin asag1 ve yukari yonlu spin sayilar: kullanilarak bolUstim fonksiyonu yeniden

yazilir. Bu bulunan bolisuim fonksiyonu yaklasik yontemlerle ¢ozulir.

Bu bolimde ileride gorecegimiz gerekli olan tanimlamalar: yaptiktan sonra bolistim
fonksiyonunun yeniden yazilip ¢oziilmesi takip eden boltmlere birakil mistir.

Sistemin herhangi bir amnda

N+ = yukar1 yonlu spinlerin toplam sayisi,

N. = asag1 yonll spinlerin toplam sayisi,

N = toplam spin sayisidir.

Buradan ¢ok acik bir sekilde N. = N - N. oldugu gorultr.

Iki komsu spin birlikte ele alindiginda 3 degisik durumda olabilir. (+ +), (- -) yada (+ -). (+ -)
ile (- +) nin birbirinden fark: yoktur. Bunlarin sayisin1 da tanimlarsak

N,, = (+ +) olan ciftlerin sayisi,

N_. = (- -) olan ¢iftlerin sayisi,

N, = (+-)olanciftlerin sayisidir.

Yukarida yaptigimiz bitin bu tarumlamalar birbirinden bagimsiz degildir. Bitin bu
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tammlamalar1 birbirine gore yazip hepsini ayn: degiskenler cinsinden bulacagiz. En sonunda
da bulduklarimizi kullanarak Hamiltonyeni bu degiskenler cinsinden yazacagiz. Bu
Hamiltonyenle yazdigimiz boltsim fonksiyonu da i¢ ice toplamdan kurtulmus olur ve daha
basit bir matematikle ¢ozilebilir (Huang, 1987).

Tanimladigimiz degiskenleri birbiri cinsinden yazabilmek igin asagidaki yol izlenir. Bittn
yukart spinli latis noktalarindan en yakin komsularina birer c¢izgi ¢izelim. Bu islemi
tamamladigimizda butun latis tzerinde iki komsu yukari spin arasinda 2 cizgi, iki komsu
asag1 spin arasinda O ¢izgi ve zit spinli iki komsu arasinda 1 ¢izgi olusur. Elimizde asagidaki
gibi bir sekil olusur:

Sekil 3.1 Hat cizgileri (Huang, 1987)

Bu islemden sonra yukarida tanimladigimiz degiskenleri birbiri cinsinden yazabiliriz. y, en

yakin komsu sayisidir. Toplam hat ¢izgisi sayist yN.:

gN, =2N,, +N,_ . (3.3.1)
Bu esitlik simetriktir. Y ani ayni islemi asagi spinler icin de yaparsak bu durumda:

gN. =2N_ +N_,. (3.3.2)

Bu iki denklemi ve toplam spin sayist N'yi kullanarak asagidaki esitlikler elde edilir:
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N__ =

N @

(N~ N.)- (N, - 2N..)

N =IN-IN,-9N +N,,
2 2T

N gN gN, +N,,

Hamiltonyen igindeki ilk toplam terim:

ass;=N_,+N_-N
()

+-

ésisj :N+++%_ gN++N++_ gN++2N

(1)

++

ass, =4N, +g;\I

(i)

2gN, .
Hamiltonyendeki ikinci terim:

J

as =N,-N.=N,-(N-N,)=2N,- N.

Buradan Hamiltonyen

Hl(N+,N++):-e?NH+%- 29N+g- h(2N, - N)

H,(N,,N,,)=-4N,, - ?’—: hON +2(eg - h)N
%}

seklinde bulunur. Bélisum fonksiyonu

N
)

Q(N+1N++) gJ/Zhae (eg- NN, é'g(N N, )4bJN ,
Ny

N, =0

(3.3.3)

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

buradaki g(N+,N++) terimi duzeltme terimidir. N,,, toplam spin sayist N ’'nin iginde

bulundugundan N,, UGzerinden toplam alirken bu terimi kullanmak gerekir.

Bolustim

fonksiyonu sadece N ve N, terimlerine baglidir ve toplamin ¢6zimii basittir (Huang, 1987).
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4. 1SING MODELIN KESIN COZUMLERI

Ising modelin 1 boyutta tam ¢6zUmU ve 2 boyuttadis alan yokken kare latis, ticgen latis ve bal
petegi icin tam ¢ozUmU vardir. Diger durumlarda yaklasik metodlar ve similasyonlar disinda

kesin ¢6zlim yoktur.

4.1 Bir Boyutlu Isng Modelin Kesin Cozimu

Bir boyutlu Ising modelin kesin ¢bzimu 1925 yilinda Ernest 1sing tarafindan doktora tezinde

¢Ozulmustdr (Ising E., 1925).

4.1.1 Dis Manyetik Alan Yoklugunda Bir Boyutlu Ising M odelde B6lusim Fonksiyonu

Spinler birbirinden bagimsiz olarak s, =m1 degerlerini alabilir. Kanonik kiimede boltsim

fonksiyonu:

Q=§ ™. (4.1.11)
{si}

B6lUsum fonksiyonu biittin konfigtrasyonlar tizerinden toplamdir:

a =aaaLa . (4.1.1.2)

{Si} S1 Sz S3 SN

Yukar: spinleri +1, asagi spinleri -1 dusindigimiz zaman Hamiltonyen bittn spinlerin

toplamidir. Hamiltonyen:

H{s}=4s, =s,+s,Ls,. (4.1.1.3)

Bir boyutta N tane spin vardr.

AAdanaoaa44z

toplam N tane spinvar
Toplamda 2" degisik konfigiirasyon vardir.
Boltusum fonksiyonu:

PAST o o o o

Q=4e ' =3a44aLe

{Si} S1 Sz S3 SN

ursz o), (4.1.1.4)
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Spinlerin yonelimi birbirinden bagimsiz oldugu icin bolisim fonksiyonunu asagidaki gibi
yazariz:

Q=3 e™ge™>qe®™>Le™. (4.1.15)

S1 S2 S3 N
Her ¢ degerinin 2 durumu vardir. 1 yada-1. Bu durumda bolistim fonksiyonu:
Qz(eb +e‘b)(eb +e‘b)(eb +e‘b)L(eb +e‘b). (4.1.1.6)
Toplam N spin oldugundan N Ussl almir ve bolistim fonksiyonu
Q=(e’ +e®)" =(2coshb)" =2" cosh™ b (4.1.17)

bulunur. (4.1.1.7) sonucu 1 boyutta Ising modelde dis alan olmamasi durumunda boltstim

fonksiyonunu verir.

4.1.2 Dis Manyetik Alan Varhginda Bir Boyutlu Isng M odelin Cozimu
Bir boyutlu 1sing model zincir seklinde N tane spinden olusur. Her spin iki komsusu ve dis
manyetik alanla etkilesir. h, dis manyetik alan olmak tizere {s,,s,, s} konfigiirasyonlu

sistemin Hamiltonyeni:

N N
H=-J&ss..-has. . (4.1.2.1)
i=1 i=1

Bu sistemde periyodikligi saglamak icin su sinir kosulunun varligini kabul ediyoruz:
Sy =S;- (4.1.2.2)

Bu durumda sistemin topolojisi gember halini alir.

Sekil 4.1 Bir boyutlu Ising modelinde sistemin topolojisi (Huang, 1987)
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Bolusim fonksiyonu

N
Q(hT)=a a é’lexp(ébé Js;s.ths )y, (4.1.2.3)

S; S», SN i=1

et sy el

burada her o; birbirinden bagimsiz olarak ml degerlerini alir. Q bolisim fonksiyonunu

¢Ozmek icin transfer matris metodu kullanilir. Boltsim fonksiyonu su sekilde yazilabilir:

Q(hT)=aa aexp‘éba(Js.s.ﬂ Voh(s, +S.+1) (4.1.2.4)

S, S, SN

ceNo

Bolusum fonksiyonunu ¢ozmek icin kullanacagimiz 2*2’'lik P matrisini tammlayalim. P

matrisinin elemanlar: asagidaki esitlikten bulunur:
<s |Pls ¢>= g Ees e 1) (4.1.2.5)
o veo birbirinden bagimsiz olarak m1 degerlerini alr.

<+1|P|+1>=¢e"0""

<- 1| P| -1>=¢0"

(4.1.2.6)
<+1|P|- 1>=¢ "™
<-1|P[+1>=¢"’
P matrisi:
a +1|P|+1> <-1P-1>6_aC" e 8 (4127
9<+1|P| 1> <-1P|+1>, ge‘“ eb(J-h)g' e
B6lUstm fonksiyonunu buldugumuz P matrisi cinsinden tekrar yazalim:
Q=44 Q4 <s.|Pls,><s,|Pls,>L<s.|Ps . > (4.1.2.8)
ER) SN
Swir sartlarimi uyguladiktan sonra bolistm fonksiyonu
Q=& <s,|P"[s,>=TrP" =1 +1 ),
{si}
sadece P matrisinin 6zdegerlerine bagli olarak bulunur. Bulunan 6zdegerler:
|, =€ {cosh(bh)m.fsinh? (b ) - € ¥} (4.1.2.9)

Termodinamik limitlerde calisacagimiz icin N ® ¥ durumunu incelersek
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—1 N N
Q=1+l

%IogQ —Iog(l +1Y)

L Ny
SlogQ=-log o rG2s Y

fe€ €184 p
iIogQ logl , +—Iog!é1+g&—; w%@/@%@ logl ;. (4.1.2.10)

Buradan bitin h'lar icin A1 > A bulunur. Bolustim fonksiyonu su hali alir:
Q=IN+I1»1 . (4.1.2.112)

Buldugumuz bu yaklasimi kullanirsak bulunan bolistim fonksiyonu:

Q=¢e™ ecosh bh)+,/sinh? (bh)- 4“3 . (4.1.2.12)

Her bir spin icin Helmholtz serbest enerjisi:

iA(h,T) =- %kBTlogQ(h,T)

%A(H,T) . %kBTlog(ebJ{COSh(bh)m\/Smhz(bh)' e‘4bJ})N

iA(h,T):- %kBTN loge” - NkBTIog(cosh(bh)+\/sinh2(bh)- e“‘“)

iA(h,T) =-J- kTN Iog(cosh(bh)+\/sinh2(bh)- e"‘“). (4.1.2.13)

Ortalama spin manyetizasyonu:

1 fe&AO0
ImhT)=- 21 2A L
(hT) N Th&k,T
L m(hT)=- 1(- 3b - log(cosh (b h) +sinh’ (bh)- e“‘“))
N ’ Th
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Sinh(bh)+ ZSinh(bh)cosh(bh)b
iM(h T)= 2\/Sinh2(bh)+e-4bJ
N ’ (cosh(bh)+\/sinh2(b|_|)+e-4m)

L) sinh(bh)

= : 4.1.2.14
N Jsinh?(bh)+e ( )

Asagidaki grafikte spin basina manyetizasyonun dis manyetik alan h ile degisimi g6zukuyor.

Sekil 4.2 Bir boyutlu 1sing modelde manyetizasyonun dis alanla degisimi (Huang, 1987)

T > 0 oldugu zaman ortalama manyetizasyon

%M (0,T)=0. (4.1.2.15)

Grafikten goraldugt gibi 1 boyutlu Ising modelde T > 0 durumunda dogal manyetizasyon
yoktur. T = 0icin Ising modelde faz gegisi vardr.
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4.2 iki Boyutta Dis Manyetik Alan Olmamas Durumunda K esin Céziim : Onsager
Cozumi

2 boyutta kesin ¢oziim Lars Onsager tarafindan ¢ozUlmuistir ( Onsager L., 1944).

Onsager latisi bir matris gibi dusunip bitiin satir ve sltunlarina asagidaki gibi numara

vermistir:
n+1 . . . . .
L - - - L J
® - - - -
2 L L ] [ ] » [
1 [ ) - - - ]
1 2 n+1
Sekil 4.3 Onsager latisi (Huang, 1987)
Hamiltonyen:
H{Si} =- é J (Si,jsi+1,j +Si,jsi,j+1)' é hsi,j . (4'2'1)

<i,j> i,]

Her latisin noktasmin ayr1 bir indisi vardir. Hamiltonyeni yeniden yazarsak

H{s.}= & ¢éE(m.m..)+E(m)g, (4.2.2)

<i,j>

burada

E(n]an%l):'énsijsik’

i=1
E(r‘l):'JéSuSiﬂ,r hiéljsj’ (4.2.3)
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mise
m={s,.L.s,] (4.2.4)
belirli bir situndaki spin takimini belirtiyor.

P transfer matrisi asagidaki gibi tanimlanr

- b €E(m;,my J+E(m, )8
(m |P|my) = g "Em e, (4.2.5)
P transfer matrisi 2™ 2" lik bir matristir. BolUstim fonksiyonu:
Q=Tr(P"). (4.2.6)

Daha once bir boyutta yaptigimiz gibi en bytk 6zdeger alinir. Burada ¢ok fazla matematiksel
islem vardir. CozUm Huang'in igtatistik kitabinda 20 sayfada verilmistir (Huang, 1987). Ara
islemlere girmeden h = 0 i¢in en genel ¢6zim

p
9(T)=-kT gcosh(2bJ)g- kT (1+«/1- Kzsinzf) (4.2.7)
seklinde verilir. Burada
2
= _ 4.2.8
cosh(2b J)coth(2bJ) (4-2.8)
Spin basina hesaplanan enerji:
e(T)=-23tanh(2bJ)+ £—Kc‘pl Sn'f (4.29)
2p db o7 Q(1+Q)
burada
Q=4/1- K?sin*f . (4.2.10)
Manyetizasyon:
. -4 V8
M :{1- gsinh(2bJ)y } : (4.2.11)
Manyetizasyon kritik sicakligin yukarisinda sifirdir. Kritik sicaklik esitligi:
2 2 2J
2tanh?[2bJ] = 2tanh =1. (4.2.12)
Ke T
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Onsager ¢ozumil igin K degeri:

K. = J
ks,

C

=0.4406868.

| sikapasitesi:

c(t)_ 2382J9§|§i£9+|n
ke P&k, g & Ty &2

p
Fhar

QIO

Onsager ¢ozumiinden hesaplanan kritik Gsteller

a=0, b=

NG N

1g:

Il

seklinde verilir.
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5. KRITIK USTELLER

Faz gecisi belirli sabit bir sicaklikta olur ve bu sicaklikta sistemdeki bitiin parcaciklarin
erisimi sonsuzdur. Faz gegisi sirasinda bazi termodinamik biydkltkler analitik streksizlik ve
tekilliklere sahiptir. Bunun sebebi uzun ve kisa erisimli etkilesmelerdir. Dolayisi ile kritik
sicaklik amndaki fizigi incelemek matematiksel olarak cok zordur. Fakat parcaciklar
arasindaki etkilesmeleri basitlestirerek basit modeller yapilabilir. Bu modeller kritik nokta
civarinda sisemin davramsimi Ustel fonksiyonlari kullanarak inceler. Bu Usteller
termodinamik fonksiyonlarin seri agilimi ile elde edilir.

Kritik nokta civarinda sistemin davramsimi tammlayan Ustel fonksiyonlarin tstellerine kritik
usteller denir (Akgobek G., Yildrim E. O., Glileg A., Akin E., Atav U., 2003).

5.1 Kritik Ustellerin Tanimlanmas

Termodinamik fonksiyonlari seriye agabilmek igin ilk 6nce €' nu tanimlamaliy1z,

T-T,
e=—-2°. 5.1.1
T (5.1.1)

C

&' nu kullanarak seri agilim yapabiliriz. Ilgili fonksiyon kritik nokta civarinda
f(e)=Ae' (1+Be’+L) (5.1.2)

seklinde seriye agilir. Burada A, B, A sabitler olup y > O'dir. Kritik sicakliga sagdan ve soldan
yaklasirken ¢ sifira gider ve f (e) streksiz ve tekil olur. Kritik tstel

Inf (e)
e@o INE

(5.1.3)

seklinde tamumlanr.

5.2 Manyetik Sistemler icin Kullamlan Kritik Usteller

521 & Usdi

Mo ortalama manyetizasyon, hy =k,T /m, , B, bir sabit ve M(T,h) manyetizasyon olmak uzere
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d

h
vy

M, (T.)

-8, oik (5.2.1.1)

denklemi ile & Usteli tammlanir. & Usteli kritik izoterm boyunca manyetizasyonun manyetik
alanla degisimini tammlar.

522 pUsdi
B, bir sabit olmak Uizere

M, (T)

M. (0) =B, (-e)", (5.2.2.1)

denklemi ile B manyetizasyon Usteli tammlanir. B Usteli, dis manyetik alan mevcut degil iken

manyetizasyonun Kritik noktadaki degerine nasil yaklastigini tanimlar.

523 a Ugdi

D1s manyetik alan sifir oldugunda (h = 0) kritik nokta civarinda sistemin 1s1 kapasitesi

}B.(-€)*T<T,

_ : (5.2.3.1)
(+e) ", T>T,

act

denklemi ile verilir. Burada B, ,ve B, sabitlerdir. a ve a ¢ Ustelleri kritik nokta civarinda is1

kapasitesi hakkindabilgi verir.

524 9 Usdi

Kritik nokta civarinda sistemin manyetik alinganlig:

(-e)*T<T,

o _1Bu(- |
(+e)°,T>T,

|
C .

i

(5.2.4.1)

— o

Bye
B,

Burada Bve B, sabitlerdir ve c? niceligi kritik sicaklikta etkilesmeyen manyetik alinganlik

degeridir. g Usteli kritik nokta civarinda manyetik alinganlik hakkinda bilgi verir.

5.3 Kritik Usteller Arasindaki Tliskiler

Yukarida tanimlanan 4 Ustel birbirinden tamamen bagimsiz degildir ve aralarinda bazi

esitsizlikler mevcuttur.
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Ist kapasitesi igin asagidaki esitligi yazabiliriz:
s s 3 s "2
c-c,=-TEMNO &AM ... iadM5 L (5.3.1)
§M 5,8 & 18T ap
Burada her zaman C,, 2 0 esitligini yazabiliriz. h® 0 ve T® T_ limitinde asagidaki
esitsizligi yazabiliriz:
(T,- T)* €95 pT . (5.3.2)

T- T, ifades yeteri kadar kuguk segilebileceginden (a¢+2b +g(I)<de<;erIi olamaz. Bu
sebeble

(a¢+2b +g@s 2 (5.3.3)
esitsizligi gecerlidir. Bu esitsizlige Rushbrook esitsizligi denir.
Ayni yollaHelmholtz serbest enerjisini kullanarak Griffiths esitsizligi

at+b(d+1)3 2 (5.3.4)

elde edilir. Y ukarida 4 tane kritik Gsteli tammladik. Bazi sistemler birbirinden tamamen farkl:
olsa da ayn kritik Ustellere sahiptir. Bu sistemler aym evrensellik kimesi igindedir. Eger aym
evrensellik kimesi icinde oldugunu bildigimiz iki sistem varsa bunlardan birinin kritik
ustellerini biliyorsak oteki sistem hakkinda da bilgiye sahibiz demektir.

Kritik Gstellerin birbirinden bagimsiz olmadigint sOyledik. Dort kritik Ustelden eger
birbirinden bagimsiz iki kritik tstel biliniyorsadigerleri de bulunur. Evrensel kiime ise sadece
iki parametre tarafindan karakterize edilir.

1. Sistemin boyutu: d
2. Dizen parametresinin derecesi: n
Duzen parametresi asagidaki gibi tanimlanir.

Sistemin hamiltonyeni H, G grubu altindaki bittin donisumlerde degismez olsun. Eger iki faz

G donusumi altinda degisken olan <f > termodinamik ortalamasi ile ayirt edilebiliyorsa,

<f > duzen parametresi olarak adlandirilir.

Ising model i¢cin Hamiltonyen asagidaki gibi verilsin:



1
= 2;‘;1 S - (5.3.5)
1,]>

H,, grup Z, altinda degismezdir. Z, = (1,-1). Spin dontsumleri

s ®s, v s, ® -s,

Kolayca gorulebilecegi gibi Z, grubunda H,, 2 donlstim altinda ayn: kalir. Manyetizasyon
1/8

M=—(as, (5.3.6)
N\

seklinde tammlanir ve T <T_icin degiskendir. Tum spinlerin tam dizenli durumunda
spinlerin yon degisimi altinda manyetizasyon da isaret degistirir. M, 1sing modeli igin diizen
parametresidir ve skaler olup boyutu birdir.

Ising model, Ising evrensel kiimesini tammlar. Bu kiimenin parametreleri 3 boyuttad = 3 ven
=1dir.

Akiskan sistemler ve ortalama alan teorisi aym Ustellere sahiptir ve aym evrensel kiimeye

aittirler.

Gercek manyetik sistemlerde manyetik momentler 3 boyutlu uzayda herhangi bir yonelime
sahip olabilirler. Gergek manyetik sistem d = 3 ve n = 3 evrensel kiimesine aittir.
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6. ORTALAMA ALAN TEORILERI

Ortalama alan teorisinde spinlerin her birinin ayr1 ayri hesaplanmasi yerine hepsinin ortaklasa

olusturdugu manyetizasyon hesaplanir.

Ising modelinde Hamiltonyen
1o
= Ea iSiS haS (6.1)
1,]>

boltsim fonksiyonu

o U
be a Jjsis thgs;u

Q(N,h,T) = aaLae8 0 (62)

S; s, SN

ile verilir. Ortalama alan teorisinde manyetizasyon:

:%<és>. 63)

Bu ifadeyi 1sing modeline asagidaki gibi uygulanir:

sisjz(si-M+M)(sj- M+M)

ss;=(s;-M)(s;-M)+M(s;-M)+M(s, - M)+M2. (6.4)

Ilk terim sistemdeki dalgalanmalar: verir. Ortalama alan teorisi bu terimi ihmal eder. Eger bu
terimi ihmal edersek Hamiltonyendeki spin etkilesmeleri asagidaki sekli alir:

_a Jiss aJIJ +M(Si+5j'2M)H
<IJ> <|J>

1o ., .
28958, 738 g0 m(s v ) 2u7g
¥ =18 5,6v M 2Q 6.5
Ea s, =5a 3§ (si+s;)- . 65)
<, |> <i,]>

Sistemdeki etkilesmeleri izotropik alirsak J;; terimlerinin hepsi esit olur. J; terimi i yada j
den sadece birine bagli olmus olur. é J, J; ° Jz seklinde yazabiliriz. z koordinasyon sayisidr.

z sistemin geometrisine gore degisen sabit bir sayidir. Jz=J olacak sekilde tekrar tammlama
yapariz. Son olarak asagidaki esitligi yazabiliriz
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o 1
J==NJ,
a°7

N

burada N toplam spin sayisidir. Hamiltonyendeki spin — spin etkilesme terimini tekrar

yazalim:
1o . 1o 1o
E<iaj>Jij8M(Si+Sj)- MZH_§<iaj>JijM(Si+Sj)-_<iaj>JijM2

%é J, &M (s +s,)- MZHZJMési-%MZJN.
<i,j> i

Hamiltonyen
_ 1o _ o) 1 2 o)
= Ea iSiS has —-JMasi+§M IN-hg s,
i,j> i i
_ 10 1 2 [¢]
= Ea SS has =+ZMAN- (M +h)as;,
i,j> i

boltsim fonksiyonu
Q(N,h,T)=e®"M723 313 P
)= aalace

Si S2 SN

N

Q(N hT) e b NIM IZ&é e (3+Mh)s

O
es =ml ﬂ
Q(N,h,T) =e ™" 2@ cosb (3 +Mh)g,
Spin basina serbest enerji
1
A(hT)=- e inQ

A(h,T) :%JM ?- kgT Ing2cosb (IM +h)g,

spin bagina manyetizasyon

M =- 220 _tanhb (M +h),

"~ &Thg

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

ayr1 ayr1 hesaplanmis olur. Dig manyetik alanin sifirda limiti almirsa bulunan manyetizasyon:
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M =tanh(bJM) h® 0. (6.11)

Bu denklemin nimerik ¢ozimi Sekil 6.1 de verilmistir.

toinhi3dM )

b

f{nt )= n

Sekil 6.1 Ortalama alan teorisinde dis manyetik alanin sifira gitmesi durumu, h® 0

bJ >1 icin denklemin 3 ¢0zUmu vardir. M =0,M =mM,. Ortalama alan teorisi bJ >1 igin
h =0 durumunda dogal manyetizasyonu 6ngorir. b J <1 durumu i¢in h =0durumunda dogal
manyetizasyon yoktur.b J =1 durumu icin 3 ¢dzim tek ¢6zim olur. Boylece bJ =1 durumu

kritik sicakligi tammlar. Kritik sicaklik denklemi:

) g, (6.12)

Spin basina ortalama serbest enerjiyi h=0'da, M = 0 civarinda genisleterek yazarsak
A(O,M) =sabit+J(1- bJ)M?+cM*, (6.13)

burada c sabittir. bJ >1 durumu icin son terimin isareti eksidir. Serbest enerjinin M 'ye gore

degisim grafigi Sekil 6.2 de verilmistir.
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Sekil 6.2 Ortalama alan teorisinde b J >1 durumunda serbest enerjinin degisimi

Goruldaga gibi 2 tane minimum enerji vardir. Kritik sicakligin altinda spinlerin buydk bir
boltimu belli bir dizene sahiptir. Kritik sicakligin altinda manyetik faz dizenli faz olarak
anilir. bJ <1 durumunda quadratik terimin isareti artidir ve serbest enerji grafigi Sekil 6.3'te
verilmistir.

a0, M)

i

- il

Sekil 6.3 Ortalama alan teorisinde b J <1 durumunda serbest enerjinin degisimi

Goruldaga gibi minimum enerji M =0’dadir. Yani dogal manyetizasyon yoktur.

6.1 OrtalamaAlan Teorisinde Kritik Usteller
Kritik B Ussii (6.13) denkleminden elde edilebilir. T <T, i¢in manyetizasyon, enerji

denkleminin extremumlarinda O’ a esittir. Y ani
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ﬂT/I =0 . (6.1.1)

Bu dabize asagidaki denklemi verir

2J

= (T- T)Mp +4eMg =0, (6.1.2)
buradan
M, : (T,- T)?2, (6.1.3)

kritik Gs b :% bulunur.

Manyetizasyon denkleminde dis manyetik alan: sifir yaptigimiz zaman d Ussl elde edilir.
M =tanhb (IM +h)

b (IJM +h) =tanh™* M

h=k,T tanh'*M - IM

é M3 u
h» kT aM +?+LQ- IM
e u

h= MKk, (T - TC)+kZT

M3, (6.1.4)

Kritik sicaklik civarinda
h:M?3, (6.1.5)
kritik s d =3 bulunur.

Kritik Gs a’'yr bulmak icin dis manyetik aam sifir alarak 1s1 kapasitesi denklemini

kullanmaliyiz. T >T, icin M =0ve

A=-kTIn2, (6.1.6)
1s1 kapasitesi
.
c=-TI A%, (6.1.7)
T2 5
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Buradan agikga a’'min sifir oldugu gozikiyor. T <T, igin kritik sicakliga soldan
yaklastigimizda C farkl: bir degere yakinsar ama [T - T| ifadesine bagimlilik yine aymidir. a
yine sifir bulunur.

Alinganlik:

M _ 1

Th  TWim

(6.1.8)

m = 0 civarinda hicin su ifadeyi elde etmistik

+kB_T|\/|3
3

h=Mk, (T-T,)

buradan h/IM bulunur.

Th

™ kg (T-T,)+k,TM2. (6.1.9)

Kritik sicaklik civarinda M ® O oldugundan alinganlik ifadesi icin bulunan deger
c:[T-T|", (6.1.10)
buradan kritik ts g =1 bulunur.

Ortalama alan teorisi i¢in bulunan kritik tGsteller sirasi ile
1
a=0,b:E ,g=1,d=3

Bulunan Usteller Van der Waals teorisinin akigkan sistemler igin tahmin ettigi Usteller ile
aymidir. Birbirinden tamamen ayr1 sistemlerin ayn tstellere sahip olmasi evrensellik ilkesinin
bir sonucudur. Evrensellik ilkesi fizigin birgok konusunda karsimiza gikar.

Ayni evrensel kiimede olan sistemler kritik sicaklik civarinda ayni davraniglar: sergiler.

6.2 Bragg-— WilliamsM etodu

Ortalama alan teorilerinden biri de Bragg-Williams Metodur (Huang, 1987). Ising modelinde
boltsim fonksiyonunu N, ve N,,’a sayilarina bagh olarak yazmistik. Boyle yapmakla latis
Orgusi bir bitlin olarak ele alinmig spinlerin nasil dagildigi goz 6ninde tutulmamusti. Latis

noktalarindaki spinler komsular: ile etkilesirler. Elektromanyetik kuvvet 1/r? ile azaldigindan

uzak komsular arasindaki etkilesme 2. belki de 3. komsu spinden sonra gittikge azal maktadir.
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Diger yandan paramanyetik fazdan ferromanyetik faza gecerken 2. tir faz gecisi ¢cok kesin bir
sicaklikta vuku bulmaktadir. Bu anda sistemdeki en ug noktadaki iki spin birbirleri ile
haberlesmektedir diyebiliriz (Richard, 2005). Bu haberlesme sadece faz gegisi aninda olmak
zorunda degildir. Bunu uzun mesafe dizeni olarak adlandirabiliriz. Yakin komgular

arasindaki diuzen de kisa mesafe dizeni olarak bilinir. N,/N uzun mesafe dizeni,
N,, /(g\l /2) kisa mesafe diizeni olarak adlandirilir. Latis sisteminde bitln spinler yukar:

olacak sekilde dizenlenirse uzun mesafe dizeni maksimumdur. Bragg — Williams metodu
icin asagidaki tanmmlamalar1 yapabiliriz. Uzun mesafe diizeni “ L ”, kisa mesafe dizeni “s ”

icin

N, %(L+1) (- 1ELE +1), (6.2.1)
g[\\||—+/+2° %(s +1) (-1£s £+1), (6.2.2)

esitlikleri yazilabilir. Burada y en yakin komsu sayisidir. Dikkat edilirse kisa mesafe diizeni
“c” ve uzun mesafe duzeni “L”, N, ve N,, cinsnden yazilmstir. N+ ve Ni+ ‘y1 bu

denklemlerden gekeriz

N

+

0 E(L +1), (6.2.3)
2
2N,, © %(s +1). (6.2.4)

N
Simdi é Ss; ve é S, y1o vel cinsnden yazalim.
i=1

[o]

ass, =gN(s +1)- gN(L+1)+%

&ss, :%(25 +2- 2L- 2+1)

iss, %(25 - 2L+1) (6.2.5)

N
as,=N,-N_=2N,- N

i=1
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N

as;=N(L+1)- N=NL+N- N=NL

Burada su sonuca vardik, L pargacik basina manyetizasyona esittir.
Uzun ve kisa mesafe diizeni cinsinden Hamiltonyen

H(L,s)=- %(25 - 2L+1)- hNL,

ve spin basina enerji

%H(L,s):-‘%g(Zs - 2L+1)- hL

(6.2.6)

(6.2.7)

(6.2.8)

ile verilir. Bragg — Williams yaklasim metodu sunu 6ngorir: Tek bagimsiz parametrenin

kalmast igin kisa mesafe diizeninin tek bagimsiz uzun mesafe diizeni olarak yeniden yazilmasi

gerekir. Bu matematiksel olarak soyle ifade edilir:

N a0
N/2 eNg

Bu yaklasim kullanilarak (6.2.3) ve (6.2.4) yeniden yazilir:

.2
L 4)n 210
e

2 g

L +1Y

(S +1)» ( 5

(6.2.11) yaklasiklig: su hali alir:

1 2
—(L+1) -1.
s»2(+)

Buldugumuz sonucu spin basina enerji denkleminde yerine koyariz:

1 1. éad 2 ,0 u
—H(L)»=Jga2c=(L+1) - 1:- -
N ( )»ZJQSZSZ( +) = 2L+1H hL

%H(L) » - %Jg(L2+2L+1- 2- 2L+1)- hL
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(6.2.11)
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%H (L)»- %ng_z - hL (6.2.13)

L’ye bagli buldugumuz Hamiltonyeni bolUstm fonksiyonunda yerine koyariz:
o bNngLz/z)ng

Q(hT) =ace | (6.2.14)

Toplam, spinler Uzerinden olsa da esitlik sadece L’ ye baglidir. Bunun icinayni L’ yi paylasan

{s.} kumelerinin sayis1 bulunmalidur. N. o 1(L +1) Denklemine gére L, N, saysi ile
' N 2

belirlenebilir. Kombinasyonla N icinden kag farkli sekilde N, secilebilecegi belirlenir.
Kombinasyon C(N,N.):

N!

C(N,Nsz.

(6.2.15)

B6lUstm fonksiyonu:

L=+1 & o200 8
Q(h,T): é g(N+,N++)ebN82JgL hLe

L=-1

L5+ N! bN ngthL?

Q(hT)= a W—N)'e 5 (6.2.16)

Burada (N- N, ):

N-N,=N- %(L+1): (1- L). (6.2.17)

N
2
Buradan bulunan boltstim fonksiyonu:

+1 bNEngL2 +h O
[o) NI 82 gL"+ o

Q(hT)=a — e . (6.2.18)

N— oo’a giderken Q' nun logaritmasi buyuk terimlerin logaritmasina esit olur. Stirling

yaklasimini kullanarak bunu gosterelim.

( N cok biytkse) INN!'=N-InN- N



al o]

N! bNg=JgL?+hL2
InQ(h,T): ‘ +|ne &2 ]
éN u, éN
@2(L+1)H 82(1 L)H
InQ(h,T):bN(aé%JgL2+hL9+lnN!- In %N(1+L)Hl In EN (1- L)H
%]
InQ(h,T):bN?JgL2+hL +NInN - N-E(1+L) gN(HL)H
N N N N
+=—(1+L)- S (- L)in g (1- L)E S (1)
1 _naeél . o 0 1 éN u, 1
NInQ(h,T)—bnggL +hLE+InN-1-§(1+L)I 82(1+L)H 2(1+L)
1 u 1
-—(1 |_)|n8 (1- L)H 2(1 L)
1 cp & jgzan O WL LU (- L), e1- L)d
NInQ(h,T)—bnggL +h|_5 5 3 5 0 5 |ng 5 H. (6.2.19)

Bu denklemi maksimize eden L degeri L ile gosterilir. L’ nin maksimum degerini bulmak
icin bolisim fonksiyonunun uzun mesafe parametresine gore birinci turevini alip sifira

esitlememiz gerekir. (6.2.19) denklemini yeniden yazalim:

1 &l T2 -0 1+ L 1+L 1- L 1- L
~1no(hT)=bZJgL2+ hL_ In In .
N Q(h.T) €29 2

6.2.20
2 2 2 ( )

Tulrev sifira esitlenir.

1dQ_
N dL

é U é =0
1dQ _ begZL+bh 1I 1+L ]/_2 1+Ll§-§‘~1|n 1- L -]_/2 1"‘@
NdL 2 @ 2 (1+|_)/2 2962 2 (1-1)2 24
1d—Q_begL+bh-1| 1+l 1,1 1-1.1
N dL 2 2 22 2 2
1dQ 1€ 1+L 1- Lu
— =% = pegL + bh-— n——- In——
NdL o e' 2 2 U
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1dQ_peiT+bh. L&t 2
N dL 2'€2 1L

Buradan elde edilen sonug:

|ni+—t =2bh+2begL . (6.2.21)

tanh™* x = arctanh x :%In? esitliginden yararlamrsak
- X

tanh"™* L =arctanhL = h +gJL
KeT kT
_ _ & = .
L=t =g h +9J"3 (6.2.22)
e kBT (4]

bulunur. Bu denklemden L nimerik olarak bulunur. (6.2.18)'daki bélusiim fonksiyonu
sadece L 'ye baglidir. Béylece bolistm fonksiyonu bulunmus olur. Béligsiim fonksiyonundan

diger termodinamik buyuklUklere rahatca gegilebilir.

Spin basina Helmholtz serbest enerjisi:

iA(h,T):-%gJP-h[+kBT1;LIn1+L AN L)In%
1 1. KT €&, -\, 1+L (. —y, 1-LU
—A(hT)=-ZJgL?- IN——+(1- L)In=—y
: Qo) Dt
S e (1+L)(2-L L 50
iA(h,T):-ngLz-hukBT@In( )( )+L|nga‘—+|‘ L_S@
2 2 é ¢ 2 1- de
e
1 1.5 = kT€ 1.1° — aa+L o

—A(h,T)=-=JgL?- hL+-=2—4dn +LInc——==.
(hT)=-3% 2 8" 2 - Lo

Y ukarida buldugumuz (6.2.21) sonucunu kullanirsak spin basina Helmholtz serbest enerjisi:

(1' P) - _ee L6
=gl + LELI i L L¢ 2h 4 2J0L0
2 4 2 gkeT  KoT o

1 1

A(hT)=-

1 ks T

iA(h,T) =- 3539l + L2+

In@- hL +hL +JgL?
4
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2
1 —A(hT)=- —gJ L+ K Lo (6.2.23)
N 2
D1s manyetik alan olmamas: durumunda (h=0):
L =tan hg&]gL (6.2.24)
e kBT (%]

Bu denklem de nimerik olarak ¢ozulebilir. Cozum Sekil 6.4’ de gosterilmistir. Cozim:

__ @J
L=0 (6.2.25)
ng o
b 3.6
L=} o et (6.2.26)
L ékT g
| 0
f (L)
e
7
e
Ve :
s

\ 4
r~

Sekil 6.4 Dis manyetik alan yokken L ’nin degisimi (Huang, 1987)

gJ/kgT il durumunda L =0 sonucu kabul edilemez. Cunkt boltsuim fonksiyonunda L=0
koydugumuz zaman maksimum yerine minimum deger bulunur. T, kritik sicaklik sOyle

tanimlanur:

)9 g (6.2.27)
kBTC

Ayricaileride kullanacagimiz igin K. kritik degerini tanimlayalim:
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J

K = , 6.2.28
¢ kT, ( )
Bragg-Williams metodunun buldugu K. degeri (6.2.27) denkleminden gekilirse
K.= ) 1 (6.2.29)
keT @

bulunur. v degeri sistemden sisteme degisir. 2 boyutta kare latis icin y = 4 alinirsa Bragg-
Williams metodunun tahmin ettigi K degeri 0.25 bulunur.

Kritik sicakligin Gstiinde dogal manyetizasyon yoktur. Kritik sicaklik paramanyetik ile
ferromanyetik faz arasindaki gecis sicakligidir. Asagidaki tanimlamayi yapabiliriz:

0 T AT,

o (6.2.30)
+l, TAaT,

-
i
L,, (6.2.24) denkleminin sifirdan buyldk kokuddr. L, parcacik basina manyetizasyon

oldugundan T<T. icin sistemin ferromanyetik oldugu, T>T. i¢cin dogal manyetizasyonun
olmadig: anlasilir. Sistem T>T. durumunda paramanyetiktir. T, sistemin Curie sicakligidur.

L = +L, durumu dis manyetik alanin olmamas: durumunda yukar: ve asagi spinler arasinda

fark olmamasindan ileri gelir. Katliligin serbest enerjiye bir katkis1 yoktur.

Manyetizasyon 0 Kelvin'de maksimum degerindedir. Sicaklik artikga titresim enerjisinden
gelen etkilerle manyetizasyonun degeri azalir. Bu durum Sekil 6.5’ de gosterilmistir.

LU A

Sekil 6.5 Bragg - Williams yaklasim metodunda dogal manyetizasyon (Huang, 1987)

L, numerik olarak hesaplanmaktadir. Ama T =0 ve T =T_ durumlarinda baz: yaklagimlar
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kullanilir. Bu yaklagimlar:

bo1- 27T LE:1

Lo» i , -
i 3(1- T/T,) 0d-T/T .41

Bu iki yaklasimi kullanarak termodinamik fonksiyonlari yazabiliriz.

Helmholtz serbest enerjisi:
10 TAT,
J

g, , kT 1-L7
i— L+ In——=—
o

TaT,
4

0 T AT
LM (oT)=] e
N ik T aT,
parcacik basinaic enerji:
LuhT)=-kT L EA Y
N 1T kTQ,

1 Jgz el 10
—U(hT)=k; T2 L2

LuhT)=- B¢
N 2

10 T AT,

(- — L TA&T,
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(6.2.31)

Pargcacik basina

(6.2.32)

(6.2.33)

(6.2.34)



c(oT) =} Jg dL? . (6.2.35)

Bulunan bu deger (6.2.35) denkleminde yerine konur

1 __Jgde 3ra
N c(hT)= 2 dTg3 T, o
1 __Jg ®30
TR

iC(h,T):é 29
N 2

’
Cc

(&

burada

ks T, = Jg oldugu biliniyor. |si kapasitesi:

ic(h,T):§kBTc
N 2 T,
1 C(h,T):g. (6.2.30)

B

Sekil 6.6'da Bragg-Williams metodu ile bulunan 1s1 kapasitesi gozukuyor.
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C INk

3/2

A4

Sekil 6.6 Bragg - Williams yaklasim metodunda 1s1 kapasitesi (Huang, 1987)

Sekil 6.6'de goruldugl gibi kritik sicaklik T, nin Ustlinde 1s1 kapasitesi kaybolur. Bu durum
Bragg — Williams metodunda T AT, bdlgesinde uzun ve kisa mesafe dizeninin

kaybolmasindan ileri gelir.

6.3 Bethe—PeierlsMetodu

Bethe — Peierls metodu Bragg - Williams metoduna gore daha iyi bir ortalama alan teorisidir
(Huang, 1987).
Bragg — Williams metodunda varsayim N++/((]/2)gN) =(N,/N)’ eitlii ile verilmisti. Bu

esitlik spinler arasinda yerel korelasyonu hesaba katmiyordu. Bethe — Pelerls ise daha iyi bir
yaklasim 6ne surdiu (Bethe, 1935; Peierls, 1936).

Bragg — Williams metodunun isleyisini anlatalim. Bu metotta N.. ve N, arasinda kesin bir
iliski bulunur. Bunun i¢in de bitin latis yerine belli bir latis noktas: ve bunun y tane en yakin

komsusuna bakilir.

Dis manyetik alamn olmamasi durumunu goz 6niine alalim (h = 0). Hesaplamalara baslamak

icin y tane en yakin komsusu olan, spin durumu s ile verilen bir latis noktasi ele alalim (Sekil
6.7).
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O3
Sekil 6.7 Bethe — Peirls yaklasim metodunda komsu latisler (Huang, 1987)

P(s,n), bize spin durumu s olan latis noktasinin komsularindan n tanesinin spin yukar: olma
olasiligin1 verir. Eger s=+1 ise P(s,n), icinde n tane (++) ve (y-n) tane (+-) ciftin oldugu alt
latis hakkinda bilgi verir. Eger s=-1 ise P(s,n), icinde n tane (-+) ve (y-n) tane (--) ciftin
oldugu alt latis hakkinda bilgi verir. Bir latis noktasin1 ele alaim. Bu noktanin n tane +

komsusu olsun ya da n tane - komsusu olsun. Bu n tane + ya da— degerli spini y tane noktaya

?2 kombinasyonu kadar farkli sekilde yerlestirebiliriz. Simdi P(+1,n) ve P(-1,n) ic¢in bir
Ng

ifade yazmaya caligalim.

P(+1n) = 223 Ogbatano) (6.3.2)
qgng

P(-1n)= L3O pafg-2n) 0 (6.3.2)
geng

Burada g normalizasyon faktorudur. z ise latisin geri kalani tarafindan gosterilen arka plan
etkisidir. z ve fugacity arasindaki benzerlikten dolay: bu metod quas —chemical metod olarak
da anilir. g yu belirlemek icin olasiligin temel aksiyomunu kullaniriz. Bittn olasiliklarin
toplamu

4 gP(+1n)+P(+Ln)g=1, (6.3.3)

n=0

birdir.
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bJ(2n—g)Zn + ebJ(g— 2n)zn U
u

§@P(+Ln)+P(+1n )= ag

0 nf _py\9-n d ago b \D 7\g-n
-4 B (oA B ()

i g B g
q:(zebJ+ebJ) +(ze bJ+ebJ)

Bdylece g bulunur. Yukarida P(+1,n) icin yaptigimiz tanimlamad

denklik yazabiliriz.

1+L N, _ 3¢ (+1.n _lé@o b3(2n-g) n l(zebJ_'_e—bJ)g
2 N % oéng q
1+s N

——4—— nP(+1n
2 V2gN g?o (+1.n)

(6.3.6) denklemini asagidaki gibi ¢ozeriz:

0 fa&d ago bJ(2 0 fat by O
P(+Ln):= ¢ sePIro)n o L (e e ) L
Sa )g ﬂZeQnaognﬂ 12} ﬂzgq( ) %]
1 g g0 e 3(2n-9) -1 g(zebJ +eh? )9'1ebJ
a3 &ny g
5 P(+Ln)= zg( 72" +e )g_le“.
n=0 q
Sonug olarak
1+s N 9-1 43

=2 o e ——anP(+ln) q(ze*”+e‘“) e

(6.3.4)

an sonra L ve o icin bir

(6.3.5)

(6.3.6)

(6.3.7)

(6.3.9)

(6.3.9)

(6.3.10)

(6.3.11)

bulunur. Bu denklemler bize ¢ ve L'yi tek degisken z cinsinden yazma olanag: verir. Latisin

enerjis ¢ ve L'ye bagli oldugundan, (6.3.5) ve (6.3.11)'in bitin latis boyunca gecerli

oldugunu kabul edersek enerjiyi sadece z'ye bagh olarak elde ederiz. Bbylece bollisim

fonksiyonunu hesaplayabiliriz.

Manyetizasyonu basit bir yolla bolisim fonksiyonunu hesaplamadan elde edebiliriz. Simdi
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bunu nasil yaptigimizi gorelim. ilk olarak su tammlayacagimiz esitliklerin ne manaya
geldigini gorelim.

d , 9

a P(+1,n), merkezde yukar: spin bulmaolasthg;,

n=0

5 n P(+1,n)+P(- 1 n)g, komsularn arasinda yukar: spin bulma olasiligidur.

n=0 g

Her latis noktast birbirinden bagimsiz gibi distndlirse her hangi iki noktada spinlerin yukar1
olma olasilig esit olmalidir. Bu sebeple bu denklemler birbirine esit olmalidir.

8 P(+1n) =4 1¢P(+1)+P(- L) (6312)

n=0

Bu esitligin sag tarafinin neye esit oldugunu daha dnce gormistik (6.3.7). Simdi sol tarafi
(6.3.1) ve (6.3.2) denklemlerini kullanarak hesaplayalim.

5 gép(+l n)+P(- ln)@IZEE.ﬂl((ZebJ +e P )g +(ze'bJ +e®? )g) (6.3.13)

d n 1z g-1 g-1 \
—éP(+1n)+P(-1Lnlg===%(ze"’ +e ) €&’ +g(ze"’ +&"’) eP’U 6.3.14
8 S (Ln) + P L= (e vt [ e rg (v ey (6314

Sag taraf bulunduktan sonraesitlik yazilir.

(2" +e‘bJ)g = zgzebJ +e‘bJ)g'lebe +(ze™ +ebJ)g"le‘ng (6.3.15)

Bu denklemden z ¢ozulUr.

1

(Zebj+e_b3)g ZgzebJ+e—bJ)g'lebe+(Ze-bJ+ebJ)g' e-ng
bJ ba\9-1 = bJ ba\9-1 (6:3.16)
(e +e) (2 +e)
b3, b3\ 1
ze +e -
ze” +e ™ = ze™ +§ ) “ze ™) (6.3.17)
g(zebJ +e b )9'1+
e 9
aze P+ 8
0 = ze’®’ (6.3.18)

—C__bJ by
eze +e [}

Sonug olarak z bulunur.



(6.3.19)

- obJ

.g-1
A+ 0
gZte " g

Bu denklemi niimerik olarak ¢ozebiliriz. Daha sonra, yukarida o ve L i¢in yazdigimiz (6.3.5)
ve (6.3.11) esitliklerinden o ve L'yi ¢ekeriz. Bu denklemlerde tek bilinmeyen z'dir. Nimerik

olarak buldugumuz Z'yi yerine koydugumuz zaman problem ¢ozilms olur.

(6.3.5) denkleminden L cekilir.

L :E(e"” +ze”) -1 (6.3.20)
q

L= Z(e-bj +Zebj)g 1 6.3.21
_(e—bJ+ZebJ)g+(ebJ+Ze—bJ)g i (6.3.21)

2

L= -1 (6.3.22)
6@bJ +Ze—bJ (-)9
ge—bJ + zeb? B +1
2
L= -1 (6.3.23)
& +20 "
§1+2e”

Bu denklemdeki parantezli ifade icin (6.3.19) denklemini kullanarak bir ifade bulmaya
calisalim.

.g-1
_aA+ze™ 0

Z=p———— -
gz+e2bj p
) _dA+ze®™ 6
Ay _ 0 3.24
gz+e2bJ p (6.3.24)
&7+ 2bJ 0
7V 22D (6.3.25)
81'*' € g
e EZHE O
790 =021 7 (6.3.26)
e1+ Ze [}

(6.3.26) esitlizginde asagidaki ifadeyi
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x = gil (6.3.27)

kullanirsak bulunan ifade

.9
_ez+e®’ o

= - . 6.3.28
&1+ 2™ ( )

Buldugumuz (6.3.28) esitligini (6.3.23) denkleminde yerine yazarsak L icin asagidaki basit
ifade elde edilmis olur,

1-

-7 X4+ X X _
L=—2 =222 1 lezx = (6.3.29)
zZ +1 Z +1 1+ = z +1
Z

Ayni sekilde ¢’ y1 buluruz. ilk 6nce (6.3.11) denkleminden o gekilir

2z . g-1
s :—e'”(e bJ+ze’”) -1
q

burada g i¢in bulunan ifade yerine konur.

i g-1
zzebJ (e bJ 4 ZebJ)

S = 3 " 1
(e—bJ +ZebJ) +(ebJ +Ze—bJ)
2ze"’
S = 5 7" 1
(e-bJ+ZebJ) +(ebJ+Ze-bJ)
: g-1
(e bJ +ZebJ)
2ze"’
S = -1
&’ + 7262 O
e—bJ+ZebJ+(ebJ+Ze-bJ) S s
83 + ze [}
2ze"’
s = -1
e +20
e—bJ +ZebJ +(ebJ +Ze—bJ) e
81+ € 17
27
S = -1

e-ZbJ +Z+(1+ Ze—ZbJ)Z-l
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27°
S = 2 P A 1
ze +7Z +(1+ ze )

Sonug olarak, o icin bulunan ifade

27°

e ey 1. (6.3.30)

Ising latisinin dis manyetik alan olmamas: durumunda i¢ enerjisi:

SU(0T)=-293(2s - 2L +1). (6:331)

(6.3.19) buldugumuz z denklemini nimerik olarak ¢ozersek denklemin sonuglari hakkinda
sunlar1 sdyleyebiliriz:

z=1, her zaman ¢6zumdur,

z denklemin ¢dziimii ise 1/ z de denklemin ¢ozimiudr,

z ve 1/ zyer degistirmek sureti ile L ile-L de yer degistirmis olur,

z=1,L=0"a z=¥ ise L =1"ekarsilik gelir.

Z'nin ¢6zUmu sekil 6.8 te verilmistir.

f(z)
A
flz)=2
e e gt e s e g s
| I\ffz,l=[1 +m2ﬂ‘]
| z + et
I
, g o |
1 I
| |
I
| I
I I
e—Eﬁew—I} I I
: I 2
0 %‘ 1 Z0

=

Sekil 6.8 Bethe — Peirls yaklasim metodunun ¢ozimi (Huang, 1987)
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Simdi z igin buldugumuz bu grafigi inceleyelim.

- obJ

.g-1
A+ 0
gZte " g

Egimi bulmak icin sag tarafin z'ye gore tlrevini alalim.

qa+ze® o
C:Egﬁ—eﬂ“; (6.3.32)
. (g - 1)%.+ 26299 (_?9-2 g?b? (Z+eZbJ ) _ (1+ ZeZbJ) 6339
%Z'*'GZbJB (Z+ezbJ) =
z=1"deturevin degeri, yani egim:
(e4bJ _ 1)
c=(g- (6.3.34)

1 (1+e2bJ )2 '

Sekil 6.8'deki grafige bakip yorum yaparsak
c<1lisetek ¢bzim z=1" dir.

Eger ¢ > 1 ise grafikten goruldugu gibi G¢ tane gozim vardir. z=1,z=zgvez =1/ zo dir. Bu
U¢ cozumden z = 1'in Bragg-Williams metodundan bildigimiz tzere fiziksel anlami yoktur.
Bu ylUzden alinmaz. 1 / z; sonucu ise yeni bir sonug degil sadece zy sonucunun spinlerinin

hepsinin yon degistirmesi ile olugsan simetrik durumdur. Bu ylzden g6z 6niinde tutulmaz.

(6.3.34) denklemini kullanarak T, kritik sicakligi tammlayalim.

e4%BTc
(9-1)——F——==1 (6.3.35)
e/ 2
a
4] 2J 4]
(9-1e Yt 21400 T 1 T (6.3.36)
4] 2]
(9- 2)e Vit = 1+2e Y. (6.3.37)
4] 2J
In(g- 2)+ =ln2+ (6.3.38)
(6-2) KeTe Ke T,
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Bethe — Peierl metodunda K i¢in bulunan deger:

K=" =129 9
kBTc 2 89'2ﬂ

2 boyutta kare latis icin y = 4 alinirsa bulunan kritik sicaklik degeri:

K¢ = 0.346.

Kritik sicakligin Ustiinde, T > T igin asagidaki degerleri elde ederiz:

z=1,

uzun mesafe diizeni

kisa mesafe diizeni

s=_ T
2(1+e®7)’
kritik sicakhigin altinda T < T igin asagidaki degerleri elde ederiz:

z>1,

uzun mesafe diizeni

Kritik sicakligin altinda goruldiig gibi dogal manyetizasyon vardir.

Termodinamik fonksiyonlardan is1 kapasitesi asagidaki gibi tanimlanr:

1 1 d 1 deae o
C(0,T)=——U(0,T)=——F 2 3g(2s - 2L+1)2

Nk, (0.T) Nk, dT (0.T) Nk, dT & 9 * ),;,

1 c(o‘r):-ﬂ&ﬁ_s_ﬁ‘?

Nk, Nk, &dT dT 5

(6.3.39)

(6.3.40)

(6.3.41)

(6.3.42)

(6.3.43)

(6.3.44)

(6.3.45)

(6.3.46)

(6.3.47)

(6.3.48)

Burada goruldigi gibi buldugumuz 1s1 kapasitesi sonucu Bragg —William sonucundan farkl1
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olarak T>T i¢in de sonug vermektedir.

T > T.igin 1s1 kapasitesi:

C Jg eed byt d 0
T)=- =~ o1 - 22
Nk, (07) Nk, &dT (+e™) dTOfg (6.3.49)
1 __J9 200\2 23 5530
N COT) =g g(:ue ) et (6.3.50)

2bJ

2 -
1 C(OT): 2J9 e

— . 6.3.51
NKg N (k;T)’ (1+ g2 ) ( )

Sekil 6.9'da hem Bragg-Williams hem de Bethe-Pelerl metotlari icin 1s1 kapasitesinin grafigi

verilmistir.

C, (0.T)/Nk
h

Bethe-Peierls

Bragg-Williams

s,
|

2e  YE
log[yfty — 2)]

Sekil 6.9 Bragg — Williams ve Bethe — Peierls yaklasim metodunda 1s1 kapasitesi (Huang,
1987)
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7. INDIRGENMIS TRANSFER MATRISMETODU

7.1 2 Boyuttaindirgenmis Transfer Matris M etodu

Kanonik bolistim fonksiyonu:

Q=8 "l (7.1.2)
{si}

iki boyutta Hamiltonyen:

H{ } a JSIJ( i+1, ] S|,j+1)-é. I’Bi,j ' (712)

<i.j> ij

buradai,j’ler N*N kare latis 6rgusiinde 6rgt noktaarmin yeridir. ojj+1 terimini, ortalama spin
manyetizasyon terimi <o> ile yer degistirelim. Bu durumda Hamiltonyen

H{S }" a JSIJ i+, é Jsi,jsi,jﬂ'éhsi,j

<i,j> <i,j> i,

H{s}=-& Js,5u.,- & Js,;<s >-a hs,,

<I J> <| J> | J
H{S } =- a JSIJ |+lj é Si,j (‘] <S >+h) (713)
<i,j> <i,j>

seklini alir. Bu esitligi asagidaki gibi yazabiliriz:

H{s}=- & Js, 5., -& %(Sm +s.,)(3<s >+h), (7.1.4)

<i.j> i
Buldugumuz bu Hamiltonyen ifadesini bolisim fonksiyonunda yerine koyariz.

Q=3 expg bH{s }§

{si}

1 u
Q a eXpea bJSIJ i+, é_(si,j I+]_J)(Jb <S >+hb)u (715)
{si} e<I i> ij 2 0
Bu ifadede K=J ve H=ph terimlerini yerine koyup (7.1.5) denklemini yeniden yazalim.
u
Q a eXpea KSI jsl+lj +a ( |+1,j)(K <S >+H)l’,\| (716)
{si} e<| > u

Simdi bu ifadeyi ¢Ozebilmek icin 22 boyutlu bir P matrisi tanimlayalim. P matrisinin
elemanlarini asagidaki esitlikten bulabiliriz:
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K S HW2(H+K<s >)(s; 451 )

<sj|Plsiy>=e - (7.L7)

<+1|P|+1>: eK+(H+KQ >)

<- 1| P| -1 >= it (HrKss>)

(7.1.8)
<+1|P|- 1>=¢X
<-1P|+1>=¢"“
Bdylece P matrisi asagidaki gibi bulunur:
a +1|P[+1> <-1P[+1>6 _ el ex 0 s
g<+1|P|-1> <-1|P|- 1>; a g e—K eK(1.<S>)_HE' ( A )

BolUsum fonksiyonunu asagidaki gibi diizenleyebiliriz:

i,j2 i+, i+1,j)(K <S >+H)2

Q=34 }expg?(s. s +%(Si‘j +s
o | 2 . (7.1.10)

1 ol
l—l—eng?(Si,jSm,j +§(Si,j +Si+1,j)(K <S >+H)%

P matrisini boltistim fonksiyonunun igine koyariz:

Q=4 <s,|P|s, ><s,|P|s,><s,|P|s, >LL<s ,
{si}

Pls ., > (7.1.11)

Sinir sartlar: o n%1 = o1 kabul edilirse boliisiim fonksiyonu

()

PVls, >=TrP" "= N+ (7.1.12)

Q=4 <s,

{si}
halini alir. Burada i, ve A, P matrisinin 6zdegerleridir. Q bdlisum fonksiyonunu bulmak igin
tek yapmamiz gereken bu 6zdegerleri bulup yerine koymaktir.
P matrisinin 6zdegerlerini bulmak icin asagidaki determinant sifira esitlenir:

eK(l+Q >)+H -
-0. (7.1.13)

e e
ge'“'“”*H _ | ngK-K<s>-H _ | EI_ e-ZK :O

eK+K<s>+H+K-K<s>-H _ I @K+K<s>+H +eK-K<s>-H H+I 2 _ e-ZK _O
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K-K<s > H M 2K _

Iz_l @K+K<s>+H +g H+e e-ZK:O

(7.1.13) denkleminin kokleri bize 6zdegerleri verir.

_-bm Jb? - 4ac

|
L2 2a

A <s > - >- N > - - 2 -
89|<+K s>+H 4 oK-Kss HHm\/(eK+K« tH 4 gK-Kss> H) _ 4(e2|<_ eZK)

I
12 >

+g Ks>H \/e2K+2K<s >12H | 2K-2K<s>2H | 02K 2K | per2K
l,,=e m
: 2 2

KeK<s>+H +e—KQ>-H K \/e2KQ>+2H +e—2K<s>-2H +2_ 4+4e-4K
l,,=¢€ me
' 2 2

fg Ks>H . \/GZKQ >2H | @ 2Ks>2H 5 4 aacaK
l,,=¢€ me
' 2 2

‘ gtss>+H | g Kss>H . @PKS>2H | o 2K<s>2H _ 5 "
me 2 +e

(7.1.14)

(7.1.15)

Bulunan 6zdegerleri daha basit bir ifade ile yazmak icgin asagidaki 6zdeslikler kullamlr.

e -e” e +e* e -e%-2
cosh x = snh®x=———=

sinhx =

P matrisinin 0zdegerleri:

|1,2:eK{C03h(K <s >+H)m\/sinh2(K<s >+H)- e"”‘}.

Termodinamik limitlerde calisacagimiz icin N ® ¥ limitine bakilir.

N°® ¥ limitinde | N 21 oldugu goriiltr. Bu durumda boltisim fonksiyonu:

—1 N2 N? N?
Q=1 +1, »I .

Ozdegerler yerine konursa bulunan bolistim fonksiyonu:

NZ

Q=€ Goosh(K <s >+H)+,/sinh? (K <s >+H)-

o

(7.1.16)

(7.1.17)

(7.1.18)

(7.1.19)

Bdylece Q bolusim fonksiyonu K, <o> ve H degiskenlerine bagl olarak bulunmus olur.
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Spin basina manyetizasyon Helmholtz serbest enerji formalizminde asagidaki gibi verilir.

<s >= im (7.1.20)

INQ=KN?Ine+N”Infeosh(K <s >+H)+sdnh’ (K <s >+H)- e

icosh(K <s >+H)+1L\/sinh2(K <s >+H)- e

inQ _ NERI[=!
TH cosh(K <s >+H)+,/sinh?(K <s >+H)- &
2sinh(K <s >+H)cosh(K <s >+H)§[+ Ki <s >9
i(K <s >+H)sinh(K <s >+H)+ TH g
1nQ _ . ™ 2/snh’ (K <s >+H)- e*
iH cosh(K <s >+H)+\/sinh2(K <s >+H)- e*

) sinh(K <s >+H)cosh(K <s >+H)a_‘:‘[+ KT <s >9
Bk s >Esinh(K <s >+H)+ g s g
'nan_Nz8 TH o Jsnh? (K <s >+H)- e

H cosh(K <s >+H)+\/sinh2(K <s >+H)- g™

Bk g >Esinh(K <s >+H)é\/sinh2(K <s >+H)- e* +cosh(K <s >+H)EJ
H 5 é 0

&
1nQ _ \/sinhz(K <s >+H)- e*
iH cosh(K <s >+H)+\/sinh2(K <s >+H)- e

| ?+Kﬂ<s >gsinh(K <s >+H)
TnQ _ 2 H ) (7.1.21)

TH Jsinh? (K <s >+H)- e

Buradan bulunan ortalama spin manyetizasyonu:

a?‘L+Ki<s >gsinh(K <s >+H)
_1nQ_§& fH o . (7.1.22)
N* fH Jsinh? (K <s >+H)- e*

f<s >

Bu esitligi teriminden dolay: analitik olarak ¢ozmek kolay degildir. Fakat bu terim

icin yaklasik bir ¢6zim bulunursa manyetizasyonu hesaplamak mimkin olur. Bu amagla 2
boyutlu Ising Hamiltonyeninde oij+1 ve oi+1; terimlerinin her ikisini birden ortalama spin

manyetizasyonu ile degistirmek uygundur. ilk basta yazdigimiz Hamiltonyen



H{Si} =- é Jsi,j (Si+1,j +Si,j+1)' é hsi,j 1

<i,j> i
yer degistirme isleminden sonra asagidaki hali alir:

H{s}=-Q Js, 2<s >-3 hs, . (7.1.23)

<i,j> ]

Bu ifadeyi de asagidaki gibi yazabiliriz:

H{s}=- & Js, 2<s >- %é h(s,, +S ;) (7.1.24)

<i,j> i

Buldugumuz Hamiltonyeni boltustim fonksiyonunda yerine koyariz.

e 1 u
Q=3 expeé bJ2s,, <s >+§é hb (s, | +5i+1,,-)Lj (7.1.25)
(si} €<i.j> i u
e 1 u
Q=4 exped K2, <s >+§é H (si,,.sm,j)g (7.1.26)
(si} €<i.j> ij u

Bolusum fonksiyonunu ¢ozmek igin transfer matris metodu kullanilir. P matrisinin elemanlar

2Ks; j<s >+Y2H(s 451, ;)

<s,|Pls;,, >=€" " , (7.1.27)
esitliginden bulunur. P transfer matrisinin elemanlari

<+1|P|+1>: eZKQ>+H
<'1|P|' 1>:e—2KQ>-H
<+1|P|- 1>= &>

<. 1|P|+1>: e—2KQ>

(7.1.29)

matriste yerine konursa P transfer matrisi:

%:+1|P|+1> <-1|P|- 1>(';')_%2KQ>+H e_2K<S> 0 7129
g<+1|P|-1> <-1|P|+1>;_g K< > e'2K<S>—H;' (7.1.29)

P matrisinin 0zdegerleri asagidaki determinanttan bulunur.

- 2K <s >
e

2K <s > - 2K<s >-H
S e -

gPK<s>+H _ |

=0 (7.1.30)

(e2K<s>+H - )(e-2K<s>-H - )_ e2K<s>-2K<s> =0
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@2K<s>+H-2K<s>-H _ | (e2K<s>+H +e—2K<s>-H)+I 2_1=0

2. (e2K<s>+H +e—2K<s>-H):O

(7.1.31) denkleminden bulunan 6zdegerler:

2K <s >+H

— -2K<s >-H
I, =€

+e , 1,=0.
A\ Ozdegerini asagidaki gibi yazabiliriz:

|, =2cosh(2K <s >+H).

Daha dnce yaptigimiz gibi boltsim fonksiyonu, P matrisi cinsinden yazilir.

Q=3 <s,|P|s, ><s,|P|s;><s,|P|s, >L<s ,
{si}

Pls

, >
N“+1
Sinir sartlar: o n%1 = o1 kabul edilirse boliisiim fonksiyonu:

-8 N? — (Nz)_ N? N2
Q=a <s,|P" |s,>=TrP "=1" +1, .

{si}

A\ Ozdegeri yerine konursa bulunan bolUstim fonksiyonu:
NZ
Q=(2cosh (2K <s >+H))" .

<s >

InQ = N?In(2cosh(2K <s >+H))

2sinh(2K <s >+H)§L+2K ﬂ:“j >9

2

1nQ_

<S >=
N? qH 2cosh(2K <s >+H)

Bulunan manyetizasyon:

<s >=tanh(2K <s >+H)?§1+2K1T<S )

H g

Buradan T<s >

ifades cekilirse
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ifadesini bulmak icin ilk 6nce <s > ortalama spin manyetizasyonu bulalim.

(7.1.31)

(7.1.32)

(7.1.33)

(7.1.34)

(7.1.35)

(7.1.36)

(7.1.37)



<s > <s > 01

- —

fH  Ganh(2K <s >+H) 52K

bulunur. Bulunan bu ifade daha 6nce bulunan denklem (7.1.22)’ de yerine konur.

gHK‘”:"j >gsinh(K <s >+H)
)

<S >=
Jsinh? (K <s >+H )+
o sy s
<s = ¢ 2?K 5

Jsinh? (K <s >+H)+e™

Iki boyuttaindirgenmis transfer matris metodu ile bulunan manyetizasyon ifadesi:

6?-_*_29 <s > ) éggsinh(K <s >+H)
§2tanh(2K <s >+H) 2%

Jsinh?(K <s >+H)+e

<S >=

H = 0 i¢in denklemi yeniden dizenlersek asagidaki ifade elde edilir:

& <s > 0.
= ssinh(K
€2" 2tanh(2K <s )5 (K<s>)

<S >=
Jsinh? (K <s >)+e*

(7.1.39)

(7.1.39)

(7.1.40)

(7.1.42)

(7.1.42)

Bu denklemin analitik ¢dzimu olmadigindan denklem Matlab program ile niimerik olarak

¢Ozuldi. Matlabta yazilan kod:
for i=1:1000 cevap(i)=0;end
K=0.001:0.001:1.0;
sigma=0.001:0.001:1.100;

for i=1:1000

for j=1:1100

v=[sinh(K(i)*sigma(j))* (1/2+sigma(j)/(2* tanh(2* K(i)* sigma(j))))I/[[(sinh(K (i)* sigma(j))* sin

h(K(i)* sigma(j))+exp(-4*K(i)))](0.5)];
if abs(v-sigma(j))<0.0003
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cevap(i)=sigma(j);
end
end
end.

Sonuclar Sekil 7.1’ de gosterilmistir.

0.8 —
0.6+ .

04t -

0.2 -

rmanyetizasyon
=
|

02F —

o4k =

OB -]

a8+ .

Sekil 7.1 2 boyuttatransfer matris metodunda manyetizasyonun davranisi

Sekil 7.1'den agikga goriluyor ki sistem faz gecisine sahip. 2 boyutta indirgenmis matris
metodu ile bulunan kritik sicaklik degeri K. = 0.399'dir. Bu deger L. Onsager’in buldugu
gercek degerden % 9.3 farklidir (Kaya T. ve Arik M.M., 2009).

7.1.1 2Boyutta Transfer Matris MetodundaKritik Ustellerin incelenmes

iki boyutta kritik tistelleri bulmak igin kritik nokta civarinda niimerik hesap daha hassas bir
sekilde yapildi. Sekil 7.1'deki grafikte kritik noktanin tam olarak gozilkkmemesinin sebebi
Matlabta yapilan nimerik hesapta hata paymin ve araliklarin biyik alinmasidir. Bunun sebebi
ise islemci hizinin yeterli gelmemesidir. Daha kesin bir sonug almak icin araliklart
kuculttigumiiz zaman bilgisayardaki islem zamam ¢ok uzamaktadir. Bu sebeble kritik nokta
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civarinda ki ufak bir bdlgede daha hassas hesap yapilmistir. Boylece kritik noktanin tam
degerine ¢cok daha yakin bir sonug elde edilir. 2 boyutta kritik sicakligin sekil 7.1'de K = 0.4
civarinda oldugu gozuktyor. Bu yizden K = 0.391 ile K = 0.410 arasi Matlabta tekrar grafik
olarak incelendi. Bulunan degerlerden kritik Ustel B hesapland:.

Matlabta yazilan kod:
K=0.391:0.001:0.410;
sigma=0.0001:0.0001:0.5;
for i=1:20 cevap(i)=0; end
for i=1:20

for j=1:5000
v=[sinh(K(i)* sigma(j))* (1/2+sigma(j)/(2* tanh(2* K(i)* sigma(j))))]/[[(sinh(K (i) * sigma(j))* sin
h(K (i)* sigma(j)) +exp(-4* K(i)))]*(0.5)];
if abs(v-sigma(j))<0.000003
cevap(i)=sigma(j);
end
end
end.

Sekil 7.2’de Matlab ile gizilen 2 boyutta kritik nokta civarinda manyetizasyonun davranisi
grafik olarak verilmistir.
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Sekil 7.2 2 boyuttatransfer matris metodundakritik nokta civarinda manyetizasyonun
davranisi

Sekil 7.2'den cok acik bir sekilde anlasiliyor ki, 2 boyutta transfer matris metodunun kritik
noktaicin tahmin ettigi deger K=0.399'dir.

Kritik nokta civarinda kritik tstelleri kullanarak sistem hakkinda bilgi sahibi oluruz. Sekil
7.2 den gozuktugl gibi sadece kritik noktadan yukaridaki degerlerde sissem hakkinda bilgi
sahibi olabiliriz. Kritik noktadan daha dusiik degerlerde sistem manyetizasyonu daima 0’ a esit
oldugundan burada kritik Usteller yoktur. Aratigimiz kritik Gsteli asagidaki formudl ile

buluruz:

=B, (e)’, (7.1.11)

burada M, (0), mutlak sicakliktaki manyetizasyondur, yani 1'e esittir. M (K), indirgenmis

sicakliktaki manyetizasyon, B, bir sabit, e =K - K_, ve b manyetizasyon ustelidir. b

c!

manyetizasyon Ustelini bulmak icin (7.1.1.1) denklemini asagidaki gibi tekrar yazalim:

InM,(K)=InB, +blIne . (7.1.12)

Bu denklemde 2 tane bilinmeyen vardir. B, veb . Bu iki tane bilinmeyeni bulmak i¢in 2 tane

denklem yazmak gerekir. Bunun icin kritik noktaya en yakin 2 noktay: kullaniriz. Buradan
elde edilen degerler kritik nokta civarinda tam sonug verir. Ayrica kritik noktaya ¢ok yakin

degerlerde buldugum fonksiyona belirli bir hata payr araliginda uyar. Cunki bulmak
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istedigimiz denklem kritik nokta civarinda manyetizasyonun davranms bigimine uyar. Her iki
davrams da Ustel artis gosterir. Ilk 2 degerden elde edilen denklemler:

In0,0782=1InB, +bIn0.001  K_=0.400 , (7.1.1.3)
In0,1355=InB, +bIn0.002  K_=0.401. (7.1.1.4)

Bu iki denklemden bulunan sonuclar:

B, =18,7224811veb =0,79305234 dr.

7.2 3 Boyutta indirgenmis Transfer Matris M etodu

3 boyutta Isng modelde Hamiltonyen:

ahm, .. (7.2.2)

[]
H{S i} =-a Jsi,j,k (S i+1,],k +S i,j+Lk +Si,j,k+l) -
<i,jk> ijk

Burada i,j ve k, N*N*N sisteminin latis noktalaridir. cij+1x Ve oijx+1 Spinlerini, <> ortalama
Spin manyetizasyonu ile yer degistirirsek yeni Hamiltonyen:

H{Si} =- _é_k Jsi,j,k (Si+1,j,k+2<s >)' é hsi,j,k (7'2'2)
<i,jk>

ij.k

H{Si} =- é ‘]Si,j,ksiﬂ,j,k - é Si,j,k(h+2‘] <S >)' (7'2'3)

<i,j.k> ik

Hamiltonyeni asagidaki gibi yeniden duizenleyebiliriz:

H{Si}:' é Jsi,j,ksiﬂ,j,k'é%(h"'z‘] <S >)(Si,j,k+si+,j,k)' (7'2'4)

<i.jk> ik

Buldugumuz bu ifadeyi bolistim fonksiyonunda yerine koyarsak

e u
Q=3 expa g bJs. .S... +8 Linb+23b <s (s . +s., )G
a ea i,j,k= i+ ],k a i,k i+,],k u
1 &<, j k> ik 2 a
buradan
[¢] é o] [¢] 1 l:l
Q:a eXp(_:;‘a Ksi,j,ksi+1,j,k+a§(H+2K<S >)(Si,j,k +Si+,j,k)l£l (7.2.5)
(Si} e<i,j,k> i,j,k u

bolisim fonksiyonunu elde edilir. Bolisim fonksiyonunu ¢ozmek icin transfer matris
metodunu kullanacagiz. P transfer matrisinin elemanlart:
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KS; j kSiujk tY2(H +2K<s >)(3i,j,k+3i+1,j,k)

<Si,j,k||:)|si+l,j,k >=e ’
esitligi kullamlirsa

< +1|P|+1>= e

<- 1| P| - 1>= eK-(H+2KQ >)

<+l|P|-1>=¢"
<-1|P|+1>=¢*“

olarak bulunur. Boylece P matrisi asagidaki gibi bulunur:

o +1|P|+1> <-1|P|+1>(.j_@K(1+2@>)+H ek B
g<+1||3|-1> <-1|P|-1>;_§ e K eK(l—2Q>)-H+'

P matrisinin 6zdegerlerini bulalim.

K(+2<s >)+H _ | K

e €

e K eK(l- 2<s >)- H _ I

[2.] (eK(1+2<<, PpH | oK (1-2<52)-H )+82K _ e =

(7.2.10) denkleminin kokleri:

2
eK(1+2<s >)+H + eK(l— 2<s>)-H \/(eK(l+2<s >)+H + eK(l- 2<s >)-H ) _ 4e2K + 4e-2K
= m

| =
L2 2 4

eK(l+2@ >)+H + eK(l— 2<s >)- H \/(eK(l‘LZQ >)+H + eK(l' 2<s >)-H )2 _ 4eZK + 4e'2K
m

|
12 2 4

« g2K<s>+H | o 2K<s>-H . \/ezK(1+2« >)+2H +e2K(l— 2<s >)- 2H + 262K 4K + 42K
2 4

‘ g2K<s>+H | o 2K<s>-H ‘ giK<s>¥2H | rdKss>2H _ 5 ®
me 2 +e
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Buradan da P matrisinin 6zdegerleri asagidaki gibi bulunur.

I, :eK{cosh(ZK <s >+H)m,/sinh?(2K <s >+H)+e““‘} (7.2.11)

Buldugumuz bu Ozdegerleri kullanarak ¢ok kolay bir sekilde Q bolisim fonksiyonunu
¢Ozebiliriz. Daha 6nceden buldugumuz sonucu hatirlayalim:

Q=IN+1NayN (7.2.12)

1

Bulunan bolistm fonksiyonu:

N3

Q=" &osh(2K <s >+H)+,/sinh? (2K <s >+H)- el (7.2.13)

B6lUstm fonksiyonundan hesaplanan ortalama spin manyetizasyonu:

ﬂan:i{KN3+N3ln¢cosh(2K <s >+H)+,/sinh?(2K <s >+H)- e“‘Kg}
fH TH €

icosh(2K <s >+H)+1L\/sinh2(2K <s >+H)- e«

inQ _ NER (=
TH cosh(2K <s >+H)+,/sinh?(2K <s >+H)- e
sinh(2K <s >+H)a?[+2Kﬂ<S >9+ 2sinh(2K <s >+H)cosh(2K <s >+H)ai+2Kﬂ<s >'_(:j
TnQ_ g H o 2\/sinh2(2K<s >+H)- e’ & H ¢
H cosh(2K <s >+H)+\/sinh2(2K <s >+H)- e
3 boyutta bulunan manyetizasyon:
L g SM(2K<s >+H)§?‘L+2K'ﬂ<f| Z0
<s >=— neQ_ TH o (7.2.14)
N* H Jsinh? (2K <s >+H)- e*
<s >

Bu denklemi ¢ozebilmek icin terimini ¢ozmek gerekir. Bunun icin 2 boyutlu Ising

modelini ¢ozerken kullandigimiz teknigi burada tekrar kullanacagiz. Bunun icin cijk , Gij+1k
oijk+1 terimleri ortalama spin manyetizasyonu ile yer degistirilir. Yaptigimiz bu degisimden
sonra yeni Hamiltonyen bulunur. Bulunan yeni Hamiltonyen ile olusturulan yeni boltUsim
fonksiyonu ¢Ozulir. Bulunan bolusim fonksiyonundan ortalama spin  manyetizasyonu
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<s >

bulunur ve son olarak bulunan bu ifadeden ifadesi cekilir. Y eni Hamiltonyen

H{Si}:' é ‘]Si,j,k3<s >'é h%(si,j,k +Si+l,j,k)’ (7'2'15)

<i,j.k> i,k

buradan elde edilen bolisuim fonksiyonu:

é 1 u
Q=g eped Ks, 3<s >+3 HE(SH’k +S 1, k)0 (7.2.16)
=) &si i k> ik )]

Bulunan bu boltstim fonksiyonu transfer matris metodu ile ¢ozultr.

_3Ks; [ <s>HY2H(s; s )
<S jk|PISijk>=€

P transfer matrisinin elemanlari

<+1|P|+1>: e3KQ >+H

<. 1|P|- 1>= g ¥s>H

(7.2.17)
<+1|P|- 1>=¢&¥>
<-1P|+1>= =~
matriste yerine konursa P transfer matrisi:
$+1|P|+1> <_1|P|+1>6_%3KQ>+H e—3K<S> 0
¢ . . 15776 ks> 3K<s > H T+ (7.2.18)
&HYP-1> <-1P|-1>, & e e g
Buradan 6zdegerler bulunur.
gKs>H | g 3K<s>
eSKQ> e—3K<s >-H _ I :O (7219)
(e3K<s>+H - )(e-3K<s>-H - )_ gKs>g K> _ g
(7.2.20)
[ 2-] (e3K<s>+H +e—3K<s>-H)+1_ 1=0
P matrisinin 0zdegerleri:
1,=0 ve |,=€*="""+g¥=>" =2c0sh(3K <s >+H). (7.2.21)

Asagidaki denkligi hatirlayalim.
QzllNz"'IzN2 1N2
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Buradan 3 boyutta bulunan boltstim fonksiyonu:

N3

Q=gcosh(3K <s >+H)y . (7.2.22)

Bulunan bolistm fonksiyonundan ortalama spin manyetizasyonu bulunur.

2sinh(3K <s >+H)?+3K ﬂ:“j >9

2

1 9inQ _
N°® fH 2cosh(3K <s >+H)

<S >=

Bulunan ortalama spin manyetizasyonu:

<s >=tanh(3K <s >+H)§[+3K ﬂ:ﬂj ) (7.2.23)
1]

(7.2.23) denkleminden 1= >

cekilir.

f<s >_ =S 2 1 (7.2.24)
H  3Ktanh(3K <s >+H) 3K .

(7.2.24) denkleminde buldugumuz ifadeyi (7.2.14) denkleminde yerine koyariz

_ & & <s > 1 60
sinh(2K <s >+H)§1+2K33Ktanh(3K <s >+H)_ 3K ;E

<S >=
\/sinhz(ZK <s >+H)- e

buradan 3 boyuttatransfer matris metodu ile bulunan ortalama spin manyetizasyonu:

. s | 2<s > 0
sinh (2K <s >+H)g3 3tanh(3<s >+H);

Jsnh?(2K <s >+H)- e

+

<S >=

(7.2.25)

Eger H = 0 ise manyetizasyon

. o 2<s > O
STh(2K <5 )63 * Stamn(a<s )

\/sinhz(ZK <s >)-e*

<S >=

(7.2.26)

bulunur. Bu denklem Matlab programinda nimerik olarak ¢ozuldu. Cozim Sekil 7.3'de
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verilmistir (Kaya T. ve Arik M.M., 2009).

Manyetizasyon

0 0.1 02 03 0.4 0.6 06 07 0s 0s 1

Sekil 7.3 3 boyuttatransfer matris metodunda manyetizasyonun davranisi

7.2.1 3 Boyutta Transfer Matris M etodunda Kritik Ustellerin incelenmes

Sekil 7.3'teki grafige baktigimiz zaman kritk sicakligin K = 0.250 civarinda oldugu goralUr.
Bu sebeble K = 0.241 ve K = 0.260 arasindaki bdlgede Matlab ile daha hassas hesap yapildi.
Sekil 7.4'teki grafikte kritik sicaklik civarinda manyetizasyonun davranms: gozukuyor.

0.5

04 .

03sr &

03r S

025r 4

Manyetizma

015 B

o1r S

0.0s - &

0 L 1
0.24 0.245 0.2s 0.255 0.26 0.2685

Sekil 7.4 3 boyuttatransfer matris metodundakritik nokta civarinda manyetizasyonun
davranisi

Buradan agikca K=0.247 oldugu gozukiyor. Bu deger kabul edilen similasyon degerinden
sadece % 10 farklidur.

Bu grafikteki veriler ve asagidaki denklem
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=B, (e)" (7.2.1.2)
kullamilarak kritik Gstel b hesaplamir. b manyetizasyon ustelini bulmak icin (7.2.1.1)
denklemini asagidaki gibi tekrar yazalim:

InM,(K)=InB, +elnb . (7.1.1.2)

Bu denklemdeki 2 bilinmeyeni bulmak icin 2 tane denklem yazmak gerekir. Bunun igin kritik
noktaya en yakin 2 noktanin verileri kullanilarak asagidaki 2 denklem yazilir:

In0,0938=InB, +bIn0.001  K_=0.248 (7.1.1.3)
In0,1683=InB, +bIn0.002 K, =0.249 . (7.1.1.4)

Bu iki denklemden bulunan sonuclar

B, =31,79280807 veb =0,84337535dur.
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8. ISING MODELINDE YENi KORELASYONLU ETKIiN ALAN TEORISi

T. Kaneyoshi, |. P. Fittipaldi, R. Honmura ve T. Manabe 1981 yilinda yayinladiklar:
makalede etkin alan teorisini, H. B. Callen’in 1963 yilinda yayinladigi (Callen, 1963)
korelasyon iliskisini kullanarak gelistirdiler. Gelistirdikleri metotta farkli bir yaklasimla
Bethe- Pelerls sonucuna ulastilar (T. Kaneyoshi, I. P. Fittipaldi, R. Honmura ve T. Manabe
1981).

N tane 6zdes spinden olusan (s, =m1) bir latis ele alalim. Hamiltonyen
lo
H=- Ea J;SiS (8.1)
ij

ileverlir. Burada J; etkilesme parametresidir.

H. B. Callen’in 1963’ te buldugu spin korelasyonu

(s,)=(tanh(bE)), (8.2)
burada

E = é J;s (8.3)
ve

(A= 84

topluluk ortalamasidir. T. Kaneyoshi ve R. Honmura operator yontemini gelistirmislerdir
(HonmuraR., Kaneyoshi T. 1979; Kaneyoshi, 1978). Operattr yontemi icin asagidaki esitligi
kullanmiglardir:

f(x+a)=e2"f(x). (8.5)

Burada D, diferansiyel operatorudur. (8.2) esitligi yeniden asagidaki gibi yazilir:

(si>:<tanhgaé bJ;s jg> , (8.6)
e
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burada t; =b J; esitligi kullanlirsa
0
(si) :<tanh2&a t;S | ;> (8.7)
e ]

5
tmhgaétijsj+fonksiyonuna operatdr yontemini uygularsak, x=0 , f(x)=tanhx ve
Y g

a =3 t;m olur. (8.7) denklemi:
J

ats;D
(si) :<ej >tanh X - (8.8)

Bu denklem tekrardan asagidaki gibi yazilir:

(s\)= <e“151De‘i252D L¢P > tanh x|, _,

burada €™ =cosh Dt +s sinhDt , esitligi kullanilirsa

(si)= <Q gcosh Dt; +s ; sinh Dt; g> tanh x| _ - (8.9)
J

Latis kare dusUnirsek ve sadece en yakin komusulari goz onune alirsak j=4 olur ve
t=bjamirsa

(s)=([cosh Dt +s, sinh Dt ][cosh Dt +s , sinh Dt]

8.10
[cosh Dt +s ,sinh Dt ][cosh Dt +s , sinh Dt] ) tanh x|, (619
(s;) :<gcosh2 Dt +cosh Dtsinh Dt (s, +s ,) +s s ,sinh? Dty (8.1)
gcosh? Dt +cosh Dtsinh Dt (s , +s ,) +s ;8 , Sinh? DtEl>tanh X |
<S i> :<COSh4 Dt + cosh® Dt sinh D'[(s3 +s 4) +cosh’ Dtsinh®Dts s,
cosh® Dtsinh(s, +s ,) +cosh? Dtsinh? Dt (s, +s,) (s ; +s ) ©8.12)

coshDtsinh®Dt(s, +s,)s ;s , +cosh? Dtsinh’ Dts ;s ,
coshDtsinh®Dts s, (s, +m)+sinh® Dts ;s s 3s4>tanh X
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(s)) :<cosh4 Dt +cosh® Dtsinh Dt (s , +s,)
cosh’ Dtsinh? Dts s , +cosh® Dtsinh(s, +s ,)
cosh? Dtsinh? Dt (s, ,+S,5,+S5,+5,5,) (5.13)
cosh Dtsinh® Dt(s,s s, +s 55 ,) +cosh’ Dtsinh? Dts s ,
cosh Dtsinh® Dt(s,s,5,+5,5,S,)

sinh* Dts 1szs3s4>tanhx|X:0
—_ 4 3 H

(si>—<cosh Dt +cosh’® DtsinhDt[s, +s , +s ,+s ,]
cosh’? Dtsinh* Dt (s, +S,S;+S;S,+S,5,+S S, +S5,) (5.14)
cosh Dtsinh® Dt[s S S, +5,5 5, +S S5, +5,5,5 ] '
sinh*Dts s 5.8 4>tanh X

(s;)=cosh*Dttanh x| _ +cosh®DtsinhDt(s, +s,+s,+s,)tanh x| _
cosh’? Dtsinh? Dt(S,S,+S S, +S S, +S S, +5,5,+s 5, )tanh X _ (5.15)
cosh Dtsinh® Dt(S ;S S ;+S,55,+S,S ;M +S 5,5, )tanh x| _ ’ '
sinh* Dt(s s 5 5, )tanh X __

¢ok uzun bir ifade elde edilir. Bu denklemi ¢dzmek icin ilk once asagidaki esitligi goz dnuine
alalim:

sinh® Dttanh x| __ :%(em - € Dt)z tanh x| _,
sinh? Dttanh X __ =%(e2'Dt +g % - 2) tanh x| _
sinh? Dttanh x| __ =:11(tanh(2t) +tanh (- 2t))- %tanh X _

sinh? Dttanh x| __ =%(tanh(2t) - tanh(2t))- %o =0. (8.16)

Bu esitlik kullanilarak asagidaki esitliklerin sifir oldugu kolayca gorulir.
cosh* Dttanhx| _ =0
cosh? Dtsinh? Dttanhx|,_ =0 (8.17)

sinh* Dttanhx _ =0
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Boylece (8.15) denklemi son olarak su hali alir:

<Si> =cosh® Dtsinh Dt<Sl+Sz +83+S4>tanh X|x:0

. (8.18)
coshDtsinh®Dt(s,5,5,+5,5.5,+S,;55,+55,5,)tanhx
_ (;1 K2 [¢] [¢] [¢]
<S i> - Kla <S i+d > +?a a a <S i+dls i+dzs i+d3> . (8-19)
d=1 d, dytd;dstd;.d,
Burada
K, =cosh® Dtsinh Dttanh X __ (8.20)
K, =cosh Dtsinh® Dttanh |, (8.21)
K1 ve K,'yi tekrar yazarsak
K, =cosh® Dtsinh Dttanh x|,
1 o, oipdapt oDty

Kl-Ege +e Py g™ - e Mytanhx|
Kl :%éezm +e—2Dt +28662Dt _ e-ZDt Eltanh X|X:0
K,= % g’ +1+2e% - 1- € +- 2 gtanh x|
K, =%gtanh4t - tanh(- 4t) +tanh 2t - 2tanh(- 2t)g
Buradan bulunan Kj:

1
K, :g[tanh 4t +2tanh 2t], (8.22)
Kos:

1
K, =§[tanh 4t - 2tanh 2t]. (8.23)

A, sicakhiga bagli statik korelasyon parametresi olmak Uzere cok pargacikli korelasyon

fonksiyonu asagidaki gibi tammlanir:
Si+d:<si+d>+| (Si'<si>)- (8.24)

81



Ferromanyetik sistem icin her zaman (s ) =(s ) yazabiliriz. Boylece (8.24) su hali alr.

Siq =(s )+l (s;- (s)) (8.25)

(8.25)’teki korelasyon fonksiyonunu (8.19) denkleminde yerine koyalim.
(s)=Kias ) +aKk,(((s)+1 (s.- &) () +1 (s.- (5))((s)+1 (si-(s)))  (829)
(5) =4 (s ) +aK,((s ) +3(s )'1 (s, - (s)) +3(s )1 2(s,- ())°+1 *(s, - (5))')  (827)

(s)=4Ky(s)

A 3 2 P 2 3 3\ (828)

+aK, §s ) +3(s )1 ((s,- (s)))+36s )1 *((s, - (o))" ) +1 *((s,- ()}
(s)=4Ky(s ) +4K, §s ) +3(s )1 ((s.)- (s))+3(s )1 *((s.)"- (s)°)2 629

+4KJ°((s.)- 3(s)+3(s )*- (5 ) |
(s)=4K,(s ) +4K, §s ) +3(s )1 2(1- (s )°) +1 *(- 2(s ) +2(s ") (8.30)
()= 4K, +12K | 2- 8K,| *f(s ) +€4K, (1- 3 2+21 °)i(s )’ (8.31)
(s)=A(s )+B(s )3, (8.32)
burada A ve B
A= 4K, +12K,| 2- 8K,| °, (8.33)
B=4K,(1- 3 2+2 ). (8.34)
Buradan manyetizasyonu asagidaki gibi yazabiliriz:

&l AY?
(s)= SBH (8.35)
(18.35) esitliginden rahatca kritik sicaklig: tammlayabiliriz.
(s )=0ise A=1olur.
1= A(T,) = 4K, (T,) +12K, (T, )1 2 - 8K, (T )I (8.36)
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Burada 3 tane bilinmeyen vardir. Bunlar, K,(T.),K,(T,)vel’dir. Bir baska Callen

esitliginden faydalanarak baska bir denklem elde ederiz. Bulunacak olan bu son denklem ile
ilk denklem (8.36)'dan Sylvester determinant metodu ile | elenir. K, (T,)veK,(T,) aym

degiskene bagli oldugundan determinant sifira esitlenir ve T, bulunur. Bulunan T, degerini

ilk iki denklemden herhangi birine koymak sureti ile | _elde edilir.

Diger Callen ssitligi:

(S 1) =(S g tanh(bE)) (8.37)
(SSiug) =<si+deDb5>tanh X - (8.38)
Bu esitligi komsu latisler Gzerinden yazarsak (8.38) esitligi:

($:81q)= <s L eane >tanh X, g (8.39)

(SiaSi)= <s e gcosh Dt; +s ; sinh Dt; H> tanhx] _ . (8.40)
i
Bu esitligin (8.9) denkleminden tek farki m,, carpamdir.

<S iS i+1> = K1<S i+d1S i+d; *S i+d1S i+d, *S i+d1S i+ds *S i+d1S i+d4>

(8.41)
+K2 <S i+d1S i+d1S i+d2S i+ds *S i+d1S i+d2S i+d3S i+d, *S i+d1S i+d3S i+d4S i+d; +S i+d1S i+d4S i+d1S i+d2>
<S iS i+1> = Kl + Kl <S i+d1S i+d, *S i+d1S i+dy *S i+d1S i+d4> (842)
+ Kz <S i+d2S i+dy *S i+d3S i+d, *S i+d4S i+d2>+ Kz <S i+d1S i+d2S i+d3S i+d4>
Sig =(s )+ (s,- (s)) esitligini tekrar kullanirsak (8.42) esitligi:
(s(ts)+1 (s.- ) =keras(((6)+1 (5. ))
(8.43)

+3K2<(<s>+| (si- (s >))2>+K2<(S # (s (s >))4>

Son olarak asagidaki esitlik elde edilir:
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(s ) +1 (1- (s )7) = Ky +3(K, +K,)(s ) + K, (s )’

+3(Kl+ K, +2K, (s )2)(1- (s )2)I 2
8K, (s )" (1- (s )°)1®
+K, (1+3(s )*) (- (s )°)1 ¢

Kritik sicaklig1 bulmak igin (s ) =0 almirsa

| = K (T,) +3(Ky (T.) + K, (T))1 2+ K, ()1

elde edilir.

(8.36) ve (8.45) denklemlerini tekrar asagidaki gibi yazalim:

8K, (T, )1 - 12K, (T, )1 2 - 4K, (T,)+1=0,

Ko (T * +3(Ky (T.) + K, (T))1 2 - 1 + Ky (T,) =0,

burada
e dJ
K,(T.) =2 atanh ot 2. 2tan hgezj )
é al
K, (T.) = Lan hge‘” 2 2tanhe 2l
8s kil g &ksTe gp)

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)

(8.48)

(8.49)

Eger (8.46) ve (8.47) denklemlerini Sylvester determinantina yerlestirir ve determinant: sifira

esitlersek | .elimine edilmis olur ve buradan T_igin bir deger bulunur. Sylvester determinantz:

Buradan T, icin bulunan ifade:

K, 0 3(K,+K,) -1 K, 0
0 K, 0 3(K,+K,) -1 K,
0 0 K, 0 3(K, +K,) -1
8K, -12K, 0 - 4K, +1 0 0
0 8K, - 12K, 0 - 4K, +1 0
0 0 8K, - 12K, 0 - 4K, +1
0 0 0 8K, - 12K, 0

D
N O oo XN o o
+
=

=0. (8.50)

(8.51)



Bu ifadeyi (8.46) denkleminde yerine koyarsak bulunan ifade:

e é ou
SEétanhgeﬂg 2tanh g2 W s 1l et anh o © 2tan hffZJ %l 2
8s &kl g ekeTe g 8a ek, escm
(852)
16
et et O atanh 22l %i+1=0
e e BTcﬂ elgle A
Buradan daha basit olarak
[tanh2In2- 2tanhIn2]l - §[tanh2|n2- 2tanhIn2]l 2
2
: (853)
- E[tanh2|n2- 2tanhIn2] +1=0
elde edilir. Bu denklemin koklerini bulup reel olan koki alirsak
1
| == 8.54
=3 (8.34)
bulunur.

T. Kaneyoshi ve digerleri degisik y degerleri icin hesap yaptiklarinda genel bir sonuca
ulasmistir (T. Kaneyoshi vd., 1981). Bulduklar: genel sonug | .ve T, icin

KeTo = 2 (8.55)
J ég u
Ine 4
&J- 2Q
1
| =—. 8.56
¢ g_ 1 ( )

Buraday en yakin komsu sayisidir.

Dikkat edilecek olursa (8.55) ifadesi Bethe-Peierls metodu ile ayni sonucu vemektedir.
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9. KORELASYONLU iNDIRGENMIS TRANSFER MATRISMETODU

Kanonik bolistim fonksiyonu:

Q=84 el (9.1)

{si}

iki boyutta Hamiltonyen:

H{ } a JSIJ( i+1,] S|,j+1)-arsi,j - (9.2

<,j> i

Indirgenmis matris metodunda oij, ortalama spin manyetizasyonu ile yer degistirilir.
Korelasyonlu indirgenmis transfer matris metodunda ise oij, T. Kaneyoshi ve digerlerinin
sundugu ¢ok parcacikli korelasyon fonksiyonu ile yer degistirilir (T. Kaneyoshi vd., 1981).
Cok pargacikl korelasyon fonksiyonu asagidaki gibi tammlanir:

Siva =(Sig)+ (s (s))). (9.3)
Bu ifadeyi bizim modelimiz igin 2 boyutta diizenlersek

Sia=(8)*+1 (s, (s)) (9.4)
ifadesi bulunur. Dikkat edilirse A = 0 icin indirgenmis transfer matris metodunda yapilan
doénidstim

S a=(s), (9.5)

elde edilir. Cok parcacikl1 korelasyon fonksiyonu Hamiltonyende yerine konur.

H{s}=a -Js. s, *a -Js, §s )+ (siyj-<s>)8-éhsiyj (9.6)
<i,j> <i,j> i,
H{S}_-aJSIJ |+lj é.J<S> aJIS|J |J+aJI< > é-rsi,j (97)
<i,j> <i,j> <i,j> i
H{s}=-8 Js, 5., -a 8(s)(- 1 )+hgs, ;-4 J (9.9)
i

<i,j> <i,j>

Bu esitligi asagidaki gibi duzenleyebiliriz:

H{s}=-a Js;s:u;- @ 3(s)(1- | )+hg%(si,j+siﬂ,j)-é a . 9.9)

<i,j> <i,j> ij
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Bu buldugumuz Hamiltonyen ifadesini bolisim fonksiyonunda yerine koyariz.

Q=& expg bH{s } (9.10)
{si}
_ o éo K o | .1 o | l;'
Q=a expea Ks; 5., €K (s )(1- )+HHE(SH +5i+1,,-)+a Kl g (9.11)
(s} esi,j> <i,j> i,] u
Bu ifadede K=J ve H=ph terimleri yerine konursa boltistim fonksiyonu:
_ o éo K o | 1 o | l;'
Q—aexpga Si Sy ta BK(s)(1- )+HH§(S”— +Si+l,j)+a K G (9.12)
{Si} > <i,j> [}

Bolusum fonksiyonunu ¢ozmek igin transfer matris yonteminden yararlanilir. P transfer
matrisinin elemanlarini asagidaki esitlikten bulabiliriz:

1, N
KS; iSin,j +§g<<s>(1—l )+H|9(siyj +si+1yj)+KI

e (9.13)
< +1| P| +1>= gHKss>(@1)+H)Kl
< - 1| P| -1>= eK-(K<s >(1-1 )+H)+KI
(9.14)
<+1|P|- 1>=e ¥~
<-1|P|+1>=¢ **"
Béylece P matrisi:
Rt >(1- 1 )+H+KI @ KKl &
& enn enbuneg (9.15)
Snir sartlar: on% = o1 kabul edilirse bdliistim fonksiyonu
-2 N2 _ (NZ) o v
Q= <s.Plis,>=TrP =m’ +m", (9.16)

{si}
burada m; ve mp, P matrisinin 6zdegerleridir. Q bolisim fonksiyonunu bulmak icin tek
yapmamiz gereken bu 6zdegerleri bulup yerine koymaktir.
P matrisinin 6zdegerlerini bulmak icin asagidaki determinant sifira esitlenir.
K+K<s >(1- | J+H+KI _

m e K+KI
=0 (9.17)
e—K+KI eK-KQ >(1-1)- H+KI _

e
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s

8e|<+|<<s >(11)+H+KI mggeK-l«s S(L1)- HHKI ml‘d_ g2k = (9.18)

m2 _ mgeK(hI )*K<s >(1-1 )+H + eK(1+I )-K<s>(1-1)-H 8+eZK(1+I ) e-ZK(l-I ) — 0 (919)
eK(1+| )+K<s >(1- 1 )+H + eK(1+I )-K<s>(1-1)-H
m,= 5
\/(eK(m JrK<s>(11)rH | (K(1H ) K<s>(1-1 )-H )2 ] 4(ezK(1+I ). @K@ )) (9.20)
m
2
eK(1+| )*K<s >(1-1 )+H + eK(1+I )- K<s>(1-1)-H
m,= 5
(9.21)
. JGZK(1+I J¥2K<s (L1 )+2H || (2K )-2K<s>(1-1)-2H | 52K | go2K(@H ) 4 per 2K 1)
2
P matrisinin 6zdegerleri asagidaki gibi bulunur:
m, = €osh g <s >(L- | ) +Hgm [snh* @K <s >(1- | ) +Hgre™ Y (9.22)

Termodinamik limitlerde calisacagimiz icin N2 ® ¥ limitinde m{* 2 m)" oldugu goruilir.

Bu durumda:

Q=m" +m" »m" (9.23)
. N?

Q=g gcoshgK <s > (1- | )+Hgm\/sinh2gK <s >(1-1)+Hg+e™ @ . (924

Bdylece Q bolusim fonksiyonu K, <o> ve H degiskenlerine bagl olarak bulunmus olur.

Helmholtz serbest enerji formalizminde ortalama spin manyetizasyonu:

<s >=%TTLHQ (9.25)
ﬂ ﬂ q 2 - 4K
——cosh(K<s >(1- | J+H)+_—/sinh*K <s >(1- | J)+H - €

(s)=1H ( ) '"H\/ (9.26)

cosh(K <s >(1- 1 )+H)+,/snh?K <s >(1- 1 )+H - &*

Son olarak manyetizasyon asagidaki gibi bulunur:
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Burada manyetizasyonun tirevini bulmak icin asagidaki yolu izleyelim.

IIk basta yazchgimiz Hamiltonyen:

H{Si}:é -Jsi,j (Si+lj Ij+l) a.l’B

<i,j>

Bu sefer 6ij+1 ve oir1’yi korelasyon fonksiyonu

S :<Si+d>+| (Si ) <S‘>)’

ile yer degistirelim. Korelasyon fonksiyonunu 2 boyut icin diizenlersek
Siaj=(s)*l (s~ (s)).
Sy =(8 )+ (Si,j - (s >)

(9.27)

(9.29)

(9.29)

(9.30)

(9.31)

ifadeleri bulunur. Dikkat edilirse 2 = 0 icin indirgenmis transfer matris metodunda yapilan

Sy =(s)ves, ., =(s).

dontstim elde edilir. Bu durumda Hamiltonyen:

H{s}=- & 20§s )+ (Si,j_<S>)U ) a”s

<i,j>

H{s}=- 4 23(s)s,,- 4 2ls, s |J+a2J|< ). -as;,

<i,j> i i

H{s}=-& 23(s)(1-1)s,,-ams,,- § 23 .

<i,j> L i

Bu esitligi asagidaki gibi yeniden duizenleriz:

. o 1
H{s,}=-a 2‘]<S>(1'|)Si,j'a§h(sivi+ '+1J) aZJI '

<i,j> i)
Bu buldugumuz Hamiltonyeni bolistim fonksiyonunda yerine koyariz.
_ o éo o] 1 o] l;'
Q=3 expg(a 2K(s)(1-1)s,,+a HE(S”- +5,.1,)*@ 2K U
{Si} > <I,|> )
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P matrisinin elemanlar: asagidaki esitlikten

2K(s)(1-1)s; .+}H(si1j +si+1yj)+2|<|

<s, |Pls.. >=e€ e (9.39)

i+1,j
bulunur. Bulunan elemanlar

< +1| P| +1>= e2K<s>(l-I )+H+2KI

<- 1| P| - 1>= e—2K<s>(1-| )- H+2KI
, 9.39
< +1| P| - 1>= e2K<s )1-1)+2KI ( )

<- 1| P| +1>= @ 2Kl 1)

yerine konursa P matrisi:

%ZKQ >(1- 1 )+H+KI eZKQ >(1- 1 )+2KI o)
ge-zr«s >(1-1 )+2KI o 2Kss >(1-1 )- H+2KI é (9.40)

Sinir sartlari, on’1 = o1 kabul edilirse béliigiim fonksiyonu

()

Q:é<slPstl>:TrP :I‘QNZ'*'m;‘Z, (9.41)

{si}

burada m; ve mp, P matrisinin 6zdegerleridir. Q bolisim fonksiyonunu bulmak icin tek

yapmamiz gereken bu 6zdegerleri bulup yerine koymaktir.

P matrisinin 6zdegerlerini bulmak icin asagidaki determinant sifira esitlenir.

g2 >l ekl g2k >(1- 1 )+2KI
o 2K (L1 )r2K 2K (11 ) Ha2KI =0 (9.42)
ge2K<s>(1-I)+H+2KI _ mgge2K<s>(l-l)-H+2Kl _ mB_ e4|<| =0 (9.43)
me - méazK(l-l JrH+2KI | o0 2K (11 ) H+ 2K El+e2K| - e =0 (9.44)
Burada m =0 ve
1 A -1))+H+ - -1)-H+ N
m, :§$2K(l D)+HA2KI L o 2K (1) H 2K B (9.45)
m, =€ 2cosh(2K(1- | )+H). (9.46)

(9.41) denklemi asagidaki esitlige donusir:
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Q=m".
Bulunan 6zdeger yerine konursa boltsim fonksiyonu

QZGZKINZSZCOShéZK <s >(1-1 )+H[§HNz

bulunur. Helmholtz serbest enerji formalizminde ortalama spin manyetizasyonunu:

<g >=—_— <
N? qH

Zsinh(ZK <s >(1- 1 )+H)§§+2K(1- | )‘H<s >9

(s)= H o

2cosh(K <s >(1-1)+H)

Bu ifadeyi basitlestirirsek, manyetizasyon:

<s >0
= tanh (2K 1- 1)+ H)H+ 2k (1-1 ) 12229,
(o) =tam(2K <5 >(1-1)+H) ez oo 1) 12220
Buradan (s )/TH cekilir.

ﬂ<5>_§ <S> _1@! 1

M _gtanh(ZK <s >(1- | )+H) l[:IJZK(l- )

(9.52) ifadesi (9.27) ifadesinde yerine konur.
o1+ K (1- | )'”<S>gsinh(|<(1- | )<s >+H)

€)== \/sinhz(K(l-Q: )<s >+H)- e*

(s)= sinh(K(1- 1 )<s >+H)
\/sinhz(K(l- | )<S >+H)- o 4K

& 1 g (s) uo

§1+K(1- | )2K(1- 3

gtanh(2K <s >(1-1)+H) gz

®& 16 (s) uo ]
(s) §1+ZStanh(ZK <s >(1-1 )+H) 1Egsmh(K(1 )<s >+H)
s )=

\/sinhz(K(l- I )<S >+H)- o oK
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Sonug olarak, bulunan manyetizasyon:

. A S
dnh(K (1-1)<s >+H)é2+;tanh(2K <s< >>(1 I )+H)g

\/sinhZ(K(l- | )<S >+H)- o K

(s)=

(9.56)

Dikkat edilirse A yerine 0 koydugumuz zaman 2 boyutta indirgenmis transfer matris
metodunda elde ettgimiz sonucun aynis1 elde edilir. T. Kaneyoshi ve digerleri kritik noktaigin
A degerini 1/(y-1) bulmustur (T. Kaneyoshi vd., 1981). Burada vy , en yakin komsu sayisidir. 2
boyutta kare latis icin y = 4'dur. (9.56) denklemi H yerine O ve A yerine 1/3 almip Matlab’ta

nimerik olarak ¢ozuldi. Matlabta yazilan kod:

for i=1:1000 cevap(i)=0;end
K=0.001:0.001:1,
sigma=0.001.:0.001:1.1;
lamda=1/3;

for i=1:1000 cevap(i)=0;end

for i=1:1000
for j=1:1100

v=[sinh(K(i)* sigma(j)* (1-lamda))* (1/2+sigma(j)/(2* tanh(2* K (i)* sigma(j)* (1-
lamda)))]/[[(sinh(K(i)* sigma(j)* (1-lamda))* sinh(K (i)* sigma(j)* (1-lamda)) +exp(-
A*K(HNINO0-9)];

if abs(v-sigma(j))<0.0001
cevap(i)=sigma(j);
end

end
end.
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Elde edilen grafik Sekil 9.1’ de verilmistir.

. ; ; ; ;
1 1
el / -
06l / .
04l -
02 :

L2 —

Manyetizasyon
o

04 B
LB B
L8 B

K
Sekil 9.1 2 boyutta korelasyonlu transfer matris metodunda manyetizasyonun davranisi

Grafikte dikkat edilirse kritik nokta civarinda bir egrilik vardir. Bu egriligin sebebi Matlab’ta
yazilan koddan ileri gelmektedir. Kritik nokta civarinda manyetizasyonun davranisini
gozlemlemek icin daha hassas niimerik hesap yapilir. Matlabta daha hassas bir niimerik hesap
yapilarak kritik nokta civarinda elde edilen grafik Sekil 9.2’ de verilmistir.

0.4

03r B

0251 B

0z2r S

Manyetizasyon

015 B

o1r 4

005k B

0 L
0.445 0.45 0.455 0.46 0.465

Sekil 9.2 2 boyutta korelasyonlu transfer matris metodunda kritik nokta civarinda
manyetizasyonun davransi

Sekil 9.2’den K. degerinin 0.455 oldugu goziukmektedir. Bu sonu¢ gercek sonuctan sadece
%3.4 farklidur.
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10. SONUCLAR

Bu calismada Ising modelin bilinen kesin sonuglari ve bazi ortalama alan teorileri

anlatilmigtir.

Tezin son kisminda 2 boyutta kare latis ve 3 boyutta basit kibik yap1 Ising model i¢in yeni bir
metod gdistirilmistir. Ortalama alan yaklasimi kullamlarak gelistirilen metodun adi
indirgenmis transfer matris metodudur. Bu metotta kritik sicaklik igin bir denklem
bulunmustur. K, <c> ve H degiskenlerine bagli bu denklemin analitik ¢6zimu olmadigindan
Matlab programinda niimerik olarak ¢ozulmustir. Dis alan O alinarak 2 boyutta K=0.399 ve 3
boyutta K.=0.247 degerleri bulunmustur. Daha sonrakritik tsteller bulunmustur.

Son bdlumde gelistirilen indirgenmis transfer matris metodu ¢ok parcgacikli korelasyon
fonksiyonu kullanilarak daha da gelistirilmistir. Bu metod korelasyonlu indirgenmis transfer
matris metodu olarak adlandirilmistir. Bu metod ile sadece 2 boyutlu kare latis ¢ozUlmUstr.
D1s manyetik alan 0 alinarak 2 boyutta K=0.455 degeri bulunmustur. Bu deger indirgenmis

transfer matris metoduna gore dahaiyi bir sonug vermektedir.

Bulunan K. kritik degerlerini daha oOnceki teorilerle karsilastirmak igin diger teorilerin
buldugu kritik K degerleri tablo halinde Cizelge 10.1' de verilmistir.

Tammladigimiz kritik K. degeri:

K, =—
keT,

C
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Cizelge 10.1 K¢'lerin karsilastirilmasi

Teori(2D) K. hata oran:
K- 044, 100
0.44
L. Onsager K.=0.44 %0
B — Willi % 43
ragg illiams Kczl,g=4, 0
g
K.=0.25
Bethe — Peierls J 1, &g 6 % 21.36
K.= ==Ilng0——=
kBTc 2 89 -2 (]
g=4,K,.=0.346
Yeni Korelasyonlu Etkin Alan K J 1| &g 0 % 21.36
¢ = =—Inpg0——-=
Teoris kT, 2 &9- 25
g=4,K,.=0.346
Renormalizasyon Grup Teorisi K. =0.507 % 15.22
Indirgenmis Transfer Matris K, =0.399 % 9.3
Teorisi
Korelasyonlu Indirgenmis K_=0.455 % 3.4
Transfer Matris Teorisi

Hata oranlarindan goraldaga gibi, indirgenmis transfer matris metodu ile korelasyonlu
indirgenmis transfer matris metodu, 2 boyutta dis manyetik alan yokken cok iyi sonug
vermektedir.

3 boyut icin indirgenmis transfer matris metodunun K¢ igin tahmin ettigi deger 0.247'dir. bu
sonug A. L. Talapov ve H. W. J. BlIote nin kabul edilmis ssimilasyon sonucundan sadece %

10 sapmustir. Indirgenmis transfer matris metodu 1 boyutta kesin sonug verir.

Indirgenmis transfer matris metodunun 2 boyutta Ising modelin ¢ézimii igin tahmin ettigi
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kritik Ustel degeri b =0,79305234 ve katsay1 B, =18,7224811’dir.

Indirgenmis transfer matris metodunun 3 boyutta Ising modelin ¢ézimii igin tahmin ettigi
kritik ustel degeri b =0,84337535 ve katsay1 B, =31,79280807"dir.

Ortalama alan teorisinde bulunan kritik Usteller sirast ile
1
a=0,b:E ,g=1,d=3,

ve Onsager ¢ozumiinden hesaplanan kritik Usteller ise

Korelasyonlu indirgenmis transfer matris metodunda A sabit alindi. Daha sonraki
calismalarimda A’ y1 manyetizasyona ve manyetik alana bagli olarak alip daha iyi bir sonug

bulmay1 umuyorum.

Indirgenmis transfer matris metodunda manyetizasyon bazi degerlerde 1 degerini asiyor.

Manyetizasyonun en buytk degeri 1'dir. Bu problemi de ileride incelemeyi dustiniyorum
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