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Liapunov üsteli 
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tS Zaman serisindeki rasgele olmayan k sa dönemli çevrimsel etki 

T

 

S cakl k 

tT Zaman serisinin uzun dönemli e ilimi 

 

Yerle tirme (zaman) gecikmesi 
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ÖNSÖZ 

Bu tezi haz rlarken yararland m kaynaklar n ço u ngilizce yaz lm metinlerdi. Her ne 
kadar bir yaz da kullan lan sözcüklerin, yaz n n kaleme al nd dilden seçilmesinden yana 
olsam da, Türkçede yer etmemi terimleri kullan rken birkaç seçene im oldu unda 
ço unlukla en yayg n kar l kulland m. Sonuç olarak, abart l bir örneklemeyle, "do rusal 
olmayan süre dizisi çözümlemesi" yerine "nonlineer zaman serisi analizi" gibi ifadeleri 
ye ledim. Türkçe terim kulland m yerlerde ise baz sözcüklerin kaynakta verilmi 
özgünlerini (original [ing.]), baz lar n n da özgününün (orijinalinin) dilimize uyarlanm 
biçimlerini parantez içinde ekledim.  

Fizik dersi almaya ba lad mdan beri ilk kez buldu um bu yaz l te ekkür f rsat nda, çok 
de erli hocalar m n adlar n anmak isterim: lise hocam Fahri Taban, dershane hocam 
Alparslan Alemdar, lisans hocam Gülsen Önengüt ve yüksek lisans hocalar m Zehra Can, 
Kubilay Kutlu ve Gediz Akdeniz. Onlar n ö rencisi oldu uma çok seviniyorum.  

Önsözü, bir garip çekerin ortas nda yaz lm gibi duran u al nt yla noktal yorum: 

« Ayr nt larda bir ey de i meyecek, her ey birbirine pek benzeyecek ama 
genelde yeni ve ba ka türlü olacak, ba ka y ld zlar parlayacakt her eyin 
üstünde. Ya am bir hesap sorunu de il, bir matematik formülü de ildir çünkü; 
bir mucizedir. Ömrüm boyunca da bu özelli ini yitirmemi tir; her ey dönüp 
dola p yeniden ç km t r kar ma, ayn s k nt lar, ayn sevinçler, ayn ayart lar. 
Her zaman ba m ayn ta lara vurmu umdur, ayn devlerle sava m , ayn 
kelebeklerin pe inden ko mu umdur, ayn konum ve durumlar tekrarlanm , 
öyleyken kar mda hep yeni bir oyun bulmu umdur; yine her zaman güzel, yine 
her zaman tehlikeli, her zaman heyecan verici. Binlerce kez ta k n davran larda 
bulundum, binlerce kez ölesiye yorgun dü tüm, binlerce kez çocuk oldum, 
binlerce kez ya l ve serinkanl ve hiçbiri uzun sürmedi; her ey dönüp dola t 
ç kt kar ma ama hiçbir zaman öncekinin ayn s de ildi  » 

- Hermann Hesse (çeviri: Kâmuran ipal)   

May s 2008  

                                                       Sevkan Uzel  



 

vii  

ÖZET 

Tek boyutlu zaman serisi yöntemi kullan larak bir sistemin dinami i hakk nda bilgi 

edinilmesi tekni i gözden geçirilmi tir. Bu amaçla, anestezi alt nda solunum yapan bir farenin 

trakesel hava ak n n pnömokardiyografi ile kaydedilmi olan zaman serisi verisi 

kullan lm t r.  

Çal mada ilk olarak baz temel kavramlar özetlenmi tir. Ard ndan çözümlemede kullan lan 

algoritmalar n temelindeki yöntemler anlat lm t r. Daha sonra, faz uzay n n yeniden 

yap land r lmas için gereken yerle tirme parametreleri belirlenmi tir. Yerle tirme 

gecikmesinin hesaplanmas nda otokorelasyon fonksiyonu ve kar l kl

 

bilgi yöntemi 

kullan lm t r. Yerle tirme boyutunun hesaplanmas nda ise sahte en yak n kom u yöntemi 

kullan lm t r. Bu parametrelerle yap land r lan yerle tirme uzay nda sistemi temsil eden 

çeker çizdirilmi tir. Çeker için yap lan boyut hesaplamalar nda kesirli say elde edilmi olup, 

çekerin fraktal geometrili oldu u bulunmu tur. Son olarak, Liapunov üstelleri incelenmi ve 

sistemde kaosun varl na i aret eden pozitif üstel varl na rastlanm t r. Say sal sonuçlar n 

ve grafiklerin elde edilmesinde Dataplore, Nonlinear Dynamics Toolbox (NDT), Visual 

Recurrence Analysis (VRA) ve FD3 adl dört ayr yaz l mdan yararlan lm t r.   

Anahtar Kelimeler: Zaman serisi analizi, kaos, kaotik dinamik, garip çeker, yerle tirme 

kuram .
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ABSTRACT 

Nonlinear time series analysis methods were used to get information about the dynamics of a 

system. A scalar time series that had been obtained by pneumocardiography from the tracheal 

airways of a rat which is breathing under anesthesia were studied by nonlinear analysis 

techniques.  

First, some basic concepts were reviewed. Then, the techniques that the algorithms originate 

from were summarized. After that, embedding parameters were determined. In the calculation 

of time delay, autocorrelation function and mutual information method were used. And in the 

calculation of embedding dimension, false nearest neighbor method was used. In the 

embedding space which was reconstructed using these parameters, the attractor of the system 

was obtained. The dimension of the attractor was calculated. Because of its value is not an 

integer, it is clear that the attractor has a fractal geometrical structure. Finally, Lyapunov 

exponents' spectrum was investigated. The presence of positive exponent can be taken as an 

evidence for the chaotic dynamics. Four different softwares were used to obtain the graphics 

and numerical results: Dataplore, Nonlinear Dynamics Toolbox (NDT), Visual Recurrence 

Analysis (VRA) and FD3.   

Keywords: Time series analysis, chaos, chaotic dynamics, strange attractor, embedding 

theorem. 
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1. G R

 
nsanlar yazmaya ba lad klar ndan beri deneyimledikleri, gözlemledikleri ya da sözlü 

gelenekten bildikleri olgular n kayd n tutmaya çal m lard r. Ellerindeki bilgiyi yenileriyle 

kar la t rarak çevrelerinde olup biteni anlamland rmay , usa vurmalarla neden-sonuç ili kisi 

kurmay denemi lerdir. Ya am n sürdürmesi için insan n ba l ca arac olan usun en önemli 

i levlerinden biri öngörüde bulunmakt r. Öngörü, insana haz rlanmak için zaman verir ve 

yeteri kadar zamana sahip olmak usun ba ar s nda çok önemlidir. Örne in gündüzü gecenin 

izledi i gibi, k n ard ndan yaz n gelece ini ve bunun kaç gündüz-gece boyunca sürece ini 

önceden bilmek, insan n tasar lar geli tirmesini sa lam t r. Olaylar n zaman içindeki 

devinimini kaydetmek, öngörü yapmaya olanak tan makla kalmay p, kaydedilen veriyi üreten 

sistemin çözümlenmesi ve di er olgularla ili kisinin ortaya ç kar lmas nda da büyük rol 

oynar. Günümüzde zaman serisi olarak adland r lan bu tür kay tlar hemen her alanda 

tutulmakta olup, bilimsel çal malar için önemli bir kaynak olu turmaktad r. Yak n zamana 

kadar lineer analizlerle s n rl olan zaman serisi verisi kullan m , nonlineer tekniklerin 

geli tirilmesiyle çok geni bir ara t rma alan hâline gelmi tir. Bu tekniklerin zaman serisini 

üreten dinami in kaotik yap da olup olmad n büyük bir do rulukla yan tlayabilmesi 

sayesinde, öngörülebilecek ba l ca davran n uzun dönemde öngörülemezlik oldu u 

sistemlere ilgi artm t r.   

Bu tez çal mas nda, deneysel bir kay ttan elde edilmi tek boyutlu zaman serisi verisi 

çözümlenerek, veriyi üreten dinami in yap s n n anla lmas amaçlanm t r. Metinde zaman 

serisi analiziyle ilgili temel kavramlar tan t ld ktan sonra, veri analizinde kullan lan yöntemler 

anlat lm ve ard ndan eldeki deneysel zaman serisi verisinin çe itli bilgisayar programlar 

arac l yla çözümlenmesiyle elde edilen sonuçlar sunulmu tur.   

Çal mada kullan lan zaman serisi, sonuçlar geçti imiz y l yay nlanan bir makale (Zeren vd., 

2007) ile payla lm olan bir ara t rma için Celal Bayar Üniversitesi'nin T p Fakültesi Temel 

Bilimler Bölümü laboratuar nda kaydedilmi tir (Zeren vd., 2003). Veri pnömokardiyografi 

(pneumocardiography [ing.]) yöntemi kullan larak, anestezi alt nda kendili inden (spontan) 

solunum yapan bir farenin trakesel (tracheal [ing.]) hava ak ndan elde edilmi tir. Konuyla 

ilgili zaman serisi teknikleri bir tezde (Yalç n, 2005) gözden geçirilmi ve bir ba ka sunumda 

sistem dinami i incelenmeye devam edilmi tir (Yalç n ve Akdeniz, 2007).  
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Bir sonraki bölümde, bu deneysel verinin analizinde kullan lan yöntemlerin anla lmas için 

kavranmas gereken önemli tan m ve örnekler verilmi tir. Kavramlar n ard ndan, analizde 

kullan lan algoritmalar n temel ald teknikler özetlenmi tir. Daha sonra, yap lan analiz 

sonucu elde edilen grafiksel ve say sal bulgular derlenmi tir.  
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2. KAVRAMLAR 

2.1 Zaman Serisi 

Zaman içinde tekrarlanan ölçümlerle elde edilen bir gözlem dizisine "zaman serisi" denir. 

Örne in bir mal n, y l n her ay nda sahip oldu u perakende sat de erinin ölçümü bir zaman 

serisi verir. Burada sat fiyat iyi tan ml d r ve ölçüm e it aral klarla yap lm t r. Düzensiz 

biçimde ya da sadece bir kez toplanm verilerden ise zaman serisi elde edilemez. Çe itli 

alanlarda kar la lan zaman serisi verilerine u örnekleri verebiliriz: 

 

Tar m: y ll k pamuk üretimi ve bunlar n ton ba na fiyat . 

 

Ekonomi: günlük borsa de erleri, ayl k ithalat ve ihracat rakamlar , y ll k enflasyon 

oranlar . 

 

Meteoroloji: saatlik rüzgâr h z , günlük en yüksek ve en dü ük s cakl k de erleri, y ll k 

ya miktarlar . 

 

Jeofizik: sürekli gözlenen yerküre titre imleri. 

 

T p: solunum verilerinin pnömokardiyogramla kaydedilmesi, kalp dalgalar n n 

elektrokardiyogramla izlenmesi. 

 

Sosyal bilimler: y ll k do um ve ölüm oranlar , ayl k i sizlik oranlar .  

Yukar da örnekleri verilen zaman serilerindeki her bir eleman dört ayr bile enin toplam 

olarak dü ünülebilir: 

ttttt RSZTY    ,   nt ,...2,1

 

(2.1) 

Burada tT zaman serisinin uzun dönemli e ilimini gösterir ve "trend" olarak adland r l r. tZ 

rasgele olmayan uzun dönemli bir çevrimsel etkiyi tan mlar; i ya am n n ünlü "büyüme 

 

kriz 

 

küçülme 

 

durgunluk 

 

iyile me " çevrimi gibi. tS yine rasgele olmayan k sa dönemli 

bir çevrimsel etkiyi tan mlar; mevsimsel bir bile en gibi. Stokastik olmayan ideal 

tttt SZTY

 

modelinden her türlü sapmay ise rasgele de i ken tR kapsar. Buradaki tT 

ve tZ de i kenleri ço unlukla ttt ZTG

 

biçiminde zaman serisinin uzun dönemli 

davran olarak tan mlan r. O halde zaman serisinde temelde gördü ümüz yap lanman n, 

uzun dönemli yönelim, sistematik takvimsel devinimler ve sistematik olmayan k sa dönemli 

dalgalanmalar sonucu olu tu u söylenebilir.  
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ekil 2.1 Zaman serisi verilerinin olu umundaki etkiler.  

Pek çok durumda zaman serilerinin kaydedilip çözümlenmeye çal lmas n n ba l ca 

nedenleri, verileri üreten mekanizman n daha iyi anla lmas n n, gelecek verilerin 

öngörülmesinin veya sistemin kontrol edilmesinin istenmesidir. Bununla beraber bazen 

var lan sonuç, sistemin gelecekteki davran n n u veya bu olaca n n tahmini de il, uzun 

vâdede ne olaca n n hiçbir zaman bilinemeyece inin kesin olarak anla lmas

 

olur. 

zledikleri denklemler aç kça bilinse bile davran lar kestirilemeyen böyle sistemlerin 

incelenmesi yeni say labilecek bir konudur. Kaotik bir sistem taraf ndan üretilmi bir zaman 

serisine bak ld nda, bunun gürültüden ibaret oldu u san labilir. Ama gerçekte, do ru 

biçimde bak ld nda fark na var labilen ve incelikle kurgulanm gibi görünen son derece 

karma k bir desen gizlenmektedir içinde. Bu desenin varl n onaylamak ve ortaya ç karmak 

için nonlineer zaman serisi analizi yöntemleri oldukça kullan l d r.  



  
5

 
2.2 Nonlineer Zaman Serisi Analizi 

Nonlineer zaman serisi analizi kuram , deneysel olarak gözlenen düzensiz davran ile kaos 

kuram aras ndaki bo lu a köprü kuran araçlar sunar. Diferansiyel denklemlerin yard m 

olmadan bir zaman serisinde kaosun varl s nanmak istendi inde ba vurulabilir. Nonlineer 

zaman serisi analizi, zaman serisi verilerinin, verideki nonlineerli e duyarl hesaplama 

teknikleriyle incelenmesi yoluyla gerçekle tirilir. Lineer zaman serisi analizinin uzun bir 

tarihi olmas na kar n, nonlineer yöntemler olgunlu a eri meye yeni ba lam t r. Bu analiz, 

belli bir sistemin karakteristik niceliklerinin, yani en büyük Liapunov üsteli gibi 

de i mezlerinin (invariant [ing.]), de i kenlerden yaln zca bir tanesinin zaman seyrinin 

analiziyle ç kar lmas n sa lar.   

Zaman serisi analizinde sistem dinami inin tam olarak bilinmesi veya ayn sistemden daha 

önce al nm bir sinyalin varolup, kar la t rma yap labilmesi çözümlemede çok yarar sa lasa 

da, özellikle uzun vâdeli olgularda kar la lan durum, k s tl zaman aral nda al nm 

sinyalin eldeki tek veri olmas d r. Deneysel durum olarak söz edilen ko ullar Urbach (2000) 

taraf ndan öyle özetlenmi tir: 

 

Sistem uzak bir geçmi te, bilinmeyen ko ullarda olu mu tur ve imdi ba lang ç 

durumunun belirledi i bir yörüngede devinmektedir. 

 

Sistemi yöneten denklemler bilinmemektedir. 

 

Sistemin gerçek faz uzay ve yörüngeleri gözlenememektedir. 

 

Eldeki tek veri bir zaman serisidir.   

Bu durumda yap lacak i , zaman serisinde gizlenmi olan verileri, faz uzay n yeniden 

yap land rarak aç a ç kartmakt r. Kuramsal olarak, verilen bir zaman aral nda bir ehrin 

s cakl k ölçümlerini biriktirip, havan n kaotik do as n do rulamak için nonlineer zaman 

serisi analizinde kullanmak mümkündür. Bu yönleriyle, nonlineer zaman serisi analizi, kaotik 

dinamik alan ndaki çal malarda önemli bir araçt r.   
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2.3 Kaotik Dinamik 

Kaotik dinamik 19.yüzy l n sonunda matematikçi J.H.Poincaré'nin çal mas yla ba lam 

say lmaktad r. Poincaré, ortak kütleçekim alan nda bulunan üç göksel cismin yörüngeleri 

probleminden yola ç km t r. Tek tek yörüngelere odaklanmak yerine, ba lang ç noktalar 

kümesinden do an davran ele alan Poincaré, imdilerde kaotik denilen çok karma k 

yörüngelerin mümkün olabildi ini göstermi tir. lerleyen y llarda çal malar devam etmi tir. 

Bunlar aras nda en dikkat çekenler 1920'lerde G.D.Birkhoff, 1940'larda M.L.Cartwright ve 

J.E.Littlewood, 1960'larda S.Smale ve A.N.Kolmogorov'un çal malar olmu tur. Yine de 

kaotik dinamik, dijital bilgisayarlarda dinamik sistemlerin say sal çözümleri yap lmaya 

ba lanana dek pek ilgi görememi tir. Bilgisayarlar önemlidir, çünkü dinami in karma kl n 

bilinmeyen d etkilere ba lama olana

 

yoktur. 1963 y l nda E.N.Lorenz, basitle tirilmi bir 

konveksiyon modeli üzerine say sal bir çal mas n yay nlam t r. Bu çal man n hava tahmini 

konusunda neye i aret etti i tart lm ve nonlineer dinami e ilgi h zla büyümü tür. 1975 

y l nda R.May taraf ndan biyolojik nüfus art nda kaosun varl saptanm t r. 1990 y l ndan 

itibaren kaos kontrolüne yönelik çal malar yap lmaya ba lanm t r.  

Kaotik hareket s k kar la lan bir olayd r. Birinci mertebe diferansiyel denklem kümesiyle 

tan mlanan bir dinamik sistem dü ünüldü ünde, kaotik hareket için gerekli ve yeterli ko ullar 

unlardan ibarettir: 

 

Sistem en az 3 ba ms z de i kene sahip olmal d r. 

 

Hareket denklemi, de i kenlerin birkaç n çiftleyen bir nonlineer terim içermelidir.   

Kaos için yaln zca üç de i kenin yeterli oldu unun anla lmas ilk ba ta a k nl kla 

kar lanm t r. Sürekli sistemler için alt s n r budur, çünkü bir ve iki boyutlu uzaylarda 

yörüngenin kesi im yapmamas topolojik olarak olanaks zd r. Yörüngenin kendisi ile 

kesi mesi ise belli kesi im noktalar nda seçenekler sunmas nedeniyle determinizmi yok eder.   

Kaotik sistemlerin fizi in uzun süredir bilinen klasik e itliklerinin pek ço u ile 

tan mlanabilmesine ra men, konunun kendisinin geli imi ancak yak n zamanlarda 

olabilmi tir. Bu durum, baz birinci mertebe e itlikler d nda nonlineer diferansiyel 

denklemlerin analitik olarak çözülmelerinin ya zor ya da olanaks z olu una ba lanabilir. 
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Bazen lineerle tirilmi yakla t rmalar kullanmak mümkün olsa da, nonlineer diferansiyel 

denklem çözmek için genelde say sal yöntemlere gerek vard r ki bu da dijital bilgisayar 

isteyen bir i tir.   

Günümüzde kaotik dinamik, disiplinleraras bir ara t rma alan olarak dünyan n her yan ndaki 

bilimciler taraf ndan büyük ilgi görmektedir. Fizi in yan s ra ekoloji, fizyoloji, denged 

kimyas gibi alanlarda yeni yakla mlar üzerinde çal malar devam etmektedir.  

2.4 Ba lang ç Ko ullar na Hassas Ba l l k 

Kaos sözcü ünün literatürde ilk beliri i muhtemelen 1975'de yay nlanan "Üçüncü Periyot 

Kaosa aret Eder" adl makale ile olmu tur (Li ve Yorke, 1975). Bu makalede anlat lan, bir 

çizgisel aral ktan kendi içerisine olan pek çok gönderim için, periyodu üç olan periyodik bir 

noktan n varl n n di er periyotlarda da periyodik noktalar olu turdu udur (Ruelle, 1994). 

Bu karma k duruma makalede "kaos" ad verilmi tir. Bugün ise kaos sözcü ü ba ka bir 

anlamda kullan l r olmu tur: "ba lang ç durumuna hassas ba l l k sergileyen deterministik bir 

sistemdeki uzun dönemli periyodik olmayan davran ". Tan mda kullan lan deterministik 

sözcü ü hiçbir rasgelelik olmad na ve gelece in kesin olarak imdiki zaman taraf ndan 

belirlendi ine i aret eder. Ancak bu nonlineer yasalara ba l olarak gerçekle ir; yani geçmi 

imdiki zaman taraf ndan benzersiz olarak belirlenmez. Periyodik olmama durumu ise 

yörüngelerin uzun dönemde sabit noktalara, periyodik veya periyodiksi yörüngelere 

oturmad n belirtir. Kaosun ortaya ç kt yerlere birkaç örnek olarak sarkaçlar veya titre en 

cisimler gibi mekanik sal n c lar, dönen veya s t lan ak kanlar ve çe itli kimyasal tepkimeler 

verilebilir. En önemli karakteristi i, sistemin geçmi teki davran n tekrarlamamas d r. 

Yeterince karma k bir sistemin, daha önce bulundu u duruma yak n bir noktaya dönebilmesi 

için gereken süre gerçekten çok uzun olabilir. Aç klay c bir örnek, "üstü kapal bir satranç 

tahtas n n bir karesine konmu pire" sistemi ile "ilkine özde bir satranç tahtas n n her bir 

karesine konmu birer pire" sistemini kar la t rmakt r. Tek pireli sistemde, pirenin kareden 

kareye gezerken ba lang çta bulundu u kareye tekrar gelmesi ola an bir eydir. Çok pireli 

sistemde ise, oradan oraya z playan pirelerin her birinin ayn anda ba lang çta bulunduklar 

karede olduklar bir durumu görmek insan ömrüyle k yaslanamayacak kadar uzun zaman 

beklemeyi gerektirebilir. Bütün bu karma kl klar na ra men kaotik dinamik sistemler, 
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Newton'un 2.yasas ndan türetilenler gibi deterministik e itlikleri izlerler. Determinizmin 

düzenli davran n ya da öngörülebilirli in i areti olmad

 
gerçe i bilim dünyas n a k nl a 

dü ürmü tür.   

Kaotik dinami in benzersiz karakterini en aç k biçimde görmek için bir sistemi, ba lang ç 

ko ullar ndaki çok küçük bir farkla iki kez ba latt m z dü ünelim. Bu küçük fark, diyelim 

bir ölçme hatas ndan kaynaklanm olsun. Kaotik olmayan sistemlerde bu küçük hata, 

zamanla lineer olarak büyüyen bir hataya yol açar sadece. Öte yandan kaotik sistemlerde, hata 

üstel olarak büyür. Yani çok k sa bir zaman sonunda sistemin durumu bilinmez hâle gelir. 

Sistemi yöneten denklemler nonlineer oldu unda ortaya ç kan bu görüngüye "ba lang ç 

ko ullar na hassas ba l l k" denir. Böylece, öngörüde bulunman n olanaks zla mas yla, kaotik 

sistem, stokastik yani rasgele d kuvvetlere maruz kalan bir sistemi an msat r. Ancak 

düzensizli in kayna farkl d r. Kaosta düzensizlik d etkilerin de il, sistemin iç dinami inin 

bir parças d r.   

2.5 Dinamik Sistemler 

Bir dinamik sistem, sistemin durumunun zamanla evriminin deterministik bir matematiksel 

reçetesi olarak tan mlanabilir. Burada zaman, sürekli veya kesikli (ayr k tamsay de erli) bir 

de i ken olabilir.   

Zaman n sürekli bir de i ken oldu u dinamik sistemler ( ) / ( [ ])dx t dt F x t

 

biçiminde 

diferansiyel denklemler (differential equations [ing.]) ile ifade edilir. Böyle dinamik sistemler 

ço unlukla "ak (flow [ing.])" diye adland r l r. Zaman n kesikli oldu u dinamik sistemler ise  

1 ( )n nx M x

 

biçiminde fark denklemleri (difference equations [ing.]) ile ifade edilir. Bunlar 

da yayg n olarak "dönü üm" ya da "harita (map [ing.])" olarak adland r l r.   

N boyutlu sürekli zamanl bir dinamik sistem ilkesel olarak N 1 boyutlu kesikli zamanl bir 

sisteme dönü türülebilir. Bir ak bir haritaya dönü türmek için "Poincaré yüzeyi tekni i" 

veya "zaman gecikmesi tekni i" kullan labilir. N boyutlu ak n Poincaré haritas N 1 boyutlu 
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ters çevrilebilir bir harita iken, zaman gecikme haritas ise N boyutlu ters çevrilebilir bir 

haritad r. Haritan n ters çevrilebilir olmas demek, verilen bir 1nx

 
için, 1 ( )n nx M x

 
e itli inin tek bir çözümü olmas demektir. E er öyleyse 1

1( )n nx M x

 
yaz labilir. Burada 

1M , M

 
haritas n n tersidir.  

Matematiksel olarak bütünüyle çözümlenebilen dinamik sistemlere çok önem verilir. Böyle 

dinamik sistemlerde, sistem bir geçi aral ndan sonra ya periyodik harekete  (bir limit 

çevrime) ya da dura an duruma (sistemin kendi devinimini kesmesine) var r. Bunlar n d nda 

periyodiksi (quasiperiodic [ing.]) hareket ve kaotik hareket bulunur. Oldukça yayg n olan 

kaotik yörüngeler, standart analitik fonksiyonlarla temsil edilemez. Kaotik hareketler ne 

periyodik ne de dura and r. Oldukça karma k bir yap sergileyebilirler.  

Sistemde kaosun varl için en az üç ba ms z de i ken gerekti ini biliyoruz. Yani, N tane 

birinci mertebe diferansiyel denklem durumunda kaosun var olabilmesi için N 3 olmal d r. 

Bu diferansiyel denklem setinin Poincaré haritas n n N-1 boyutlu olaca n da biliyoruz. 

Öyleyse kaosun varl ndan söz edilecekse, harita boyutu için alt s n r 2 olur. Zaman gecikme 

haritas n n boyutu N olup, zaten alt s n rdan yüksektedir. Yani, ters çevrilebilir haritada 

kaosun var olabilmesi için N 2 olmal d r.  Son olarak, ters çevrilemez haritada kaosun var 

olabilmesi için N 1 olmas yeterlidir.   

2.6 Kaotik Davran Örnekleri 

Matematiksel olarak, lineer denklemle nonlineer denklem aras ndaki temel fark aç kt r: lineer 

denklemin herhangi iki çözümü toplanarak yeni bir çözüm elde edilebilirken, nonlineer 

denklem için bu yap lamaz. Lineer denklemlerin ço unu çözmeyi sa layan sistematik 

yöntemler de bu ilkeye dayan r. Problemi küçük parçalara ay r p çözdükten sonra, çözümleri 

toplayarak lineer denklemin çözümü bulunur. Nonlineer denklemde ise bu i e yaramaz; 

resmin tümünü bir seferde görmek gerekir. Fiziksel olarak lineer davran ile nonlineer 

davran aras ndaki fark, örneklerle daha iyi anla labilir. Rayleigh-Bénard konveksiyonu ve 

Shaw' n musluk deneyi iki klasik örnektir. Bu iki olayda ortak olan nokta udur: p gibi bir 
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sistem parametresi vard r. Bir 1p p

 
de erinde devinim kaotik de ilken, ba ka bir 2p p

 
de erinde kaotik olmaktad r. Musluk örne inde p ak h z yken, konveksiyon örne inde 

s cakl k fark d r.  

 

ekil 2.2 S v larda konveksiyonun s cakl k fark na ba l kaotikle mesi.  

lk olarak Rayleigh-Bénard konveksiyonunu inceleyelim. Lorenz taraf ndan 1963 y l nda 

kuramsal olarak çal lan bu konu, ilerleyen y llarda deneysel olarak pek çok ki i taraf ndan 

incelenmi tir. Deneyde iki sabit plaka aras nda kütleçekimine maruz kalan bir s v bulunur. 

Alt plakan n s cakl 0T T

 

olup, üst plakan n 0T

 

s cakl ndan daha yüksektir. Zamanla 

alttaki s cak plakaya yak n s v genle ir ve yukar ç kma e ilimi gösterir. Benzer biçimde, 

so uk ve daha yo un s v da a a inme e iliminde olur. S cakl k fark T 'nin bir noktaya 

kadar olan de erleri için deney, ak kan n dura an hücresel bir ak yapt n gösterir. Daha 

yüksek bir s cakl k fark nda ise hücreler titre meye ba lar, ak kaotikle ir. Bu genel davran 

Lorenz'in makalesinde öngörülmü tür. Lorenz'in modelindeki üç denklem, konveksiyonu 

yakla k olarak tan mlaman n yan s ra eski model bir elektrik dinamosunu ve bir tür su 

tekerle ini tam bir hassasl kla tan mlamaktad r.   

Kaotik harekete bir ba ka örnek Shaw deneyinde gözlenmi tir. Shaw' n ifadesiyle musluk, 

"öngörülebilen davran tan öngörülemeyen davran a geçen sistemlerin basit bir örne idir" 



  
11

 
(Gleick, 1995). 1984 y l nda gerçekle tirilen bu deneyde bir muslu a önce yava dura an bir 

su ak yap lm t r. Musluktan dü en su damlalar n n alg lay c dan geçti i anlar 

kaydedilmi tir. Böylece damlalar n alg land her bir andan olu an bir zaman serisi elde 

edilmi tir: 1 2 3, , ,..., nt t t t . Bu veriden ard k damlalar aras ndaki zaman fark hesaplanm t r: 

1n n nt t t . Muslu a gelen su yeterince yava sa nt 'lerin hepsi e it olmaktad r. Su h z 

artt r ld kça zaman aral klar , birbirini izleyen h zl ve yava iki farkl aral a dönü mektedir: 

, ,, , ,...a b a b at t t t t Yani 2n nt t

 

olmaktad r. Bu iki periyotlu bir dizidir. Suyun h z 

artt r ld kça, gittikçe uzayan periyotlarda diziler gözlenmektedir. Ve yeterince büyük bir ak 

h z nda dizi 1 2 3 4, , , ,...t t t t

 

durumuna dönü erek, görünü te hiçbir düzenlili i 

kalmamaktad r. Bu periyot katlanmas yoluyla kaosa var n tipik bir örne idir. Periyot 

katlanmas ça layan , M.Feigenbaum taraf ndan incelenmi ve periyot katlanmas sergileyen 

tüm sistemlerde evrensel olan bir nicelik bulunmu tur. Feigenbaum 1976 y l nda yapt 

çal ma sonucunda, katlanan periyotlar n geometrik olarak yak nsayan bir dizi olu turdu unu 

göstermi tir. Ard k oranlar neredeyse de i mezdir: 

2 3 3 41 2

2 3 3 4 4 5

...
A A A AA A

A A A A A A

  

(2.2) 

Bu sayede periyotlar n ne zaman katlanaca n öngörmek mümkündür. Feigenbaum 

yak nsama oran n , s n rl bir duyarl l kla yapt ilk hesaplamas nda 4.669 bulmu tur. 

lerleyen y llarda elektronik devreler, kimyasal reaksiyonlar, tavuk kalbi, lazer ve s v larla 

yap lan deneylerde hep bu say bulunmu tur (Tufillaro vd., 1992).   

2.7 Faz Uzay  ve Çeker 

Dinamik sistemlerin davran lar n görselle tirerek daha iyi bir anlay sa lamas itibariyle, 

faz uzay kavram çok önemlidir. Bir dinamik sistemin faz uzay , sistemin anl k durumunu 

tan mlamak için gerekli de i kenlerin her birinin, dik koordinat do rultular ile temsil edildi i 

bir matematiksel uzayd r. Durum uzay olarak adland r ld da olur. Tek boyutta devinen bir 

parçac n durumu, konumu ve h z ile belirlenir. Dolay s yla faz uzay iki boyutlu bir 

düzlemdir. Öte yandan üç boyutta hareket eden bir parçac n faz uzay alt boyutlu bir 

hiperuzay olur. Örne in ekil 2.3'te yatay sal n m yapan sarkac n sürtünmenin olmad 

(solda) ve oldu u (sa da) durumlar için faz uzay nda izledi i yollar gösterilmi tir. Sürtünme 
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yoksa sarkac n sal n m sürüp gider. Sürtünme varsa, zamanla h z azal r ve sonunda sarkaç 

denge konumunda durur.  

 

ekil 2.3 Tek boyutta hareket eden sarkac n faz uzay .  

Faz uzay yap land rman n çe itli yollar vard r. Örne in h z yerine momentum kullan labilir. 

Söz konusu sistem diyelim bir ekolojik modelse, faz uzay koordinatlar çe itli türlerin nüfusu 

gibi de i kenler olabilir.    

Dinamik sistemler, faz uzay nda hacim de i imi olup olmamas na göre korunumlu ve 

korunumsuz olmak üzere ikiye ayr l r. Korunumsuz durumda zaman ilerlerken hacim 

daralmaktaysa yani sistem enerji kaybediyorsa, sistemin harcay c oldu u söylenir. Harcay c 

sistemlerde hacmin darald nokta ya da noktalar kümesine "çeker (attractor [ing.])" denir. 

Korunumlu dinamik sistemlerin çekeri yoktur. Çeker, sistemi çeken ve b rakmayan bir 

davran biçimidir; dolay s yla faz uzay ndaki uzun dönemli davran tan mlar. Bir dinamik 

sistemin zaman içinde ilerlerken vard son noktad r. Çeker havzas nda bulunan ba lang ç 

ko ullar ndan do an yörüngeler sonuçta çekere yakla r. Nesne ya da veri noktas bir kez 

çeker havzas na girdi inde, güçlü bir kuvvet uygulanmad kça terk etmez. Bir dinamik 

sistemin bir veya daha fazla çeker kümesi faz uzay nda temsil edilebilir. Matematiksel 

anlamda ise bir çeker, bir denklemin çözümünün geçi

 

evresini takiben vard , faz uzay nda 

bulunan bir noktalar kümesidir.   



  
13

 
En basit çeker çe idi s f r boyutlu sabit bir noktad r. Örne in ekil 2.3'te sa altta bulunan iki 

boyutlu faz uzay n n orijini bir sabit nokta çekerdir. Zaman ilerledikçe, yörünge orijine do ru 

sarmalla maktad r. Yani sarkac n ba lang ç ko ulu ne olursa olsun, sonuçta sarkaç denge 

konumunda duruyor olacakt r. Bir di er çeker çe idi bir boyutlu limit çevrimdir. ekil 2.3'te 

sol altta bir örne inin görülebilece i bu çeker, sürekli sal n ma i aret eder. Sistem limit 

çevrimin d nda ya da içinde olan bir ba lang ç ko ulu ile ba lat l rsa, yörünge zamanla içeri 

ya da d ar

 

sarmalla arak e riye oturur ve t

 

limitinde periyodik hareket yapar. 

Dolay s yla, kapal e ri çekerdir. Farkl periyotlardan olu an yani periyodiksi davran ise 

torus biçiminde bir çekere yol açar. Bu üç çeker çe idinin "yak nsayan çeker" olarak 

adland r ld olur. ekil 2.4 teki çekerlerden birine sahip olan sistem, ba lang ç ko ullar na 

hassas ba l l k sergilemez. Dolay s yla, ba lang çta birbirine yak n olan iki yörünge zaman 

ilerlerken raksamayacakt r.  

 

ekil 2.4 Yak nsayan çekerler.  

Yukar da söz edilen çekerler için çeker boyutu, faz uzay n n toplamdaki boyutundan küçük 

bir tamsay d r. Bunlar n yan s ra boyutu kesirli say

 

olan çekerler de bulunmaktad r. 1971 

y l nda F.Takens ve D.Ruelle taraf ndan bunlara "garip çeker" ad verilmi tir. Garip çekerlerin 

ço u kaotik olmakla beraber, kaotik olmayan garip çekerler (ba lang ç ko ullar na hassas 

ba l l k yok, boyut kesirli) ve garip olmayan kaotik çekerler de (ba lang ç ko ullar na hassas 

ba l l k var, boyut tamsay ) vard r (Petreschi vd., 2003). Bir çekerden bahsederken kullan lan 

"garip" sözcü ü çekerin geometrisine, "kaotik" sözcü ü ise dinami ine i aret eder (Ott, 2002). 

Mandelbrot'un adland rmas yla, boyutu kesirli say olan çekerlerin geometrisi "fraktal"d r.  
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Fraktallar do ada birbirinden çok de i ik (gibi görünen) yer ve durumlarda gözlenmektedir. 

S kl kla sergiledikleri en belirgin özellikleri kendine benzerlik (self similarity [ing.]) tir. 

Yani bir fraktal n herhangi bir parças al n p defalarca büyütülürse, ço u zaman fraktal n 

kendisine çok benzer oldu u görülür; örne in bulutlar. Temelde, fraktallar iki farkl türde 

dü ünülebilir: somut nesneler ve soyut garip çekerler. lk tür, bildi imiz fiziksel uzayda var 

olan yap lar  içerir. Öte yandan ikinci türdekiler, dinamik sistemlerin durum uzay nda var olan 

kavramsal nesnelerdir (Theiler,1990).   

Literatürde beliren ilk garip çeker, Lorenz'in 1962'de ke fedip 1963'te yay nlad ve onun 

soyad yla an lan Lorenz çekeridir ( ekil 2.5). Lorenz'in modelinde üç ba ms z de i ken 

oldu undan, çekerin faz uzay üç boyutludur: 

/

/

/

dx dt x y

dy dt xz rx y

dz dt xy bz

 

(2.3) 

Burada =10 (Prandtl say s ), r=28 (Rayleigh say s ), b=8/3 al nm t r. Parametrelerin belli 

de erleri için, deterministik sistemlerin uzun dönemde öngörülemeyecek davran lar 

sergileyebilece i bu çal ma ile gösterilmi tir.  Çe itli çeker boyutu tan mlar ve hesaplama 

yöntemleri vard r. Örne in Lorenz çekerinin Hausdorff boyutu 2,06'd r. Sistemin Lorenz 

çekeri üzerinde hangi noktada bulunaca öngörülemez. Tek k s tlama sistemin çeker üzerinde 

kalmas d r. Kendisiyle asla kesi mez; zaten bu oldu u anda hareket tarihini tekrarlamaya 

ba layarak, periyodikle melidir. Oysa sonlu mekânda kalan noktalar sonsuz derinli e sahip 

bir ekil olu turmaktad r. Lorenz makalesinde "Her biri bir helezon içeren ve iki güzergâh n n 

birle mesi de mümkün olmayan iki yüzeyin birbiriyle kayna mas n ba da t rmak çok 

güçtür," yazm ve helezonlar n birle ir gibi göründü ü bölgede, yüzeylerin bölünmek 

zorunda kalarak ayr katmanlar olu turdu unu fark etti ini u sözlerle aç klam t r: "Her 

yüzeyin asl nda bir çift yüzey oldu unu görüyoruz; böylece birbiriyle birle ir gibi 

göründükleri yerde asl nda dört yüzey olmaktad r. Bu süreci ba ka bir devrede sürdürünce 

asl nda sekiz yüzey oldu unu ve bunun böyle devam etti ini görüyoruz. Nihayet, yüzey 

say s n n sonsuz bir karma kl kta oldu unu, her yüzeyin de birbiriyle birle en yüzeylerden 

birine ya da ötekine a r derecede yak n oldu u sonucuna var yoruz"  (Gleick, 1995).  
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ekil 2.5 Lorenz çekeri.  

Bir di er garip çeker örne i olarak, iki boyutlu Hénon haritas için elde edilen çekeri ele 

alal m: 

(1) (1) 2 (2)
1

(2) (1)
1

( )n n n

n n

x A x Bx

x x

 

(2.4) 

Burada A=1,4 ve B=0,3 al nm t r.  ekil 2.6 bu e itliklerin yinelenmesiyle elde edilmi olup, 

yörüngenin çekere oturana dek geçirdi i ba lang ç zaman silindikten sonraki 410

 

ard k 

noktan n çizimini göstermektedir. Yatay (1)x

 

ekseni, dikey (2)x

 

eksenidir. Sonuç bir çeker 
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resmidir. Çekerin bir bölgesi büyütüldü ünde daha ince yap lar içerdi i görülür. Say sal 

hesaplama, çekerin Hausdorff boyutunun 1 ile 2 aras nda olup, yakla k 1,26 de erinde 

oldu unu göstermektedir.  Dolay s yla bu bir garip çeker örne idir.   

 

ekil 2.6  Hénon çekeri.  

Lorenz çekeri ve Hénon çekeri kesirli boyuta sahip olup, fraktal geometrilidir. Fraktal boyut 

sözü genellikle tamsay olmayan boyut

 

anlam nda kullan lmakla beraber, bu terim de i ik 

algoritmalar n kullan ld çe itli hesaplama yöntemlerini içermektedir. Hausdorff (1919), 

boyutun, çekerin temel bir özelli i oldu unu ifade etmi tir. Geometrik sezgi ile 

yakla ld nda boyut say s D, bir nesnenin cüssesinin (bulk [ing.]), nesneye ait bir 

büyüklükle orant lanmas için kullan lan bir üsteldir: Dcüsse büyüklük . Cüsse bir hacme, bir 

kütleye hatta enformasyon içeri inin bir ölçüsüne kar l k gelebilir. Büyüklük çizgisel bir 

uzakl kt r. Dolay s yla boyutun tan m ço unlukla u biçimde bir e itlik olur (Theiler, 1990): 

0

log( )
lim

log( )büyüklük

cüsse
D

büyüklük

 

(2.5) 

Burada küçük büyüklük limiti, koordinat de i imlerinde de i mezli i garantilemek için 

al nm t r. Bu ayr ca boyutun yerel bir nicelik oldu una ve boyutun her genel tan m n n bir tür 

ortalama gerektirece ine i aret eder.  
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Bir çekerin boyutunun niceli ini tan mlamak için farkl yollar vard r. Farmer (1983) iki genel 

tipi ele alarak bu tan mlar n bir özetini sunar: sadece metrik özelliklere ba l olanlar ve tipik 

bir yörüngenin çekerin farkl bölgelerini ziyaret s kl na ba l olanlar. Kapasite boyutu ve 

Hausdorff boyutu ilk tiptekilere örnek iken, enformasyon boyutu ve korelasyon boyutu ikinci 

tipin örnekleridir. Bunlardan ba ka Liapunov üstellerinden hesaplanan Liapunov boyutu 

vard r (Kaplan ve Yorke, 1983; Wolf vd.,1985).   

Kapasite boyutu kutu sayma boyutu olarak da bilinir. Faz uzay ndaki yörüngeyi kaplamak 

için gereken N tane kutunun say lmas kavram ndan türetilebilir. Yörüngenin her kutuyu 

ziyaret etme s kl n n bilgisinden yoksundur; karma kl n sadece geometrik bir ölçüsüdür 

(Theiler, 1990). Kapasite boyutu, say sal uygulamas çok zor olan Hausdorff ölçüsünün 

basitle tirilmi i gibi de görülebilir. Farmer (1983) DK 

 

DH  oldu unu göstermi tir. Ama 

ilgilenilen pek çok fraktal küme için bu boyutlar e ittir. Moon (1992) kapasite boyutunu çeker 

boyutunun bir ölçüsü olarak kullanman n iki ele tirisini sunmu tur. Birincisi kuramsald r; 

çünkü yörüngenin kutu ziyaret s kl n hesaba katmaz. Di er ele tiri hesapsald r; çünkü 

kutular sayma süreci çok zaman al r. Kapasite boyutu öyle tan mlanabilir: 

0

log[ ( )]
lim

log( )K

N
D

 

(2.6)  

Enformasyon boyutu, kapasite boyutu ölçüsünün, yörüngelerin her bir kaplama kutusunu 

ziyaret s kl n hesaba katan bir genelle tirmesidir. Boyut, sistemin serbestlik derecelerini 

sayan bir ölçü olarak anla labilece inden, verilen bir do rulukta bir noktay belirtmek için 

kaç bit enformasyon gerekti inin de erlendirildi i bir tan m kurmak mümkündür. Genel 

anlamda,  do rulu unda D boyutlu birim kutunun konumunu belirtmek için I( ) = -D log2( ) 

enformasyon biti gereklidir. Tek bir kutu tan mlamak için gereken ortalama enformasyon için 

Shannon un formülü kullan l r (Theiler, 1990):  

1

( ) ( ) log ( )
N

i i
i

I

 

(2.7) 

Burada i

 

i.kutudaki olas l k ölçümüdür. Bu ili ki enformasyon boyutu için u ifadeye 

götürür: 
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0 0

( ) log ( )( )
lim lim

log( ) log( )
i i

I

I
D

 
(2.8) 

Enformasyon, sistemdeki öngörülemezli in bir ölçüsüdür. Kapasite ölçüsüyle bir ili ki 

kurmak için öyle dü ünülebilir: i

 
olas l n n tüm kutular için e it oldu u varsay ld nda 

( ) logI N

 

olur, bu da I KD D

 

anlam na gelir. Yani tüm veri noktalar kutular aras nda 

düzgün da lm sa, enformasyon boyutu kapasite boyutuna e it olur.Genel anlamda, 

( ) logI N

 

oldu undan  I KD D

 

olur (Farmer vd., 1983; Moon, 1992).   

Korelasyon boyutu bir ba ka olas l ksal boyuttur. lkesel olarak Hausdorff boyutuna 

benzerdir. Ama kutular n yerine sabit yar çapl çemberlerle zaman serisini kaplar. Bu ölçü pek 

çok deneyci taraf ndan ba ar yla kullan lm t r (Moon, 1992). öyle tan mlan r:  

2

0

log ( )
lim

log( )

i
i

C

G
D

 

(2.9) 

Burada iG

 

iki noktan n korelasyon fonksiyonudur. Dolay s yla, bu boyut rasgele bir nokta 

çiftini bulma olas l n ölçer. Bunun enformasyon boyutundan farkl oldu una dikkat 

edilmelidir, çünkü enformasyon boyutu verilen bir kutuda yaln zca bir noktay bulma olas l

 

ile ilgilenir. Grassberger ve Procaccia (1983) ile Takens (1983) 2
i iG

 

için korelasyon integrali 

C( ,N) kullan lmas n önermi tir. Bu algoritma Yöntemler bölümünün 3.ba l nda ele 

al nm t r.  

Genelle tirilmi boyut kavram , çe itli algoritmalar n boyut için neden farkl yan tlar verdi ini 

anlama gere inden do mu tur. Bir ba ka neden de düzgün olmayan (nonuniform [ing.]) 

ölçülü fraktallar n daha iyi karakterize edilmesi gereksinimidir. Genelle tirilmi boyut Renyi 

boyutu olarak da bilinir ve öyle tan mlan r (Balatoni ve Renyi, 1956; Renyi, 1970; 

Grassberger ve Procaccia, 1983; Hentschel ve Procaccia, 1983):  

0

( )
lim

log( )
G

G

I
D

 

(2.10) 

1

1
log [ ( )]

1

N
G

G i
i

I
G

 

(2.11) 
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Bu tan mla boyutun ölçüsü, G için varsay lan de ere ba l d r. G = 0 oldu unda 0GI I

 
olur 

ve GD

 
kapasite boyutuna kar l k gelir. G=1 oldu unda 0

 
için 1GD

 
alarak 

enformasyon boyutuyla ili kili bir ifade tan mlamak olas d r. G=2 oldu unda tan m 

korelasyon boyutunu temsil eder. Ayr ca, Sarraille ve DiFalco (1992) taraf ndan önerilen 

genelle tirilmi bir fraktal boyut formülü Yöntemler bölümünün 3.ba l nda ele al nm t r.  

Liapunov boyutu, Liapunov üstellerinden hesaplan r (Kaplan ve Yorke, 1983). Çekerin 

dinamik özelliklerini hesaba katar. Böylece Liapunov üstelleri, çekerin fraktal geometrisi ile 

ba lang ç ko ullar na hassasl aras nda önemli bir ba lant sa lar. Bu ölçü için bir tan m 

kurmak amac yla Liapunov üstelleri izgesi (spektrumu) azalan s ralamada dü ünülür. Tan m 

öyle verilir (Frederickson vd., 1983):  

1

1

j

i
i

L

j

D j          ,       

0

0

j

i
i I

j I

i
i I

 

(2.12)  

Bir sistemin çekerini bulmak için diferansiyel denklemlerin ya da fark denklemlerinin 

kullan lmas her zaman olanakl de ildir. Bunun yerine, s kl kla sistem de i kenlerinden 

birinin gözlenmesi sonucu toplanan zaman serisi verisinden yararlan l r. Çok de i kenli bir 

sistemin davran hakk nda, bu de i kenlerden yaln zca birinin kayd ile bilgi 

edinilebilece inin fark edilmesi çok geni bir ara t rma alan yaratm t r. J.D.Farmer 

kullan lan yöntemin alt nda yatan dü ünceyi öyle aç klam t r: "Bir de i keni ele ald n zda, 

bu de i kenin evrimi, onun etkile im hâlinde bulundu u di er de i kenler taraf ndan mutlaka 

etkilenecektir. Di er de i kenlerin de erleri elinizdeki de i kenin tarihi içinde bir yerlerde 

s k m durumda bulunmak zorundad r. En az ndan izleri olmal d r" (Packard vd., 1980). Söz 

konusu yöntemin dayana "yerle tirme kuram " ad yla bilinir ve F.Takens taraf ndan 

kan tlanm t r (Takens, 1981).   
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ekil 2.7 Nokta, çevrim, torus ve garip çekerlere kar l k gelen örnek zaman serileri.  

2.8 Liapunov Üsteli 

Liapunov üstelleri, ba lang çta faz uzay nda yan yana bulunan yörüngelerin raksama veya 

yak nsama h z n belirler. Genel olarak, m boyutlu bir faz uzay m tane farkl Liapunov üsteli 

ile tan mlan r. Her biri faz uzay n n bir ana eksenindeki raksama-yak nsama ile ilgilidir. Bu 

üstellerden yaln zca bir tanesi bile s f rdan büyük ise, sistem kaotik demektir. Örne in dört 

boyutlu bir sistemin olas Liapunov üstelleri ve çekerleri Çizelge 2.1 deki gibi özetlenebilir 

(Sprott, 2003). 

Kaotik bir sistemin herhangi iki yak n yörüngesi üstel olarak raksar. Zaman ilerlerken, 

sonuçta bütünüyle farkl faz uzay bölgelerine giderler. Ba lang ç ko ullar ndaki farkl l klara 

bu a r duyarl l k, kaosun ba l ca i aretidir. Kaotik sistemleri öngörülemez yapan bu olgudur. 

Çok küçük bir fark n bile önemli oldu una, gelece i bütünüyle de i tirebilece ine i aret eden 

bu olgu kelebek etkisi olarak da bilinir. Adland rman n temelinde, bir kelebe in bulundu u 

çiçekten havalan p ötekine uçmas n n, bunu yapmamaya karar verdi i durumun gelece inde 

dünyan n öbür ucunda gerçekle mesi olas bir f rt nay engelleyebilece i veya 

güçlendirebilece ini anlatarak, havan n kaotik do as n örneklendirmek amac vard r. 



  
21

 
Sonuçta, örne in dünyan n zamansal s cakl k de i imlerini kesinlikle tan mlayan tam bir 

diferansiyel denklem kümesine sahip olunsa bile, s cakl n binde birlik bir yanl l kla ölçümü 

yanl tahmine yol açacakt r.   

Çizelge 2.1 Dört boyutlu bir sistemin olas Liapunov üstelleri ve çekerleri. 

1

 

2

 

3

 

4

 

çeker çeker boyutu

 

negatif

 

negatif

 

negatif

 

negatif

 

nokta 0 

0 negatif

 

negatif

 

negatif

 

limit çevrim

 

1 

0 0 negatif

 

negatif

 

2T

 

torus 2 

0 0 0 negatif

 

3T

 

torus 3 

pozitif 0 negatif

 

negatif

 

kaotik >2 

pozitif pozitif 0 negatif

 

hiperkaotik >3 

 

Kaosun tan m yap l rken, ba lang ç ko ullar na hassas ba l l ktan söz edilmi ti; yani bir 

kelebek kanad rüzgâr n n öngörüyü anlams z k labilece inden. Çekerin tan m yap l rken de, 

sistemin yeterince zaman geçtikten sonra oturup kalaca davran biçimi denmi ti. Çeli kili 

gibi görünen bu iki söylemin kesi ti i noktada, ço u zaman garip olan bir kaotik çeker 

belirmektedir. Kelebe in karar n n de i tirdi i ey çeker de il, çeker üzerindeki devinimdir.   

ekil 2.8'de Lorenz sisteminin farkl ba lang ç ko ullar yla ba lat l p, e it süreler boyunca 

çizdirilmi çekerleri görülmektedir. Ba lang ç ko ullar aras nda, yaln zca x koordinat nda 

510

 

kadar bir fark vard r. ekil 2.9 da, birinin z koordinat (üstte) ile ikisinin z koordinatlar 

fark n n (altta) zaman evrimleri çizilmi tir. Alttaki grafikten yörüngelerin evriminin önceleri 

uyumlu gözüktü ü ama t=23'ten itibaren farkl la maya ba lad klar görülmektedir. Üstteki 

grafikle kar la t r ld nda, t=28 noktas dolay nda yörüngeler aras fark n yörünge 

mertebesine ula arak, hiçbir uyum kalmad anla lmaktad r.  
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ekil 2.8 Ba lang ç noktalar az farkl iki yörüngenin raksamas .  

 

ekil 2.9 ki yak n yörüngenin zamanla farkl la mas .  
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2.9 Faz Uzay n n Yeniden Yap land r lmas

 
Zaman serisi analizinde ilk problem verileri durum vektörlerine dönü türmektir. Bu i lem faz 

uzay n n yeniden yap land r lmas ile gerçekle tirilir. Yeniden yap land rman n temel 

dü üncesi, bir sinyalin gözlenmemi durum de i kenleri hakk nda bilgi içerdi idir. 

Dolay s yla, bir skaler zaman serisini, özgün dinami e topolojik olarak e de er bir vektör 

zaman serisi yap land rmak için kullanmak mümkündür. Faz uzay n yeniden yap land rma 

i lemi, yörüngelerin yap s n yakalamak için bir koordinat sistemi biçimlendirilmesine gerek 

duyar. Yerle tirme kuram n n (embedding theorem [ing.]) sa lad "gecikme koordinat 

yerle tirme" olarak bilinen yöntem, tek bir gözlenen de i kenden sistemin faz uzay n in a 

etmeye olanak tan r. Bu yeniden yap land r lm faz uzay genellikle "yerle tirme uzay " diye 

adland r l r.  

Lorenz sisteminin bir de i keninin zaman seyrini ele alarak, di er iki de i keni bilmeden 

sistemin faz uzay n yap land rmak istiyor olal m. Bunu nas l yapabilece imizi 

dü ündü ümüzde sezgisel olarak, bir deterministik dinamik sistemdeki tüm de i kenlerin 

birbirleriyle ba lant l oldu unu hat rlar z. Yani, sistem de i kenleri, (2.3) e itli inden 

anla laca gibi birbirlerini etkilerler. Örne in x de i keninin zaman evrimi bir ç karma ile 

do rudan y de i kenine ba l d r. Ve y de i keninin zaman evrimi de benzer biçimde x 

de i kenine ba l oldu u gibi z de i kenine de ba l d r. Bu gerçe in do rudan sonucu udur: 

e er t an nda sadece x de i keninin de eri biliniyorsa, gelecekteki bir t

 

an ndaki x 

de i keni ölçümü kapal bir biçimde y ve z de i kenleri hakk nda da bilgi ta yacakt r. O 

halde, x de i kenini ölçmeye 2 , 3 ...t t

 

anlar nda devam edersek, sadece x hakk nda bilgi 

toplamakla kalmay p, y ve z hakk nda da bilgi toplam oluruz. E er 

 

uygun seçilirse, 

burada y ve z hakk nda elde edilecek bilgi miktar yeterince büyük olacakt r.   

Deneysel durum söz konusu oldu unda sistemi yöneten denklemler bilinmez. Say lar 

hakk nda bile bir ey söylenemeyen bir tak m diferansiyel denklemlerin yönetimindeki 

sistemin, tek bir zaman serisi sayesinde anla labilmesi biraz da n.mertebeden tek de i kenli 

bir tane diferansiyel denklemin, 1.mertebeden n tane diferansiyel denklemden olu an sisteme 

indirgenebilmesine benzer. E er ölçümler uygun aral klarla yap lm sa, deterministik bir 

kuraldan do mu olan eldeki tek boyutlu (tek de i kenli) zaman serisi, türevlemede 

kullan labilir. Sistemdeki de erlerin 1 1 2( , , ,...)n n n nx f x x x

 

gibi bir kurala göre ba lant l 
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olduklar dü ünülürse, ölçüm aral 0t

 
için f fonksiyonunun diferansiyelleri öyle olur 

(Sprott, 2003): 

1

2
1 2

2 2

3
1 2 3

3 3

4
1 2 3 4

4 4

2

( )

3 3

( )

4 6 4

( )

n n

n n n

n n n n

n n n n n

x xdf

dt t

x x xd f

dt t

x x x xd f

dt t

x x x x xd f

dt t

 

(2.13)  

Yerle tirme kuram n n titiz bir matematiksel kan t Takens taraf ndan yap lm t r. Kuram unu 

ifade eder: yeterince büyük yerle tirme boyutu m için, 2 ( 1)( ) ( , , ,..., )t t t t mp t x x x x

 

gecikme vektörleri özgün sistemle tam olarak ayn de i mez nicelikleri olan bir faz uzay 

üretir. Burada 

 

yerle tirme gecikmesidir. Takens' n formüle etti i biçimiyle teorem 'ya 

göre de il, yerle tirme boyutu m'ye göredir. Lorenz sistemi için uygun yerle tirme boyutunun 

dinamik sisteme e it oldu u bilindi inden böyle kullan l yor olsa da, genel anlamda bu gerçek 

bilinmez ve teoremin as l formülasyonu kullan lmal d r.   

Uygun yerle tirme parametreleri  ve m'nin seçimi için en do rudan yakla m, çe itli  ve m 

de erleri için faz portrelerini görsel olarak inceleyip, en iyi görüneni bulmakt r. Seçim 

yapabilmek için, elbette "en iyi" s fat ile ne anlat lmaya çal ld n bilmek gerekir. Örne in, 

Lorenz sistemi için farkl yerle tirme gecikmesi ve yerle tirme boyutu kullan larak elde edilen 

üç tane çekerin resmedildi i ekil 2.10'u ele alal m. Sa daki ( =3, m=2) faz portresinin 

sorunu, fazlas yla s k t r lm gibi görünmesidir. Çekerin, iyi evrilmi katlanma bölgelerine 

sahip olmad söylenebilir. Çekerin iki ucunda güzelce ifade edilmi yaylar, orta k s mda 

oldukça iddetli biçimde çarp arak, çekerin yap s n küçük ölçeklerde ay rt edilemez bir 

duruma getirebilirler. Öte yandan, soldaki ( =100, m=4) faz portresi oldukça karma k 

görünmektedir. Bu durumda, yörünge çok s k olarak katlan r ve döner. Böylece özellikle faz 

uzay n n orta k sm nda stokastik bir bile en de getirir ki bu uygun bir yerle tirme için iyi bir 

görünüm de ildir. Sonuçta ortadaki ( =17, m=3) faz portresi en iyisidir. Çekerin iyi evrilmi 

katlanma bölgeleri vard r, ama hâlâ s k t r lm ve deterministik görünmektedir.  
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ekil 2.10 Farkl yerle tirme gecikmesi ve boyutu kullan larak elde edilen çekerler.  

Hesaplamalara ba lamadan önce verileri görsel olarak incelemenin tavsiye edilen hatta 

gereken bir ey oldu u gerçe ine ve uygun yerle tirme parametrelerini bulmak için 

yukar daki aç klaman n tatminkâr görünmesine ra men, dikkat edilmesi gereken iki nokta 

vard r. Öncelikle, ekil 2.10'daki faz portreleri için kullan lan yerle tirme gecikmesi 

de erlerini ele alal m. Gecikmeler birbirlerinden oldukça farkl seçilmi lerdir. Bu durumda 

uygun ve daha az uygun bir yerle tirmeyi ay rt etmek kolayd r. Ancak, de er optimuma 

yakla t kça, aralar ndan en uygun olan

 

bulmak gittikçe zorla r (Perci, 2006). kinci olarak, 

sa daki m=2 al narak, ortadaki m=3 al narak, soldaki m=4 al narak elde edilmi tir. Bununla 

beraber, ilk iki yerle tirme koordinat , yaln zca yerle tirme gecikmesine ba l oldu una göre 

tüm resimler m=2 veya m=100 ile elde edilmi olsayd da fark anla lmayacakt . Elbette e er 

ikiden büyük bir yerle tirme gecikmesi seçilmi ise, devam edip olas ba ka faz uzay 

projeksiyonlar incelenebilir. Ancak bu uygun yerle tirmeyi bulma i ini gerçekten zorla t r r. 

Bu genel uyar lar n yan s ra bir de zaman tüketimi konusu vard r. Pek bilinmeyen bir 

sistemden kaynaklanan bir zaman serisini analiz etmek istedi imizde, zaman serisini üreten 

dinami in serbestlik derecesinin ne oldu u hakk nda hiçbir fikrimiz olmayabilir. Bu yüzden 

çe itli 

 

ve m'lere göre uygun bir yerle tirme üretebilecek tüm olas l klar kontrol etmek için 

gereken zaman çok uzun olacakt r. Öyleyse, yerle tirme gecikmesi 

 

ve yerle tirme boyutu 

m'nin uygun de erlerini verimli biçimde belirlemeyi sa layacak ba ka yöntemlere gereksinim 
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duyulmaktad r. Bu amaçla, uygun yerle tirme gecikmesinin bulunmas için "kar l kl bilgi 

(mutual information [ing.]) yöntemi" ve uygun yerle tirme boyutunun bulunmas için "sahte 

en yak n kom u (false nearest neighbour [ing.]) yöntemi" s kça kullan lmaktad r.  

. 
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3. YÖNTEMLER 

3.1 Otokorelasyon Fonksiyonu ve Kar l kl  Bilgi Yöntemi 

Uygun bir yerle tirme gecikmesi 'nun iki kriteri sa lamas gerekir. Birincisi,  yeterince 

büyük olmal d r ki, x de i keninin t+ an nda ölçtü ümüz de erinden edindi imiz bilgi ile t 

an nda ölçülen de er, ilgili ve bariz farkl olsun. Ancak o zaman m nin mant kl bir seçimiyle 

tüm faz uzay n yeniden in a etmek için, ölçülen de i kenin de erini etkileyen di er tüm 

de i kenler hakk nda bilgi edinmek mümkün olur. Genellikle k sa bir yerle tirme gecikmesini 

daha geni bir yerle tirme boyutuyla telafi etmek mümkündür.  Bu ayn zamanda, orijinal 

yerle tirme teoreminin m ye göre formüle edilip, temelde  ile ilgili hiçbir ey 

söylememesinin sebebidir. kincisi,  sistemin ba lang ç ko uluna dair bilgiyi kaybetti i tipik 

zamandan daha büyük olmamal d r. E er  büyük seçilirse, yeniden yap land r lan faz uzay 

az ya da çok rasgele görünecektir; çünkü ekil 2.10'da solda bulunan resim gibi ba lant s z 

noktalar içerecektir. Bu ko ul özellikle özünde öngörülemez olan kaotik sistemler için 

önemlidir. Bunlar, zaman ilerlerken, ba lang ç durumuna dair bilgiyi yitirmeye yüz tutar. Bu 

ikinci talep, uygun bir gecikme zaman n n a a daki gibi tan mlanan otokorelasyon 

fonksiyonundan tahmin edilebilece i önerisine götürür: 

0

1
( )

1

T

t t
t

a x x
T

 

(3.1) 

Burada optimal , otokorelasyon fonksiyonunun ilk olarak s f r n alt na indi i veya 1/e 

de erine bozundu u an ile belirlenir. Düzenliye yak n zaman serileri için bu iyi bir yöntem 

iken, kaotik zaman serileri için sahte sonuçlar do urabilir. Çünkü yaln zca lineer istatisti i 

temel al p, nonlineer ba nt lar hesaba katmaz. Bu yetersizli in çaresi, optimal yerle tirme 

gecikmesi olarak tx

 

ile tx

 

aras ndaki kar l kl bilginin ilk minimumunu kullanmay öneren 

A.M.Fraser ile H.L.Swinney taraf ndan 1986 y l nda önerilmi tir. tx

 

ile tx

 

aras ndaki 

kar l kl bilgi, tx

 

durumunun bilindi i varsay larak tx

 

durumu hakk nda sahip olunan bilgi 

miktar n belirtir. 0 1 2{ , , ,..., ,..., }tx x x x x  biçiminde bir zaman serisi verildi inde, önce maksx  ve 

minx

 

de erleri bulunmal d r. Bunlar n fark n n mutlak de eri minmaksx x , j tane e it aral a 

payla t r l r. Burada j yeterince büyük bir tamsay olmal d r. Son olarak, u ifade hesaplan r: 

, ,
1 1 1

( ) ( ) ln ( ) 2 ln
j j j

h k h k h h
h k h

I P P P P

 

(3.2) 
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Burada hP

 
ve kP

 
s ras yla h ve k numaral kaplarda bulunma olas l ve , ( )h kP

 
ise tx nin h 

numaral kapta ve tx nun k numaral kapta bulunma ortak olas l klar d r. Veriler taraf ndan 

i gal edilen tüm aral n bölü ülmesi yeterince iyi oldu u sürece, yani j yeterince büyük 

seçilirse, kar l kl bilginin de eri kap büyüklü üne aç k ba l olmaz. I( ) nun ilk 

minimumunun gerçekten optimal yerle tirme gecikmesini üretti i s kça gösterilmi olsa da, 

bunun kan t daha sezgisel, ya da deneysel, bir arkaplana sahiptir. S kl kla denir ki, I( ) nun 

ilk yerel minimuma sahip oldu u yerle tirme gecikmesinde tx , tx 'yi bilmekten elde edilen 

bilgiye, aralar ndaki ba nt y bütünüyle yitirmeden, en büyük miktarda bilgiyi ekler.   

3.2 Sahte En Yak n Kom u Yöntemi 

Sahte en yak n kom u yöntemi, çekerin karma k yap s n bütünüyle çözmek amac yla 

gereken en küçük yerle tirme boyutu m yi belirlemek için etkili bir araç olarak önerilmi tir 

(Farmer vd., 1983; Theiler, 1990; Kennel vd., 1992). Takens n yerle tirme teoremi, yeterince 

büyük her m için, yani gereken en küçük yerle tirme boyutundan büyük olanlar için de, uygun 

bir yerle tirmeyi garantiler. Bu anlamda, yöntemi, gereken en küçük yerle tirme boyutunu 

veren bir uygunla t rma (optimizasyon) süreci olarak görmek mümkündür. Yöntem u 

varsay ma dayan r: deterministik bir sistemin çekeri, yap s nda ani düzensizlikler olmaks z n 

katlan r ve aç l r. Bu varsay mdan faydalanarak u sonuca var lmaktad r: yeniden kurulan 

yerle tirme uzay nda yak n olan iki nokta, ilerleyen yinelemelerde de yeterince yak n 

kalmal d r. E er bu ko ul sa lan rsa, (orijinal olarak yerle tirme gecikmesine e it önerilen) 

yeterince k sa ileri yinelemelerde, yeniden yap land r lan çekerin ( )p i

 

ve ( )p t

 

gibi iki 

noktas aras ndaki mesafe (ki ba lang çta aralar ndaki mesafe küçük bir 

 

kadard r), irR

 

verilen bir sabit olmak üzere, irR

 

çarp m ndan büyük olamaz. Bununla beraber, e er bir 

t.nokta bu ölçütü sa lamayan bir yak n kom uya sahipse, o zaman bu t.nokta "sahte bir en 

yak n kom uya sahip" diye i aretlenir. Yeterince büyük bir m seçilerek, sahte en yak n 

kom usu olan noktalar n kesrini minimize etmek gerekir. Yukar da zaten izah edildi i gibi, 

e er m çok küçük seçilirse, tüm faz uzay n ba ar l biçimde yeniden in a etmek için gereken, 

ölçülen de i kenin de erini etkileyen tüm di er de i kenler hakk nda yeterli bilgi elde etmek 

olanaks zla r. Geometrik bak aç s ndan bunun anlam udur ki, çekerin iki noktas yak n 

gibi gözükebilir, ancak yineleme (iteration [ing.]) yap ld nda, bu noktalar yans t m 

(projeksiyon) etkilerine ba l olarak rasgele yerle ir. Rasgele yerle imin olu mas n n sebebi, 
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çekerin gerçek faz uzay ndan daha küçük boyutlu bir biçimde yans t lmas ve noktalar aras 

mesafenin bu nedenle çarp t lmas d r.  

Sahte en yak n kom ular n kesrini hesaplamak için a a daki algoritma kullan l r. Boyutu m 

olan yerle tirme uzay nda bir ( )p t

 

noktas verildi inde öncelikle bir ( )p i

 

kom usu 

bulunmal d r. Böylece ( ) ( )p i p t

  

olup, burada || || kare norm ve 

 

(genelde verinin 

standart sapmas ndan büyük olmayan) küçük bir sabittir. Bundan sonra, a a daki e itli e 

göre ( )p t

 

ve ( )p i

 

noktalar n n (m+1).yerle tirme koordinatlar aras ndaki normalize edilmi 

mesafe iR  hesaplan r: 

( ) ( )
i m t m

i

x x
R

p i p t

 

(3.3) 

E er iR , verilen bir trR

 

e i inden daha büyükse, ( )p t

 

sahte bir en yak n kom uya sahip 

demektir. (3.3) e itli inin tüm zaman serisi için ve çe itli m de erleri için, iR > trR

 

olan 

noktalar n kesri ihmal edilebilir olana kadar hesaplanmas gerekir. Kennel'e göre trR =10 

de erinin pek çok veri kümesi için iyi bir seçim oldu u kan tlanm t r; ancak bu sonuç için 

biçimsel bir matematiksel kan t bilinmemektedir. Dolay s yla, e er trR =10 için yöntem ikna 

edici olmayan sonuçlar veriyorsa, hesaplar n farkl trR

 

de erleri için tekrarlanmas tavsiye 

edilmektedir. Verilmesi gereken parametre de erleri, sahte en yak n kom ular n kesrinin 

belirlenmesi için gerekli en küçük ve en büyük yerle tirme boyutu, önceden elde edilmi 

yerle tirme gecikmesi, ba lang çtaki 

 

de eri, ba lang çtaki 

 

de erinin art için bir çarpan 

(

 

verinin standart sapmas na ula ana dek artar), trR

 

e i i ve harcanmas na izin verilen veri 

yüzdesidir. Son parametre veriler k t oldu unda kullan l d r; böylece baz faz uzay 

noktalar n n izin verilen en büyük 

 

içinden ba ka yerde kom usu olma olas l olur.  

3.3 Çeker Boyutu Hesaplamalar

 

Deneysel veriler için hesaplanan fraktal boyut genellikle korelasyon boyutudur. Korelasyon 

boyutunun tahmini için çe itli algoritmalar bulunmaktad r. Grassberger-Procaccia algoritmas 

h z nedeniyle çokça tercih edilmektedir. Bu algoritmay inceleyelim. Çeker üzerinde bir 
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yörünge noktalar kümesi olsun: kz

 
(k=0,1,2, ,K). Korelasyon integrali öyle olur: 

2
, 1

1
( ) lim ( )

K

i j
K

i j

C H z z
K

 
(3.4) 

Burada H birim ad m fonksiyonu olup, Heaviside fonksiyonu olarak da adland r l r. Argüman 

s f rdan küçük oldu unda s f ra e ittir; di er durumlarda bire e ittir. Burada ix

 

noktas n n  

yar çap içinde kalan noktalar sayar. Ba ka bir deyi le, dan daha az bir mesafeyle ayr k olan 

nokta çiftlerini sayar. ( )C

 

ise  içindeki noktalar n ortalama kesrini verir.  Korelasyon 

boyutu öyle ifade edilir: 

0

ln ( )
lim

lnC

C
D

 

(3.5) 

Dolay s yla, lnC( ) ye kar ln grafi inin e imi korelasyon boyutunu verir. Grafik 

çizdirildi inde görülen lineer bölge ölçekleme bölgesi olarak e imin hesaplanmas nda 

kullan l r.   

Bir di er boyut hesaplama yöntemi Sarraille ve DiFalco (1992) taraf ndan kullan lm t r. Bu 

genelle tirilmi bir fraktal boyut formülüdür. Buradan kapasite, enformasyon ve korelasyon 

boyutu hesaplanabilir: 

( )

1

1
( , ) log ( , )

1

N e
q

m

I q e P m e
q

 

(3.6) 

( , )qP m e , e büyüklüklü kutularla yap lan minimal kaplaman n i.kutusunda bulunan kümenin 

noktalar oran n n q.kuvvetidir. N(e) böyle bir kaplamada kullan lan kutular n say s d r. Bu 

kutular küp, disk veya küre olabilir. O zaman genelle tirilmi boyut öyle tan mlan r:  

( , )
( )

log

I q e
D q

e

 

(3.7) 

D(q) , q=0 için kapasite boyutunu, q=1 için enformasyon boyutunu ve q=2 için korelasyon 

boyutunu temsil eder.  



  
31

 
3.4 En Büyük Liapunov Üstelinin Hesaplanmas

 
Liapunov üstelleri sistemin ba lang ç ko ullar na hassas ba l l n n yani dinami inin kaotik 

olup olmad n n anla lmas nda büyük önem ta r. En büyük Liapunov üsteli sistemin 

dinami inin belirleyicisi oldu undan, problem ço u zaman bu en büyük üstelin bulunmas d r. 

Bu amaçla geli tirilmi çok çe itli algoritmalar bulunmaktad r. Burada bir örnek olarak bu 

algoritmalar n en sa l kl ve verimlisi olmasa da kavramsal olarak basit ve do rudan olan 

Wolf algoritmas n inceleyelim (Wolf vd., 1985).   

Önce yerle tirme uzay n n bir ( )p t noktas için ( ) ( )p i p t

 

ba nt s n sa layan bir 

yak n kom u ( )p i bulunur. Sonra her iki nokta da, sabit bir evrilme zaman 

 

için zamanda 

ileri do ru yinelenir. Burada , yerle tirme gecikmesi 'dan birkaç kat büyük olmal ama 

( )m

 

çarp m ndan çok büyük olmamal d r. E er sistem kaotikse, evrilen zamandan sonraki 

mesafe 

( ) ( )p i p t

 

(3.8) 

ba lang çtaki 

 

de erinden büyük olacakt r. Düzenli davran durumunda  olur. Her bir 

 

evriminden sonra, yerle tirme uzay nda, evrilmi nokta ( )p t 'ye uzakl küçük ( )

 

olmas gereken yeni bir ( )p j

 

noktas arad m z yerde bir yenileme (replacement [ing.]) 

ad m na giri ilir. Burada u ko ul vard r: ( )p t

 

ve ( )p i noktalar ile ( )p t

 

ve ( )p j

 

noktalar taraf ndan olu turulan vektörler aras ndaki aç sal ayr l k küçük olmal d r. Bu süreç, 

yörüngenin ba lang ç noktas sonuncusuna ula ana dek tekrarlan r. Sonuçta, en büyük 

Liapunov üsteli u e itli e göre hesaplan r: 

1
1

1
ln

M

iM

 

(3.9) 

Burada M yenileme ad mlar n n toplam say s d r. Ard k yenileme ad mlar , en büyük 

Liapunov üstelinin do ru bir tahmini için çok önemlidir. E er yerle tirme uzay uygun 

biçimde kurulmu sa ve noktalarla yo un biçimde doluysa algoritma çok iyi i ler.  



  
32

 
4. YAPILANLAR VE BULGULAR 

Bu çal mada, Sprague-Dawley (rattus norvegicus [lat.]) türü bir farenin anestezi alt nda 

kendili inden solunumu s ras nda kaydedilen trakesel hava ak sinyallerinin olu turdu u 

zaman serisi verisi kullan lm t r. Hem ci er hem de kalbin mekaniksel de i imlerine ba l 

olan trakesel hava ak de i imi ölçümleri bir pnömotakograf (pneumotachograph [ing.]) 

arac l yla yap lm t r. E it zaman aral klar yla kaydedilen bu ölçümler sonucunda elde 

edilen zaman serisinin Dataplore adl

 

bilgisayar program kullan larak görselle tirilmi 

biçimi ekil 4.1 de görülmektedir.   

 

ekil 4.1 Kendili inden solunum yapan farenin trakesel hava ak de i imleri.  

Eldeki bu deneysel zaman serisinin nonlineer çözümlemesini yapmak amac yla faz uzay n 

yeniden yap land r p, sistemin çekerini incelemek için öncelikle uygun yerle tirme gecikmesi 

ve yerle tirme boyutu hesaplanm t r.  

Yerle tirme gecikmesi, hem kar l kl bilgi yöntemi hem de otokorelasyon fonksiyonu 

kullan larak, Nonlinear Dynamics Toolbox (NDT) adl bilgisayar program yard m yla 

hesaplanm t r. Böylece en uygun gecikme zaman =31 bulunmu tur. ekil 4.2 de 
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otokorelasyon fonksiyonu ile elde edilen grafik görülmektedir. En uygun , otokorelasyon 

fonksiyonunun ilk olarak s f r n alt na indi i yer ile belirlendi inden, grafikten de 

okunabilece i gibi aranan de er yakla k olarak 31 olur. ekil 4.3 de ise kar l kl bilgi 

yöntemi ile elde edilen grafik görülmektedir. En uygun , kar l kl bilginin ilk minimumu ile 

belirlendi inden, büyütülerek incelenen grafik ile aranan de erin yine yakla k olarak 31 

oldu u anla lm t r.   

 

ekil 4.2 Deneysel zaman serisi için otokorelasyon fonksiyonu.  

 

ekil 4.3 Deneysel zaman serisi için kar l kl bilgi yöntemi. 
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Yerle tirme boyutu, sahte en yak n kom u yöntemi kullan larak, yine NDT program 

yard m yla hesaplanm t r. En uygun yerle tirme boyutu m=4 bulunmu tur. ekil 4.4 de sahte 

en yak n kom u yöntemi ile elde edilen grafik görülmektedir. Bu grafi in elde edilmesinde 

çe itli hata kriterleri denenmi ve art k dikkate de er bir de i imin olmamaya ba lad 

noktada görüntü al nm t r.  

 

ekil 4.4 Deneysel zaman serisi için sahte en yak n kom u yöntemi.  

Bulunan yerle tirme gecikmesi ve yerle tirme boyutunun NDT program na yerle tirilmesi ile 

yeniden yap land r lan faz uzay nda sistemin çekeri çizdirilmi tir ( ekil 4.5).   

Ayn çekerin Dataplore program nda elde edilmi portresi farkl bir aç da görüntülenmi 

biçimiyle ekil 4.6 da görülmektedir.  
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ekil 4.5 Deneysel zaman serisinin çekeri (NDT).  

 

ekil 4.6 Deneysel zaman serisinin çekeri (Dataplore).  

Fraktal boyut hesab nda genelle tirilmi Sarraille-DiFalco algoritmas n kullanan FD3 

program kullan larak çekerin kapasite, enformasyon ve korelasyon boyutlar incelenmi tir. 

Kapasite boyutu 0.91241, enformasyon boyutu 0.88428 ve korelasyon boyutu 0.85697 

bulunmu tur. ekil 4.7 de program n hesaplama sonras nda verdi i ç kt görülmektedir.  
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ekil 4.7 Çekerin kapasite, enformasyon ve korelasyon boyutu (FD3).  

Ayr ca çekerin korelasyon boyutu, Grassberger-Procaccia algoritmas n kullanan Visual 
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Recurrence Analysis (VRA) adl bilgisayar program yard m yla yakla k 0,85 olarak 

bulunmu tur. Farkl algoritmayla yap lan bu hesaplama, FD3 program ndan al nan sonuçla 

uyumludur. ekil 4.8 de ilgili hesaplama sonucunda elde edilen grafik görülmektedir.  

 

ekil 4.8 Çekerin korelasyon boyutu (VRA).  

Boyutlar n tamsay olmamas , çekerin fraktal geometrisine i aret etmektedir. Fraktal geometri 

ço u zaman kaotik dinamikle birlikte görülüyor olsa da, sisteme kaotik diyebilmek için en 

büyük Liapunov üstelinin pozitif olmas gerekir. Sistemin Liapunov üstelleri izgesi NDT 

program kullan larak hesaplanm t r ( ekil 4.9). Grafikten görülebilece i gibi izge pozitif 

de erler içermektedir.   

NDT program ile elde edilmi olan yaln zca bask n (dominant) Liapunov üstellerini gösteren 

bir ba ka grafik ise ekil 4.10 da görülmektedir. Pozitif üstellerin varl kaotik dinami e 

i aret etmektedir.  
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ekil 4.9 Liapunov üstelleri izgesi.  

 

ekil 4.10 Bask n Liapunov üstelleri izgesi.  
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5. SONUÇ 

Çözümleme sonucunda, anestezi alt ndaki farenin pnömokardiyografi yöntemiyle kaydedilen 

trakesel hava ak de i iminden elde edilen zaman serisinin alt nda yatan dinami in kaotik bir 

yap sergiledi i anla lm t r.   

Tez metninde öncelikle konuyla ilgili en temel kavramlar hat rlat lm t r. Ard ndan, analizde 

kullan lacak algoritmalar n dayand teknikler aç klanm t r. Son olarak çözümleme 

basamaklar s ras yla anlat larak, al nan grafiksel ve say sal sonuçlar verilmi tir.  

Yap lan i lemler ve bulgular öyle özetlenebilir: 

 

NDT program arac l yla, otokorelasyon fonksiyonu kullan larak uygun yerle tirme 

zaman

 

=31 olarak belirlendi. Grafik ekil 4.2 de sunuldu. 

 

NDT program arac l yla, kar l kl bilgi yöntemi kullan larak zaman gecikmesi 

belirlenip, kar la t r ld . Otokorelasyon fonksiyonunun önerdi i de erle uyumlu 

oldu u görüldü. Grafik ekil 4.3 te sunuldu. 

 

NDT program arac l yla, sahte en yak n kom u yöntemi kullan larak uygun 

yerle tirme boyutu m=4 olarak belirlendi. Grafik ekil 4.4 te sunuldu. 

 

Belirlenen yerle tirme gecikmesi ve yerle tirme boyutu kullan larak, NDT program 

arac l yla faz uzay yeniden yap land r ld .  

 

Yerle tirme uzay nda NDT ve Dataplore programlar arac l yla sistemin çekeri 

çizdirildi. Grafikler ekil 4.5 ve ekil 4.6 da sunuldu. 

 

Çekerin FD3 program arac l yla hesaplanan korelasyon boyutu 0.85697 bulunarak, 

tamsay olmad görüldü. Fraktal geometrili oldu u anla ld . Yan s ra, kapasite ve 

enformasyon boyutlar

 

hesapland . Kapasite boyutu 0.91241 ve enformasyon boyutu 

0.88428 bulundu. Program ç kt s ekil 4.7 de sunuldu. 

 

Çekerin korelasyon boyutu VRA program arac l yla hesaplanarak, 0,85 de eri 

bulundu. FD3 program n n verdi i de erle tutarl oldu u görüldü. Grafik ekil 4.8 de 

sunuldu. 
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NDT program arac l yla, sistemin Liapunov üstelleri izgesi çizdirildi. çerdi i 

s f rdan büyük de erler sayesinde sistemde kaosun varl ndan söz edilebilece i 

anla ld . zge ekil 4.9'da sunuldu. Ayr ca sistemin bask n Liapunov üstelleri izgesi 

de ekil 4.10 da verildi. 
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