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OZET

Whittaker metodu kullamlarak sanki-diizgiin kiitlegekim alaninda bir elektronun potansiyeli
elde edilmistir, daha sonra olay ufkunun disinda Schwarzschild metriginde durgun noktasal
bir yiikiin potansiyeli Hadamard teorisinin yardimiyla elde edilmistir (Copson ¢ozliimil).

Sonug olarak, izotropik koordinatlarda verilen Copson ¢6ziimi incelenmis ve Gauss yasasi
uygulanarak gerekli diizeltmeler yapilmistir. Diizeltilmis Copson ¢6ziimiinii olay ufkunun
icine genisletmek amaciyla standart Schwarzschild koordinatlari kullanmilmistir (Linet
¢bziimii). Bu ¢6ziim yiikiin bulundugu yer hari¢ her yerde diizgtindiir.

Anahtar Sozciikler: Schwarzschild metrigi, Hadamard teorisi, Copson c¢6zlimii, Linet
¢Ozimi.
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ABSTRACT
The potential of an electron in the quasi-uniform gravitatioanal field has been obtained using

the Whittaker method. Then, the potential of a point charge at rest in the Schwarzschild metric
outside the horizon has been obtained by the aid of Hadamard’s theory. This called Copson’s

solution.

As a result of it has been examined Copson’s solution originally given in isotropic coordinates
and applying Gauss’s law, it has been derived the necessary correction. In order to extend the
corrected solution of Copson inside the horizon the standard Schwarzschild coordinates has
been used. This called Linet’s solution. It is regular everywhere except at the position of the

charge.

Keywords: The Schwarzschild metric, Hadamard’s theory, Copson’s solution, Linet’s

solution.
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1. GIRIiS

Genel goreliligin sonucu olarak biitiin elektromagnetik ve optik olaylar kiitlecekimse] alandan
etkilenirler. Gorelilik teorisinin ilk Ongoriisti, 1518in giines gibi buyik kiitleli bir cismin
yanindan gecerken egrilmesidir. Sonuc olarak, klasik elektromagnetik teori elektromagnetizm

ve kiitlegekim arasindaki etkilesme dikkate alinarak yeniden yazilmalidir.

Whittaker, kiitlegekimin elektromagnetik olaylar tizerine etkisini incelemis ve 6zellikle iki
cesit kiitlecekim alamindaki elektrostatigi ele almustir: (1) Tek bir kiitlenin olusturdugu
kiitlecekimsel alan (uzay-zaman Schwarzschild metrigi ile tanimlamr) (2) Bu alanin limit
durumu sanki-diizgiin bir alan olarak adlandirmistir. Whittaker sanki-diizgiin bir alandaki bir
elektronun potansiyelini hesaplamis, fakat Schwarzschild alanindaki bir elektronun

potansiyeli i¢in benzer bir ifade elde edememistir (Whittaker, 1927).

Copson, sanki-diizgiin kiitlecekim alaninda durgun noktasal bir yiiklin olusturdugu ve
Whittaker ifadesi ile aym olan elektrostatik potansiyeli bulmustur, daha sonra olay ufku
disindaki Schwarzschild alaninda durgun noktasal bir yiikiin meydana getirdigi elektrostatik
potansiyeli izotropik koordinatlarda elde etmistir. Bu ¢oziim Copson ¢oziimii olarak

bilinmektedir (Copson E., 1928).

Linet, Copson ¢dziimiinden yola ¢ikarak sadece olay ufku disindaki Schwarzschild alaninda
durgun noktasal bir yiikiin degil ayni zamanda olay ufku icindeki Schwarzschild alaninda
ikinci bir yiikten kaynaklanan elektrostatik potansiyeli de dikkate almis, Copson ¢dziimiine
Gauss yasasimu uygulayarak gerekli diizeltmeleri yapmis ve bir ¢dztim elde etmistir: Linet

coziimii (Linet B., 1976).

Bu tezde amagclanan olay ufkunun igindeki ve disindaki Schwarzschild alaninda durgun
noktasal bir yiikiin olusturdugu elektrostatik potansiyelin belirlenmesidir. Ik bdliimde
Schwarzschild metriginin elde edilmesi ve &zellikleri ile ilgili bilgilere yer verilmistir. Ikinci
bsliimde Hadamard teorisinin yardimiyla sanki-diizgiin kiitlecekim alaninda durgun noktasal
bir yiikiin elektrostatik potansiyelini veren temel ¢6ziim bulunmus, daha sonra izotropik
koordinatlar kullanilarak olay ufku disindaki Schwarzschild alaninda yine durgun noktasal bir
yiikiin elektrostatik potansiyeli elde edilmistir. Son bélimde ise, izotropik koordinatlarda
verilen Copson ¢6ziimii incelenmis, Gauss yasasina gore, ikinci bir yiik icerdigi goriilmiistiir.
Bu durumda Copson ¢6ziimiinde gerekli diizeltmeler yapilmis, olay ufkunun igindeki ve
digindaki Schwarzschild alaminda noktasal durgun yiiklerin olugturdugu elektrostatik

potansiyel bulunmustur (Linet ¢oziimii). Diizeltilmis Copson ¢dziimiinii olay ufkunun icine



genisletmek i¢in standart Schwarzschild koordinatlari kullanilmis ve sonug olarak, yiiklerin

bulundugu yer hari¢ her yerde diizgilin olan bir ¢6ztim, V' (r6¢,a8,¢, ), elde edilmistir.
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2. SCHWARZSCHILD COZUMU

2.1 Duragan Coziimler

Burada 6ncelikle duragan ile statik ¢6ziimler arasindaki fark belirtilecek, daha sonra Einstein

bosluk alan denklemleri en basit durum olan kiiresel simetrik durum i¢in ¢oziilecektir.

Zamana bagli olmayan bir ¢dziime duragan ¢oziim denir. Bu ¢oziim zaman icinde degismez
demek degildir, fakat bu ¢dziimde zaman terimi agikca yer almaz. Statik ¢6zlim zaman i¢inde
degismez, yani statik ¢oziimde herhangi bir zaman orijin olarak segilirse bu noktaya gore

zaman simetriktir.

Once (r=t1) Sonra (1=t->11)
(@ > > —
X X2 X X2
(b) f—_’l — —> —
XI XZ X] X2
(cy ! ' . '
Xy X X1 X7

Sekil 2.1 Bir boru igindeki iki gaz parcaciginin (a) duragan olmayan, (b) duragan ve (c) statik
hareketi.

(Sekil 2.1) Bir boru i¢indeki gazin hareketi ele alindiginda; eger gaz zamana bagh bir aletle
pompalamirsa, hareket duragan olmayacaktir (a). Eger gaz boru iginde her noktada sabit hizla

ilerlerse, hareket duragandir (b). Eger gazin hiz1 her yerde sifir ise, sistem statiktir (c).

Secilen 6zel bir koordinat sisteminde metrik (g,) zamandan acik olarak bagimsiz ise,
duragan olacaktir, yani

ag ab

5 =0 2.1)

olur. Burada x° zamansal koordinattir. Herhangi bir koordinat sisteminde metrik biitiin

koordinatlara baglidir. Bu ylizden (2.1) ifadesi koordinattan bagimsiz olmalidir. Ozel



koordinat sisteminde vektor alam
X*=6; (2.2)
olarak tanimlanirsa,
Ly8a =X 8ape + 8acX b + 80X g
=80 8ac = &ano =0

elde edilir. L,g, bir tansordiir. Eger bu tansér bir koordinat sisteminde sifirsa, biitiin

koordinat sistemlerinde de sifirdir. Bu ylizden X“, Killing vektor alanmidir. Sadece ve sadece
uzay-zaman zamansal bir Killing vektdr alanina sahipse, uzay-zaman duragandir [Ray

d’Inverno, 1992].

2.2 Statik Coziimler

Eger ¢oziim duragan ise, metrik zamandan bagimsiz olacaktir, fakat cizgi elemani hala

(dx°dx®) terimini icerecektir. Eger metrik statik ise, bu terimler olmayacaktir. Ozel
koordinat sisteminde (x°,x'.x*,x°) ve (x’ +dx°,x' +dx',x*,x’) olaylan arasindaki aralik

ele alinirsa, cizgi elemani,

ds® = goo (")’ +2g,dx’dx' + g, (dx')? (2.4)
seklinde tamimlanir. Burada biitiin g, terimleri x“ *a baglidir. Zamamn tersine ¢evrilmesi

x® = x"% ==x° (2.5)
durumunda g, ‘ler degismez, fakat (2.4) denklemi

ds® = goo(dx°) —2g,,dx dx' + g, (dx')’? (2.6)
halini alir.

Statik coziim demek zamamn tersine cevrilmesi durumunda ds’’nin degismez olmasi

demektir. (2.4) ve (2.6) denklemleri esitlenirse, g, teriminin yok oldugu goriiliir. Benzer

sekilde g,, ve g, terimleri de sifir olmalidir. Boylece 6zel koordinat sisteminde dx " dx”

terimlerinin ¢izgi elemani icinde bulunmadig gés-ferilmis olur [Ray d'Inverno, 1992].



2.3 Kiiresel Simetrik Coziimler

Kiiresel simetrik uzay-zamanda, Killing alanlarnn X“

X" =0
(2.7)
X =wixl, 0, =-0,

formundadir. Burada (x°) kartezyan koordinat sistemidir. w,, biyuklagl, t¢ uzaysal

donmeyi belirleyen parametrelere baglidir. Bir sistem O orijin noktasi etrafinda uzaysal

dénmeler altinda degismez kaliyorsa, kiiresel simetriye sahiptir [Ray d Inverno, 1992].

D5

Sekil 2.2 Standart kiiresel koordinatlar 8 ve ¢ .

Eger zaman sabit tutulur ve orijinden a kadar uzaklikta bir P noktasi alimirsa, uzaysal

donmeler sonucunda P noktas: O merkezli 2-kiire ylizeyi stipliriir. Boylece 6 azimuthal ve ¢

eksensel koordinatlar tammlanir. P noktasindan ekvator diizlemine bir dik ¢izgi cizilerek bu

nokta Q olarak adlandirilsin. OQ dogrusu ile pozitif x ekseni arasindaki a¢1 ¢, OP dogrusu ile

z ekseni arasindaki a¢1 6 olacaktir. 2-kiire {izerindeki biitlin noktalar

0<6<rm,

2.8
-n<¢p<nm 29
koordinat noktalar ile kaplidir. 2-kiirenin ¢izgi elemani
ds® = a’(d0* + Sin’6 d¢*) (2.9)

seklinde yazilabilir. Bu denklemde r ve r sabittir. Kiiresel simetri oldugundan 6 ve ¢



degistiginde cizgi eleman1 degismez. df ve d¢ icinde capraz terimler yoktur. Ciinkiy;

asagidaki doniistimler altinda metrik degismezdir:

0 —>6'=1-0, (2.10)
b9 =9 .

Ozel bir koordinat sistemi,

(x*)=(x%x",x*,x°)=(1,7,0,4) (2.11)
seklinde tanimlanursa, ¢izgi elemam

ds® = Adt® —2Bdidr — Cdr* — D(d6” +sin* @ d¢*) (2.12)

formunda yazilir. Burada 4, B,C,D katsayilari ¢ ve r’nin fonksiyonlardir. Yani 4 = (£,7),

B=(r), C=(r), D=(r).

r—>r'=DV (2.13)
déniistimii ile yeni bir radyal koordinat tanimlanirsa, (2.12) ¢izgi eleman

ds* = A'(t,r")dt* —2B'(t,r")dtdr' = C'(t,r")dr'> —r'>(d0 +sin’ 6 d¢?) (2.14)

formunu alir. A'(t,r")dt — B'(t,r")dr’ diferansiyel denklemi [ =I(t,r") integral faktori ile

carpilirsa, ¢ikan sonug kullanilarak yeni bir zaman koordinati ¢ tammlanir:

dr' = I(t,r")A'(t,r")dr — B'(t,")dr"]. (2.15)
Bu ifadenin karesi alinir ve diizenlenirse,

dt't = I*(A"?dt* -24'B'didr’ + B dr'?), (2.16)
A'dt? —2B'drdr' = A [7dt"? — A7 B dr”? (2.17)
sonuglari elde edilir ve (2.14) ¢izgi eleman:

ds® = A7 2dr'? —(C'+ A7'B") dr'* —r'>(dO* +sin’ 0 d¢*) (2.18)
bulunur. ki yeni fonksiyon v ve 4,

Al—l[—2 — ev

(2.19)
CI+AI—1B12 :ei.



olarak tanimlanirsa,
ds* =e'dt’ —e*dr? —r?(d8* +sin’ 0 d¢?) (2.20)

formunda elde edilir. Burada v =v(t,7) ve A = A(t,r).

2.4 Schwarzschild Coziimii

Bu béliimde Einstein bosluk alan denklemleri kullanilarak (2.20) denklemindeki v ve A

fonksiyonlan belirlenecektir.

Ik olarak g, kovaryant ve g® kontravaryant metrik tansdrleri bulunacak ve bunlar

kullanilarak sifirdan farkli T',. Christoffel sembolleri hesaplanacaktir.
Kovaryant metrik
g, = diag(e’ ,—e* ,~r*,~r’sin’0) (2.21)

formuna sahiptir ve metrik diagonal oldugundan metrigin kontravaryant formu

g® =diag(e™ ,—e™*,—r,~r7sin ) (2.22)
seklindedir.

Christoffel sembolleri,

L= 58" Gute + 080~ 0s8) 2.23)

formunda tamimlamr. (2.21) ve (2.22) ifadeleri kullanilarak sifirdan farkli Christoffel

sembolleri



Iy =5V Iy =-re”,
Ty = %v’ I, =-re’sin’ 6
0 1 i=v 4 2 -1
r” = Ee A s r{z =r ,
: (2.23)
Ty = —é-e"”‘v’, [}, =-cosOsinb,
1 1 r 3 -1
rm:'z‘“: Iy=r",
I =—1—/1', I, =cotf
5 2
bulunur.
Riemann tansorii (egrilik tansorii),
R:cd = acr:d - adF:c + r;dr; - F:crfd (224)

seklinde tamimlanir. Boylece R;, metrige (2.21) ve onun birinci ve ikinci tiirevlerine

baglidir. (2.24) tansoriiniin sifirdan farkli Riemann tansor bilesenleri sunlardir:

1 1,0 1 s 1 5 1 1,
Ry =——v"+=e X == VA +—e A ——v" +—vA,
4 4
Ry, =——re*v'
Rfl, =——re A

T .
g =~—2~7‘e *sin® Qv',

3 (2.25)
2= L sin® 64,
2
1 1 -Aq1t
Ry, =—re A,
)
R, = 1 e sin? oA,
2
R}, =sin’ @ —esin’ 0.
(2.25) Riemann tansor bilesenleri kullanilarak Ricci tansérii ifade edilebilir. S6yle ki:
Rab = R:cd = ng‘Rdacb . ) (226)

Bu tansor simetriktir. Buna gore sifirdan farkli Ricci tansor bilesenleri asagidaki gibi bulunur:



Ry = Lomyr Lo i 15 Loy L N etV
2 4 4 2 4 4
R, =774,
R, = Ly Lo Lo Loy Lo Lone (2.27)
2 4 4 2 4 4
R, = Ly +—;—re”%’ —e 41,
R, =sin’6 R,,.
Egrilik skaleri veya Ricci skaleri
R=g"R, (2.28)

formunda tanimlanir. Bu bagint: kullanilarak

i 1l . ] I Y 1l o s
R=e¢?v’ —e Y27 +Ee VA —e ‘/l+-7~e Ayl - VA ety = 2 le TR )

2 2 2 (2.29)
+2r e =27
ifadesi elde edilir.
Einstein tansori
Gy =Ry —é—gabR (2.30)
simetriktir ve Bianchi 6zdeslikleri
V.Rupe+V. Ry +VR,.. =0 (2.31)
kullanilarak Einstein tansorii asagidaki Bianchi 6zdesligini saglar:
V,G!=0. (2.32)

Sifirdan farkli Riccei tansor bilesenleri ve Riccei skaleri kullanilarak Einstein tansor bilesenleri

— r—p . Py
Gy =rTe A —r7e ™ w17,

] A
G, =r 4,
G, =r'v'+r?—r7e’, (2.33)
1 _ 1 1, ., S L T Lo I 1.,
- =§ re*v' —=re "/1'+§rze "v"~Z rle™ ) +Zr2e "VA——rle ™ A+—rle My -Zrze V!,

-2
Gy; =sin’ 6 G,,



10
hesaplanir. Elde edilen bu tansor bilesenleri ve
G, =g“G, (2.34)

denklemi yardimiyla karisik Einstein alan tansor bilesenleri

Glo=rTe A —r7e 417, (2.352)
G =revd, (2.35b)
Glo=rled, (2.35¢)
Gh=r2—rie* —rle?v', (2.35d)
G?> =ir"'e“;'/?.’—ér']e"lv'~~]~e";'v"+ie"'12 —-{e”"v'/i

] 2 2 2 4 4 | (2.35¢)
+—evA v eV,

2 g
G = G2, (2.359)

elde edilir. Yukaridaki Einstein tans6r bilesenleri kullanilarak (2.20) denklemindeki v ve A
fonksiyonlari bulunabilir. Eger (2.35a), (2.35¢) ve (2.35d) denklemleri sifirsa, (2.32)
denkleminden (2.35e)’'nin otomatik olarak sifir oldugu goriliir. Boylece c¢ozilecek {i¢

bagimsiz denklem vardir, yani

e"’-[-’-l—.-i?)«-i,— =0, (2.36)

2 r- r

"’(‘”— %}——l,co 2.37)
14 r r

i=0 (2.38)

(2.36) ve (2.37) denklemlerinden

A4y’ =0 (2.39)
bulunur. Integral alinirsa,

A+v = k(D) (2.40)

olur. Burada A(r) keyfi bir fonksiyondur. (2.38)>denklemine gore, A sadece r’ye baghdir.
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Buna gore (2.36) denklemi ¢oziiliirse,

et —re A =1,
(re™) =1, (2.41)

re™ =r + sabit

olur. Burada integral sabiti (—2m) segilirse,

et =(1-2m/r)" (2.42)
elde edilir. Benzer sekilde

e =e"(1-2m/r) A (2.43)
olarak bulunur. Bu degerler (2.21) de yerine konulursa,

g = diag{ " -2m/r),(1-2m/r)" = —r"sin’ O ] (2.44)

olur. (2.44) ifadesinde A(t) yok edilmesi gerekir. Bunun i¢in yeni zaman koordinati ¢ — ¢’
doniistimii ile

t = Ie
[l

seklinde tanimlanir. Burada c keyfi sabittir. Boylece sadece metrigin ilk bileseni

h(u)
du (2.45)

B |

oo =1 =2m/7) (2.46)
olarak degisir. Sonug olarak, uzay-zaman metrigi
ds* =(1-2m/r) dt* =(1-2m/r)" dr* —r*(dO* +sin’ 0 d¢*) (2.47)

seklinde elde edilir. Bu ifade bosluk alan denklemlerinin genel kiiresel simetrik bosluk

¢oziimiidiir ve Schwarzschild ¢izgi elemani olarak bilinir [Ray d’Inverno, 1992].

Ayrica (2.47) e gore (2.21) ve (2.22) ifadelerinin

g,, =diagl(1=2m/r)—~(1-2m/r)" —r>,—r’sin? 0], (2.48)
g = diag[(1-2m/r)™", = (1-2m/r),—r7,—r? sin™ 4] (2.49)

oldugu goriiliir. Metrigin determinanti ise,
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g=-r'sin*6 (2.50)

olarak bulunur.

2.5 Schwarzschild Céziimiiniin Ozellikleri

(2.47) esitliginde g, , =0 oldugu kolaylikla goriiliir ve boylece ¢oziim duragandir. Ayrica
koordinatlar Killing vektor alan1 X = §; "ya sahiptirler. (2.47) esitliginden ¢6ziimiin zamana
gore simetrik oldugu da gériiliir. Clinkil; zaman yansimasi altinda, ¢ — ' = —, degismezdir.

Céoziim zaman telemesi altinda da degismezdir. Ciinki; 7 — ¢’ = ¢ + sabit doniisiimil altinda

aym1 kalir ve boylece ¢oziim statiktir. Buna baglh olarak asagidaki sonug ¢ikanlabilir.
Birkhoff teoremi: Bir kiiresel simetrik bosluk ¢6ziimii statik olmak zorundadur.

Birkhoff teoremine gére, eger kiiresel simetrik bir kaynak bir yildiz gibi seklini degistirirse,
daima sekli kiiresel simetrik kalir, yani kiiresel simetrik olarak titresen bir yildiz kiitlecekim
dalgalar1 yaymaz. Eger kiiresel simetrik bir kaynak r <a bélgesi icine simrlandirilmussa,
r>a icin ¢oziim Schwarzschild ¢oziimii olmalidir veya bu ¢éziime dis Schwarzschild
¢oziimii denir, fakat bunun tersi dogru degildir, yani bir kaynak dis Schwarzschild ¢6ziimiine

sahipse, bu kaynagin kiiresel simetrik olmas: gerekli degildir.

Eger (2.47) ifadesinin » — oo igin limiti alinirsa, kiiresel polar koordinatlarda 6zel gorelili§in

diiz uzay metrigi
ds® =dt* —dr? —=r*(d0* +sin* 0 d¢*) (2.51)

elde edilir. Boylece kiiresel simetrik bosluk ¢oziimiiniin asimptotik olarak diiz olmasi
gerektigi gosterilmis olur. Baz1 arastirmacilar Schwarzschild ¢oziimiindi, ¢6z{imiin simetrik,
statik ve asimptotik olarak diiz olmasin varsayarak elde etmislerdir, fakat ¢6ziimii elde etmek
icin son iki varsayima gerek yoktur. Ciinkii; alan denklemleri bu sonuglar: verir. Coziimdeki
m sabiti, Newtonyen limiti g6z Oniine alinarak yorumlanmaya caligilirsa, Newtonyen
teorisine gére O baslangi¢ noktasinda bulunan M kiitleli nokta bir yiikiin potansiyeli;

¢ =-GM/r seklindedir. Bu ifade zayif-alan limitine yerlestirilirse,
g =142/ =1-2GM/c’*r (2.52)

bulunur ve bu ifade, (2.47) denklemi ile kar§1la§t1rirsa,



m= GI:/I (2.53)
2

ifadesi rolativistik olmayan birimle elde edilir. Diger bir deyisle, baslangi¢c noktasinda
bulunan nokta yiikiin Schwarzschild ¢6zlimi yorumlamirsa, m sabiti basitge pargacigin
rélativistik birim sistemindeki kiitlesidir. (2.47) denkleminden goriildigi gibi m uzunluk

boyutuna sahiptir. m kiitlesine ¢cogunlukla geometrik kiitle denir [Ray d’Inverno, 1992].
Schwarzschild ¢6ztimiintin 6zellikleri sunlardir:

(1) kiresel simetriktir,

(2) duragandur,

(3) koordinatlar1 zamansal Killing vektor alan1 X ya sahiptir,

(4) statiktir <> zaman simetriktir ve zaman 6telemesi altinda degismezdir,

(5) asimptotik olarak diizdiir,

(6) geometrik kiitleye, m = GMc™, sahiptir.

2.6 Izotropik Koordinatlar

Zaman dilimlerinin ¢ = sabir oldugu alternatif koordinat seti bulunmaya c¢alisilirsa, cizgi

elemani asagidaki gibi yazilir:

ds® = A(r)dt* — B(r)do’. (2.54)
Burada, do® Oklityen 3-uzayin ¢izgi elemanidir. Cizgi eleman kartezyan koordinatlarda

do? = dx* +dy* +dz’ (2.55)
formunda yazilir veya kiiresel polar koordinatlarda

do? =dr® +r’d0* +r*sin’ 0 d¢’ (2.56)
formunda yazilir.

8, ¢ ve t koordinatlarinin

r o7 =F(r) 2.57)
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altinda degismedigi bir doniisiim ele alinirsa, 7 diger radyal koordinat olmak iizere, ¢6ziim

asagidaki formda yazilir:
ds* = (1-2m/r)de* = [A(P)] [dF2 +72(d6? +sin? 6 d¢2)] . (2.58)

(2.57) doniisimil altinda metrigin (2.47) nasil doniistiigii ele alirsa, (2.58) ve (2.47)

karsilastirildiginda, d6° +sin’ @ d¢’ teriminin katsayilan esit olmak zorundadir ve

IERpPa- (2.59)
ifadesini gerektirir. Iki radyal elemamn esitligi ile

A=2m/ )" dr? = A2dF? (2.60)
elde edilir. (2.59) ve (2.60) esitliklerinden

i dr 7 = i—fd:;i
(r° —=2mr)’* r

(2.61)
ifadesi bulunur. Bu adi bir diferansiyel denklemdir. » — o0 oldugunda 7 — o olmasi
gerektiginden, pozitif isaret alinir. Bu diferansiyel denklem ¢oziiliirse,

r=r(1+m/27)’ (2.62)
elde edilir. (2.59) denkleminden

A =0+m/2F)* (2.63)

bulunur. (2.62) denklemi kullamlarak Schwarzschild ¢oziimii asagidaki izotropik formda
yazilir [Ray d’Inverno, 1992]:

ds? = (1-m/2F)”

= dt* =+ m/ 2 dF? +73(dO* +sin’ 0 do?)| . 2.64
i )| ( in’0 d¢*)] 2.64)
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3. KUTLECEKIM ALANINDA ELEKTROSTATIK

Genel goreliligin sonucu olarak biitiin elektromagnetik ve optik olaylar kiitlecekimsel alandan
etkilenirler. Gorelilik teorisinin ilk Ongoriisti, 1518in giines gibi biiylk kiitleli bir cismin
yanindan gecerken egrilmesidir. Sonug olarak, klasik elektromagnetik teori elektromagnetizm

ve kiitlecekim arasindaki etkilesme dikkate alinarak yeniden yazilmalidir.

Whittaker, kiitlecekimin elektromagnetik olaylar lizerine etkisini incelemis ve ozellikle iki
cesit kiitlecekim alanindaki elektrostatigi ele almustir: i) Tek bir kiitlenin olusturdugu
kiitlecekimsel alan (uzay-zaman Schwarzschild metrigi ile tanimlanir) ii) Bu alamin limit
durumu sanki-diizgiin bir alan olarak adlandirilir. Burada kiitlecekimsel kuvvet, orijin

civarinda diizgtindtir [Whittaker, 1927].

Bu kiitlecekim alanlarinda, elektromagnetik alanlarin  oldugu varsayilir. Gergekte
elektromagnetik alanin kendisi bir kiitlegekim alani olusturur, yani uzay-zaman metrigini her
yerde degistirir, fakat bu etki genel olarak kiiciiktiir ve ideal durumda bu ihmal edilip boylece

metrigin basitce kiitlegekimsel alandan olustugu varsayilir.

Whittaker, sanki-diizglin bir alandaki bir elektronun potansiyelini hesaplamig, fakat

Schwarzschild alanindaki bir elektronun potansiyeli i¢in benzer bir ifade elde edememistir.

Whittaker metodu yerine Hadamard’in teorisini kullanan Copson, Schwarzschild alanindaki

bir elektronun potansiyelini bulmay: basarmigtir.

Bu béliimde amagclanan, bu potansiyel ifadesini elde etmek olacaktir. Bunun i¢in dncelikle
Hadamard teorisi kisaca agiklanacak, daha sonra bu teori kullanilarak Whittaker tarafindan
bulunan sanki-diizgiin kiitlegekim alanindaki ¢6ziim elde edilecek ve sonugta ayni metotdan

yararlanilarak Schwarzschild alanindaki ¢6ziim bulunacaktir [Copson E., 1928].

3.1 Hadamard Teorisi

(x',x%,...x") degiskenlerinin gercek degerlerinin bir bolgesinde g*, h® ve k holomorfik

fonksiyonlar olsun. Hadamard asagidaki kismi diferansiyel denklemin

0o 82u Dau
o ku= .
;;}O Wx » +§h —Déx +ku=0 3.1

m tek oldugunda siirekli ve tiirevlenebilir tek bir ¢oziime sahip oldugunu gostermistir.
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(a',a?,...a™) tekil noktas: civari disinda g“, h* ve k holomorfiktir. Bu tekil nokta

civarinda ¢6ziim sonsuz olur ve asagidaki formda yazilabilir:

m=2

T 2 (U, +UT+UT?+..). (3.2)
Burada ', (a',a’,...a") tekil noktasmndan (x',x’,...x") noktasina kadar olan en kisa
uzakligin karesini gosterir. U,,U,,U, ... fonksiyonlari holomorfiktir. Bu ¢oziim temel

¢odziim olarak adlandirilir ve

[(x-a)® +(y-b)’ +(z-¢)*] 2 (3.3)

seklinde yazilir. Bu ¢oziim Laplace denkleminin temel ¢6ziimiidiir. Kiitlecekim alamndaki bir
elektronun potansiyeli, elektrostatik potansiyelin kismi diferansiyel denkleminin temel

¢6ziimii oldugu varsayilir. Hadamard bu problemin nasil ele alinacagini gdstermistir.

U, =+/g(a) exp.{ Zg“ﬁ o a; 5 +ZI“———? st} (3.4)
o\a.p 4s
denklemi U, belirler. Burada integral (a',a’,...a”) tekil noktasmdan (x',x’,...x")

noktasina kadar olan en kisa yol boyunca alimir. Tekrarlama bagintilariyla diger U,

fonksiyonlar belirlenir [Copson E., 1928].

3.2 Sanki-Diizgiin Kiitlecekim Alaninda Elektrostatik

Kiiresel simetrik bir cismin etrafindaki uzay-zaman metrigi Schwarzschild c¢izgi elemani
(2.47) ile verildi.

Schwarzschild metriginin limiti alinarak daha basit bir uzay-zaman metrigi

2

ds® = (1+ 20x%)dr? &
57 =(1+2gx) (1+2

+dy?+dz°) (3.5)

O

bulunur. Bu biitiin kiitlecekimsel alan tiplerinin en basit uzay-zaman metrigidir. Bu alana

sanki-diizgiin alan denir. Ciinkii bu alan orijin civarinda diizgiindiir [Copson E., 1928].

Sanki-diizgtin kiitlegekimsel alandaki elektrostatik potansiyel
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o*u u du
A+2g0) = +—+ =0 (3.6)
ox* oz°

denklemini saglar. Elektrostatik potansiyel icin bu denklem asagida verilen Newton

fizigindeki denkleme karsilik gelir:

82u+62u+62u_0 37
oyt e 7

Asagidaki doniistimler yapilirsa,

1+2gx=(1+£)", gy=n, g=¢ (3.8)

(3.6) denklemi su formu alir:

o'y  o’u du 1 Ou A
e ——— = (3.9)
0E*  on° oL 1+& 08¢
Bu koordinatlar cinsinden uzay-zaman metrigi
2 2 2 ]' 2 2 2
ds“=(1+§)’dr“—?(d§‘+dn'+d§“) (3.10)
[~}

seklinde yazilir. Burada &, n, ¢ gergek uzaklig: gosterir. Eger (1+¢&) pozitif ise, Hadamard

teorisinin sonucu olarak temel ¢6ziim
I 2(U, +UT+U,T? +..) (3.11)
halini alir. Burada IT",

F=(E-a)y+m-p)+E-7) (3.12)

ifadesi ile tammlamyr. (3.4) denkleminden U,

U —ex ‘Jar Fr o' 1 or | d
P\ Nee "ot Tar 1w ee JaE-a)
:exp[ J2(l+§):| (3.13)

(1+§)
1+a
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hesaplanir. Tekrarlama bagntilar ile

n-1 2r7r 2 2
U e o Ea) U OV O L Wy ()
202n-1)E-a)" ] U, | 8  en’  8gt 1+& 8¢

seklinde tamimlamir. Burada integral (a,fB,y)’dan (£,n,{)’a diiz cizgi boyunca alinr.

U,.U, ... fonksiyonlan

S/ a>[ Uy , 00 OV, 1 6%}5
2 ~a); U, ot=  om-  o¢ 1+¢& 08

; (3.15)
= %Uo(l +671+a)”
- U, J(g a)[ azo;1 +82U21 _ 1y, }dé
E-a)Y) U, |o& o’ 8 1+& & (3.16)
= —1—§§U 1+ 1+a)”
olarak bulunur. Genellestirme yapilarak U, fonksiyonu
U, =kU,1+5)7"(+a)™ (3.17)
seklinde yazilir. Burada
k, __@n+D@n- 3) (3.18)

k 42n(2n-1)

n-1

olarak yazilir. U,,U, ... U, fonksiyonlari (3.11) denkleminde yerine konulursa, (., f3,7) tekil

noktasina sahip temel ¢6zlim

e :
7| 1k
r- (1+§)(1+Oé) (1+§) (1+a)’

U T . N

2 2+0+a) '4<1+e;>a+a>

_ e+t " ' (1 C-a) +-py +(¢ —y)zl1 NGl +m—py +(g—y)2j"'2
(e-op+a-pragp] 2Dl 40+

_ €0 +1-B] +C 7P +A1++0) |

€0 +1-BP+C - ++D+0)| [E~af +-BF +C ] ()

(3.19)
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elde edilir. Eger (a,B,y) yerine orijinal koordinat sisteminde (a,b,c) noktasi alinirsa,

(x,¥,z) *abagh olarak temel ¢c6ziim

[2+2g(x+a)+g3{(y-b)" +(z~c)"}] |
{2+2g(x+a)+g"{(y—b)" +(z—c)"}}7 -4(]+2gx)(1+2ga)}“\/]+2ga

{“g(wah—gzi{(%b)"+(z—c)—’}} (3.20)

g ]+2ga[(x—a)"+(y—b)'7+(z——c)‘7 +g(x+a){(y-—b)"+(z-c)"}+%{(y-—b)‘7 +(2~c)3}2}

172

formunda bulunur. Bu ifade sanki-diizgiin kiitlecekimsel bir alanda (a,b,c) noktasinda

durgun olan bir birim nokta yiikiin olusturdugu elektrostatik potansiyeli vermektedir ve

Whittaker’in ifadesi ile aymidir [Copson E., 1928].

3.3 Schwarzschild Metriginde Elektrostatik: Copson Coziimii

Kiiresel ve durgun bir cismin etrafinda uzay-zaman metrigi Schwarzschild formiilii (2.47) ile

verildi. Bu alanda elektrostatik potansiyel denklemi asagidaki gibidir:

(1—2nz/R)i(R2§-‘i)+ 1 i(sineéij+ 1 ou_y. (3.21)
OR OR /) sin6 00 06) sin” 0 0¢-

Izotropik koordinatlar,

1/2
- R-2 ’
. R—m+[R( m)] (3.22)
m

ifadesi ile tanimlamrsa, buradan

elde edilir. Izotropik koordinatlar cinsinden (3.21)’in kismi diferansiyel denklemi yazilirsa,

rr-) oo on), 1 i(sine-?i‘-)+ 1 ogu_ (3.24)
(r+1) or| (r—1) Or | sinB 06 08 ) sin“ 0 0¢°

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse,
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52u JQr=dou 1 a( ou) 1 52“20 (3.25)

e e
Do Psing oo\ 80)" 1 sin? 0 64°

2
bulunur. Bu denklemin sol tarafina (—— @{-j terimi eklenip cikarilirsa,
r or

> u (2
1 a(r_ggJ+ 1 a( Q_ag_) 1 azj+( 2r -4 2)614 0 (3.26)
> or or ’sin@ 00 08 ) ri*sin®00¢> \r’-1 or

elde edilir. Burada

x=rsinfcos¢, y =rsinfsing, z=rcosé (3.27)

olarak alinirsa, (3.26) ifadesi

U, Ou, Ou, 2o [xghy-@h O“j 0 (3.28)
sttt

formunda yazilir. Izotropik koordinatlar cinsinden uzay-zaman metrigi

2

dz—(:ljzdtz m'(ulj(dx%dudﬂ (3.29
S O 2 U7y y+dz) 329

seklinde yazilir. Bu koordinatlarda (»=1) ulasilamaz bir sinirdur.

(0,0,a) noktasindaki bir elektronun potansiyeli, yani (3.28) denkleminin temel ¢0zimi

asagidaki gibidir:
U, +UTr+U,T?+..). (3.30)

Burada, I'=x>+y? +(z-a)’ ve U,,U,,U,,... r>1 igin holomorfik fonksiyonlardir. U,

i¢cin Hadamard formiili kullanilirsa,

¢ r “’r o’ 2-4r or eor er ds
o = €Xp. J. P s X—+y—-+z -6p—
Ha S0zt (-1 ox Oy 0z 45

S 4(1- 2) 24y ds
=ex T+ y 4z —az)— 3.31
p. j Gt Y )A (3:31)
o i
= €X - Az )—
P Oj;z ~—1) )si]

elde edilir. Bu integral
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x =ssin fcosy,
y=ssin fsiny, (3.32)

z=a+scosf

ile belirlenen diiz bir ¢izgi boyunca alimr. 3 ve y sabittir.

Sonug olarak,
, ds
(r* —az)— = (s+acos fB)ds = rdr (3.33)
s
ifadesi bulunur ve bdylece
L, YO
U, =exp. j ”’7 1 dr
r(r-=1)
? (3.34)

=)@+
a(a-1)" @ +)¥

elde edilir. (3.30) ifadesi (3.28) esitligine yerlestirilirse, U,,U, ...holomorfik fonksiyonlar:

hesaplanir. Sonugta,

3 U,
N s )T |
(" =Da” =) (3.35)
_3 Uy
28 (=1 (a’ -1
seklinde bulunur. Boylece temel ¢dziim (3.30)
1
r(a+1)7 (r'; =D 1—}“% 2 L 2 _°5— 2 ]; 2 R (336)
a(+1)" | (a” -DI 2(r"=-D(a -1 8@ —-1(a"-1)

formunu alir. Temel ¢oziimiin ilk {i¢ teriminin formu geri kalan U, ’i art arda belirlemek

yerine, (3.28) denklemine

2

(r+ 1)2

U= F(y) (3.37)

ifadesini yerlestirmenin daha kolay oldugunu géstermektedir. Burada, y =T /(r* -1) "dir.

Boylece F(y),
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20 + (a? —1)}/}6;:5 +30y +d -1}%— =0 (3.38)

diferansiyel denkleminin bir ¢oztimiidiir ve asagidaki formda elde edilir:

2y +(a’ =1)
v ey(@-D*

F(y)=4+B]

Burada 4 ve B keyfi sabitlerdir. r=a ve 8 =0 noktalarinda tekillige sahip olan (3.28)

denkleminin temel ¢6ztimii

¥

(r +1)2
29 12 2 9 12 (340)
o a‘r- +1-2arcosf N ¥ +a —2arcosf
(r+D* |\ r?* +a® —2arcosé a*r? +1-2arcos6

ifadesi ile sabit bir carpanla carpimi olarak elde edilir.

[2r+(;‘2 +1)(az+1)][F2+F(r2+l)(a2 +1)]_l/2

Schwarzschild metriginde (R=B, 8 =0) noktasinda durgun olan bir nokta yiikiin

olusturdugu elektrostatik potansiyel asagidaki gibi verilir [Copson E., 1928]:

2 g 2\V? 2,2 _ v
2b H; 2b7cos€+b] +[b1 2brcos€+1} } (3.41)

V=
m(b+1)*(r+1)* |\ b*r? = 2brcos8 +1 7? —2brcos@ +b*

Burada

2R _(r+ 1)?

" . (3.42)
2B (b+1)

m b

seklinde tanimlanir.



4. SCHWARZSCHILD METRIGINDE ELEKTROSTATIK: LINET COZUMU

Schwarzschild metriginde durgun yiiklerin olusturdugu elektromagnetik alanin gergeklesmesi
birok arastirmaci tarafindan ¢aligilmistir. Cohen ve Wald (1971), Hanni ve Raffini (1973)

noktasal bir yiikiin elektrik alam lizerine arastirmalar yapmustir.

Bu boliimde Schwarzschild metriginde duran noktasal bir yiikiin elektrostatik alanini veren

Linet ¢6ziimi ele alinacaktr.

Oncelikle izotropik koordinatlarda verilen Copson ¢dziimii incelenecek daha sonra Gauss
yasasi uygulanarak gerekli diizeltmeler yapilacaktir. Diizeltilmis Copson ¢6ziimiini olay
ufkunun icine genisletmek icin standart Schwarzschild koordinatlart kullanilacaktir. Bu

¢oziim yiiklerin bulundugu yer hari¢ her yerde diizgiindiir [Linet B., 1976].

4.1 Schwarzschild Metriginde Maxwell Denklemleri

Elektromagnetik etkinin yeterince zayif oldugu varsayilirsa, Einstein-Maxwell denklemleri

Schwarzschild metriginde Maxwell denklemlerine indirgenir.

Standart koordinatlarda Schwarzschild metrigi (2.47) ile verildi. Izotropik koordinatlar,

2
F:’ —m+[r(27 =l r>2m 4.1)

seklinde tamimlanir ve bu formiilden r ¢ekilirse,
r=7(l+m/2F)* F>m/l2 4.2)

esitligi elde edilir. Izotropik koordinatlarda Schwarzschild metrigi (2.64) ile verildi. Izotropik
koordinatlar biitiin Schwarzschild manifoldunu kaplamaz sadece olay ufkunun disinda uzanan

bir kisrmu kapsar. (4.1)’den olay ufkunun » = 2m, 7 = m/2 oldugu goriiliir [Linet B., 1976].

Maxwell denklemleri,
3,(y-gF™)=+-gJ* (4.3)
5PF;_y+6,._Fup+apr;_ =0 (4.4)

genel formunda tammlamr. Burada g metrigin determinanti ve J* akim yogunludur. F*



24
ise elektromagnetik alan tansoriidiir ve
Fo =gt g”F, (4.5)
seklinde taimlanir. F,, anti-simetrik bir tansordiir [F,, = -F, ]
4-potansiyel 4,,
Fop = Agp =4 (4.6)

ifadesi ile (4.4) esitligini saglar [Ray d’Inverno, 1992]. Standart koordinatlardaki elektrostatik

icin Maxwell denklemleri

(4.7)

notasyonu ile verilsin. Elektrostatik i¢in B, =0 ve %E,_ = ( olacagindan (4.4) denkleminden

¢

%, _ Ok _ 0

00 o

oE, OF

% Ty, (4.8)
op  or

O, _OF,

or 09

esitlikleri bulunur. (4.3) denkleminden
0,— gF " +0,/-gF” +0,-gF* =-gJ’ (4.9)

ifadesi elde edilir. F'?, F?, F* elektromagnetik alan tansor bilesenleri, g”" kontravaryant

metrik bilesenleri (2.22) ve (4.7) esitlikleri kullanilarak hesaplanir:

(4.10)

g ifadesi (2.50) kullanilirsa, (4.9) esitligi asagidaki forma donisiir:
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O 1 sing E,)+—a-(——s—”—79——Eej+—§~ ! E, |=rsing J°. (@.11)
or o0\1-2m/r 8o\ sin@(1-2m/r) °

V elektrostatik potansiyel, A, ise vektér potansiyeldir. Bu durumda asagidaki ifadelere

indirgenir:

4=V 4.12)
4, =0. '
Elektrik alan bilesenleri

E =-0V/or,

E, =-0V/00, (4.13)
E, =-0V/0¢

ifadeleri ile verilir. Bu bilesenler (4.11) denkleminde yerine konulursa, elektrostatik

potansiyel i¢in asagidaki denklem elde edilir:

~ 217
—a—(rg—a—l—/- + ! _] _f.(smgili + ! ]7 0 I, =—r’J°. (4.14)
or or) 1-2m/r sinf 00 08 ) I1-2m/r sin 6 O¢~

4.2 Linet Coziimii

Copson 7 radyal koordinati yerine bunun m/2 ile boliinmesinden elde edilen radyal
koordinat: kullanmistir. Burada izotropik koordinatlar (4.1) kullanilacaktir. Buna gore,
(4.2)’den

o 0 1

A — — (4.15)
or OrF (1-m/2¥ )(1+m/27)

elde edilir. Kaynak olmayan bolgede J° =0 olacagindan (4.2) ve (4.15) degerleri (4.14)’de

yerine konulursa,

! (-——-——]~}n/2’;j —?:{72(1—1-772/21’)42—_1{ + ! —(-3— sin@ézj+ ]7 G‘szo (4.16)
I+m/27) oF or | sinf 06 00 ) sin” 0 0¢°

=2
7

oldugu goriiliir. Bu ifade diizenlenirse,

oF 7’ sinf 06

oy 2ov, 1 1 a( 8Vj+_:17_ 1 OV 2m(m-4r) oV _, @17)
¥ r-

2 sinf — 2 2 2 3 2
or - 08 sin“ 6 8¢~ FT(4Fr  —m”) Or
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bulunur. Burada

i

rsinf cosg,
Fsin 6 cosg, (4.18)

“cosf

i

X
Y

z

olarak ahinirsa, (4.17) denklemi

2 2 2 A 4 a
o' oW o 2m(m—47) (x_a_r_+ 9_1/_+7ar]:0 4.19)

ax? oyt ozt F4F -m’ )\ ox yay T oz

olur. uyerine ¥ yazilarak elde edilen bu denklem (3.28) denklemine benzemektedir. Tek
farklilik parantez oniindeki katsayilardir. Buda (3.28) ve (4.19) denklemlerini elde etmek i¢in
kullanilan izotropik koordinatlarin degisik formlarda tanimlanmasindan kaynaklanmaktadir.
Buna gore, @ >m/2 olmak kosulu ile 7 =a ve 6 =0 noktasinda bulunan bir e yiikil i¢in

(4.19) denkleminin ¢6ziimii (3.41) Copson ¢6ztimtidiir [Linet B., 1976]:

e a. 1
V(F,0)= 5 = u(F,0)+—=+ 4.20
(7. 9) (1+m/221’)”1’(1+m/27)‘['u(’ 0)+2 y(F,G)j (4.20)
Burada
a, =m’/4a, (4.21)
O G 0 12
u(F,0) =| I T AT O 4.22)
ro+a- —-2arcosf

seklinde tamimlanr.

(4.20) ¢coziimiintin (@,0,0) noktasindaki e yiikiinden baska diger kaynaklara da sahip oldugu
kolaylikla goriilebilir. 7 ’nin ¢ok bilyiik degerleri icin elektrostatik potansiyel V, asagidaki

asimptotik forma sahiptir [Linet B., 1976]:

V.(r.0)~ [1--——’—n———j : (4.23)

a(l+m/2a)’ 7

Sonug olarak, ¢oziim Gauss teoreminden dolay1 em/a(l+m/2a )’ degerine esit ikinci bir
yuki icerir.

Copson ¢dziimii sadece olay ufku disinda kaynak e yiikiinii igerdiginden ikinci kaynak olay
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ufkunun icinde yer almalidir. Elektrostatik potansiyel V. ’ye karsilik gelen elektrik alan olay

ufkunda diizenlidir. m/2 <7 <oo icin diizenli olan elektrik alan simetriktir ve sonug olarak

[Israel W., 1967; Bkz Ek 1],

sabit

— — (4.24)

F(l+m/2F )"

formunda olmalidir. Cok biiytik 7 "deki ikinci yiike karsilik gelen sabitin degeri:

sabit = ——0 (4.25)
a(l+m/2a)

Sonug olarak, (@,0,0) noktasindaki e yiikiiniin elektrostatik potansiyeli

V(F.0)=V.(7.6)+ s ! (4.26)

a(l+m/2a)’ v¥(1+m/27)°
elde edilir.

Olay ufkunun icindeki alami belirlemek igin standart koordinatlar kullamilir. Izotropik

koordinatlarda (4.26) esitligi ile verilen elektrostatik potansiyel V(7,60), standart

koordinatlarda yazmak icin, asagidaki formda yazilir [Linet B., 1976]:

2 — \//?

a; 2

V(7.0)= _ ¢ (el em L 4o
(1+m/2a) F(1+m/2r ) au a a(l+m/2a) v(1+m/2F)

Burada

I, B —_— ¥2 o _ —) 2 S 42
e F*+a,” ~2a,rcosl a, |l r+a —2arcosf
7

A=
(1+m/2a ) 7(1+m/ 27 )’ |\ ¥ +a’ - 2ar cosb 2 1+a,’ —2a,7 cosd

RO M — (4.29)
a(l+m/2a)” ¥(1+m/2r)”
olarak alimirsa, (4.2) doniisiim formiiliinden
_ aa,
F—m=F+—,
i s (4.30)
(r-m) - =5 22

2 72
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ifadeleri elde edilir. (4.2) doniisiim formiiliiyle @ karsilik gelen a buytikliigi,
a=a(l+m/2a)’ a>2m (4.31)
seklinde tamimlansin. Boylece B ifadesi

p=" (4.32)
ar

olarak elde edilir. 4 ifadesi diizenlenirse,

~ e ar’ +aa,’ -2ara, cosd+a,;F’ +a,a’ —2a,ar cosd (4.33)
a(l+m/2a ) F(1+m/27) | (F+a,’ —2a,cosd)(F? +a’ - 2Fd cosO )" '
bulunur. (4.21) degeri, (4.30) ve (4.31) bagntilar: kullanilarak
P (r—m)(a—m)—m" cosO ~ (4.34)
ar [(r—m)" +(a-m)’ —m’ —=2cosO(r—m)(a—m)+m’ cos’ 9] '
ifadesi elde edilir. Béylece V(r,8) ifadesi
V(r.0) _e (r —m)(a—m)—m" cosO Lem (4.35)

|

172
(r —m)* +(a—m)* —m* —2cosO(r — m)(a—m)+m’ cos’ 9] ar

formunda bulunur. V(r,0) e yikinin bulundugu konum hari¢ her yerde diizenlidir.
(a,0,,6,) noktasindaki bir e yiikliniin elektrostatik potansiyeli, V(r0¢,a6,¢,), (4.35)
ifadesinde cos@ yerine cos6 cos0, + sin6 sinb, cos(¢$ — ¢, ) ifadesi yazilmasiyla elde edilir .
Boylece V(r6¢,a6,¢,) .

V08, a0d) _e (r—m)(a—m)—nt (0, ¢) } em (4.36)

v [(r —my +(a—m)’ —nt =22(0,)—m)a—m)+nt X (6, ¢)] Yo

olarak bulunur. Burada a > 2m ve

A(6,¢) =cosBcosf, +sinfsinf, cos(¢p —¢,) . (4.37)
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5. SONUCLAR

Oncelikle duragan, statik ve kiiresel ¢oztimlerden yararlamlarak ds® ¢izgi elemam tammland.
Bu ifadede yer alan v ve A fonksiyonlari, g, kovaryant ve g kontravaryant metrik

tansorleri ile sifirdan farkli Christoffel sembolleri, Riemann tansor bilesenleri, Ricci tansor

bilesenleri, Ricci skaleri ve Einstein tansor bilesenleri kullamlarak bulundu ve boylece kiiresel

simetrik, duragan, statik, X? ile tammlanan Killing vektor alanina sahip, asimptotik olarak
diiz ve geometrik bir kiitleye sahip Schwarzschild ¢dziimii elde edildi. Sonra Hadamard
teorisinden yararlanilarak 6nce sanki-diizgiin kiitlegekim alaninda durgun noktasal bir yiikiin
olusturdugu elektrostatik potansiyeli veren temel ¢6ziim bulundu, daha sonra izotropik
koordinatlar kullamlarak olay ufku disindaki Schwarzschild alaminda yine durgun noktasal bir
yiikiin elektrostatik potansiyelini veren Copson ¢éziimil elde edildi. Son olarak, izotropik
koordinatlardaki Copson ¢oziimii incelendiginde, Gauss yasasmna gore, ikinci bir yiik igerdigi
goriildii. Bu durumda Copson ¢oziimiinde gerekli diizeltmeler yapilarak olay ufkunun i¢indeki
ve disindaki Schwarzschild alaninda noktasal durgun yiiklerin olusturdugu elektrostatik
potansiyel elde edildi (Linet ¢6ziimi). Bu ¢6ziimii olay ufkunun igine genisletmek i¢in
standart Schwarzschild koordinatlar: kullamldi ve buna bagh olarak elektrostatik potansiyel,

V(r6p,a6,,), elde edildi.
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EK1

Israel, bosluk alan denklemlerinin, G, = 0, coztimlerini ve yiik ve akimin olmadigi Maxwell
denklemlerinin, V,F =0, ¢éziimlerini buldu. Bu ¢éziimleri bulmak igin, Israel, asagidaki

Schwarzschild metriginde

dxtdx? =1 -2m/r)"'dr® +r*(d8* +sin’ 6 d¢?) (1.1)

4 af
tanimlanan elektrostatik alanlarini buldu [Israel W., 1967].

V,F® =0 denklemi, asagidaki forma indirgenir:

aV) 1 a( aV) 1 oW

1—2m/ —?—( 02
A=2mir) o 5 ) sn g o0 o2

7 =0 (1.2)

sin’ @ 8¢*
Bu denklem ¥V "ye gore lineerdir. Degisken ayrimi yénteminde
V(r,0.¢) =R()OO)D(9) (1.3)

seklinde bir ¢6zlim aranir ve (1.2) denklemi V' =R © @ ile boliiniirse,

Dsin’6 09>

——(1 2711/;)—(7 @-)-ﬁ- 1 a(inég@—j-s»l L o9

———S (1.4)
or ® sin@ 06 o0

ifadesi elde edilir. Birinci terim yalmiz » degiskenine, ikinci terim yalniz 6 degiskenine ve

tictincil terim de yalmiz ¢ degiskenine bagh oldugundan asagidaki denklemler elde edebilir:

190 _ e, (1.5)

D 89

1109 ( ei'gj L 109 _ 441, (1.6)

@ sinf 00 00 ) sin" 0 @ 0¢-

—(1 7772/1)—(7 -@]—1(1 0 1.7
or

(1.5) denkleminin ¢dzlimii,

Do M (1.8)
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formundadir. Diger taraftan (1.6)’a gore,

1 1 0 o0 M?
11 9062 - I +1 1.9
® sind ae(sm 59) in? ¢+ (1.9)

sin”~ 8

seklindedir. Buradan

1 —‘?-(sineﬁ@-)+ a+1--1_le=0 (1.10)
sin6 00 00 sin” 8

seklinde yazilir

x =cos0,
do _do dx 1.11)
dé dx dob

doniistimleri yapilir ve bu doniistimler (1.10)’da yerine konulursa, yardimeci Legendre

denklemi

: M?
(1—-x‘)®”—2x®’+{l(1+1)— }@:0 (1.12)

sin® 0
elde edilir. Bu denklemin ¢dziimil
® = P (cosH) (1.13)

seklinde tammlanan yardime: Legendre polinomlaridir [Bekir Karaoglu, 1998; Arfken G. B.,
2005].

Diger taraftan radyal kisim i¢in

, OR
%(1—2171/7')5;(;’“%;—j——l(l-H)=0 (1.14)
yazilir ve
x=r/2m-1,
o9 (1.15)
2m

déniisiimi yapilirsa, (1.14) denklemi



U8
(U8

d*R dR

X ) = + =l + DR =0 (1.16)

2

halini alir. / =0 icin, kiresel simetrik ¢6ziim
V+sbt=elr (1.17)
elde edilir. Bu ¢dzlim 2m < r < oo araliginda diizgtindtir [Israel W., 1967].

I=1 icin, R=x, (1.16) denkleminin bir ¢dziimii oldugu acgik¢a goriiliir. Ikinci ¢dziim

degisken parametre metotu ile hesaplanir. Eksensel simetri ¢dziimleri (M = 0)
Vi(r,0)=c,(r—2m)cos 0, (1.18)
V(r,0)=c,[-1+m/r—(r/2m-1)In1-2m/r)]cos 6 (1.19)

elde edilir. (1.18) ifadesi diizgiin elektrostatik veya magnostatik alani temsil eder. (1.19)
ifadesi elektrik veya magnetik dipoliin statik alanim ifade eder. Bunun asimptotik formu
asagidaki gibidir:

cos 6

Ve (r — ). (1.20)

(1.16) denkleminin genel bir ¢6ziimiinii bulmak i¢in

. 1)\

SR=(“ ) H(z), (1.21)
z+1

z=14+2x (1.22)

doniigtimleri verilsin. Buradan

d%_dRd:

dx  dz dx

diR_(zH)m H {2-1)‘/2 dH

dz \z-1) @+ \z+1) dz~

) 1( ) . " . (1.23)
IR z~l)" H _(m]‘ —2H +2(2+1)‘" 1 gg{_z_-_;j“ig

a2 \z+l) @D+ \z=1) | @+ | \z-1) @+ dz \z+1) dZ°

dz_,

dx

degerleri bulunur. Bu doniistimlere gore, (1.16) denklemi asagidaki forma doniisiir:
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(1——22)H"-22H’+[Z(Z+1)—1 }Hzo. (1.24)

2
z

Bu diferansiyel denklemin ¢oziimleri birinci tip yardimer Legendre fonksiyonlari, P, (z), ve

ikinci tip yardime1 Legendre fonksiyonlari, O, (z) dir [Bekir Karaoglu, 1998; Arfken G. B.,
2005]. Boylece (1.21) ifadest

. Y2
m:cl(‘—-l) P/ (2), (1.25a)
z+1
s -1 1/2
m:c,(“ ) 0, (z) (1.25b)
Nz+1

olarak yazilir. (1.22)"e gbre doniisiim yapilirsa,

12
inzc{ al J P! (1+2x), (1.262)
x+1
¥ 172
m:c{ ] 0} (1+2x) (1.26b)
Ax+1

olur. (1.8), (1.13), (1.26a) ve (1.26b) ifadeleri (1.3)’de yerine konulursa,

12
Vzc,(;-x_ﬁ} P!(1+2x) P¥(cos@) e'M®, (1.27a)
X 2
V:Cz( 1) O'(1+2x) P (cos@) e’ (1.27b)
X+

bulunur. (1.15) ile verilen x degerleri (1.27a) ve (1.27b) denklemlerinde yerine konulursa,

V=C1-2m/r)?P/(r/m-1) P (cos@) e'™?, (1.282)
V=C»1-2m/r)?Q/(r/m-1) B (cosB) &' ? (1.28b)
elde edilir.

Pl(z)~z', Q/(z)~z"Y (z—>w, [21) oldufundan sadece ikinci ¢6zim sonsuzda iyi

davranir. (1.28b) ¢6ziimiiniin » = 2m civarindaki davranigi incelenirse, £ alan biiytikligi



[ 1fev} 1 (ovY]
2 = (1-2m /)| 2 ““[—) _—“—(LJ |
E*=(1-2m/r) P’ "7\%0) Tiisnte o¢ J -

bagintisi ile verilir.

x =0 igin O;(1+2x), dyle ki radyal faktér (1.25b) bir sabit limite yaklasir. Boylece
7 —>2m oldugundan [/ 21 i¢in 6V /06 ve 6V /8¢ (M =0 i¢in) bir mertebesindedir.] ve E,
(1-2m/r)™"* mertebesindedir. Sonug olarak, 2m < r <o araliginda sadece Schwarzschild

arka alanindaki elektrostatik alan kiiresel simetriktir [Israel W., 1967].
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