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OZET

Bu tez {i¢ ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde kisaca, genel gorelilik teorisi, Einstein
alan denklemleri ve Kerr kara deligi anlatilmigtir.

Ikinci béliimde, simetri ekseni boyunca diizgiin manyetik alanda bulunan duragan, eksenel
simetrik kara deligin elektromanyetik alani i¢in ¢6ziim hesaplanmistir. Elektromanyetik alan,
kara delik uzay-zamaninin Killing vektorlerinin o uzay-zamanin vektdr potansiyelleri
olmasindan yararlanilarak elde edilmistir. Kara deligin, “enjeksiyon enerjisi” sifir olana kadar
secici olarak yiiklenecegi gergegi kullanilarak elektromanyetik enerjisini en kiigiik yapan yiik
degeri bulunmustur.

Ugiincii béliimde, Komar kiitle formiiliiyle diizgiin manyetik alandaki yiikli Kerr kara
deliginin elektromanyetik enerjisi hesaplanmistir. Hesaplanan enerjinin  ekstremize
edilmesiyle, kara deligin en kii¢iik elektromanyetik enerjiye sahip olmasi i¢in gereken yiik
degeri elde edilmistir. Bu yiikle elde edilen enerji, Wald durumu enerjisi ile karsilastirilarak
Wald durumunun enerjisinin en kii¢iik enerjili duruma karsilik gelmedigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Genel gorelilik teorisi, Kerr kara deligi, manyetik alan, elektromanyetik
enerji
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ABSTRACT

This thesis includes three main parts. In the first part, the general theory of relativity, Einstein
field equations and Kerr black hole is briefly mentioned.

In the second part, the solution for the electromagnetic field occurring when a stationary,
axisymmetric black hole is placed in a uniform magnetic field aligned along the symmetry
axis of the black hole is calculated. The electromagnetic field is obtained by using the Killing
vectors of space-time as the vector potentials of space-time. The charge value that makes the
electromagnetic energy minimum is obtained by using the fact that a black hole will
selectively accrete charge until the “injection energy” is reduced to zero.

In the third part, the electromagnetic energy of the charged Kerr black hole in a uniform
magnetic field is calculated with Komar mass formula. The value of charge that is needed for
the minimum electromagnetic energy of black hole is obtained by extremizing the calculated
energy. The fact that the Wald state isn’t the state with minimum electromagnetic energy is
shown by comparing the energy that is obtained with this charge and the energy of Wald state.

Keywords: General theory of relativity, Kerr black hole, magnetic field, electromagnetic
energy
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1. GIRIS

Kara deligin elektromanyetik enerjisi hesaplanirken kara deligin net bir elektrik yiikiine sahip
olup olmamas1 biiyilk 6nem tagir. Manyetik alan igerisinde bulunmayan, yalitilmis kara
deligin net bir yiike sahip olamayacagi iyi bilinmektedir (Wald, 1974). Ancak kara delik

manyetik alan icerisindeyken denge durumu yiik degerinin ne olacagi sorusunun cevabi agik

degildir.

Ruffini ve Treves, diiz uzay zamanda, diizgiin bir manyetik alan igerisinde bulunan dénen
kiire problemini inceleyerek donen kiirenin elektromanyetik enerjisinin en kii¢iik degerini

alabilmesi i¢in net bir ylike sahip olmasi1 gerektigini bulmuslardir (Ruffini ve Treves, 1973).

Wald, diizgiin manyetik alan i¢indeki, yiik kazanan, duragan, eksenel simetrik kara deligin

denge durumunun yiikiinii Q =2B,J,; olarak hesaplamistir. Wald, bu sonuca ulagsmak icin

kara deligin simetri eksenindeki “enjeksiyon enerjisi’nin sifir olmasi kosulunu kullanmustir.
Ancak kullanilan yontemde eklenen parcaciklarin yiiklerinin isaretlerinin bilinmesi 6nem
tagidig1 ve eksendeki ek yiiklerin etkisi acik olamadig i¢in elde edilen sonug genel bir sonug

olmaktan uzak kalmistir (Wald, 1974).

Diizglin manyetik alandaki yiiklii Kerr kara deliginin elektromanyetik enerjisi Li-Xin Li
tarafindan Komar kiitle formiilii yardimiyla bulunmustur. Bulunan manyetik enerjiyi en kii¢iik

yapan yiik degeri kara deligin enerjisi minimize edilerek hesaplanarak Q =2B,J,, olarak

bulunmustur. Buradaki { katsayisi kara deligin spin parametresine bagli bir katsayidir (Li-

Xin-Li, 2000).

Bu tezde amaclanan simetri ekseni boyunca diizgiin bir manyetik alanda bulunan yiikli Kerr
kara deliginin elektromanyetik enerjisini en kiigiik yapan yiik degerinin belirlenmesidir. Ug
boliimden olusan tezin ilk boéliimiinde genel gorelilikle ilgili temel bilgilere yer verilmistir.

Ikinci béliimde, simetri ekseni boyunca diizgiin B, manyetik alaninda bulunan duragan,

eksenel simetrik kara deligin disarisinda olusan elektromanyetik alan hesaplanmistir.
Elektromanyetik alan hesaplanirken bos uzay-zamanin Killing vektdrlerinin o uzay zamanin
vektor potansiyelleri olmasindan yararlanilmistir. Duragan, eksenel simetrik kara deligin
denge durumunda net bir yiikle yiiklenmesi gerektigi gosterilerek, bu yiik degeri enjeksiyon
enerjisi yontemiyle bulunmustur. Tezin ii¢lincii boliimiinde ise simetri ekseni boyunca diizgiin
bir manyetik alan igerisinde bulunan yiiklii Kerr kara deliginin elektromanyetik enerjisi

Komar kiitle formiilii yardimiyla hesaplanmistir. Komar kiitle formiiliinde kullanilmak tizere



Kerr metriginin elektromanyetik alan tansorii hesaplanarak, bu tansoriin bosluktaki Maxwell
denklemlerinin ¢o6ziimii oldugu gosterilmistir. Yine Komar kiitle formiilii hesabinda
kullanilmak tizere enerji-momentum tansoriiniin bilesenleri bulunmus ve izinin sifir oldugu
gosterilmigtir. Komar kiitle formiilii yardimiyla elde ettigimiz Kerr kara deliginin
elektromanyetik enerjisi minimize edilerek kara deligin minimum enerjiye ulagmasi i¢in
gereken yiikk hesaplanmigtir. Bulunan yiikk degeri Wald’un buldugu yiikk degeri ile
karsilagtirilarak Wald degerinin Kerr kara deliginin minimum enerjisine karsilik gelen yiik

degeri olmadig1 belirlenmistir.



2. GENEL GORELILIiK

Genel gorelilik kurami, 6zel goreliligin ifade ettigi gibi yalniz eylemsiz referans sistemleri
icin degil eylemsiz veya eylemli tiim referans sistemleri icin fizik yasalarmin ayn1 olmasi
gerekliliginden dogmus bir kuramdir. Amag, eylemsiz referans sistemleri icin elde edilen 6zel
gorelilik kuraminin sonuglarini tiim referans sistemleri i¢in, ivmeli hareket eden sistemler i¢in
de elde ederek genisletmektir. Einstein, ivmenin kiitlecekim sonucu olustugunu kullanarak
cekim kiitlesinin eylemsizlik kiitlesine esit oldugunu sdylemistir. Bdylelikle ivme zamanla
degisen bir c¢ekim alani olarak da yorumlanabilir. Bu durumda incelememiz gereken

kiitlegekim alan1 altindaki hareket olmalidir (Einstein,1976).

Cikarimin ¢ekim alaninin kendisinin sagladigi yasalarin incelenmesiyle ilgili olduguna inanan
Einstein, kiitlegekimi agiklamak i¢in su devrimsel yaklasimi yapmistir: “Uzay-zaman
icerisindeki kiitle etrafindaki uzay-zamani eger. Boylelikle kiitle ¢ekim s6z konusu oldugunda
uzay-zaman artik diiz degil egri uzay-zamandir. Kiitlesel ¢ekim, uzay-zaman i¢indeki kiitlenin
uzay-zamani egmesinden dolayr olusur.” Bu yaklasimla Einstein kiitleyle uzay-zamanin
geometrisi arasinda bir iliski kurmustur. Einstein’in kiitlecekim yasasinin temelini bu

varsayim olusturur (Einstein, 1976; Dirac, 1996; Taylor ve Wheler, 2000).

2.1 Einstein Alan Denklemleri

Kiitle ¢ekim alani ile uzaymn geometrik yapisi arasindaki iligkiyi yansitan, kuramin temel
denklemlerine “Einstein Alan Denklemleri” denir. Alan denklemleri asagidaki 6zelliklere

sahip olmalidir:
1. Alan denklemleri, referans sistemi se¢iminden bagimsiz olarak ifade edilebilmelidir.
2. Alan denklemleri, kiitlenin uzay-zamana etkisini igermelidir.

3. Alan denklemleri, Newton mekanigi limitinde, yani kiitlegekim alaninin zayif oldugu,
zamanla degismedigi ve parcaciklarin hizinin 151k hizina kiyasla ¢ok kiiciik oldugu
durumda, klasik alan denklemi olan V’¢=4nGp Poisson denklemine

indirgenebilmelidir.

Birinci 6zellik dolayisiyla alan denklemleri lineer geometrik biiyiikliikler olan ve
olusturduklari esitlikler her sistemde aym kalan tansorlerle ifade edilmelidir. Ikinci &zellik
teorinin temelini olusturan varsayimdan hareketle alan denklemlerinin bir tarafinin uzay-

zamandaki madde dagilimiyla iliskili, diger tarafininsa uzay-zamanin yapisiyla iliskili olmasi



gerektigine isaret eder. Ugiincii ozellik ise alan denkleminin Poisson denklemine
indirgenebilmesi i¢in denklemin, koordinatlarin en fazla ikinci tlirevini igeriyor olmasi

gerekliligini gdsterir (Ozemre, 1982; Soyucok, 2004; d’Inverno, 2005).

Esitliginin bir tarafini uzay-zamanin yapisini tanimlayan metrik katsayilarini igceren tansoriin
olusturdugu EAD’nin madde dagilimmi igermesi gereken tarafini 6zel gorelilikteki kiitle

enerji esitliinden otiirli uzay-zamanin enerji-momentum tansorii T, olusturur. Enerji-

momentum tanséri 2. mertebeden simetrik bir tansordiir. Enerji-momentum tansori

korunumludur, dolayisiyla kovaryant tiirevi sifira esittir;
VT =0 (1.1)

Alan denklemlerinin uzay-zamanin yapistyla ilgili kismi da denklemlerin Poisson denklemine
indirgenebilmesi i¢cin metrik katsayilarin en fazla ikinci basamaktan tiirevini igeren, kovaryant

tiirevi sifir olan 2. mertebeden simetrik tansor olmalidir. Einstein tansorii bu 6zelikleri tasir;
V.G" =0 (1.2)
Boylelikle Einstein alan denklemleri:

G" =KT" (1.3)

seklindedir. Newton mekanigi limitinde alan denklemlerinin Poisson denklemine
indirgenmesi kosulu kullanilarak Einstein sabiti ad1 verilen K sabiti asagidaki sekilde bulunur.

_ 8nG

4
C

K

(1.4)

Aslinda Einstein alan denklemleri kozmolojik sabit ad1 verilen degeri sifir kabul edilebilecek
kadar kii¢iik A sabitini igerir. A # 0 varsayimi altinda alan denklemlerinin ¢oziimiiniin Giines
sistemine hicbir etkisinin olmadig1 gosterilmistir. Ancak tiim evren séz konusu oldugunda,

bazi evren modellerinde A # 0 varsayimi dnemli rol oynar (Ozemre, 1982).



Sekil 1.1 Genel Gorelilikte Uzay-Zaman. Kiitle (T"") uzay-zamanin geometrisini (G"")
tanimlar. Kiitle, uzay-zamani1 eger, uzay- zamanin geometrisi de kiitlelerin nasil hareket
edecegini belirler (http://en.wikipedia.org).

EAD (1.3), on tanesi T"" bilesenleri on tanesi g"" bilesenleri olmak {izere yirmi bilesen
iceren on denklemden olugmaktadir. EAD soldan saga okundugunda verilen metrik bilesenleri
g""’lere karsilik gelen enerji-momentum tansoriiniin bilesenlerinin bulunacagi denklem
sistemini ifade edecektir. EAD sagdan sola okundugunda, yani enerji-momentum tansorii
T" lerin verilmesi durumunda, enerji-momentum tansoriinden hareketle metrik tansoriin
bilesenleri g"’lerin bulunacag: diferansiyel denklem sistemini ifade edecektir. Ozel
gorelilikteki kiitle enerji esitliginden hareketle tiim enerji formlar1 kiitlecekimsel alan
kaynaklaridir. Bu yiizden T"' alan denklemlerinin kaynagi olarak adlandirilir. En 6nemli
durum T" =0 oldugu duruma karsilik gelen bosluk ¢oziimleridir. Einstein denklemlerinin
kiitlegekimsel kokenli ¢okmeyi tanimlayan genel c¢oziimlerinin bulunmasi zor bir problem
olup, yaklagim yapilmaksizin tam olarak ¢dzillememektedir (T,, #0). Bununla beraber,

enerji-momentum tansoriintin T,, =0 oldugu durumda, yani maddesel kiitlenin etrafindaki

uzay-zaman yapisint anlayacagimiz “bosluk alan denklemleri”nin ¢oztimleri (bosluk
¢oztimleri) degisik yaklasiklarla hesaplanmistir (d’Inverno, 2005). T, =0 oldugu durumda

alan denklemleri,
A% v 1 A
G" =R" —ERg“ =0 (1.4)

seklinde ifade edilir. Kovaryant metrik bilesenlerini igeren R", uzay-zamanin egriligini

tanimlayan egrilik tansoriidiir.

Bos uzay-zaman icin EAD lineer degildir ve bu ylizden yaklasim yapilmaksizin ¢éziimlerinin
bulunmasi zordur. Einstein alan denklemlerinin durgun, kiiresel simetrik kiitle etrafindaki
uzay-zamani veren bosluk ¢6ziimii Schwarzschild tarafindan, denklemlerin elde edilmesinden
yalnizca bir yil sonra 1916’da ¢oziilmiistiir. Denklemlerin eksenel simetrik, duragan kiitle
etrafindaki uzay-zamani veren bosluk ¢6ziimii 1963’te Yeni Zelandali matematik¢i Roy Kerr

tarafindan bulunmustur.



2.2 Kerr Karadeligi

Kiitlecekim etkisinde ¢oken kiitlenin kara delige doniisecegi ve bu kara deligin duragan
durumda kalacagi iyi bilinmektedir. Duraganlik tanimi, kara deligin sabit olmadigin1 fakat
her zaman ayni sekilde dondiigilinii ifade eder. Eger kara delik doniiyorsa duragan durum
eksenel simetrik olmalidir (Hawking, 1972). Bu durum Einstein alan denklemlerinin duragan,
eksenel simetrik kiitle etrafindaki uzay-zamani tanimlayan Kerr ¢6zlimii ile tanimlandigindan
duragan, eksenel simetrik kara deliklere Kerr kara deligi denir. Boyer-Lindquist

koordinatlarinda (t,r,0,¢) Kerr metrigi,

A in
ds® = —=(dt —asin’ 0dy)” + sin” 0

X

(r* +2a°)dg —adt)® +§dr2 +Xd6’ (1.5)

seklinde verilir. Burada A ve ¥ ifadeleri asagidaki gibidir,

A=t>—-2mr+a’,

Y=r’+a’cos’0. (1.6)
Coziim m ve a parametrelerine baglhdir; m, kara deligin kiitlesi, a kara deligin birim kiitlesinin
acisal momentumudur (a :JEH). Metrik katsayilar1 t ve ¢ ’den bagimsiz oldugu i¢in uzay-

zaman eksenel ve zamansal Killing vektorlerine sahiptir (Ek1). Kara deligin olay ufku g,
metrik bileseninin tanimsiz oldugu yerdedir. A=0 oldugu r degeri g,, metrik bilesenini

tanimsiz yapar;
A=1*-2mr+a’=0. (1.7)

Coziimii incelerken fiziksel olarak onemli olan agisal momentumun kiitleye kiyasla kiigiik

oldugu durumu (a*(m?) gdz éniine alirsak (1.6) esitliginin ¢oziimii,

r, =m*~ym’-a’ (1.8)

seklinde olur. Yani Kerr kara deliginin Sekil 1.2°de gosterildigi gibi iki olay ufku vardir.



I¢ Olay Ufku

r=r_ Halka tekilligi

Di1s Olay Ufku

r=r,

Duragan
Limit Yiizeyi

Sekil 1.2 Kerr kara deliginin geometrisini ifade eder. Kerr kara deliginin iki olay ufku vardir.
Bunlar duragan degildirler. Dis olay ufkunun disarisinda duragan limit yiizeyi vardir. D1s olay
ufkuyla duragan limit yilizeyinin arasindaki bolge ergosfer ismini alir.

g, metrik bilesenini sifir yapan degerler ise duragan yiizey yaricaplarin verir.

(r* —2mr+a’ cos’ 0)
8o =~ 52 =

0 (1.9)

esitligi elde edilir. Coziim
r=r, =m*+ym’-a’cos’ 0 (1.10)

seklindedir. Duragan limit ylizeyleri eksenel simetriktir. r_ yarigapindaki duragan limit

yiizeyi, r,, yarigapindaki duragan limit yiizeyinin igerisindedir. r_, , ekvatorda 2m, kutuplarda
m++/m” —a’ degerlerindedir.

r,, duragan limit yiizeyiyle r, dis olay ufku arasinda kalan bolge ergosfer ismini alir.

Ergosferin i¢indeki parcacik kara deligin dondiigli dogrultuda hareket etmek zorundadir ama
olay ufkuna dogru veya ondan uzaklasacak sekilde hareket edebilir, parcacik ergosferden

¢ikabilir.

Kerr kara deliginin tekil noktas: r=0’da degildir. Tekillik, R, R** egrilik degismezinin

rraksadigt £ =r’+a’cos’0=0 noktasindadir. Toplanan terimler negatif deger



almayacagindan esitlik ancak iki terimin ayri1 ayri sifir olmasiyla, yani r=0,0 =§

noktalarinda sifira esit olur. r=0,0 =g noktalarinin seti bir diskin etrafinda bir halka

tanimlayacaktir (Carroll, 2005; d’Inverno, 2005; O’Neill, 1995).



3. DUZGUN MANYETIK ALANDA KARA DELIK

Wald, simetri ekseni boyunca diizgiin B, manyetik alaninda bulunan duragan, eksenel

simetrik kara deligin elektromanyetik alani i¢in ¢oziim tiretmistir. Wald ¢6ziimiini
olustururken bos uzay-zamandaki Killing vektoriiniin (Ek 1), Maxwell test alan1 i¢in vektor

potansiyeli gibi islem gérmesinden yararlanmistir.

Yalitilmig kara delik net bir yiike sahip olmadikca elektromanyetik alana sahip olamaz. Bu
yiizden yalitilmis kara delik ancak onu yiikleyecek bir mekanizmaya sahipse elektromanyetik
etkiler olabilir. Fakat kara delik yalitilmis degilse dis kaynaklarin etkisiyle bir manyetik alana
sahip olabilir. Coken bir cismin elektromanyetik alana ¢ok siddetli etkileri olacagindan kara

delik dis bir elektromanyetik alana yerlestirildiginde olusan etkiler incelenecektir.

Bu bolimde ilk olarak bos uzay-zamanda Killing vektoriinlin boslukta Maxwell
denklemlerinin ¢6zlimii olmasindan hareketle asimptotik olarak diiz olan uzay-zamanda
zamansal ve eksenel Killing vektorlerinden meydana gelen ¢6ziimiin ozellikleri
incelenecektir. Boliimiin ikinci kisminda diizglin manyetik alandaki Kerr kara deligi icin
elektromanyetik alan tansorii hesaplanacaktir. Boliimiin son kisminda ise diizgiin manyetik
alandaki duragan, eksenel simetrik kara deligin tercihli olarak bir isarette yiikii,

Q=2B,J, (Geometrik birimler G=c=1 olarak almmistir) olana kadar yiiklenecegi
gosterilecektir. Burada B, diizgiin manyetik alanin biyiikligi, J,, kara deligin agisal

momentumudur (J,; =ma).

3.1 Killing Vektorleri ve Elektromanyetik Alan

Killing vektorii izometrinin sonsuz kiigiik islemcisidir ve asagidaki esitligi saglar,
0= Légw - iu;v + av;u )

Bos uzay-zamandaki Killing vektorii ayni uzay-zamandaki Maxwell denklemlerinin
¢Ozlimiinii olusturur. Killing vektorleri bos uzay-zamanin vektor potansiyelleri oldugundan

elektromanyetik alan asagidaki sekilde ifade edilebilir (Frolov ve Novikov, 1998):

Fp_w = &V;H - ap;v = _2?3;,1;\/ * (3'1)

Boylelikle F, bosluk Maxwell denklemlerini saglar:
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F;l»\tV = —2§H;V;V = O . (32)

Diiz uzay-zamanda on tane bagimsiz Killing vektdrii vardir. Dort 6teleme Killing vektoriintin
olusturdugu elektromanyetik alan sifirlanir. Ug dénme Killing vektorii, diizgiin manyetik

alani, ii¢ “boost” Killing vektorii de diizgiin elektrik alan1 olusturur (Wald, 1974).

Burada asimptotik olarak diiz olan uzay-zamanin zaman oteleme ve eksenel Killing

vektorlerinden olusan, bu iki simetriye de sahip elektromanyetik alanin 6zellikleri

incelenecektir. Zamansal Killing vektorii (gj , n" ile ve eksenel Killing vektorii ((%J, yt
ile gosterilir. Dual 1-formda sirastyla n=n,dx", v =y dx" esitlikleri ile ifade edilebilir.
Elektromanyetik alanin diferansiyel formu

F:%Fwdx”dxV (3.3)

seklindedir. Eksenel Killing vektori tarafindan olusturulan F, test alanini ele alalim,

F =dy. (3.4)

L F =LF =0. (3.5)

vy nty

Cok biiylik uzakliklarda uzay-zaman diiz oldugundan dy diiz uzay-zamandaki degerine

yaklasacaktir. Bu ylizden F, asimptotik olarak diizgiin manyetik alan olur. Manyetik tek-

kutup momenti F,, "nin bilyiik uzakliklarda dizgiin hale gelmesiyle iliskili olarak sifirlanur;
4xP, = [F, = [dy =0. (3.6)

Burada integral 2-kiire yiizeyi tizerinden almmugtir. F,, test alaninin ytki asagidaki gibi
verilir;
4mq, = [*F, = [*dy (3.7)

burada (*) dual formu gosterir. Fakat ifadenin sag tarafi uzay-zamanin agisal momentumunun

bir ifadesidir (Wald, 1984):
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[*dy =16n. (3.8)

Boylelikle eksenel Killing vektorii, asimptotik olarak diizglin manyetik alana yaklasan

duragan, eksenel simetrik elektromanyetik test alanin1 olusturur. Bu test alan1 q = 4] yiikiine

sahiptir ve manyetik tek-kutup momentine sahip degildir.

Benzer sekilde zamansal Killing vektorii tarafindan olusturulan elektromanyetik alani ele

alalim,

F =dn. (3.9)

n

F, ¢ok buyik uzakliklarda uzay-zaman diiz olmaya baslayinca asimptotik olarak yok olur.

F, “nin manyetik tek-kutup momenti yok olur ve yiikii asagidaki sekilde verilir,

4rq, = [*F, =[*dn. (3.10)
Ifadenin sag tarafi bos uzay-zamanin kiitlesini veren bir ifadedir (Misner vd., 1973):
[*dn=—8nm. (3.11)

Boylelikle zamansal Killing vektorii asimptotik olarak yok olan, duragan, eksenel simetrik

elektromanyetik test alanini olusturur. Bu test alan1 q = -2m yiikiine sahiptir ve manyetik

tek-kutup momentine sahip degildir.

Kerr kara deliginin elektromanyetik tedirgemesi iizerine birbirlerinden bagimsiz olarak Wald
ve Ipser (1971) tarafindan ispat edilen ve Carter (1973) tarafindan herhangi bir duragan,

eksenel simetrik kara delik i¢in genellestirilen teorem su sekildedir:

F duragan, eksenel simetrik kara delik uzay-zamaninin Maxwell test alaniysa asagidaki

ozellikleri gergekler:

1. F duragan ve eksenel simetriktir.

2. F kara deligin dig bolgesinde ve kara deligin olay utkunda tekil degildir.

3. F kara delikten biiyilik uzakliklarda asimptotik olarak sifirlanir.

4. F yiike ve manyetik tek-kutup momentine sahip degildir. Yani ' =0 (Wald, 1974).

Bu teorem duragan, eksenel simetrik kara deligin, Q yiikii ilavesine karsilik gelen, ancak tek
bir tedirgemesinin olabilecegini gosterir. Yani asimptotik olarak sifirlanan kara delik

etrafindaki elektromanyetik test alaninin biitliin yiiksek cok kutuplu momentleri sadece Q
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tarafindan belirlenir (Bu sonug kara delik etrafinda, Q yiiklii herhangi iki test alan1 arasindaki
farkin teoremin hipotezini saglayacagi ve boylelikle sifirlanacagi gerceginden c¢ikarilabilir).

Daha oOnceki tartismamiz duragan herhangi bir kara delik i¢in daima iyi davranmigh bir

tedirgemenin oldugunu, yani ;—QFn ¢oziimiliniin oldugunu gosterir. Bdylelikle ;—QFn
m m

coziimii kara delige Q yiikiinii ekleyen tek ¢oziimdiir. Bu Kerr metriginden kolaylikla

dogrulanir. ;—QFn ¢coziimil tam olarak Kerr-Newman (yiiklii Kerr) test alanin1 vermektedir
m

(Wald, 1974).

3.2 Elektromanyetik Alan Tansorii

Bu boéliimde simetri ekseni boyunca diizgiin bir B, manyetik alanina yerlestirilen, duragan,
eksenel simetrik kara deligin disinda olusan F elektromanyetik test alan1 bulunacaktir. Bu test

alaninin asagidaki 6zellikleri saglamasi gerektigi daha 6nceki tartismamizdan bilinmektedir:

1. F, duragan ve eksenel simetrik olmalidir.

2. F, kara deligin dis bolgesinde ve kara delik olay ufkunda tekil olmamalidir.

3. Kara delikten biiylik uzakliklarda F’nin degeri asimptotik olarak diizgiin manyetik

alan degeri B degerine yaklagmalidir.

4. F’nin manyetik momenti ve yiikii sifir olmalidir.
1- 4 ozelikleri tek bir elektromanyetik alan F elektromanyetik alanini belirler.1-4 6zelliklerini
saglayan iki test alan1 F ve F'’nii ele alalim. Bu iki test alaninin farki F=F—F bir 6nceki
boliimde verilen teoremin hipotezlerini saglamalidir, yanil? =0 olmahdir. Bdylelikle

goriilmektedir ki F=F ’diir ve 1-4 6zellikleri tek bir F’yi belitler.

Boylelikle onceki tartismamizin sonucuyla birlikte diizgiin manyetik alan igindeki kara
deligin ¢oziimiinii elde etmek icin sadece 14 Ozelliklerini saglayan bir alan tansorii F
yazilmalidir. Asagidaki alan tansoriiniin bu 6zelikleri sagladigi kolayca dogrulanabilir (Wald,

1974):
F:%Bo(dnp+zj—ﬁdnj. (3.12)

Burada ], ag¢isal momentum, m kara delik uzay-zamanmnin kiitlesi, eksenel Killing

vektor,y zamansal Killing vektordiir. Boylece (3.12) esitligi diizglin manyetik alandaki kara
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deligin ¢ozlimiinii verir.

Elektromanyetik alan tansoriiniin diferansiyel formu olan (3.3) esitligi, F,

=-F ve
v Vi
dx""dx” =—dx""dx" antisimetri 0zelikleri dikkate alinarak yazilirsa elektromanyetik alan

tansorii asagidaki sekilde ifade edilir:
F=F,dx "dx’ + F, dx’"dx’ + F,dx'"dx’ + F,,dx*~dx’. (3.13)

Boyer-Lindquist formundaki Kerr metrigi (1.5) kullanilarak Kerr kara deligi igin

elektromanyetik test alan1 F’nin tam ifadesi asagidaki sekilde elde edilir:

ma(3 + cos 29)(32 ~2r* +a’cos 2(9)B0 dx' M dx® + ma(a—r)r(a+r)sin26B

0 2 0
(a2 +2r° +a’ cos 29) (rz +22 cos? 9)2 dx7dx

F =

. sin” OB, [(cos” G(Zaz(r3 + az(r—m))+ a*(m—r)sin’ 0) +r(—a4 +2a’mr+1* +az(a2 —mr)sin2 9)]

2
(r2 +a’ cos? 9)

4mr(r* —a*)sin 20

(a2 +2r* +a’ cosZG)

dx'~Ndx® + (a2+r(r—2m))00595in9+ — Bodx*"dx® . (3.14)

1 v
B’ -E? =5FWF“ (3.15)
alan degismezi ile 6l¢iilen alan biiyiikliigli degerinin kara delik yakininda artmadigi goriiliir.

Bununla birlikte eger kara delik doniiyorsa (a # 0) asagidaki alan degismezi sifirdan farkli

olacaktir.
E.R 1* pv
E-B:Z F F*. (3.16)

Boylelikle donen kara delik ¢evresindeki biitiin  gozlemciler bir elektrik alan

gozlemleyeceklerdir.
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33 Kara Deligin Kazandig: Yiik

Kerr kara deliginin simetri ekseni lizerindeki pozitif yiiklii bir pargacik kara deligin i¢ine
dogru cekilir, negatif yiiklii bir parcacik ise disart dogru itilir (Wald, 1974).Bu yiizden
manyetik alan igerisinde, etkilesimsiz iyonize parcaciklarla gevrili kara delik pozitif net bir
ylkle yiikleninceye kadar yiikiinii arttiracaktir.Bu net yiikiin biiytikliigli enjeksiyon enerjisinin
sifir olmas1 kosulundan elde edilir (Wald, 1974).

Enjeksiyon enerjisi, donen kara deligin ergosfer adin1 verdigimiz bolgesine yiiklii parcaciklar
eklendiginde pargacigin enerjisinde meydana gelen degisikliktir. Duragan uzay-zaman i¢inde,

diizgiin elektromanyetik alana sahip bir pargacigin elektromanyetik enerjisi;

E=-Pn" (3.17)

ile verilir (Carroll, 2004; Wald,1974).n" zamansal Killing vektort, P, 4-momentumdur ve

asagidaki sekilde ifade edilir:

P =mu, —eA,. (3.18)

w

Burada u, 4-hiz, A, elektromanyetik alanin vektdr potansiyelidir. Kolaylik i¢in pargacik

enjeksiyonunun simetri ekseni boyunca gerceklestigini varsayalim. Bdylelikle, enjeksiyon
enerjisi par¢acigin kara deligin ufkuna geldigi noktadaki enerjisi ile baglangictaki enerjisinin

farki olarak asagidaki sekilde ifade edilir;

€= Eson — Eilie »

e=eA N —eAM"|., . (3.19)
A, enjeksiyon enerjisi €’yi sifir yapacak sekilde degisecektir. A, vektdr potansiyeli basitge,
yiiksiiz durumdaki vektdr potansiyeli ile Q yiikiiniin eklenmesine karsilik gelen tedirgeme
durumu i¢in yazdigimiz %nu vektor potansiyelinin toplami olarak yazilabilir:

1 >
A, :EBO(% +%mj—%m . (3.20)

Simetri ekseninde y n" =0 , sonsuzda n,n" — -1 ve simetri eksenindeki olay ufkunda

n,n" =0 ifadeleri kullanilarak (3.19) esitliginden enjeksiyon enerjisi €,
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e= C(Q—MJ (3.21)

2m m

seklinde bulunur. Kara delik enjeksiyon enerjisini sifir yapana kadar, yani yiikii
Qy =2B,], (3.22)

degerine ulasincaya kadar yiiklenecektir. Bu durum kara deligin son durumu, denge durumu
yani en kii¢iik enerjiye sahip oldugu durumdur. Denge durumu i¢in simetri ekseni boyunca
enjeksiyon enerjisi sifir olmalidir. Enjeksiyon enerjisi kara deligin her yerinde sabit
oldugundan (3.21) bagintis1 parcaciklarin enjeksiyonu i¢in genel bir bagintidir(Carter, 1973;
Wald, 1974). Ayrica bu sonug elde edilirken kara deligin Kerr kara deligi olmasindan
yararlanilmadig1 igin, (3.22) sonucu herhangi bir duragan, eksenel simetrik kara delik i¢in

gecerlidir. Boylelikle duragan, eksenel simetrik kara deligin Q =2B,J,, yiki ile

yiiklendiginde elektromanyetik enerjisinin en kii¢iik degerini aldig1 belirlenmis olur.

Kerr kara deliginin J <m?® esitligini saglamalidir. Bu esitlikten hareketle diizgiin manyetik

alandaki Kerr kara deliginin yiik-kiitle oran

m

0

Q. 2B,m=1,7x 10—20[ JBO(Gauss) (3.23)
m

seklindedir. m ve B, giines kiitlesi birimlerine ve Gauss’a g¢evrilmistir. Galaksi manyetik

alan1 B, ~10™* —10~° mertebesinde oldugu i¢in yiik-kiitle oran1 ~ 107" mertebesinde olacak
yani her zaman birden oldukca kiigiik olacaktir. Eger kara delik manyetize plazma ile
cevrilmigse B, ve dolayisiyla yiik-kiitle oran1 daha biiyilik olabilir fakat astrofiziksel kara

deliklerin kiitleleri ve elektromanyetik alanlari i¢in ytik-kiitle oran1 daima birden kiigiiktiir

(Wald,1974).
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4. DUZGUN MANYETIK ALANDA YUKLU KERR KARA DELIGININ
ELEKTROMANYETIK ENERJIiSIi

Astrofiziksel kara deligin net bir elektrik yiikiine sahip olup olamayacagi 6nemli bir sorudur.
Manyetik alan i¢inde bulunmayan kara delik genellikle net bir elektrik yiikiine sahip olamaz
clinkli kara delik, etrafinda serbestce dolasan parcaciklardan zit yiiklii olanlar ¢ekecek ve
hemen kendini noétrleyecektir (Misner vd., 1973; Wald, 1984). Fakat kara delik bir manyetik
alan icindeyse (Bir¢ok astrofiziksel sistemin bdyle olduguna inanilmaktadir) durum farkhdir.
Bir Kerr kara deligi, donme ekseni boyunca diizgiin bir manyetik alan i¢ine yerlestirilirse net
bir elektrik yiikiine sahip olur (Wald, 1974). Wald bu sonucu simetri ekseni boyunca
enjeksiyon enerjisinin sifir olmasi kosulunu kullanarak elde etmistir. Fakat diizglin manyetik
alan icindeki Kerr kara deliginin denge durumunun ne oldugu ve denge durumunda kara

deligin net yiik kazanip kazanmayacagi sorularinin yanit1 belli degildir.

Toplam enerjinin ekstremize edilmesi metodu, enjeksiyon enerjisini bulma metodundan daha
iyidir. Ciinkli daha genel bir yaklagim olan bu metot enjeksiyonun yoriingesine ve yiik artirma

islemine bagl degildir.

Bu boéliimde diizgiin manyetik alandaki yiiklii Kerr kara deliginin elektromanyetik enerjisi
hesaplanacaktir. Enerji (kiitle) asimptotik olarak diiz olan ve asimptotik zamansal Killing
vektorlerine sahip, duragan sistem igin iyi belirlenebilirdir (Wald, 1984). Bununla birlikte
diizglin manyetik alan uzayda sonsuza uzandiginda toplam elektromanyetik enerji 1raksar. Bu
yilizden uygun bir yaklasim yapilmalidir. Bu yaklagim, elektromanyetik alani, yarigap: kara
delik ufkunun yarigapindan ¢ok biiyiik olacak sekilde kiiresel bir yiizey gibi kiigiiltmek
olacaktir. Boylelikle igerisinde manyetik alanin diizgiin oldugu, disarisinda manyetik alanin
artan yarigapla hizla azalan degerler aldig1 bir kiire elde edilir. Kerr kara deliginin bu hayali
kiirenin merkezinde oldugu varsayilacaktir. Bu kiire i¢indeki elektromanyetik enerji Komar
kiitle formiilii (Komar, 1959; Bardeen ve Carter ve Hawking, 1973) yardimiyla hesaplanarak

kara delik Q= ZQ(S)BOJ 4 yikini kazandiginda elektromanyetik enerjisinin en kiiciik

.. e . a, . . . .
degerini aldig1 gosterilecektir. Burada {, — ’nin fonksiyonu olan boyutsuz bir parametredir
m

-1
ve 0<2 <1 icin 0<C< [% (2 + n)} ~ 0.13’tiir (Kii¢tltlilmiis kiirenin yaricapt kara delik
m

utkunun yarigapindan c¢ok biiyiik oldugunda { parametresi kii¢iiltiilmiis kiirenin yarigapindan
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bagimsizdir). B, diizgiin manyetik alanin biytkligi ve J,; kara deligin agisal

momentumudur.

4.1 Kerr Kara Deliginin Elektromanyetik Alan Tansorii

2
Elektromanyetik alani yeterince zayif olan (Q—2(<1 ve B{m’((1 ) diizgiin bir manyetik alana
m

yerlestirilmis yiiklii, donen kara deligin uzay-zaman1 Kerr metrigi ile tanimlanabilir. Kerr
metrigi duragan, eksenel simetrik kara deligin disarisindaki uzay-zamani, bos uzay-zamant

tamimlar (Ricci tansori R, =0 ) ve Kerr uzay-zamani durafan ve eksenel simetrik
o) o\

oldugundan (aj zamansal ve (%J eksenel Killing vektdrlerine sahiptir. Bu yiizden Kerr

kara deliginin uzay-zamanma ait elektromanyetik alan tansorii ,V F* =0 bosluktaki

Maxwell denklemlerinin ¢ozimiidiir.

(1.5) esitligi ile tanimlanan Boyer-Lindquist formundaki Kerr metrigi, metrik bilesenlerinin

bulunmasi i¢in diizenlenirse

2mr 2mar 2mar Csin’ 0

ds*> = —(1 —T)dtz - sin” Odtdd — sin” Od¢dt +§dr2 +3d0* + S do® (4.1)
seklinde ifade edilir. Burada £ ve A (1.6) esitliklerinde tanimlandig1 gibidir,
C=(r’+a")’ —Aa’sin® 0 (4.2)

olarak tanimlanir.
(4.1) metriginin kovaryant tansor bilesenleri sunlardir:

2mr

=~
0 > +a’cos’d’

o = r’ +a’cos’ 0
11— H
r’ —2mr+a’

2 2 2
g, =r"+a cos 6,

g = sin’ 49[(r2 —2mr+a’)a’sin® @ —(r* + az)z]
33 T
r* +a’cos’ 0 ’
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2marsin’ 0
= = 4.3
03 = 830 2 +acos’ 0 (4.3)

g8 =1 (4.4)
esitligi yardimiyla metrigin kontravaryant bilesenleri

w0 —4@*+a’cos’0)((a® +1?)* —a’(a’ +r(-2m+1))sin’ 0
(@> +r(-2m+r1))(a’ +2r° +a’ cos20)’

b

"o (r’ —2mr+a’)
(r* +a’cos’0)’

22 — 1
(r* +a’cos’ )’

g

w5 (@ +2r(2m+r)+a’cos20)csc’ 6
(@ +r(2m+r))(a* +2r* +a’ cos26)’

03 30 _ - 4mal"
(a@*> +r(=2m+r))(a* +2r° + a* cos26)

4.5)

seklinde elde edilir.

(3.20) esitliginden elektromanyetik vektor potansiyelin kontravaryant formu

i p i
Av =Bl O +2a[éj _&(ﬁ) 4.6)
2 |1\ o ot 2m\ ot
seklinde ifade edilir. Burada B, dis manyetik alanin biiyiikligii ve Q kara deligin elektrik
yukidir. Maxwell elektromanyetik alan tansorti F,, asagidaki gibi verilir (Ek 2):
F,=V,A -V.A_. (4.7)
Kovaryant tiirevin tanimi olan V“ A, :au A, _Fvu“ esitligi ve Christoffel sembollerinin

Vi

simetri 6zelligi kullanilarak (I';, =77 ) (4.7) ifadesi
F,=0,A,-0,A,

seklinde yazilabilir.
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(4.6) esitliginden elektromanyetik potansiyelin sifir olmayan bilesenleri asagidaki sekilde

bulunur:
A’=B,a —&,
2m
B
A’ :70. (4.8)

Elektromanyetik vektor potansiyelin sifir olmayan kovaryant bilesenleri

A, =g,A" (4.9)
bagintis1 yardimiyla asagidaki sekilde elde edilir:

Ay =go A =g A’ +g,,A°,

Ay=g, A" =g, A" +g A (4.10)

Elektromanyetik vektor potansiyelin sifir olmayan kovaryant bilesenlerinin agik ifadeleri

asagidaki sekildedir:

A, :_M_(l_ﬁl_&%oj,

r’ +a’cos’ 0 r’ +a’cos’ 0 2m

_sin® 0(4aQr+ (a* +2r* +3a’r(-2m+r)+a’(a’ +1(-2m+1))cos 26)B,)

As 4(r* +a’ cos’ 0) *10
Alan tansdriiniin sifir olmayan bilesenleri:

F,=-F, =0,A,,

F,, =-F, =0,A,,

F,=-F, =0A,,

F,, =-F, =0,A, (4.12)

seklindedir. Bu ifadelere (4.11) bagintilar1 yerlestirilirse bu esitliklerin agik ifadeleri asagidaki
gibidir:
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(@’ —2r* +a’ c0s20)(—2Q + am(3 + cos 20)B, )

F . =-F, = ,
10 o (a® +2r* +a’ cos20)’
2arcos0sin0(aQ + m(-a’ +17)B,)
Fyy =-Fy, =— (rz +a’ cos? 9)2 ’
F, =-F, ! > [sin> 0(8aQ(r* —a’ cos” 0) + (a*(7m —3r) - 8r°

T 8(r> +a’cos’ 0)

—4a’r’(3m+2r)4a’(a’(2m—r)—r’(m+2r))cos 20 + a*(m —r) cos 40)B, )],

4r(a’ +17)sin20(aQ + m(-a” +17)B,)

F,, =-F, =(a’ +r(-2m +1))cos 0sin OB + (a2 421 127 c0320)” (4.13)
Elektromanyetik alan tansoriiniin sifir olmayan kontravaryant bilesenleri,

F* = ghg**F (4.14)
bagintist yardimiyla

F'=—F" =¢"¢g"F, =¢"g"F, +g"g"F;,

F* = —F” = g»¢"F, =g”g"F, +2”g"F,,

F? =-F"' =g"g"F, =g"g"F, +g"g"F,,

F? =-F? =g®g"F, =g”g”F,; +g”¢” F,,. (4.15)

olarak ifade edilir. (4.5) ve (4.13) ifadeleri kullanilarak alan tansériiniin kontravaryant

bilesenlerinin agik ifadeleri asagidaki gibidir:

10 o1 1 _ 22
Fl=-F"= — ~[4Q(a’ +1%)(a’ —2r* +a” cos20) —am(a” —r°)
(a +2r" +a cos26)
(7a® +4r* +4(2a* +3r7)cos 20 +a” cos 40)B, ],
B2 _ g0 _ 4a’rsin 20(2Q —am(3 + cos 20)B,)
(a2 +2r* +a’ c0s26)3
F® =-F' = ! [4aQ(al2 —2r* +a’cos 29)—(a4(7m—3r) +8(2m —1)r*

(a2 +2r* +a’ cosZG)3
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—4a’r’(m+2r)+4a’(a’(2m—r)(m —2r)r’)cos 20 +a*(m —r)cos 40)B, ],

cot0

F2® = _F2 =
(a2 +2r? +a’ cos26)

-[16aQr (3a* —24a’mr+8a’r’ +8r* +4a’ cos 20

(@’ +2r(-m+r))+a* cos40)B,].(4.16)

Boylelikle Kerr metrigine ait elektromanyetik alan tansorii bilesenleri elde edilmistir. Bulunan

ifadeler yardimiyla Kerr metriginin F*" elektromanyetik alan tansoriiniin bosluk Maxwell

denklemlerinin ¢6ziimii oldugu goriiliir (Ek 4).

4.2 Enerji-Momentum Tansorii

Burada elektromanyetik alanin  enerji-momentum tansoriiniin  bilesenleri ve izi

hesaplanacaktir. Enerji-momentum tansorii

Tab :L(ngFachf _lgadeechj (417)
4n 4

seklinde verilir. Enerji-momentum tansoriiniin sifir olmayan kovaryant bilesenleri

1 1
Ty = E[g”FloFlo + g7 F, By _Egoo (F10F10 +F F* +F F” + F, F” )j )

Ty =T, = ;_n(gllFlan +g22F20F23 _%gm (FmF10 +onFZO + F13F13 +1:231:23 )]7

T, = i(gOOFIOFIO +gVF,F; +2¢"F,F,; _%gn(FloFlO +F, F* + F;F" + F,,F* )],
1 1
T, = E(g"OFZOF20 + gV F,,F,; +2¢"F, F,; ~5&n (FF" + FyF? + F,F" + E, F* ))

1
T,=T, = E(gOOFlono +g33F13F23 + g03F10F23 + g03F13F20) >

T, = ﬁ(g“Fan + g22F23F23 _%g% (FloFlo + onon +F13F13 +Fstz3 )] (4.18)

seklinde elde edilir. Enerji-momentum tansdriiniin sifir olmayan kontravaryant bilesenleri
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T® — gapgvaw (4.19)
bagintis1 yardimiyla hesaplanirsa asagidaki ifadeler elde edilir;
T =g"g" T, =g"g" Ty, +8"8" T;; + 287" Ty5,
T =g™g"T,, =g"8" Ty +£"8 " Tp; +8"8" Ty +£78" Ty,
T =g"g"T,, =¢g"g' T,
T =g™g"T,, =g"g" Ty,
T = g3“g3VTW = g:,rmg_;(BTOO + g33g33T33 + 2g°3g33T03. (4.20)
Enerji-gerilim tansoriiniin izi T
T=g,T" (4.21)
bagintisindan,
T =g, (gOOgOOTOO +g”g"T, +2g"¢" T, )+ 28,5 (goog(BTO0 +g"eg T, +g"¢” T, + g°3g33T33)
+2,8''8 Ty + 8,878 T, +855(8"8" Ty +878" Ty, + 28787 Ty),

T=0 (4.22)

olarak bulunur (Ek 5).

4.3 Kerr Kara Deliginin Elektromanyetik Enerjisi

Kerr kara deliginin toplam kiitlesini (enerjisini) Komar kiitle formiilii ile ifade edebiliriz:

b
M=2] (Ta,, —ngab w2 av+ Lsas 2Q,,J,, . (4.23)
z 2 ot 4

AX )2 . e o .
Burada o = (Fj olmak tlizere n“ X hiperylizeyinin birim gelecek-yer normalidir(t=sabit)

ve asagidaki sekilde ifade edilir:
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n® —l{(ﬁja 4 Zamr (QJ ] (4.24)
allor) ~ C (o

4.23) esitligindeki dV, T hiperyiizeyi tizerindeki hacim elemani, A =4nlr,” +a? ) kara delik
g peryuzey H

ufkunun alani, 1, =m+~+/m’ —a’ kara delik ufkunun yarigap1, x = (& —m) kara deligin

2mry,
yiizey kiitle ¢ekimi ve Q; = kara deligin agisal hizidir.
2mry,
Kiictltiilmiis kiire i¢indeki elektromanyetik alanin toplam enerjisi
R Vq 2z
Epy = [dr[do[dgeh,
ry 0 0
1 oY
e=2T, ——T n'| — 4.25
( ab 2 gabj (Gt) ( )
seklinde ifade edilir. Burada+/h , 2 lzerindeki hacmi dlger ve
1
Jh = (%jz sin (4.26)

olarak tanimlanir. Daha oOnce sozii edildigi gibi kiiciiltiilmiis kiire yaklasimi yapilmasi
sayesinde elektromanyetik enerjinin iraksamasi engellenmistir (4.3) ve (4.18) esitlikleri ¢

ifadesinde yerlerine yazilarak

1

B a a b
e= 2(Tab —ngabjc—l (ﬁj p2amr 0 (éj 4.27)
2 ~| ot Cc 0o ot
(AZ)?
ifadesi elde edilir. Buradan ¢,
2 ! 2amr
e=—-—(C°Ty + QTN)) (4.28)
(Ax)2 C?

olarak bulunur. Bu ifade

o
= (F,BZ +£,Q> +1,B,Q) (4.29)
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seklinde yazilarak B;,Q*,B,Q biiyiikliklerinin katsayilar1 olan f,,f,,f, katsayilari elde
edilebilir. (4.28) ve (4.29) ifadelerinden

8>’
A

(£,B2 +£,Q> +£,B,Q)= "= (CT,, + 2amrT,, ) (4.31)

0zdesligi elde edilir.

Buradan (fOBé +£,Q° +fZBOQ) ifadesi asagidaki sekilde bulunur:
1
(£,B2 +£,Q* +£,B,Q)= —5{16(22(— 3a> = 21” +a” cos 26)+ 8aQ(a>[17m — 9r) + 4(m — 1)1’

—4r(2a” + 3r(r —m))cos 20 +a’(r — m)cos 40]B, +

[-2(5a° +161°(r —m)—2a°t*(m®* +18mr —12r”) + 32"

(17m?* = 20mr + 61°)) — (152° +16a*(7m — 3r)(m — r)r’

32mr” +a*(33m” —128mr + 481 )) cos 20 + 2a°(—3a’

+2mr’ (=5m + 61) + 2’ (3m” +4mr — 61 )) cos 40

+a*(m? —a*)cos60]B; } (4.32)
Burada cos26,cos46,cos66 trigonometrik biiyiikliikleri yerine
cos20=2cos’0—1,
cos40=8cos*0—8cos*0+1,

cos 60 =32cos’ 0 —48cos* 0+18cos’ 01 . (4.33)

ifadeleri yerlestirilip ifade diizenlenirse f, f,,f, katsayilar1 asagidaki sekilde bulunur:

f, =1 (r—2msin’ 0)+a’r’[3r cos” 0+ 2mr(1+ cos® 0)(1—3cos” 0) —m*(1+ cos” 0)(3—5cos’ 0)]

a*[3r® cos* 0—2mrcos” 0(3+cos” 0)+m?(1+cos” 0)*(2 —cos® 0)]+a’ cos’ 0,
f,=r>+a’(2—cos’0),

f, ==2a[r’(r—m)(1—3cos’ 0)—a’[rcos’ 03— cos” 0) + m(1 + cos” 0)(2 —cos’ 0)]] . (4.34)
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Boylelikle Kerr kara deliginin elektromanyetik enerjisi

Epy = jdrjdejd¢ —(F,B2 +£,Q% +f BOQ{ j sin® (4.35)
seklinde yazilir. Yukaridaki ifade diizenlenirse
K %sin0 5 5
Ep =[] F(fOB0 +£,Q” +f,B,Q0dr (4.36)

seklinde olacaktir. Bu integral alindiginda

B2
Epyu :[6%{3ma(5m—4r)r5 +a’(=3m’r+2r’)+a’(-8m’r’ +2r°) + 3m[(-ma’ —4a*r’ + ma’r*
a’r

+1°(=5m + 4r)) arctan[ aj Sma‘r arctan( j]} + {— + —arctan( aJ - Larctan( j}Q
r a 2r  2r’ r

2a

{— 2 [ar(ma +3r*(r—-m))+(ma* —a’r’ +3(m-rn)r* )arctan( )]}B Q] (4.37)
a’r’

ifadesi bulunur. R))r,; limitinde Kerr kara deliginin elektromanyetik enerjisi;

E.y =E,+ (Q—ZJFI + (MJE (4.38)
m m

olarak elde eldir. Burada E F,,F, katsayilar1 asagidaki gibidir;

= %B02R3 +0(R?),

F, =Fls)= 1—+/1—=5s") s+ 2arctan O(lj,
%( ){Jr “ [14-\/1—5 ﬂ+ R

2 2 2 2 s 1
F2 = Fz (S) = ?[5(3 1-s" —s )_ 6(1 —S )arctan(m]:l + O(Fj . (439)

Burada s (i) kara deligin spin parametresidir, 0 <s<1 oldugundan her zaman F )0 ve
m

F, <0 olacaktir. Toplam elektromanyetik alan B, ve Q yiikii tarafindan olusturulan

elektromanyetik alanlarin lineer birlesimi oldugundan toplam elektromanyetik enerji ¢

bilesenden olusmaktadir:
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e E, ile gosterilen bilesen, dis manyetik alamin karesiyle (B;) orantili olan “yalin”
elektromanyetik enerjiyi ifade eder.
e QZ%ile orantili olan bilesen, Q yiikii tarafindan olusturulan elektromanyetik alanin

enerjisini ifade eder (Cohen ve Felice,1984 makalesinde bulunan Kerr-Newman kara
deliginin elektromanyetik enerjisine benzer sekilde).

e B,Q ile orantili olan bilesen, Q yiikiiniin etrafindaki elektromanyetik alanin dis
manyetik alan B, ile etkilesmesinden kaynaklanan elektromanyetik enerjiyi ifade
eder.

F, ve F, katsayilann kiigiiltilmiis kiire yaklasimimndan bagimsizdirlar, ¢linkii R —oc
alindiginda yakinsaktirlar. Ancak yiiksiiz duruma karsilik gelen “yalin” enerji E;,, R —oc

icin raksaktir. Bu ylizden kiigiiltiilmiis kiire yaklasimindan bagimsiz olarak iyi belirlenebilir
olan elektromanyetik enerji, Kerr kara deliginin diizglin manyetik alandaki yiiklii durum

enerjisi ile yliksliz durum enerjisi arasindaki fark olan AE =E,, — E enerjisidir.

Ykl Kerr kara deliginin diizgiin manyetik alandaki elektromanyetik enerjisi E,, ifadesinin
Q’ya gore tiirevinin sifir oldugu nokta elektromanyetik enerjinin degerini en kiiciik yapan

yikiin biytikligini verir (0<s<1 araliginda F(s))0 oldugundan E,, bir minimuma

sahiptir).
2 =0 (4.41)
aQ
bagintisindan
Q=-—t1pj (4.42)
4fF, " '

elde edilir. Eger ¢(s);

s? —3sv1-5s° +6(1—sz)arctan[
F
COME

\/S j
2
= L+yl-=s (4.43)
: 3(1—\/1—52 {sz +2arctan(

=)

olarak tanimlanirsa Q yiikiinii agagidaki sekilde ifade edilir:
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Q=2¢(s)B,J,;. (4.44)

Spin parametresi s, [0,1] araliginda degerler aldigindan ¢, [0,0.13] araliginda degerlere sahip
olur. { katsayisinin spin parametresi s’ye bagli degisimini gosteren grafik Sekil 4.1°de
verilmistir. s’nin  azalmasiyla ¢ azalir. Ornegin; C(O):O, Q(O,l)z3.4><10_4,
£(0,5)=9.9x107, ¢(0.99)~0.10 ve ¢(1)~0.13. Boylelikle diizgin manyetik alan igine

yerlestirilmis Kerr kara deligi minimum elektromanyetik enerjiye ulasmak icin (4.44)

esitligindeki yiikiine sahip olacaktir.

Q/(2BoJn)

| 1 1 |

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

a/m

Sekil 4.1 C[2BQJ J katsayisinin s[iJ spin parametresine bagli degisimini ifade eder.
m

0Y H

Diizgilin manyetik alan i¢inde bulunan Kerr kara deligi Q = 2Q(S)BOJ 4 yiikiini kazandiginda

. . . L. : a, . ..
elektromanyetik enerjisi en kiigiikk degeri alir. Boyutsuz { parametresi, s =— "nin bir
m

fonksiyonudur. Wald’un referansindaki yiik (£ =1) kesik ¢izgiyle gosterilmistir. Bu yiik
elektromanyetik alanin en kiigiik enerjisine denk gelmez.

Yiikli durum ile yiiksiiz durum arasindaki enerji farki olan

AE = (Q—2]F1 + (Mjﬂ (4.45)

m m

ifadesine, buldugumuz Q degerini yerlestirirsek elektromanyetik enerjinin en kii¢lik degeri
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2 BZ 2
AE,, = 12 |Bolu (4.46)
4F, ) m

seklinde bulunur. Kara deligin spin parametresi s=2=0.99 almirsa Q=0.20B,J, ve
m

BJ;
AE_ . ~-0.045—" olarak elde edilir.
m

Wald’un sonucu Qy, =2B,J; kullanilirsa bu enerji farki asagidaki sekilde olacaktir:

BoJ5

AE,... =2(2F, +F,) (4.47)
bu fark 0 <s <1 i¢in her zaman pozitif deger alacaktir. Dolayisiyla agik¢a goriilmektedir ki
Wald durumu en kiigiik enerjili duruma karsilik gelmez, hatta yiiksliz durum enerjisinden
daha biiyiik degerdedir. Karsilastirma i¢in s = 0.99 alindiginda Wald durumunda buldugumuz

enerji degerinin burada buldugumuz enerji degerinden daha biiylik oldugu da goriilmektedir

B.J;
(AE 4 = 34—-0).
m
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5. SONUCLAR

Ik olarak uzay-zamanmn Killing vektorlerinin Maxwell alanmin vektér potansiyelleri

olmasindan hareketle B diizgilin elektromanyetik alanindaki duragan, eksenel simetrik kara

deligin elektromanyetik alan tansorii hesaplanmistir. Duragan uzay-zamanda, diizgiin
manyetik alana sahip pargaci@in enerjisinin vektér potansiyele bagli ifadesinden
yararlanilarak enjeksiyon enerjisi ifade edilmistir. Simetri ekseni boyunca enjeksiyon
enerjisinin sifirlanmasiyla kara deligin kararli durum enerjisine yani en kiiciik enerjili

durumuna karsilik gelen yiik miktar1 Q = 2BJ,; olarak bulunmustur.

Ikinci olarak diizgiin manyetik alandaki yiiklii Kerr kara deliginin elektromanyetik enerjisi
Komar kiitle formiilii yardimiyla elde edilmistir. Bulunan enerjinin minimize edilmesiyle
enerji degerini en kiigiik yapan yiik degeri Q = 2Q(S)B0J 4 olarak belirlenmistir. Bu yiik
degerine sahip kara deligin elektromanyetik enerjisinin Wald durumu enerjisinden daha diistik
oldugu gosterilmistir. Yiiksiiz durum enerjisinin bile Wald durumu enerjisinden kii¢iik oldugu
gosterilerek Wald’un buldugu sonucun en kiiciik enerjili duruma karsihik gelmedigi

belirlenmistir.
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Ek 1 Killing Vektorleri

Uzay-zamanin fiziksel durumunu daha basit bir sekilde tanimlamak i¢in uzay-zamanin belirli
simetrilerde oldugu varsayilir. EAD lineer olmadig1 i¢in simetri yaklasikliklar1 ¢oziimlerin
bulunmasinda 6nemli rol oynar. Eger belirli bir doniisiimde tansér alan1 ayni kaliyorsa bu
tansor alan1 o doniisiim i¢in simetriktir. Metrigin simetrilerine “izometri” denir. Basitge,

metrik katsayilarinin bagli olmadigi koordinatlarin doniisiimii altinda metrik ayni kalir.

x ” koordinat1 metrik katsayilarinin bagli olmadigi bir koordinat olmak tizere:

a“(x")z( ¢ j ()

ox°

vektoriniin -~ izometriyi  olusturdugu  soylenir. Uzay-zamanin  geometrisi ~ &" (x")

dogrultusundaki sonsuz kii¢lik harekette degismez. Bu vektorlere Killing vektorleri denir.

Killing vektorleri asagidaki denklemi saglar;
Lg,=V,E +V,.E =0 (2)

Bu denlemler Killing denklemleri olarak adlandirilir. L, Lie tirevidir.
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Ek 2 Bosluktaki Maxwell Denklemleri

Minkowski uzay-zamaninda, Heavyside-Lorentz biriminde (c=1) bosluktaki Maxwell

denklemleri asagidaki gibidir:

VE=p, (1)

- = GE -

VxB-—=j, 2
P (2)

VB=0, 3)

vxBE+B o, (4)
ot

(1) denkleminin zamana gore tiirevi, (2) denkleminin diverjansi alinirsa agsagidaki esitlikler

elde edilir:

68_]3 _% ’ (5)
ot ot
~0E =-
-V.—=V,. 6
5~ VY (6)
Buradan p ve 3 "nin siireklilik denklemini sagladigi gortliir.
AT (7)

ot

Bu denklem (4) denklemi ile birlikte akiskan dinamiginin stireklilik denklemlerini

olustururlar.
=~ Op
Vj+—=0, 8
It ®)
vxE+B 0. (9)
ot

Bu esitlikler tansorel formda ifade edildiginde elektromanyetik alan tansorii veya Maxwell

tansori olarak adlandirilan antisimetrik F* tansori elde edilir:
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X y z

-E 0 B -B

Fuv _ X z y
~E, -B, 0 B,

-E, B, -B, 0

Akim yogunlugu veya kaynak 4-vektor

= (p, j)

olmak iizere Maxwell denklemleri asagidaki sekilde ifade edilir:
VvV F" =j",

V.E V.E,+V.E +V F =0.

nol =

Maxwell alan tansorii potansiyeller cinsinden ifade edilebilir:

_Vq) _%9
ot

E

—

I§ VxA.

4-potansiyel

o = (0.4

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

seklinde tanimlanmak {izere Maxwell alan tensorii potansiyeller cinsinden asagidaki sekilde

ifade edilir:

va = vvd)p. - vpd)v ‘

(17)
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Ek 3 Kerr Metriginin Christoffel Sembolleri ve Kerr Metriginin Determinanti

a 1 al
Ly :Eg d(abgdc +0.8a _adgbc)
Fo_ro_l[ (5 3 (g ]
o = o T g ( 1g00)+g ( 1g30)
R R MRS
2 =0T, g 2800 /)T 8 2830

0 _ 10 _l[ (5 3 (5 ]
Iy =15 =5 g ( 1g03)+g ( 1g33)
e =7 _l[ (5 %3 (5 ]
R A g ( 2g03)+g ( 2g33)
. T
Lo _Eg (_a1g00)

[T

F(;s :F310 :Eg (—81g03)

1
Flll zzg”(algll)

1
1—‘020 :Egzz(_ 82g00)
2 _l 22(—5 )
575 g 2803

1—‘121 = _g22 (_ azgn)
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1
Flzz :F221 zagzz(algzz)
1
r222 :Egzz(azgzz)

1
F323 = Egzz (_ 52g33)

F031 = 1—‘130 = g30(6]g00)+g33 (algSO)
r032 = r230 = g30(62g00)+ g” (azgw)
1—‘133 = 1—‘331 = g30(51g03)+ g33 (81g33)

F233 :F332 =g30(62g03)+g33(82g33) (D

Metrik katsayilarin olusturdugu determinantinin negatifinin karekokii olan ve sayisal agirlik

yogunlugu olarak adlandirilan ifade asagidaki sekildedir:

J-g= (r2 +a’ cos’ O)Sine. )
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Ek 4 Boslukta Maxwell Alan Denklemlerinin Coziimii Kerr Metriginin Alan Tansorii

Kerr metriginin elektromanyetik alan tansoriiniin kontravaryant bilesenlerinin agik ifadeleri
asagidaki sekildedir:
10
F=
(-4Q (&2 +r?) (&2-2r%+a®Cos[26]) +
am (a2-1?) (7a2+4r?+4 (282 +317) Cos[2e] + a2Cos[4e]) Bo) / (a2 +2r%+ a2 Cos[2e])°

2_ 4a° rSin[2e] (-2Q+am (3+Cos[26]) By)
B (@ +2r2+a2Cos[26])3

1
) (82+2r2+a2Cos[2e6]1)3
(-4aQ (a®-2r* +a®Cos[26]) +
(7a'm-3atr-4a&mr’ -8 r*+16mr*-8r°+4a (&2 2m-r) + (m-2r) r’) Cos[26] +
a* (m-r) Cos[4e]) By)

23
F =
- (Cot[e]

(16aQr+ (3a*-24a°mr+8a®r*+8r*+4a (&?+2r (-m+1)) Cos[2e] +a*Cos[4e]) Bo)) /
(a%+2r*+ aCos[2e])°

Bu hesapta kullanilacak Christoffel sembollerinin agik ifadeleri asagidaki gibidir:

o _ 2m (@ +r?) (a-2r2+aCos[26])
O @ar (-2m+1)) (@2+212+a2Cos[26])2
o 482 mrSin[2e]

= @2+212+22C05[26])2

1 r@-mr +a (m-r) Cos[e]?

T (@2+r (-2m+1)) (r2+a2Cos[e]2?)

1 a2 Cos[e] Sin[e]

T2= " 12, a2 Cos[e)?
2 r
" r2+a2Cos[e]2

2 a® Cos[e] Sin[e]
T'p=-

r2+ a2 Cos[e]?
3
M3 =

(a*m+3a’r-12a°mr?+8a°r*-16mr*+ 8r°+ 4 r (a®+r (-m+2r)) Cos[26] -
a* (m-r) Cosf4e])/ (2 (@+r (-2m+n) (&2 +2r?+a2Cos[26])?)

Pz = ((3a*+8a2mr+8a2r’+8r*+4a® (a®+2r (-m+ ) Cos[2e] +a’Cos(4e]) Cote]) /
(2 (82+2r%+ &2 Cos[261)?)
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Kerr metriginin elektromanyetik alan tansorii bilesenleriV F*" =0 bosluk Maxwell

denklemlerini saglamalidir.
V,F" =V F" +V F" +V,F* +V,F"
V,FY =V F®+V F"+V F?+V F®+V F°+V F'+V F? +V F"
+V,F*+V, F' +V,F? +V,F? + V. F* + V. F'' + V. F*? + V., F” (1)
F*¥ tansoOriiniin kovaryant tiirevi:
vV, F" =0 F" +F"Th +F*T,, )
Boylelikle V,, F* ifadesi:
V FY =F7T )+ F T +0,F"° + F7T, + FT ) +0,F" + F7T, + FT, + 0,F "
+FOT2, + F*T +0,F? + F7T2, + F*°T, + F7T), + F*°TY,
V F*" =FCT + FPT + FOTy, + F°T;, + 0,F " + FT}, + F*'T;, + F'Ty), + FT,
+FOT, + FTY, +0,F2 + F7T2, + F°T., + FO'T, + F°TY,
+FPT) + FPI), + FT,, + FUT + 0,F° + F'T, + F*T,, + F*T), + F Ty,
+0,F? + FPT) + FPL,, + F*T,, + FT,, + F''T), + F*T;, + FP'T), + F7Ty,
V FY = FP(T + T +T5 + 1) + FRIg + 1, + 15 + Ty + FOTg + T + 15 + 1)
+FO T+, + T, +T5)+0,F° +0,F" +0,F* + 0,F”
V FY = (F+ FP) I+ + T + T + (F? + FP) (I, + T, + 15, + T3y + 0, F

+0,F” +0,F* +0,F*
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8a®mrsSin[2e12 By Cot[e] (-8&2 (&2 +2r (-m+ 1)) Sin[2e] -4a*Sin[4e]) By
+

T (@+2r2+a2Cos[26])3 (@2+21r2+a2Cos[26])3

8a2rCos[2e] (-2Q+am (3+Cos[26]) Bo) . 24a*rSin[2e12 (-2Q+am (3+Cos[26]) Bo) .
(82 +2r2+a2Cos[2e])3 (82+2r2+a2Cos[26])4

(16Qr (a®+r?) -8Qr (a®-2r?+a? Cos[26]) +am (a®- r?) (8r+24rCos[26]) Bo -

2amr (7a2+4r%+ 4 (2a%+ 317 Cos[2e] + a2 Cos[4e]) Bo) / (a2 +2r% + aCos[26] ) -
(12r (-4Q (&2 +r?) (&2-2r?+ & Cos[26]) +

am (a®-r?) (7a®+4r®+4 (2a% +3r%) Cos[26] + & Cos[46]) Bo)) /

(a2+2r2+a2005[26])4+
16aQr+
(

(-3a*-8&mr-2422 r¥+64mr’-40r* +4&® (-a%+2 (m-2r) r-2r°) Cos[2e] -

a*Cos[46]) Bo) / (a2+2r?+a?Cos[2e]) %+

(Cscre1?

(16aQr+ (3a*-24a°mr+8a°r*+8r*+4a (&2+2r (-m+1)) Cos[2e] + &’ Cos[4e])

Bo)) / (&2 +2r? + &2Cos[2e])°-

(6a*Cot[e] Sin[26]

(16aQr+ (3a*-24a°mr+8a°r*+8r*+4a (&2+2r (-m+1)) Cos[2e] + &’ Cos[4e])

Bo)) / (&2 +2r? + &2 Cos[2e1)*-
(12r (-4aQ (a®-2r* +a® Cos[26]) +
(7a*m-3a'r-4&mr’-8a2r’+16mr*-8r’+
4d (&% (2m-r) + (m-21) r?) Cos[2e] +a&* (m-r) Cos[4e]) Bo)) /

(a2+2r2+a2005[26])4+

(((3a“+8a2mr+8a2r2+8r4+4a2 (&?+2r (-m+1)) Cos[2e] +&* Cos[4e]) Cotle]) /

2a? Cos[e] Sin[e] 422 mrSin[2e]
r2+a2Cos[e]2  (a2+2r2+a2Cos[26])2)
(4a2rSin[Ze] (-2Q+am (3+Cos[2e]) By)
\ (82 +2r2+a2Cos[2e6])3
(Cotre]
(16aQr+ (3a*-24a°mr+8a2r?+8r*+4a (&2+2r (-m+1)) Cos[2e] + &’ Cos[4e])

(2 (82+2r%+ &2 Cos[26])?) -

Bo)) / (a2+2r2+a2C05[291)3] +

r r@-mr) +a (m-r) Cos[e]?
\r2+a2Cos[6]2 = (@+r (-2m+1)) (r2+a2Cos[e]2)
2m @+ rd) (& -2r2+aCos[2e])
(@+r (-2m+1)) (82+2r2+a2Cos[286])2 *
(@*m+3atr-12a°mr*+8a% r*-16mr*+8r°+ 4 r (a®+r (-m+2r)) Cos[26] -

a' (m-r) Coside])/ (2 (&+r(-2m+n)) (a2+2r2+a2005[29])2)}

((-4Q (&2 +r?) (&2-2r%+a® Cos[26]) +
am (a®-r?) (7a®+4r?+4 (2a% + 317 Cos[2e] +a’Cos[4e]) Bo) /
(a2+2r2+a2005[26])3+
(-4aQ (& -2r* +a? Cos[26]) +
(7a*m-3atr-4&mr’ -8 r’+16mr*-8r+
4d (&% (2m-r) + (m-21) r?) Cos[2e] +a* (m-r) Cos[4e]) Bo) /
(a%+2r?+a2Cos[26])°)
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V,F* =0 €)

Boylelikle Kerr metriginin  F*" elektromanyetik alan tansoOriiniin - bosluk Maxwell

denklemlerinin ¢6ziimii oldugu goriiliir.
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Ek 5 Enerji-Gerilim Tansériiniin izi

Enerji-gerilim tansoriiniin kovaryant bilesenleri asagidaki gibidir:

Too: 4171' (]dl:]_o F10+292F20F20—%g00(F103l9+F201@+ F13:E+ Fzg%))
T‘B:Tln (“dFlo F13+62F20F23_%g03(F101|9+F202|9+F13]|§+F232|§))
T]_’L=4717r (Oé)FlO F10+?§13F13F13+2%8F10F13—%gn (F101|9+ F202|9+ F13]|§+ Fzs%))
T22=4—17r (08F20F20+3§]3F23F23+2%8F20F23-%922 (F10E+F202|9+F131F3+F232F3))
T33=4—17r (“dFlg F13+62F23F23_%g33(F101|9+F202|9+F13]|§+F232|§))

(1)
Bu bilesenlerin agik ifadeleri asagidaki gibidir:

Too =
-(-16Q%(-3a%+4mr-2r?.+a?Cos[26]) +
8aQ (-17a°m+9a’r+24m°r-20mr2+4r3.
4r (2a®+2m?-7mr+3r?) Cos[2e] +a® (m-r) Cos[4e]) Bo+
(10a®+102a%*m?- 144 a* mr-152a* m®r+ 36 a* r*+ 236 a°m? r? -
136a?mri+48a’r*+64m?2r*-96mr°+32r%.4
(15a%+32mr* (-2m+r) +a® (33m?-160 mr + 48 r?) «
16a%r (-6m®+23m?r-14mr?+3r3)) Cos[2e] +
2a®(3a*-2mr (2m?-9mr+6r? +a® (-3m?-8mr+6r%)) Cos[4e] +
a®Cos[6e] - a*m? Cos[66]) B3) / (32~ (a2+2r?+a?Cos(2e])°)

1
Tos = 4 5 (a2+2r2+a2Cos[2e6])3
(Sinfe1?
(8aQ* (a’+r (-m+r)) -
4Q(a*(6m-3ry+2r* (-2m+r)y -a’r (6m*-6mr+r?) +
a®(a® (2m-3r)y+r (-2m?>+6mr-3r?)) Cos(2e]) Bo+
am(19a*m-18a%r-19a’*m?r+25a°mr*-3a’r®-16mr*.
12r°+4 (a*(3m-5r) +r* (-4m+3r)-3a%r (m*-3mr+r?))
Cos[2e]+a’ (a®(m-2r) -r (m*-3mr+r?)) Cos(de]) Bf))
T22 = - &

32 7r (a2 +2r2 4+ a2Cos[26])
(8Q?-8aQ (m-r) (3+Cos[26]) Bo+
(3a*+19a’m?-36a’mr+6a’r2+8mr3.
4(a*+2r3(-m+r) +a? (3m?2-6mr+2r?)) Cos[2e] +
a®(a®+m?-4mr+2r? Cos[(4e]) Bf)
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Tas =
-(Singe1? (-16Q* (-3a%+a®* (2m-5r) r-2r*+a’(a®+r (-2m+r)) Cos[2e]) +
8aQ (-17a*m+9a*r+10a®m?r-23a®mr’+13a’r*+4mr* .+
4r°+4r (2a*+r3(-5m+3r)+a® (-2m?*-3mr+5r?)) Cos[2e] +
a?(m-r) (a®-2mr+r?) Cos[(4e]) Bo+
(10a®+102a°m?-116a° mr-52a* m3r+46a°r’+ 130a* m? r? -
176 a*mri+84ar*-36a’m?r*-72a°mr®+80a’r®-32mr’+
32r8: (15a%+32mr’+16a°r* (7m?-10mr+3r?) «
3a°(11m?-42mr+21r?) +a%r (30m®+ 145m?r - 288 m r? + 96 r?))
Cos[26] +
2a®(3a°+2m (13m-6r) r*-3a* (m*+2mr-3r?) +
a’r (10m*-9m?r-24mr?+6r3)) Cos[(4e] +a®Cos[66] -
a®m? Cos[66]1-2a°mrcCosi6e] +2a*m3rCos[66] +
a®r? Cos(6e] - a*m2r? Cos(6e]) B3)) / (32~ (a%+2r?+a?Cos[2e])°)

2

Enerji-gerilim tansoriiniin kontravaryant bilesenleri asagidaki gibidir:
P10+ §G T+ 28G T

- %)%3T00+%JJ§T(B+%3%3T03+%3§T33

—N
n

P F T T+ 2FF Tao 3)
Bu bilesenlerin agik ifadeleri asagidaki gibidir:

.
-(-16Q* (-3a*+a®* (2m-5r)r-2r*+a® (a®+r (-2m+r)) Cos[2e]) +
8aQ (-17a*m+9a’r+10a®m®r-23a’mr?+13a’r®+4mr
4ar’+4r (2a*+r®(-5m+3r)+a® (-2m?-3mr+5r?)) Cos[2e] +
a?(m-r) (a®-2mr+r?) Cos(4e]) Bo+
(10a®+102a°m?-116a° mr-52a*m3®r+ 46a°r*+ 130a* m? r? -
176 a*mri+84a*r*-36a?m’r*-72a°mr°>+80ar°-32mr’+
32r%. (15a%+32mr’+16a%r* (7m?-10mr+3r?) +
3a° (11 m?-42mr+21r%) +a*r (30m®+ 145 m?r - 288 m r? + 96 r?))
Cos[26] +
2a? (3a%°+2m (183m-6r) r*-3a* (m>+2mr-3r?) .
a’r (10m®-9m?r-24mr®+6r°)) Cos(4e] +a’Cos[6e] -
a®m? Cosi6e1-2a®mrcCos[i66]+2a*m3rCosi6e] +a°r?Cos[6e] -
a*m?r?Cos(6e1) Bj) / (32 (a®+r (-2m+ 1)) (a2+2r2+a2C05[291)3)
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.
-(8aQ?® (a®+r (-m+r)) -
4Q(a*B6m-3r +2r*(-2m+r) -a’r (6m?-6mr+r?) +
a’(a® (2m-3r)+r (-2m?+6mr-3r?)) Cos(2e]) Bo+
am (19a*m-18a’r-19a’m?r+25a°mr?-3a®r®-16mrt+12r°+
4(a*B3m-5r)+rt(-4m+3r)-3a’r (m?-3mr+r?) Cos[2e] +
a?(a®? (m-2r) -r (m*-3mr+r?)) Cos[de]) Bj) /
(4x (a2+r (-2m+1)) (a%+2r?+a%Cos(2e7)”)
]Tl 1

8 7 (a2+2r2+a2Cos[2e6]1)3
((a?+r (-2m+r))
(8Q2-8aQ (m-r) (3+Cos[2e]) Bo+
(3a*+19a?m?-36a’mr+6a?r?+8mr3.
4(a*+2r3(-m+r)+a? (3m?-6mr+2r?)) Cos[(2e] +

a? (a?+m?-4mr+2r? Cos(de]) B))

22 1

8 7 (a2+2r2+a2Cos[2e])3
(8Q%-8aQ (m-r) (3+Cos[26]) Bo+
(3a*+19a’m?-36a’mr+6a®r?+8mrd.
4 (a*+2r%(-m+ry)y+a®?(3m?2-6mr+2r?)) Cos[2e] «

a? (a?+ m?2-4mr+2r?) Cos[(4e]) Bf)

-(Cscre1? (-16Q? (-3a®+4mr-2r?+a”Cos[26]) +
8aQ (-17a°m+9a’r+24m°r-20mr’+4r34
4r (2a®+2m?-7mr+3r?) Cos[2e] +a® (m-r) Cos[4e]) Bo+
(10a°+102a*m?-144a* mr-152a®m®r+ 36a* r’+ 236 a° m? r -
136a°mr3+48a%r*+64m?r*-96mr°+32r°+
(15a°+32mr* (-2m+r) +a* (33m?-160mr+48r?) +
16a°r (-6m>+23m?r-14mr”+3r3)) Cos[26] +
2a®(3a*-2mr (2m?*-9mr+6r? +a® (-3m*-8mr+6r°)) Cos[de] +
a®Cos[66] - a*m? Cos[66]) BF)) /
(325 (a2+r (-2m+ 1)) (a%+2r?+a%Cos[267)?)

4)

(4) ifadeleri yardimiyla enerji-gerilim tansoriiniin izi asagidaki sekilde sifira esit bulunur:

© 03 un 2 3
T=00 +20 T +011 T+02 T +0x3 T
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T-
1
" 8x (a8+2r2+a2Cos[26])3
((-r? -a® Cos[e1?)
(8%7-8aQ (m-r) (3+Cos[2e]) Bo+
(3a*+192m?- 362 mr+6a r*+8mri+4 (a*+2r° (-m+ 1) +a (3m*-6mr+2r?))
Cos[26] +a (a+m*-4mr+2r?) Cos[4e]) BY)) -
1
8x(a82-2mr+r2) (a2+2r2+a2Cos[2e])3
((@+r (-2m+ 1) (r*+a?Cos[e1?)
(8Q7-8aQ (m-r) (3+Cos[2e]) Bo+
(3a*+192m?-362 mr+6a r*+8mri+4 (a*+2r° (-m+ 1) +a (3m*-6mr+2r?))
Cos[26] +a (& +m*-4mr+2r?) Cos[4e]) BY)) +
(amrSinge)?
(-8a@ (&2+r (-m+n) +
4Q(a*®m-3n +2r* (-2m+n) -&r (6B -6mr+r?) +
& (a® (2m-3r) +r (-2m* +6mr-3r?)) Cos[26]) Bo-
am (19a'm-18a'r-19a°m’r+25a° mr’-3a8 r’-16mrt+ 12r°+
4@ @m-5n+r* (-4m+3rn -3ar (m*-3mr+r’)) Cos[2e] +
& (a® (m-2r) -r (m*-3mr+r?)) Cos[4e]) Bj))/
(= (@2+r (-2m+1n) (r?+a®Cos[e1?) (a2+21r°+a’Cos[2e])°) -
((-(a2+r2)2+a2 (& -2mr+r?) Sinfe1?)
(-16Q (-3 +4mr-2r’+a®Cos[2e]) +
8aQ (-17a°m+92 r+24m? r-20mr?+4r3+ 4r (2a%+2m?-7mr+ 3r%) Cos[2e] +
a (m-r) Cos[4e]) Bo+
(108°+102a* m? - 144 &’ mr-152a2 m*r + 36a" r? + 23687 m? r’ - 136a° mr +
4822 r*+6Am’rt-96mr + 3210+
(158°+32mr* (-2m+r) +a* (33m?- 160 mr +48r?) +
16&8°r (-6m3+ 23m?r-14mr?+3r%)) Cos[26] +
282 (3a*-2mr (2m*-9mr+6r?) +& (-3m?*-8mr+61r?)) Cos[4e] +a° Cos[66] -
a*m? Cos(6e]) BY)) / (32x (&2 +r (-2m+ 1) (rP+aCos[e)?) (a+2r+a?Cos2e])’) +
1

Ra(@2+r(-2m+r)) (@2+2r2+a2Cos[26])3

2mr
((1_ 2+ a2Cos[e]2 )

(167 (-3a*+a&2 2m-5n r-2r*+a® (& +r (-2m+ 1)) Cos[26]) -

8aQ (-17a*m+9a’r+10a2 m’r-23a® mr’+ 1382 r* +4mrt +4r°
ar (2a*+ 3 (-5m+3n +a® (-2m?-3mr+5r7)) Cos[26] +
& (m-r) (a®-2mr+r?) Cos[4e]) Bo-

(108%+1022° m* - 1162° mr-52a" m*r+ 462° r* + 130a* m® - 176’ mr* + 84 1 -
BaZmri-72a88mrr+80a°rP-32mr’ +32r%+
(1588 +32mr’+16a°r* (7m*-10mr+3r7) +3a° (11 m?-42mr+21r) +

a'r (30m*+145m” r-288mr* + 96 r°)) Cos[2e] +

28 (3a°+2m (13m-61) r*-3a’ (M*+2mr-3rf) +&r (10m*-9m?r-24mr+6r3))
Cos[4e] + & Cos[6e] - &° m?Cos[66] - 288 mrCos[6e] + 2a* m®rCos[66] +
a®r? Cos[66] - &' m?r* Cos[6e]) B%)}

T=0 )
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