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OZET

Dogada bir ¢ok olay dogrusal degildir(nonlineerdir). Dogrusal olmayan olaylar giiniimiizde,
fizikte, kimyada, miihendislikte, matematikte, biyolojide, ekonomide en ¢ok ¢aligilan modern
konularin basinda gelmektedir. Bu tezde, sarkag, dogrusal olmayan kafes dinamigi, kulak zar
gibi baz1 dogrusal olmayan sistemler ¢aligildi.

Dogrusal olmayan denklemleri ¢alismanin standart bir yontemi yoktur. Bu denklemler,
topolojik, analitik ve niimerik olarak cahglabilir. Faz uzayr analizi, dogrusal olmayan
diferansiyel denklemleri ¢aliymanin 6nemli bir teknigidir. Faz uzay: analizi elemanter olarak
incelenerek, basit tekil noktalarin simflandinlmas: yapildi. Dogrusal olmayan davramsin
Onemli bir 6zelligi olan boyut kavramu galistldi.

Bazi durumlarda dogrusal olmayan denklemlerin ¢6ziimleri kaotik davramir. Bu galismada
kaos teorisinin temel kavramlan verilerek, zorlamali salinici, Lorentz sistemi, Rdssler sistemi
ve dogrusal olmayan haritalar Maple bilgisayar prograrm kullamilarak g¢alisildi. Caligilan
Orneklerin ¢ogunda sonuglar tekrar elde edildi. Bazi1 6rneklerde parametreler kaynaklarda
belirtilen ¢aligmalarla aym alindi, bazilarinda ise sonuglar farkli parametreler igin elde edildi.
Kaotik davramgin 6nemli bir kriteri olan Lyapunov iisteli de tartigildi.

Anahtar kelimeler: Nonlineer sistemler, faz uzay: analizi, kaos teorisi, zorlamah salimmlar.
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ABSTRACT

There are many phenomena in nature which is nonlinear. Nonlinear phenomena is one of the
most dynamical area of the modern reseach which has the applications in physics, chemistry, ,
engineering, mathematics, biology, economy. In this thesis some nonlinear systems such as
pendulum, nonlinear lattice dynamics, nonlinear damping, eardrum are studied.

There is no general way to study nonlinear equations. They are studied topologically,
analytically and numerically. Phase space analysis is important technique of studying
nonlinear differantial equations. Elementary phase space analysis and simple singular points,
classifications studied. One of the important properties of the nonlinear behaviour dimension
definitions studied.

Under some circumstances solutions of the nonlinear equations behave chaotic. In this study
basic ideas of chaos theory rewieved and as a examples forced oscillators, Lorentz system,
Réssler system and nonlinear maps studied by using Maple computer program. Phase space
analysis of the most studied example is rederived. In some example all parameter taken same
as in their original form which indicated in referances, and in some example results derived
for different parameters. The important criteria of the chaotic behavior Lyapunuv exponent
also discussed.

Keywords: Nonlinear systems, phase space anallysis, chaos theory, forced oscillators.



1. GIRIS

Giinliik hayatta ¢evremize baktigimizda, gerek nesnel olaylarda gerekse sosyal olaylarda bir
¢ok durumda karmagik yapilar veya iligkiler goriiriiz. Bu karmagik yap1 ve iligkileri kisaca
karmaga olarak adlandirabiliriz. Karmaga hem g¢ok kiigiik hem de g¢ok biiyiik dlceklerde
karsilasilan bir olgudur. Karmasik yapiya sahip bir sistemin davrams1 bazi 6zel durumlar
disinda 6ngériilemez. Bu tiir yapilarin davraniglan genelde dogrusal degildir.

Dogrusal olmayan sistemlerde baslangic durumundaki ¢ok kii¢iik bir degigim, sistemin
herhangi bir aninda ¢ok biiyiik degisimlere neden olur. Bir sistemin yapisim veya sistemin
degisimini(dinamigini) matematiksel olarak modelleyecek olursak, bu model ya dogrusal ya
da dogrusal olmayan denklemlerle ifade edilir. Fizigin temel iki teorisi olan klasik mekanik ve
kuantum mekaniginde kullamlan matematiksel denklemler lineer denklemlerdir. Fiziksel
olaylarin klasik mekanige gbre yorumlanmasi sosyal olaylarda da karsiligm bulmus,
determinist ve sosyal teorilerin olugsmasinda ve kalicilifinda etkin olmustur. Kuantum
mekanigi de dogrusal bir teori olmasina kargin, dalga fonksiyonunun olasilik¢r yorumundan
dolay:, klasik determinist davramgm diginda da doga olaylarmin yorumlanabilecegi
savunulmaktadir. Kuantum mekaniginin pozitif bilimlere getirdigi yorumun sosyal olaylarda
da yansimalar1 olmus ve yeni bakig acilar1 yada teorilere kaynaklik etmigtir.

Glinlimiizde bazi bilim adamlart fizik bilimini tarihsel olarak {i¢ bdliime
ayirmaktadir(Cambel, 1993). Klasik mekanik dénemi, kuantum mekanigi dénemi ve karmasa
problemlerinin tartisildigy dénem. Klasik mekanik 19. ylizyila kadar bilimin 6ncii ve tek
teorisi olmustur. 19. ylizyilin sonundan 21. yiizyila kadar kuantum mekanigi bilime damgasim
vurmustur. Giinlimiizde bu iki teoriyi birlistirme g¢aligmalarimin yaninda, yeni bir dénem
olarakta adlandirilabilecek, karmaga problemi tartisilmaktadir.

Karmasa problemi genel olarak dogrusal olmayan matematiksel denklemlerle ifade edildigi
i¢in geyrek asir dncesine kadar gok fazla incelenmeyen bir problemdi. Giiniimiizde bilgisayar
teknolojisindeki hizli gelisim bu tiir problemlerin detayl: incelenmesi igin biiyiik olanaklar
saglamaktadir ve bu konudaki ¢caligmalar gittikce yayginlagmaktadir.

Tezimde bazi dogrusal olmayan olaylara 6mekler verip, bu olaylarin incelenmesi i¢in hangi

yontemlerin nasil kullanildiklarini agikladim.



Tezin ikinci boliimii, geleneksellesmis harmonik salinim problemi ile baglayip, kulak zarimn
titregimi, dorusal olmayan 6rgii dinamigi, rekabet denklemleri ve solitonlar gibi dogrusal

olmayan olaylara verilmis baz1 6rnekleri igermektedir.

Ugtincti ve dordiincii boliimlerde nonlineer olaylarin nasil modellenecegi, faz uzayr kavrama,

faz uzaymda tekil noktalarin tipleri ve simflandiriimasi incelenmuistir.

Besinci béliim boyut kavrami ve fraktal yapilar hakkinda bilgi vermektedir. Altiner ve yedinci
boliimlerde ise dogrusal olmayan denklemlerin davraniglari, kaos teorisinin temel kavramlan
ve Lyapunov iisteli anlatilmugtir. Altinc1 béliimde ayrica kaotik davranan sistemlere baz

ornekler segilerek bu sistemlerin davranislar incelenmistir.

Dogrusal olmayan olaylarla ilgili olarak olduk¢a zengin bir literatiir mevcuttur. Bu ¢aligmada
temel olarak Richard H. Enns, George G. Mc Guire tarafindan yazilan “Nonlinear Physics” ve
Garnett P. Williams tarafindan yazilan “Chaos Theory Tamed” adh kitaplardan faydalandim.
Segtigim rneklerin incelenmesinde Maple 8 programindan yararlandim. Orneklerin bazilar:

birebir olmasina karsilik, birgogu degisik parametreler igin incelendi.



2. DOGRUSAL OLMAYAN OLAYLAR VE BU OLAYLARIN DOGADAKi ONEMI

2.1 Basit Sarkac

Dogrusal olmayan sistemlere ilk 6rnek olarak bu konuda geleneksel olarak incelenen basit
sarka¢ g6zOniine alinabilir. Basit sarkag kii¢iik bir m kiitlesinin, 1 uzunluklu esnek olmayan ve
agirliksiz oldugu kabul edilen bir gubugun ucuna baglanmasiyla olusur. Hareket diisey
diizlemde gerceklesir ve yer ¢ekimi ivmesi ile beslenir. Dogrusal olmayan bu sistemin
davramgini incelemek igin Newton’un ILyasasi veya L = T-V olan Lagrangian formiilii
kullamlabilir.

m

\-u__.ar

Sekil 2.1 Basit sarkag

Sistemde siirtiinme ve hava direnci ihmal edilmigtir. Gravitasyonel ¢ekim kuvveti m—g) diisey
ve yatay bilegenlerine ayrigtirilabilir.

Yatay bilesen i¢in;
x=16 2.1)
mlf=-—mgsid (2.2)

Buradaki (-) isareti kuvvetin denge konumuna y6neldigini yani 6 daki artisa zit yonde
oldugunu gosterir.

h=—5 sip
I (2.3)



o= [
(2.4)

R
0 = —w{j sinf (2.5)

Yukaridaki denklemde goriildiigii gibi sag taraf file degil siné ile orantilidir. Bu yiizden bu
hareket basit harmonik hareket degildir. Ancak (sinf= 6— 6%/ 3! +..)olan sin@ nm seri
acitlimi incelendiginde @ nin kiiciik degerleri i¢in sinf= @ oldugu gériiliir.

Kuvvet daha karmagik bir hal aldifinda Lagrangian yaklasimi ile ¢aligmak potansiyel ve
kinetik enerjinin tamimlanmasinda kolaylik saglar. Lagrangian formulii kullamlarak aym
sonug elde edilebilir. $ekilden yaralanilarak sarkacin potansiyel ve kinetik enerjisi su sekilde
yazilabilir(Bliimel ve Reinhardt, 1997).

V = mgl—- mglcosfd = mgl(1 — cosh) (2.6)
Loy

T= > m(16) 2.7)

Buradan Lagrangian;

1,
L=T-V= m(16)* - mgl(1 - cosd)

(2.8)
yazilabilir,
HdY (%%)— %Ié =0 2.9)
bagmtist kullanilarak,
6 +w}sing =0 (2.10)

oldugu bulunur. Bu denklem yukarida da belirtildigi gibi dogrusal olmayan bir denklemdir.
Ciinkii buradaki sinfterimi &mn nonlineer bir fonksiyonudur. Ancak @mn kiigiik degerleri
i¢in sinf=0kabul edilerek yazilirsa denklem lineer bir denklem, hareket ise basit harmonik

hareket olur.



2.2 Kaulak Zarmm Titresimi

Newton’un II. Yasasi kulak zarinin titresimi gibi biyolojik sistemlerin hareketini anlamada da
kullanilabilir. Orta kulakta bulunan kulak zarinin denge noktasi etrafindaki titresimi bir
boyutlu sistem gibi diisiiniilebilir. x(t) denge konumundan ayrilma mesafesi olmak iizere,
kiiciik yer degistirmeler igin, zar x(t) kadar yer degistirdiginde geri ¢agirici F(x) kuvveti

Taylor serisi ile agilabilir.

Fx) =Fp +(E)]o x+—1— {dZF)’ox2+ —1— (ﬂ)lox?' +...

dx 21 a2 (2.11)

Denge konumunda x= 0 ve geri ¢agirict kuvvet F(x)=Fo= 0 olmaktadir. Lineer x’li terimin

etkin oldugu diisiiniiliirse;

dF
FR)= (&)IOX 2.12)

esitligi gz Oniine aliir. x’in pozitif oldugu durumlar i¢in (dE/dx) |o < 0 olur. (dF/dx) jp = -k
olarak aliursa, k pozitif yay sabiti olmak {izere, kii¢iik x degerleri i¢in Hook yasas1 elde edilir.

F(x=—kx (2.13)

Disaridan gelen ses dalgalari, kulak zar1 iizerinde periyodik olarak degisen bir basing
olugturur. m kulak zarnimn kiitlesi ve f{t) de basingtan dolayr zara etkiyen periyodik kuvvet

olmak iizere, Newton’un II. Yasas1 ,
mx=-kx+ f(t) (2.14)
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bagitisin verir. Bu bagint1 diizenlenerek [k/m]"* yerine oy yazilirsa,

'X:__k_x.*.&: 2 +@

X
m m m (2.15)

ve f(t)/m ifadesi de F(t) ile gosterilecek olursa;

~

X+w?x=F(0) (2.16)



bagmtis1 elde edilir. Bu ise basit harmonik osilatdr problemindeki kuvvet bagintisidir. F(t)=A
Cos (wt) seklinde ise kulak zan baglangig periyodundan sonra yalmzca o frekansh seslere
kargilik verecektir. ®’dan farkh' frekanstaki seslerin igitilebilmesi i¢in F(x) bagmntisindaki
lineer olmayan terimlerle de baglanti kurulmalidir. Kulak zarinin yapisi incelendiginde ses
dalgalarin yaratti1 basing kuvvetinden kulak zarinn asimetrik olarak etkilenerek asimetrik

titresimler yaptif1i gézlenmistir. Taylor agilimindaki ikinci terim de g6z Oniine alinacak

olursa;
(2o
—==lo==
21\ dx? .17)
ifadesi denklemde yerine konularak ;
x+w?x+ B =F (1) (2.18)

denklemi elde edilir. Bu denklemdeki x> 1i terim asimetriyi ifade eder. Bu denklem
Helmholtz(1895) tarafindan iiretilmistir ve dogrusal olmayan sistemlerdeki titregimi saglayan
kuvveti gostermektedir. Cok gesitli fiziksel olaylarda, sSniimlenmelerde, harmonik yada
subharmonik titresimlerde, kaotik yada periyodik olmayan hareketlerde bu tip bir denklem
kullanilabilir.

2.3 Dogrusal Olmayan Soniimlenmeler

Bir cisim viskoz bir akiskanm igerisinde(atmosfer ya da su gibi) hareket ederken akiskan
tarafindan cisme geciktirici(siirtlinme) bir kuvvet uygulanir. Hava tagitlarinin uguslarinda bu
stirtinme kuvveti énemli bir rol oynar. Ozellikle havada hareket eden cisimler yiiksek hizlara
ulastiklarinda bu kuvvet daha da 6nem kazanir. Yatlar, yaris arabalar1 ve hava tagitlar1 gibi bir
¢ok cisme etki eden bu kuvvet matematiksel olarak ifade edilebilir ve genis su tanklari, hava
tiinelleri kullanilarak deneysel olarak bu bagmtilar ispat edilebilir.

PN
S cismin ani hizi, bﬁ‘(@) ise cisme etkiyen kuvvettir. Bu kuvvetin analitik olarak belirlenmesi

miimkiin degildir. Fakat basitge;

lz'a' 0n—1(;

2.19)



gibi diigiiniilebilir. Burada n bir tam sayidir. Buna goére yeryliziine yakin bir yerdeki cismin
hareket denklemi

n-1

m@:mé—mkél@

(2.20)

seklindedir. Burada k, havann viskozitesine, yogunluguna ve atilan cismin gekline bagl bir

pozitif sabittir.

Deneysel verilere gore havadaki hizt 24 m/s olan bir cisim igin n=1 dir. Bu da Stokes’un
direng yasasidir. 24 m/s den biiyiik fakat ses hizindan(~330 m/s) kiiglik degerlerde n=2
alinabilir. Bu ise Newton’un direng yasas: olarak bilinir, n=1 ve n=2 degerleri i¢in denklem
analitik olarak ¢6ziilebilir. Ses hizindan yiiksek 600 m/s den diisiik hizlarda havada hareket
etmekte olan bir cisme kargt havanin gésterdigi direng oldukga artar ve cisim patlayabilir. 600
m/s den sonra ise havamin cisme uyguladift kuvvet tekrar lineer bir hal alir(Marion ve
Thornton, 1973). Bu konu otomobil,gemi ve ugak sektérleri igin olduk¢a énemlidir. Ornegin;

dalgali denizlerde gemilerin agir1 sallanmalari bu galismalar sayesinde 6nlenebilir.

2.4 Dogrusal Olmayan Kafes(Orgii) Dinamigi

Nonlineer 6rgii dinamigi {izerinde ilk ciddi aragtirmalar 1950°1i yillarda Enrico Fermi, J.Pasta
ve Stan Ulam tarafindan Los Alamos’ta yapilmaya baslanmistir(Fermi vd., 1955). N tane
basit harmonik osilatdrden olusan bir sistemin normal modlarda enerjisinin sabit kalacagi

klasik mekanikten bilinmektedir.

Fermi ve arkadaglari, bdyle sistemlerde kiiciik nonlineer salimimlann sistemdeki modlar
arasinda enerji gecislerine neden olacagim ve bir siire sonra biitiin modlarin enerjisinin
birbirine esit olacagim One siirmiislerdir. Bu denge durumuna “termodinamigin sifirmet

yasas1” denir.

FPU Newton’un hareket denklemini kullanarak sekilde gdsterilen N=64 ve bir boyutlu yay

sistemini ¢ézlimlemisgtir.



Sekil 2.2 FPU problemi igin kurgulanmis nonlineer yay sistemi

Sistem elemanlarimn  etkilesim i¢inde olduklan g6z Onitinde bulundurularak, komsu
pargagiklarin etkilesim potansiyeli;

1 1
V@)= -~k +5
® 2 +3km3 221)

olarak yazilabilir. Burada r, denge konumundan olan uzaklik, k ve aise sabitleri ifade
etmektedir. Kuvvet F(r) = -dV/dr oldugundan;

F (r) = —kr—kar? (2.22)

bagintis1 yazilabilir. Kulak zarmn titresimi i¢inde boyle bir kuvvet bagntisi yazilmisti.
Yukaridaki denklemde 1.terim harmonik, 2.terim ise anharmonik ifadelerdir.

Los Alamos’ta Maniac bilgisayar ile yapilan hesaplamalar sonucu sistemin belli bir denge
durumuna yaklagmadig, fakat sistemin enerjisinin belli modlara yaklastig: goriildii. Bu olaya
“FPU Anomalisi” ad:1 verildi.

FPU Anomalisinin(bozuklugunun) kaldirilmas: i¢in bir ¢ok ¢aligmalar yapilmigtir. FPU nun
niimerik olarak yaptigi hesabi Morikazu Toda analitik olarak yapmayi basarmistir(Toda,
1989). Bunun i¢in en yakin komsular arasindaki etkilesim potansiyelini

a
V@)= —e ¥ yar
®=% (2.23)

olarak ifade etmigtir. Burada ab ¢arpimu pozitiftir.

V(r) V(r)




Sekil 2.3 Toda potansiyeli

V(r) potansiyeli a,b > 0 ve a,b < 0 oldugu durumlarda yukarida goriildiigii gibi kavisli bir hal
almaktadir.

Fo=a@E™-1 (2.24)

seklinde kuvveti yazilabilmektedir. Cok kiigiik r degerleri i¢in iislii ifadeyi soyle agilabilir;

1
e =1-br+ — b2 —..
21 (2.25)

ve bu agihm yukaridaki denklemde yerine yazilarak,

1 2
F (r) = —abr + > ab’r? —... 2.26)

esitligi elde edilebilir. Bu esitlikteki ilk terim harmonik ikinci terim ise anharmoniktir.

Toda bu potansiyeli kullanarak FPU problemini analitik olarak ¢6zmiis ve aym sonuglari
bulmustur. Nonlineer latis dinamigi iizerindeki ¢aligmalar yalmzca istatistiksel fizikte yapilan
teorik caligmalar i¢in onemli degildir. Ornegin; katilarin erimesinin anlasilmasinda da
6nemlidir. Bir katimin sicaklifi yiikselince atom yada iyonlarmin titresimlerinde genlesme

goriiliir. Baz1 kritik sicakliklarda titresimler gok genlesir ve kat1 madde siv1 hale déniisiir.

2.5 Volterra-Lotka Rekabet Denklemleri

Dogada bulunan gesitli tiirler arasindaki rekabetler de dogrusal olmayan denklemlerle ifade
edilebilir. Volterra — Lotka esitligi de biyolojik tiirler arasindaki rekabeti ifade etmektedir. Bu
denklem Vito Volterra’min arkadagi D’Ancona’min 1905-1923 yillan arasindaki Adriyatik
Denizi’nde yakalanan balik miktarinin istatistiksel bir analizini yapmastyla ortaya gikmugtir.
ki balik tiirii toplulugu(biiyiik baliklar ve kiigiik baliklar) aym periyotlarda gdzlenmistir.
Biiyiik baliklar kiiciik baliklann yiyerek yasamlarim stirdiiriirler ve gittikge bilyliyerek
sayilarim1 artirirlar. Bununla beraber belli bir siire sonunda kiigiik baliklanin sayis1 gittikge
azalir. Béylece biiyiik baliklar da aglik gibi sebeplerden 6lmeye baglarlar ve sayilar azalr.
Bilyilk baliklarin sayilarimin azalmasiyla birlikte kiigiik balik popiilasyonu tekrar artmaya
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baglar, ¢linkii kiigiik baliklar i¢in tehlike kalmaz. Ancak kiigiik baliklarm sayismn artmast
biiyiik balik popiilasyonunun tekrar genislemesine olanak saglar ve bu ¢evrim tekrarlanarak
devam eder(Volterra, 1926). Volterra bu av-aver iligkisini bir ¢ift denklemle ortaya
koymustur;

Np = (o + gsNL) Np
2.27)
NL = (e - g. Np)NL

Np biiyiik baliklarin, Ny, ise kiigiik baliklarin sayistm sembolize etmektedir. Tki balik tiirti
arasinda hi¢ etkilesim olmuyorsa, gg=gi=0 kabul edilir, biiyiik baliklarin sayis1 Np azalir,
kiigiik baliklarin sayis1 artar. Etkilesim oldugu zamanlarda gg N, su anki kii¢iik baliklarm
sayisina baglt olarak biiyiik baliklarda ortaya gikacak artigi gosteren “artis sabiti’dir. Buna
kargilik kiigiik baliklarin denkleminde -g; Np de azalma sabitidir. g ve gg genellikle farkli
sayilardir. Ciinkii bir bilyiik balik bir ¢ok kiiglik balig1 yiyebilir. Yukarida yazilan av-avci
iligkisi denklemleri bir ¢ok sisteme uygulanabilir. Bu tiir nonlineer denklemler analitik ve
sayisal tekniklerle topolojik bir kombinasyon olarak ele almabilir. Denklemlerin dogru ve
gabuk ¢dziimleri popiilasyondaki baglangig kosullarmn kesinligine ve etkilesme sekillerinin
sadeligine baghdir.

Neff ve Tillman, tavsan-tilki egitliklerinin sayisal ¢dziimlemelerini irdelemislerdir(Neff ve
Tilman, 1975).

t=yir—arf=2r-arf
(2.28)

f=—pfrarf=—f+arf

Burada r ve f tavsan ve tilki popiilasyonlarinin sayilarini belirtmektedir. o = 0 da herhangi bir
karsilasma olmamaktadir. o etkilesim giictiniin Sl¢tilmesiyle hesaplanabilir. Tavsan-tilki
popiilasyonularinin sayilarindaki degisim grafigi asagidaki gibidir. Bu grafikte o= 0,015

almmustir.
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Sekil 2.4 Tavsan sayisma karsilik gelen tilki sayisi(iki ve ii¢ boyut)

Eigen ve Schuster, bu modeli RNA molekiilleri gibi biyolojik molekiillerin evrimi ve

seleksiyonu igin kullanmiglaridir(Eigen, 1971; Eigen vd., 1981).

2.6 Dogrusal Olmayan Indiiktans

Sekil 2.5 Dogrusal olmayan indiiktdr devre

Dogrusal olmayan elektrik devrelerine basit bir 6rnek olarak sigas: C olan bir kondansator ve
buna baglh N sanmli ve demir gekirdekli bir bobinden olusan bir devre almabilir. Bu

devredeki akim ile manyetik aki arasindaki iligki su sekilde ifade edilebilir;

Lo (2.29)

Eger bu bagmtidaki kiiplii terim olmasaydi N®=Lgl olacag i¢in lineer bir iligki s6z konusu
olacakti. Burada L, bobinin indiiktansini, @ ise bobinden gegen manyetik akiyl
gostermektedir. Bu bagintidaki kiibik terim devrede bulunan demir ¢ekirdekten kaynaklanir.
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Nonlinearite bu terime baglidir. Kondansatérden t siirede q yiikii gegerse, devredeki toplam

potansiyel degisimi;
q do
— +N— =0
C dt (2.30)

1 dq o

— 2 4#N—— =0

C dt dt2 (2.31)
1 N A 2o

— e+ @ +N— =0

Cly C de2 (2.32)
1 & A 2o

PP —— =0

CL NC dt? (2.33)
D+ad+ B0 =0 (2.34)

denklemi elde edilir. Bu dogrusal olmayan denklemde a=1/LoC ve f=A/NC sabitlerdir.
2.7 Solitonlar

Dogrusal olmayan sistemlere verilebilecek 6rneklerden biri solitonlardir. Solitonlar fizigin bir

¢ok dalinda galigilan genig kapsamli bir konudur. Burada ise solitonlar sadece kavramsal

olarak incelenecektir.

Bir boyutta saga dogru ¢ iz ile ilerleyen ve sekli zamanla degismeyen bir dalga atmasinin
yer degistirme miktan;

Pxt)=Px—ct) (2.35)

seklinde yazilabilir. Bu dalga atmas: gibi kii¢iik dalga genlikleriyle karakterize edilen lineer
ve dispersiyona ugramayan lokalize olmus dalgaya solitary dalga denir. Bu solitary dalganin

¢6ziimlerine ise soliton adi verilir. Lokalize olmus dalgalar;
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Py 1 P¥
a2 2 e (2.36)

esitligine uygun olarak x dogrultusunda sabit lzla giderler. Dogada pek ¢ok dalga olay,
hareketli tek bir puls ile agiklanamaz. Bunun yerine pek ¢ok ilerleyen dalgamn bir araya
geldigi bileske dalga sekilleri analiz edilir. Bu islem igin de {ist-iiste gelme prensibi uygulanir.
Bu prensibe uyan dalgalar lineer dalgalar, uymayanlar ise nonlineer dalgalar olarak
adlandiriimaktadir. Nonlineer dalgalar, lineer dalgalarin aksine bityiik genliklerle karakterize

edilirler.

Bir ¢ok solitary dalgadan olusmus dalga denklemi g6z 6niine alinacak olursa,

N
¥ (x 1) = Z\Ifsol x=cj1)
I=1 (2.37)

denklemi yazilabilir.Dalgalar arasindaki bir ¢ok etkilesimden sonra sadece bir & faz farks
kadar degigim oluyorsa soliton ¢6ziimii,

N
P05 )~ ) Pl (x— € 1+)
j=1 (2.38)

olacaktir. Yapilan bu iglemlerde atmanin, seklini ve hizim degistirmedigi kabul edilmisgtir.
Ancak ger¢ekte atma seklini degistirecek ve hareket esnasinda kademeli olarak
zayiflayacaktir. Bu etkiye dagimim(dispersiyon) denir. Yani zamanla atmalarin genligi ve hiz1
degisecegi icin solitary dalga olmaktan ¢ikacaktir. Iste bunu 6nlemek i¢in dalga denklemine
nonlineer terimler eklenir. Béylece dalganin enerji dagihminda daha yiiksek frekansl: terimler
devreye girecek ve frekansta bir genisleme goriilecektir. Belirsizlik ilkesine gore enerji
artacag igin konumda bir daralma olacaktir. Sonugta bu iki kavram birbirine dengeleyecektir.

Bu da solitary dalganin tekrar olusumu igin 6nemli bir nokta olacaktir.

Buna gore solitonu olusturan dalganin genlifinin(enerjisinin) bir dagilima sahip olmasmdan
dolayt solitary dalgalarin deforme olmasi, nonlineer terimlerden gelen yiiksek

enerjili(genlikli) terimlerin katkis: ile engellenecek ve soliton olusumu tekrar saglanacaktir.

’Y Py 02(¥2) oy
- +6 + =0
ax2 I ax2 oxt (2.39)
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Yukarida yazilmis olan esitlik 1-boyutta Boussinesq esitligidir ve s1§ sularda aym dogrultuda
yayilan dalgalarin soliton ¢éziimlerini ifade eder(Boussinesq, 1872). Bu denklemdeki 3. terim

nonlineer terimdir.
oy oY v

il T -0
ot ta¥ ox T o%3 (2.40)

denklemi ise Korteweg-de Vires esitligi olarak bilinir ve dikdértgen bir kanalda diizgiin akan
bir suda ani bir degisim sonucu olusan soliton ¢dziimlerini verir(Korteweg ve Vries, 1895).

Bu denklemde ise 2. terim nonlineariteyi meydana getiren terimdir.
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3. DOGRUSAL OLMAYAN OLAYLAR NASIL MODELLENIRLER?

Lineer bir iligkinin matematiksel olarak tanimlanmas: kolaydir. Lineer iligkileri bir grafik
tizerindeki bir dogru ile ifade etmek miimkiindiir. Lineer bir esitlik y = bx + ¢ formundadar.
Lineer sistemler modiiler sistemlerdir. Bu sistemler parcalara ayrilabilir. Sonra tekrar bir

araya getirebilir ve bu pargalar birbirine eklenebilir.

Nonlineer sistemler ise genellikle ¢dzlime elverisli sistemler degillerdir. Lineer sistemlerin
tersine modiiler 6zellik tasimazlar. Nonlineer bir sistemde parcalar arasindaki iligkiler 6yle bir
sekilde karsihikli olarak eslestirilmiglerdir ki, bu sistemin bir alt sistemini gekip alarak,
yalnizca onu inceleyemeyiz. Klasik matematik nonlineer etkileri analiz edememektedir. Bu
ylizden egrilere lineer yaklasimlar yapilmakta ve bir ¢ok kisi tarafindan nonlineer iligkiler
dorusal ¢izgilerle ifade edilmeye galigmaktadir.

Campell(1989) tarafindan lineer ve nonlineer fenomenlerin farkli yénleri su sekilde ortaya
konmustur:

1. Zaman igerisindeki davramglar bakimindan; lineer olaylar diizenlidir. Nonlineer
olaylar ise baglangicta diizenli olabilmelerine karsin zamanla degiserek ne yapacagi

belli olmayan bir hal alirlar.

2. Ortam yada uyancilardaki kiigiik degisikliklere verilen yamtlar bakimindan; lineer
olaylardaki degisiklikler diizgiin ve uyariyla orantiidir. Bunun tam zitth olarak
nonlineer sistemlerin kiigiik degisikliklere cevabi ¢ok daha biiyiik olur.

3. Lokal atmalarin 6mrii; lineer sistemlerin atmalar1 zamanla §liir, séniimlenir. Nonlineer
sistemlerde, birbirine yapigik sekildeki yiiksek genlikli atmalar uzun siire

s6niimlenmezler, belki de hi¢ séniimlenmezler.

Akigkan sistemlerde ve mekanik sistemlerde, nonlineer sartlar genellikle insanlarin konuyu
basite indirgeyip kolayca anlagilabilir hale getirmek istedikleri zaman, devre disi birakmak
istedikleri &zellikler arasinda sayilir. Ciinkii bu nonlineer iligkilerin ¢8ziimii zor veya
imkansiz olarak goriilmistir. Omegin; Galileo basit sarkagla yaptigi deneyde kiitle
hareketinin degisen agisimmn lineerlikten sapma yaratmasini ihmal etmistir.
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Nonlineer sitemler, lineer sistemlerde higbir zaman bulunmayan bir davranig bi¢imi zenginligi
yaratmaktadir. Ornegin; akigkanlar dinamiginde, bir akigkanin hizim, basmcin,
yogunulugunu ve vizikozitesini kisa ve 6zlii bir sekilde ifade eden Navier-Stokes denklemi bir
nonlineer denklemdir(Gleick, 1995). Dogada meydana gelen bunun gibi bir ¢ok nonlineer
olay nonlineer diferansiyel denklemlerle ifade edilebilir. Son yirmi bes yilda bilgisayar

teknolojisindeki devrim, nonlineer matematigi erisilebilir kilmigtir.

Nonlineer sistemleri ifade eden diferansiyel denklemleri ¢éziimlemek igin yaygm olarak

kullamlan ii¢ tip yaklagim vardir. Bu yaklagimlar:

TOPOLOJIK

e .

Topolojik yaklasimda; adi diferansiyel denklemler tarafindan ifade edilen nonlineer sistemler

ve ¢oziimleri faz diyagramlari ile sematize edilmektedir.

Analitik yaklasimda ise; sadece birkag basit nonlineer adi yada pargali(kismi) diferansiyel

denklemin kesin ¢6ziimii bulunabilir.

Niimerik yaklagimda; bilgisayar kullanilarak o6zel baslangic kosullariin diferansiyel

denklemlerde yerine konmasiyla ¢oziimler elde edilir.

Verilen bir diferansiyel denklemin lineer mi yoksa nonlineer mi oldugunu anlamak i¢in su iki
noktaya dikkat edilmelidir(Dénmez, 2000).

e Bagh degisken y nin tiirevleri hep birinci dereceli ve y terimi bulunan yerde y
teriminin {issii bir ise denklem lineer diferansiyel denklemdir. Degilse nonlineer
diferansiyel denklemdir. Omegin; ¥+ y > = 0 diferansiyel denkleminde y bagh
degiskeninin iissii 1 degil 2 dir. Bu nedenle denklem dogrusal degildir.
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e Diferansiyel denklemdeki her katsayr fonksiyonu x bagimsiz degiskeni cinsinden
verilmis ise denklem lineerdir. Fakat yy - 2y = x gibi diferansiyel denklemlerde y
teriminin katsayis1 x degiskenine degilde y degiskenine bagl oldugundan bu tip
denklemler nonlineer denklemlerdir.

Asagida dogadaki bazi nonlineer olaylarin hangi diferansiyel denklemlerle ifade edildikleri
belirtilmistir:

S18 sularda olusan dalga denklemi;

?Y v 29?2 oY
- +6 + =0
ox2 ot ax2 ax4 (3.1)

Dikdértgen bir kanalda diizgiin akan bir suda ani bir degisim sonucu olugan soliton

¢6ziimlerini veren Korteweg-DeVries denklemi;

o oY v

ot T ox Taw =0 (32)
Soniimlii basit sarkag;

6 +2y §+w§ sind = Feos (wt) (3.3)
Yaylarda Duffing esitligi;

X+2yx+ex+ B = Fcos (wt) (3.4)

Kulak zar i¢in titresimi saBlayan kuvveti gésteren Helmholtz denklemi;

x+w?x+ B =F () (3.5)
Nonlineer LC devresi;

Po 1 A
& =0
a2 tToc 2T NC (3:6)
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4. TEKIL NOKTA TiPLERI VE FAZ UZAYI KAVRAMLARININ ANALIZi
4.1 Faz Uzayn Kavramina Genel Bir Bakis

Bir ¢ok nonlineer sistemin kesin ¢oziimii yapilamaz. Bu yiizden yaklagik ¢6ztimler elde etmek
icin cesitli yaklagim ydntemlerine bagvurulur. Spesifik durumlarin belirlenmesinde niimerik
ya da analitik ydntemlere bagvurulmadan dnce faz diyagramlarim kullanmak bu durumlarin
tespitinde kolaylik saglayacaktir. Bu boliimde oncelikle faz uzaylarimn analizi yapilacaktir.

Bir ¢ok fiziksel problemin tanimlanmasinda birinci derece denklemlerle ifade edilen sistemler
kullanilir.

= _PpP
& )

@.1)

d
—%=Q(x,y)

Buradaki P ve Q, bagimsiz x ve y degiskenlerinin nonlineer fonksiyonlandir. P ve Q, t’ye
agikca bagh olmadiklar igin otonom esitliklerdir(Enns ve McGuire, 1997).

Biitiin mekanik problemlere Newton’un II . yasast uygulanabilir.
x=Fx X 4.2)

Buradaki F kuvveti x ve x nin nonlineer bir fonksiyonudur. (4.1) standart formundaki
esitlikler basit bir sekilde agagidaki gibi yazilabilir.

-
Sa Y 4.3)
(4.2) esitliginden;
A Fxy)
y— dt - X, y (4.4)

denklemi elde edilir.
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Bu son iki esitlikten P(x,y)=y ve Q(x,y)=F(x,y) oldugu agik¢a gériilmektedir. Nitekim, basit
sarkag, nonlineer sikigtirilmis yay denklemleri, Van der Pol denklemi standart formda
yazilabilir. Her biri sirasiyla Q(x,y)= - 0g® sinx , (- k/m)(1+a’x?)x ve —x+e[1-x]y seklinde
ifade edilebilir. Tabiki biiyiik balik-kii¢iik balik iliskisi,lazer etkilesim ve biyoloik sitemlerin
gelisimi gibi birgok olayr da burada oldugu gibi standart formdaki esitliklerle ifade edilebilir.

(4.1) ile ifade edilen zamandan bagimsiz temel otonom esitliklerine dontilerek birbirine

boliinecek olursa;

dy Q&)
x Pxy 4.5)
denklemine ulagilir.

Bu denklemlerin ¢6ziimii x-y diizlemlerinin dairesel(egrisel) koordinatlar: seklindeki diizlem
faz diyagramlan ile verilebilir. Faz uzaymda sayisal degerler, geometrik goriintiilere
déniistiiriiliir. Faz uzay olarak adlandirilan hayali alandaki koordinatlara kargilik gelen sayilar
kullamlir. Ornegin; Newton mekanik problemleri icin faz diyagramlan yerdegistirmeye
karsilik gelen hiz degerleri igin ¢izilir(Redheffer, 1992).

Tilki ve tavsan niifuslar1 arasindaki kargilikli etkilegim, tilki sayist ve tavsan sayist
degiskenlerinden olusan bir dinamik sistemle ifade edilebilir. Bu sayilar iki boyutlu bir
grafikteki boyutlar olarak diisiiniiliirse, bu niifuslarin nasil degistifini gOsteren resimler
cizebilir. Zaman igerisinde tilki ve tavsan sayilar1 azalir, artar ve bdylece faz uzayinda temsil

edilen nokta hareketli bir hal alir.

Sistemin zaman igerisinde herhangi bir noktada gésterdigi gergek davranis n-boyutlu bir faz
alamindaki bir nokta olarak gésterilir. Bu yaklasim nonlineer denklemlerin, dogal olaylan
grafik ve geometrik olarak agiklayan ¢6ziimlerine imkan verir. Bu ySntemin sonucu formiiller

degil, sitemin zaman igerisinde gosterdigi davramslarin grafik gosterimidir.

Nonlineer sistemlerde herbir noktanin sistemin evrimi iginde ne olacagim tahmin etmek
miimkiin degildir. Ancak, nonlineer sistem davramgindaki bu gériiniigteki rastlantisallifa
karsin, faz alan ¢alismalarindaki gozlemler noktalarin rasgele dagilmadifim ortaya
¢ikarmugtir. Zaman igerisinde ki pek ¢ok gbzlemden sonra, faz alanindaki noktalar biitiin

sistemin davraniginin ayirtedici goriintiilerini olusturmuglardir. Ortada “derin diizen boyutlar”
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oldugu, bunlarin baz: smurlar belirledigi ve sistemin genel davrams goriintiilerine rehberlik
ettigi goriilmektedir ki bunlara ¢ekici(atraktor) denmektedir.

(4.5) denklemine tekrar g6z Oniine alinsin. Bu denklem (x,y) noktasmdan gegen egrinin
tanjantinin alinmast ile egimi verir. Simdi basit spesifik bir drnegi g6z dniine getirilsin. Gp,<
7t olmak iizere Gpuax Ve - Ouey arasinda salimm yapan s6niimsiiz bir basit sarkag diistiniilsiin. ¥
Onax ta agisal hiz 6=0,0=0 iken agisal hiz 6 = Fmaksimumdur. 8,4 ya da toplam enerjiyi
vermesi i¢in sarkag sistemi (é - @) diizlemlerindeki kapali bir ydriinge —genellikle elips-
tarafindan ifade edilmektedir. 6, yada enerjinin farkli degerleri icin sekil 4.1 oldugu gibi
farkli elipsler kullanilabilir(Enns ve McGuire, 1997).

y@) A

0 > 4©)

Sekil 4.1 G0< 7 i¢in basit sarkacin diizlem faz diyagram

Yukarida verilen sekilde yoriinge boyunca hareket eden R faz noktasi, zamanmn bir
fonksiyonu gibidir. Eger r, O dan R ye dogru olan yarigap vektdrii ise, R noktasindaki hiz faz
hiz: olarak adlandirtlir ve

=q - R

v

(4.6)

bagintist ile verilir. i ve j X,y cksenleri boyunca uzanan birim vektérlerdir. G, << 7 ise,

hareket lineer oldugu i¢in sarkacin hareketi basit harmonik harekettir ve faz hizi;
¢ = Omax w()[lcosa)o t— j sinwyp t] @.7)
ile ifade edilir. @g ‘mn sifir olmadigi durumlarda, 6,,= 0 olmadik¢a faz hiz1 da asla sifir

olmaz. Burada O noktasi denge noktasina kargilik gelmektedir. Ciinkii m kiitlesine uygulanan
kuvvet burada ortadan kalkmaktadir. O noktasi bir ¢esit sabit ya da tekil noktadir. Tekil nokta
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P(XosYo) = Q(Xo,¥o)= 0 durumunu saglayan (x,,y,) noktasi olarak tarif edilebilir. Basit sarkag
icin faz diizleminde sadece O mnoktast tekil nokta degildir. Aym zamanda 6=0 oldupu
0= +zn, 27, ...noktalann da tekildir. O noktasinin tekil nokta olmasimin nedeni, sarkag
esitligine soniimlenme eklendiginde, 6,.,< migin t sonsuza giderken kiitlenin O noktasina
dogru yonelmesidir. Biitlin bu olaylar fiziksel olarak rahatlikla gézlenebilir. Omegin;
f=m, 6=0 konumunda sarka¢ ucta bulunur ve hizi sifirdir. Bu mekanikteki kararli olmayan
denge noktasina bir Ornektir. Hafif bir dokunus 6= 7 konumundaki kiitlenin harekete
gegmesine sebep olacaktir. Diger tekil noktalar sinf tekrarina karsilik gelir. Agisal hizin sifir
oldugu P=y=0 ve net bir kuvvet ve ivmenin olmadig1 Q=F(x,y)=0 noktalar1 tekil noktalardir.
Faz diizlemindeki diger noktalar siradan, adi noktalar olarak adlandirilirlar. (4.2) esitligi
kullanilarak bir adi noktanin degeri o noktadan gegen yoriingenin egiminden tespit edilebilir.
Fakat bir (X,,Yo) tekil noktasinin degeri hesaplanamaz. Ciinkii (x,y) adi noktasindan birkag

defa gegebilen egri sonlu bir zaman igerisinde (xo,Yo) 2 asla ulagamayacaktir.

4.2 Basit Tekil Nokta Tipleri

Bu béliimde de kullanilmakta olan 4 tip tekil nokta incelenecektir.

4.2.1 Merkez(Center) Noktasi
Merkez noktast 9=O,é =0 konumundaki basit sarkag probleminde gézlenir. Bu yériingeler,
sarkag problemindeki eliptik, siirekliligi olan kapali y6riingelerdir.

Sekil 4.2 Bir merkez noktamin komsu yoriingeleri



4.2.2 Eyer(Saddle) Noktas:
n tek say1 olmak iizere = +nr oldugu durumlarda basit sarkag i¢in komsu yériingeler agagida
oldugu gibi sekillendirilebilir.

Ad

A2

Sekil 4.3 Bir S eyer noktasina komsu yériingeler

AsS, AsS, AsS ve A4S yoriingeleri S eyer noktasmin etrafindaki alam dért bélgeye
ayirmaktadir. Temsili noktamiz t sonsuza giderken A;S ve A,S boyunca S ye yaklagirken yine
zaman sonsuza giderken A3;S ve A4S boyunca S den uzaklagmaktadir. Baglangicta
6=n durumunda bulunan basit sarkaca saat yoniine dogru hafifce dokunuldugu taktirde sarkag
soniimsiizse enerji korunur. A;S, A,S gibi yoriingelerin eyer noktalan bitigiktir. Zaman

sonsuza giderken sarkag bir eyer noktasindan digerine dogru salir.

4.2.3 Spiral(Focal) Nokta
Sekil 4.4 te F focal noktasmna hzla yaklagmakta olan spiral geklindeki yériingeler
gosterilmistir.
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Sekil 4.4 Bir spiral noktaya komsu yoriingeler

Yukandaki sekilde goriildiigii gibi bir ¢ok yoriinge spiral bir bigimde F nin g¢evresinde
defalarca kez déniikten sonra F noktasina gittikce yaklagmaktadir. Buradaki F spiral noktast
cekici bir noktadir. Basit bir fiziksel 6mek olmasi agisindan sabit bir spiral noktanin nasil
olustugu basit sarkag iizerinde incelenebilir. Bir basit sarkag vizkoz bir ortama sokuldugunda
hizla orantili olan bir diren¢ kuvvetine maruz kalacaktir. Eger sarkag denge konumundan
kiigiik bir 6, agis1 kadar gekilip serbest birakilirsa sarkacin hareketi dogrusal séniimlenme
(7> 0) olarak ifade edilir(Gleick, 1995). Bu durumdaki harmonik osilat6r esitligi asagidaki
gibi ifade edilir.

8+2y0+who=0 (4.8)

Diigiik séntimlenmeler i¢in denklemin ¢6ziimi su sekildedir.

8 (1) = Gy e “"[wcoswt + ysinwt] / w (4.9)
Bu bagmntida ,
w= wf-7?

olacaktir. @ sifira dogru sarkacin salmm genligi gittikge azalir. Sekil 4.5 ile ifade edilen
diizlem faz diyagraminda sistem baglangigta 8 =6, ve 6=0 konumundadir.t sonsuza giderken

sistem 6=0ve 6=0a yaklastr. Orjin bu durumda sabit spiral noktas: gibi davranur.
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Sekil 4.5 Diisiik soniimlemeli basit sarkag i¢in faz yoriingesi(Enns ve McGuire, 1997)

Eger sarka¢ genis bir agt ile gekilirse faz yoriingesi F den uzaklasir ve tamamen nonlineer
denklemlerle ifade edilir.

4.2.4 Diigiim(Nodal) Noktasi

Bir diigiim noktasinin 6zelligi yoriingelerin birbirlerini izleyerek yaklagmalaridir. Sekil 4.6 da
gosterilen diiiim noktasi sabit bir diigtim noktasidir. Clinkii temsili bir R noktasi t sonsuza
giderken N ye yaklagmaktadir. Sabit olmayan diigiim noktalarinda ise ok y&nleri buradakinin
zittidir.

S e e e e e o i e R et et G T e e
£ e e e e

o s Q—-ﬁ.«b«.‘-—-{}(——.ﬂ&vﬂ.d——f«(—w.{vﬁ .
W i s A i o s

Sekil 4.6 Bir diigiim noktasinin komsu yériingeleri

Tekrar kiiglik titregimli s6niimlii sarka¢ 6rnegine doniilecek olursa, burada agir1 séniim igin
genel ¢oziim G= Ae™' +B e™' dir. 1, ve r, sifirdan bilylik ve gergektir. Ornegin; 8>0 ve 6 >0
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ise sarkacin hareketi sekil 4.7 de oldugu gibi ifade edilebilir. Bu durumda orijin sabit diigtim
noktasidir(Enns ve McGuire, 1997).

t=0

N \

t=sohsuz

Sekil 4.7 Asirt s6niimlii harmonik osilatér i¢in faz yoriingesi

4.3 Basit Tekil Noktalarin Siniflandirilmasi

(Xo,Yo) tekil noktasina komsu olan adi (x,y) noktasindan gegen bir egrinin egimini veren genel

ifade tekrar yazilsin.
dy Q&Y
dxk Pxy (4.10)

Tekil noktada P(Xo,¥o) = Q(X0,¥o)= 0 dir. Adi noktada ise Q veya P den biri sifir olabilir, ikisi
birden sifir olamaz. Tekil noktanin yanindaki adi noktalar igin u ve v kiigiik degerler almak

ilizere;

X=X +U
(4.11)

y=Yotv
esitliklerini yazilabilir. O zaman, bir adi nokta;

dy Qo+uyo+V)

dx ~ P(x0+W Yo +V) (4.12)

dir. Pay ve payday kii¢iik u ve v degerleri i¢in Taylor serisi ile ifade edilebilir.
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dv cu+dv+c B +d v +fuv+..
T du au+bv+dwR+bVZireuwv+.. (4.13)

Zle

P(Xo,¥0) = Q(Xo,Yo)= 0 olarak alindi.

= (Bt b
=5
= (2 o

Q ve P reel ise ab,c, ... sabitleri de reeldir. Basit tekillikte, yoriingelerin davramglarinin
dogrusal bir sekilde ifadesi i¢in yalmzca (4.14) esitliginde pay ve payda da yer alan lineer u

ve v terimleri g6z Oniine alimr. Yani basit tekillik su sekilde ifade edilebilir;

511 _ cu+dv
du ~ au+bv (4.14)

Eger a, b, ¢ ve d sifirdan farkli, v ile v de yeterince kiigiikseler (4.14) esitligi (4.13)
denkleminin iy1 bir yaklagimidir denilebilir. ¢ ve d ya da a ve b yok edilirse, paydada ki yada
paydaki yiiksek dereceli terimler gbz 6niine alinmahdir. a, b, ¢ ve d nin her biri sifirdan farkla
ise u ve v nin de sifira esit olmadify durum igin au+bv=0 ve cutdv=0 dir. au+bv=0 ve
cut+dv=0 ifadelerinin ¢6ziimi determinantla ortaya ¢ikariir(Redheffer, 1992).

(4.15)

Yukarida ki determinantin ¢6ziimii de be-ad=0 geklindedir. ¢ ve d ya da a ve b nin her biri
sifira esitse bc-ad=0 olur. Determinantin ¢6ziimiiniin sifirdan farkh oldugu durumiarda basit
tekillik ortaya ¢ikabilir. Tekil noktalarin cevresindeki yoriingeler (4.14) esitligi ile
betimlenmisti. Bu ifadede ki dv/du ifadesi birinci dereceden bir denklem ¢iftinin sonucu gibi
diistiniilebilir.



27

u= ?l: =au+bv
(4.16)
V= ﬁ‘ti =cu+dv

(4.16) numarah iki denklemden birincisi v igin ¢oziilerek ikinci denklemde yerine konur.

i+pu+qu=0 (4.17)
p=—(a+d)

(4.18)
q=ad-bc

Yukarida ki denklem gibi sabit katsayil adi lineer diferansiyel denklemlerde ¢6ziim

u ~ exp(At) formunda aranir. Bu denklemin ¢6ziimiinden iki kdk elde edilir.

A+pr+q=0 (4.19)
p_1

diz=-~F=Vp? -4

12=7%5 %5 P’ —4q (4.20)

Basit tekil noktalar igin, q sifirdan farkli bir deger almalidir. Bu ylizden kdklerin sifir olmasi
imkansizdir. =0 oldugu durumlarda yiiksek dereceli tekil noktalar s6z konusudur. Olasi

A1 ve A kékleri p ve q nun biiyiikliik ve isaretlerine baghdir.

p>>4q igin kokler gergel iken p’<4q icin komplekstir. p’nin sifirdan farkli oldugu durumlarda,
p>0 ise tekil noktalar sabit, p<0 ise sabit degildir. Bu son durum &zel bir durumdur ve
“Lyapunuv Teoremi” olarak adlandirilir. Lyapunov teoremi, gergel kdkleri negatif oldugu
durumlarda tekil noktalarin sabit, en azindan kdklerden birinin pozitif oldugu durumlarda ise
tekil noktamn hareketli oldugunu ifade eder.

Son olarak; bir dnceki bslimde agiklanmig olan dort tekil nokta tipi igin koklerin analizi
yapilarak bu tekil noktalarin p ve q degerlerine nasil bagh olduklan agiklanacaktir. Sekil 4.8
de p-q diizlemindeki bélgelerin tekil nokta gesitlerinden hangisine ait oldugu gésterilmigtir.
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Diigiim(nodal) noktasi, A; ve A, koklerinin reel ve aym igaretli olduBu durumlarda ortaya
¢ikar. Bu da agir1 s6niimlii harmonik osilatérde gézlenir. Diigiim noktasin gézlendigi alan
paraboliin tistiinii i¢erir. Ancak buraya p ekseni dahil degildir. Sabit diigiim noktast i¢in p>0,
sabit olmayan diigiim noktas: iginse p<0 dir.

A1 ve Ax koklerinin gergel fakat zit isaretli oldufu durumlarda ise eyer(saddle) noktalan
gozlenir. Bu noktalar p pozitifte olsa negatifie olsa p ekseninin-p ekseni dahil degil-sol
tarafinda yer alirlar. Bu da koklerin zit isaretli olmasindan kaynaklamir. Eyer noktalari daima
hareketli tekil noktalardir.

Karsrh DifEm
{Hodal)

Kararh Spiral
{Focal}

Eyer(Saddle)
Mokialan

Kararsiz Spiral

Sekil 4.8 Tekil nokta tipleri i¢in p-q diizlemi

Spiral noktalar A, ve A;koklerinin reel kisimlar sifirdan farkli kompleks eslenik oldugu
durumlarda ortaya ¢ikar. Bu durum diistik soniimlii osilatérlerde gozlenir ve paraboliin i¢
kismin igerir(Redheffer, 1992).

Vortex(merkez) noktalarda da kékler komplekstir. Fakat bu sefer reel kisimlar sifirdir. Sadece
imajiner kism vardir. p=0 ve g>0 durumunda gézlenecegi agiktir. Bu durumda sniimsiiz
harmonik osilatér i¢in gegerlidir. Bununla beraber merkez noktalari i¢in kesin bir analiz
yapilamaz. Bunun sebebi de (4.13) denklemi ile ifade edilmis olan Taylor agihminda sadece
birinci dereceden terimler olan u ve v yi alinmig olmasidir. Bu agilimda ki yiiksek dereceli
terimler vortexleri spiral noktalara ¢evirebilir. Bu sebepten dolayr pozitif q ekseni hem

merkez hemde spiral noktalar: ihtiva eder. Bir O noktasimin merkez noktas1 m1 yoksa spiral
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noktam oldugunu anlamak i¢in x=p(x,y), y=q(x,y) sistem esitliklerini O’nun ¢evresindeki
P(x,y), Q(x,y) fonksiyonlarinda yerlerine koyulmalidir.

P(X,-Y) = 'P(XaY)
4.21)

Qx,-y) = Qx,y)

esitlikleri saglamiyorsa nokta merkez(vortex) noktasidir. Bu islem merkez noktalar igin

Poincare Teoremi olarak adlandirimaktadir(Enns ve McGuire, 1997).

4.4 Basit Sarkac icin Diizlem Faz Analizi

Oncelikle basit sarkag esitliginin tekrar yazilmas: gerekmektedir.

2

X= V=—-w sinx (4.22)

dy -o?six Q&)
dx y P& ) (4.23)

Tekil noktalar y,=0 ve x,= nn de gbzlenir. x = x,+u , y = y,+v yazilir.

dy _dv_ —w?(sin(xp+1)
dx ~ du Yo +V (4.24)

Ik olarak; x;=0, yo=0 tekil noktasim diisiiniilecek olursa;

du \4 v v (4.25)

ifadesi ortaya ¢ikar. Burada yalmzca paydaki 1.terimi gézéniine alnmustir. (4.27) ve (4.14)
denklemleri karsilastirilacak olursa;

cu+dv  -w?u
au+bv =~ v a=0 ; b=1 ; c=-0* ;d=0 ;p=0 ; >0

denklemi elde edilir. Sekil 4.8 tekrar incelendiginde p=0 ; >0 oldugu durumda tekilligin

merkez ya da spiral olacagi ortaya ¢ikar. Poincare teoremi tekillifin vortex(merkez) olup
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olmadigim séyleyebiliyordu. O halde bu teorem kullanilarak tekilligin tipi tespit edilebilir.
xo=0, yo=0 da;

Px-y=-y=-PRY
(4.26)

Q(x, —y) = —w” six = Q (%, y)

Buna gbre x,=0, y,=0 da tekilligin vortex oldugu ortaya ¢gikmis olur.

Simdi de x,=7, ¥o=0 durumunu incelensin. Paydaki sin(r+u) ifadesi sin u’ya esittir.

sin(r +U) = —sim ~ —u

du \J 4.27)

Buradan a=0 ; b=1 ; c=0? ; d=0 oldugu ve bundan dolay1 da p=0 ; = - ®’<0 olacag1 rahatlikla
hesaplanabilir. p-q diyagraminda q<0 , p=0 durumunda eyer noktalar1 sz konusu idi. n’nin
farkli degerleri igin tekillikler analiz edilirse aym sonuglar alinacaktir. n’nin ¢ift degerleri i¢in
merkez, tek degerleri iginse eyer noktalarinin ortaya gikacag rahatlikla goriilebilir. Bu yazilan
ifadeler faz diyagramina da dékiilebilir. Bitisik yoriingelerin baglandiklari noktalar eyer
noktalaridir. Hatirlanacak olursa t sonsuza giderken basit sarkag hareketi sarkacin bir eyer

noktasindan diger bir eyer noktasina gegmesi seklinde idi.

Sekil 4.9 Basit sarkag i¢in tanjant alani
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5. BOYUT KAVRAMI VE FRAKTAL YAPILAR

5.1 Boyut Kavramina Genel Bakis

Kaos teorisinde boyut kavrami genellikle yedi ayr1 alanda kullanilmaktadir(Williams, 1997).

1. Oklid boyutunda bir 6klid seklinin ya da objesinin tasvir edilebilmesi i¢in koordinatlara
ihtiyag vardir. Oregin, uzunluk tek bir koordinatla ifade edilebilir. Bu da diiz bir ¢izgiyle
gOsterilebilir. Bir alan da uzunluk ve genislik boyutlan ile tasvir edebilir. Bir oda ise
vzunluk, geniglik ve yiikseklik olmak iizere 3 boyutta ifade edilebilir. Bu arada bir
noktanin boyutunun stfir oldugu da bilinmelidir. Bir, iki ve ii¢ boyut ayn1 zamanda ¢izgi,

alan ve hacim olarak da ifade edilebilir.

Sekil 5.1 Oklid boyutu

Bir nesnenin topolojik boyutu ise bu yapinin en basit geometrik objesinin &klid boyutuna
bir eklenmesi ile elde edilir. Omegin, diiz bir ¢izgi yani birbirleriyle baglantih seri
noktalar kiimesi ele alinsin. Her hangi bir nokta bu noktalar zincirinden ¢ikarildif zaman
diiz ¢izgi, daha kiiglik -iki ¢izgi halini alacaktir. Formiile uygun olarak, bir dogrunun
topolojik boyutu 1+0=1 olacaktir. Peki bir ylizey hakkinda ne s6ylenebilir? Bir yiizeyden
iki kiigiik yiizey elde etmek icin bu yiizeyden bir nokta gikarilmas: bir ige yaramayacaktir.
Bu durumda sadece yiizeyde kiigtik bir delik olusacaktir. Onun yerine bir ¢izgi ¢ikarilmasi
daha uygun olur. Bir dogrunun &klid boyutu 1 dir. Bu yiizden yiizeyin topolojik 1+1=2
olacaktir. Benzer sekilde, bir ¢izgi {i¢ boyutlu bir katidan ¢ikartilamayacaktir. Ciinkii bu
durumda bu katida sadece bir ¢ukur olusacaktir. Bir diizlemin ¢ikartilmast bu katiyx
bolmek igin yeterli olacaktir. Béylece bu katimin topolojik boyutu 1+2=3 olacaktir.
Onemli bir noktada; topolojik boyutun daima tam sayr olmasi ve genellikle 6klid boyutu
ile aym degeri almasidir.
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Topolojik boyut Topolojik boyut
=1+0 =1+1
Sekil 5.2 Topolojik boyut

3. Standart faz diizleminde degigkenlerin nelere nasil bagh olduklan 3 kategori de
incelenebilir. Biitiin bu ii¢ durumda da bu degiskenler gergek anlamda olgiilebilir

niceliklerdir.

1. Durum: Bir sistemin etkilegim i¢indeki unsurlari; 6megin, hava durumu yedi degisken
yada boyutta ifade edebilir. Bu boyutlar ; sicaklik, hava basinci, riizgar hizi, riizgarm

yonii, bulutlarin durumu, nem ve yagis miktari(Ruelle, 1994).

Hava Rizgar Riizgarin Bulutlarin Yagg
Sicakitk baswinct Hizi yonii konumlar: Nem miktart

Sekil 5.3 Yedi boyutlu hava sistemi

2. Durum: Ornegin, iki bebegin bulundugu ve bu bebeklerin agirliklarinin haftada bir
tartilarak oOlgiildiigti bir sistem olusturulmus olsun. Olusturulan bu sistem her iki
bebeginde kilosundaki degisimi igerecektir. Bu nedenle iki boyutlu bir faz uzayinda bu
degisim gosterilebilir. Aym sey ii¢ bebek yada diinyadaki biitiin bebekler iginde
yapilabilir. Burada faz uzaymn boyut sayis1 Ny ile ifade edilebilir ve bu da 6l¢iimii
yapilan bebek sayisina esittir.

1. 2. 3
bebegin bebegin bebegin
agwrhigr agwrligt agirlig:
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Sekil 5.4 Ug boyutlu agirhik sistemi

3. Durum: Burada da bebeklerin boy ve kilolarmin o&lgiilmesi sonucu bir sistem
olusturulmus olsun. Bu durumda iki bebegin 6lgiimii i¢in dért boyutlu bir faz uzayi
gerekmektedir. Boy ve agirlik Slgtimii dort bebek icin yapilacaksa sekiz boyut yada eksen
s6z konusu olacaktir (Ddrt bebek x her bebek i¢in iki 6zellik). Burada da boyut &lgiilebilir
niceliklerin sayis1 olarak kullanilmigtir.

1, 1. 2. 2. 3. 3. 4, 4,
bebegin bebegin bebegin bebegin bebegin bebegin bebegin bebegin
boyu agwrh boyu agwrhgn boyu agwrhg boyu agirhig

Sekil 5.5 Sekiz boyutlu boy-agirlik sistemi

. Ny ise boyut vektoriidiir. Iki boyutlu bir vektor ile iki eksen ile tarif edilen faz uzaymdaki
bir noktanin yeri gosterilir ve X; ve Xum olarak adlandirthr. Aym sekilde ii¢ boyutlu bir
vektor ile de grafikteki herhangi bir noktanin yeri gosterilebilir ve Xy, Xty V€ Xpan Olarak

ifade edilir.

. Gomiili boyut Nyq boyutsal vektorii ile yakindan iliskili olan genellikle bir ¢ekiciyi
canlandirma amagh varsayilan dort boyutlu sistem taslaginda kullanilan (xy, X1+, vb.) gibi

ortiilii sayisal degerleridir.

. Bir boyutlu harita, ayn esitlik veya fonksiyonun degerlerini ve gecmisten bugiine kadar
nasil deistiini gosterir. Bu tabi ki bir boyut degildir. Ancak bunun yerine
kullanilabilecek daha popiiler bir kelime de yoktur.

(’/)
/ p. 8| b3

x

Epom
LT

Sekil 5.6 Ug boyutlu vektor, gémiilii boyut ve bir boyutlu harita
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Burada boyut kavramimn alf1 farkli tarifi yapild:. Bunlarmn ortak &zelligi hepsinin tam say ile
ifade edilebilen boyutlar olmasi idi. Finalde ise digerlerinden farkli bir boyut kavramindan s6z
edilecektir.

7. Uzunlugu bilinen gubuk gibi diizgiin bir nesne ile iki nokta arasindaki uzaklik 6l¢timiiniin
yapilacag1 farzedilsin. Eger ¢ubuk yeterince uzunsa birkag defa da bu mesafeyi rahatlikla
Olgebilir. Ancak gubuk yeterince uzun degilse bu mesafeyi 6lgmek icin gok daha fazla
dlglim yapilmas: gerekecektir. Ornegin, bir bahgenin boyu uzun bir gubuk pargasiyla 10
defada Olgebiliyorsa, daha kisa bir c¢ubuk kullamidifinda belki de 100 kerede
olgiilebilecektir. Burada elde edilen sonuglarm alanin diizgiin yada engebeli olup

olmamasina gore degisiklik gosterecegi de muhakkattir,

Deneysel genel bir kurala gore, yapilan §lglimiin sayisindaki artig ile Slgiim yapilirken
kullanilan gubugun uzunlugu arasmda diizgiin logaritmik bir iliski vardir. Burada diiz ¢izginin
egimi logaritmik oranin iistel bir ifadesidir. Bu {istel ifade de boyut olarak adlandiriimaktadir.
Cubugun boyunun azalmasiyla birlikte Slglim sayisinin artacagi bu grafikte rahatlikla
goriilebilmektedir. Burada ki ters orantidan dolay: fistel ifade yani boyut negatif olmak
zorundadir(Williams, 1997).

Olciim

sayisi

Olgiim aracimin biyikligii
Sekil 5.7 Olgiim sayisindaki artig ile 6lgek degeri arasindaki istel iligki
Yukandaki ifadeler agagidaki gibi formiilize edilebilir.
Olgiim sayisindaki artis a (Olgiim aracimin uzunlugu) = ** (5.1)

Burada boyut iistel olarak formiille iligkilidir. Bu yiizden bir ¢ok kisi tarafindan “iistel boyut”
ifadesi kullamilmaktadir. Boyut kavrami, matematiksel anlamda 6nemli bir karakteristik



36

terimdir. Ciinkii boyut, &Slgek boyutu ile &Slglim sayis1 arasindaki o6zel bir artisi ifade
etmektedir. Ayn1 genel iligki iki yada daha fazla boyuttaki faz uzaylarinda da gegerlidir.

Genellikle bu esitlikteki iistel terimin verilmesine dogrudan ihtiya¢ duyulmaktadir. (5.1)
denkleminde esitligin her iki tarafinin da logaritmas: alinarak yeni bir diizenleme yapilabilir:

log (6l¢iim sayisindaki artig) o (- boyut) x log (6l¢iim aracinin uzunlugu)
(- boyut) a log (lgiim sayisindaki artis) / log (6lciim aracinin uzunlugu)

Boyut ifadesinde yer alan eksi isareti Snce 6lglim aracinin uzunlugu kavramimn Snfine yazilip

sonra da ortadan kaldirabilir.
Boyut a log (6l¢iim sayisindaki artiy) / log (1/6l¢tim aracinin uzunlugu) (5.2)
Burada “boyut” bir ¢ok durumda tam say: ile ifade edilebilen bir deger almaz.

5.2 Fraktal Boyut Kavram

Fraktal boyut kavrami son zamanlarda teknik literatiirde sik sik rastlanan bir terimdir. Boyut
ailesinin bu popiiler iiyesi gercekten de 6nmemli bir yere sahiptir. “Fraktal boyut”, aym
diizeydeki difer boyut kavramlarindan farkli olarak {iistel boyutlan ifade etmek igin
kullamilmaktadir(Mandelbrot, 1967).

Fraktal kavraminin 6nemi iki noktada toplanabilir. Birinci nokta, nesnelerin uzunluklarini,
yukarida agiklandign gibi 6lgek boyutu ile sayim sayis1 arasindaki iligkiyi tistel bir sekilde
ifade ederek tahmin edebilmesidir. Ikinci nokta ise, tamsayr olmayan analitik boyut tiplerinin
ifade edilmesinde kullamlmasidir. Bu yiizden insanlarda fraktal kavrami, tamsay: ile ifade
edilemeyen yani kesirli boyutu ¢agrigtirmaktadar.

Fraktal boyut kavrami yerine 1980 li yillardan itibaren yaygin olarak benzer boyut, Hausdorff
boyutu ya da kapasitesi kavramlart da kullamlmstrr.

Fraktal bir model, genis bir alan iizerinde birbirine benzeyen ya da tekrar edilen desenler
toplulugudur. Her seyden Oteye, fraktal kendine benzeyen demektir. Fraktal pargaciklara
biiyiitiilerek bakildiginda birbirlerini tekrar ettikleri gozlenir. Ornegin, bir aga¢ govdesinden
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¢ikan bir ¢ok dal birbirini tekrar edercesine ayni deseni olugturarak yayilir. Kendi kendine

benzerlik her diizeydeki Slgekte simetri demektir. Igeriginde, baslanan yere geri doniilmesi,

patern iginde patern bulunmasi vardr.

Fraktal geometri malzemeye, yani, metallerin yiizeylerinde mikroskopla goriilebilecek

kiigiikliikteki piiriizlere, petrol iceren goézenekli kayalardaki ufacik deliklere ve kanallara, bir

deprem bolgesindeki kirik arazi sekillerine bakmak i¢in bagvurulan bir yéntemdir.

Fraktaller ve kaos birbirleri ile i¢ ige gegmis kavramlardir ve sik sik beraber gozlenirler.
Ornegin, bir kaotik geker, fraktal yapiya sahiptir. Ciinkii bu gekerlerde kendini tekrar eden bir
yaptya sahiptirler(Gleick, 1995).

Fraktaller diinyanin her kdsesinde gézlenebilirler. Bu alanlardan bazilari gunlardir:

ol L

v NS

Damarlarin dallanmasi, nehir yataklari, agaclar ve egrelti otlan,

Dag ve kayaliklar gibi engebeli yer yiizii sekilleri,

Yer yiiziinde ortaya ¢ikan g¢atlaklar ve ags: yapilar,

Astreoid ve meteorlar, toprak,kaya ve k6miir gibi zamanla degisime ve pargalanmaya
ugranmus objeler,

Tiirbiilans, jetlerin havada biraktif1 izler, bulutlar, sigara dumani, geminin suda
biraktif iz, sis ve duman,

Kitalarin kiy1 seritleri,

Satiirn halkalan ve gezegenler aras1 manyetik alan dalgalanmalari,

Hisse senedi fiyatlarindaki degisimler,

Kalp atis ritmindeki frekans spektrumu, idtar yollan sistemi,

10. Kar taneleri,

11. Insanlarn gelirleri.

Buraya kadar s6ylenenler kisaca maddeler halinde séyle 6zetlenebilir:

Fraktaller diizgiin ve piiriizsiiz olamazlar. Genellikle kirik, engebeli, diizensiz, kabarik
goriiniimlii olurlar,

Fraktal kelimesi diizensiz ve pargali, kinkli ve kesikli sekilleri-kar tanelerinin
billurumsu egrilerinden galaksilerin kesintili tozlarina kadar diigiinebilecegimiz biitiin
sekilleri-betimlemek, hesaplamak ve diigiinmek i¢in kullanilacak bir ara¢ yerine gecen
kelime olmustur.



38

e Fraktaller tamsay ile ifade edilemeyen kesirli boyutlardur.

e Fraktal nesneler basit cebirsel esitliklerle ifade edilemezler. Kendi 6zgii ifade edilme
sekilleri vardir.

e Fraktaller genellikle matematiksel islemlerin bir ¢ok kez tekrar edilmesiyle elde
edilmislerdir. Bu islemlerin defalarca kez tekrar edilmesi ise ancak bilgisayar yardin
ile olabilmektedir.

5.3 Benzerlik Boyutn

Benzer boyut, biitlin {istel boyut tiplerinin temel prensiplerini igeren bir boyut kavramidir.
Nesnelerin geometrik yapisim yalmz bir say1 ile adlandirir. Nesnelerin igeriklerine bakarak
diiz ¢izgilere-kare, kiip, ticgen vb...-benzetmeye ¢aligir.

5.3.1 Olcekleme

Benzer boyutun temelinde objelerin iginden ¢ok kiiciik pargalarin ¢ikarilmas: vardir.
“Olgekleme”nin buradaki anlami bir nesnenin kiigiiltiilerek ya da biiytiltiilerek orijinal seklin
kopyalarimin elde edilmesidir. Kaosun ¢6ziimlenmesinde biiylitmenin tersine daima bir

kiigiiltme s6z konusudur.

Diiz bir ¢izgi ele alinarak dort esit pargaya ayrildifinda ortaya ¢ikan her yeni parga orjinalinin
minyatlir bir kopyasi olacaktir. Olusan bu yeni pargalar orijinal seklin % oraninda
kiigiiltiilmiis hali olacaktir. “Kii¢iiltme” oranmma bagh olarak fraktal yani kiiciik parcalar elde
edilecektir.

5.3.2 Basit Geometrik Formlar ve Boyutlar:

Bir ¢ok kez “kiigiiltme” yapilarak aym seklin kiiglik kopyalan elde edilebilir. Diiz bir gizgiden
dort kug:uk parga elde edilmesi gibi bir ¢ok geometrik objenin de bu ydntemle kiiciik
kopyalan elde edilebilir. Bu yontem 3 ana boliime aynlabilir. Bu agamalar; temel agama,
¢ikarim agamasi ve silerek yerine koyma asamasidir(Williams, 1997).

Bu ii¢ agamada su iki adimi kapsar:

1- Objelerin belirlenen oranlara gére esit pargalara ayrilmasi. Oregin, diiz bir ¢izginin
dort kiigiik pargaya ayrilmast.
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2- Her yeni kiigiik kopya i¢in bu adimin tekrari.

i log N
r| NP =nga
—t—t— 5| 5| 1
3| 9| °*?
4|64 °

Sekil 5.8 Cesitli geometrik nesneler ve boyutlari

5.3.2.1 Temel asama
Bu en temel asamada, her yeni kopya yeni paternlerin olusumuna katk: saglar. Burada olugan
her yeni parga orijinal kopyasi ile aym yonde yonelmektedir. Diiz bir ¢izgiden parga alinmasi

Ornegi sekil 5.8 in iist sirasinda gosterilmigtir.

Simdi de Slgeklenme oram ile olugan yeni parca sayis: arasindaki iliski incelensin. Birim
uzunluktaki orijinal ¢izgi parcalara ayrilsin. Bes yeni kiiglik ¢izgi, orijinal parcanin
uzunluunun 1/5 i kadar bir uzunluga sahiptir. Ana ¢izginin uzunlugunun 1.0 olarak kabul
edilmesi yapilacak isi bir hayli kolaylastiracaktir. Olgek orami (r) bu durumda 1/5 olacaktr.
Olusan parga sayis1 (N) ise 5 tir. Bu degerler asagidaki denklemde yerine yazilsin.

Orijinal parcamin uzunlugu = élcek orani x parca sayist
Ya da sembolleri ile yazilacak olursa,

1=rN (5.3)
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Diiz bir ¢izginin boyutu D=1 idi.
N1P =1 (5.4)

denkleminde degerler yerine yazilarak bu sdylenenler dogrulanabilir. 5( 1/5)! =1. Iki boyuttaki
sekilleri incelemek igin birim alana sahip bir kare kiigiik karelere béliinmelidir. Bu karenin bir
kenar uzunlugu ii¢ pargaya boliiniirse yani scaling orami1 1/3 olursa bu kareden dokuz tane
kiigiik kare elde edilir. Bu da (5.8) numarali seklin 2.sirasinda gosterilmistir. Bir karenin
boyutu D=2 dir. Bu nedenle; (5.4) numarali esitligin sol tarfinda degerler yerine yazilirsa N P
= 9(1/3)*= 1 oldugu gériilmiis olur. BSylece orijinal objenin birim alam da elde edilmis olur.
Aym sekilde “6lgek™ oram % alinarak yeni karenin bir kenar1 4 pargaya ayrilsayd: 16 tane
kiigiik kare elde edilmis olacakti. Ug boyutlu cisimlere émek olarak bir kiip alsin ve bu
kiipiin her bir kenar1 dort egit pargaya ayrilsin. Bunun anlam 6lgek oranmimin r = 1/4 olmasidir.
Bu islemin sonucunda 64 tane kii¢tik kiip elde edilmis olur. N ° = 64 (1/4)3 =1. (64
denklemi (5.2) denkleminden elde edilmigtir. D nin degerinin bulunmasi amaciyla (5.4)

denklemi tekrar diizenlensin.

logN+D (logr)=1log 1

logN+D (logr)=0

Biitiin terimler log r ye béliinerek D tek bagina birakilirsa,
D=-(logN/logr)

ifadesi elde edilmis olur. Bu denklemdeki eksi isareti de ortadan kaldirildifinda son olarak su
denklem ortaya gikar.

D =log N/ log (1/r) = logaritma ( Parga says1 ) / logartima ( 1/scaling orani) (5.5)

Bu esitlik yalnizca diiz ¢izgilerden olusmus objeler igin uygulanabilir(Mandelbrot, 1967).

5.3.2.2 Silme asamasi

Bu evre ilk evreye gore biraz daha komplekstir. Yeni kopyalar elde edilirken basit bir kural
olarak diiz hatlar pargalara aywriltyordu. Burada bu ayrilan kiictik pargalardan biri
cikartilacaktir. Ornegin, scaling oram 1/3 alinarak, diiz bir ¢izginin 3 pargaya ayrilmis oldugu
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varsayilsin. Bu agamada bu pargalardan ortadaki ¢ikartilir. Genel semay: koruyarak islem aym
sekilde devam eftirilir. Sekil (5.9) da da gdsterildigi gibi birinci basamaktan kalan iki parga
icin de aym iglem uygulanir. Yani Once pargalara ayrlir daha sonra ortadaki pargalar
¢ikartilir, bylece 4 yeni parga elde edilmis olur. Bu metot tekrar tekrar uygulanarak sonsuz
kiiciik pargalar serisi elde edilir. Bu seri sonucu ¢izgilerin gok kiiciiltiilerek noktalar haline
geldigi bir limit degere ulagilir. Bu sete ise Cantor seti ad1 verilmigtir(Gleick, 1995).

Cantor Set
0
N
1 -
\V
2 - —_— —
Sekil 5.9 Cantor seti

Peki Cantor setinin boyutu nedir? Orjinal bir boyutlu ¢izgi kiigiik kiiclik pargalara ayrildig:
icin Cantor setinin boyutu 1’den kiigiik olmaldir. Kag kez pargalara ayrilmis olursa olsun,
geriye kalan ¢ok kiiciik, toz seklinde ki segmanlar ya da noktalar hala bir ¢izgi seklindedir.
Bunun anlami boyutun sifirdan biiyiik olacagidir. Tekrar (5.5) denklemine doniilstin. Verilen
herhangi bir ¢izgi ya da kopyanin orta pargasi gikarildiktan sonra 2 segman olacaktir. Bundan
dolay1 parca sayis1 N = 2 dir. Scaling oram r = 1/3 tiir. Bu degerler denklem (5.5) te yerine

yazilirsa Cantor setinin boyutu bulunmus olur.
D=1log2/log3=0,631

Buradan da anlagilacag gibi benzer boyutun tam say1 olmas: gerekmemektedir! Bu gergek,
diger tistel boyutlar i¢inde gegerlidir.

5.3.2.3 Silme ve yerine koyma agamasi

Bu iigiincii agamada yine pargalama ve silme s6z konusudur. Fakat burada iki ya da daha fazla
kiigiik ¢izginin yer degistirmesi s6z konusudur. Burada yeni pargalarin aym ybnde yonelmis
olmalar sart degildir. Buna en iyi 6rnek “ Koch kar tanesi” modelidir. 1904 yilinda Isvegli
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matematik¢i Helge von Koch’un bu sekli ilk kez tanimlamis olmasi dolayistyla Koch egrisi
olarak bilinmektedir(Cambel, 1993).

Sekil 5.10 Koch egrisi

Bu sekli olusturmak igin oncelikle bir eskenar bir tiggen alinir. Bundan sonraki prosediir ise
sOyledir:

1. Buegkenar iiggenin her bir kenar tig esit pargaya ayrilir. Yani r=1/3 olur.

2. Ortada ki parga ¢ikartilir.

3. Olusan bogluga iki segmenden olusan iiggen seklinde sivri bir tepe yapilir. Yani yeni
olusturulan sekil aym boyuttaki 4 segmenden olusacaktir. N=4. Her segmen orijinal
cizgiyle aym goriiniimde fakat farkli ydnelimlerde olacaktir.

4. Bu sekilde adimlar tekrar edilerek sonsuz uzunlukta bir yap1 olusturulur. Tipki Cantor
dizisinin gititkge daha dagimik hale gelmesi gibi bu seklin gevresi de gittikge daha

detayh bir goriiniim kazanacaktir.

Simdi de olusturulan bu kar tanesi modelinin boyutu (5.5) numarall egitlik kullamlarak
hesaplansin. Bu esitlikte pay kismindaki log N yerine bir ¢izgiden 4 yeni parga elde edildigi
i¢in paya log 4 yazilir. Paydaya ise scaling oran r =1/3 oldugu i¢in log 3 yazilr.

D=1log4/log3=1,26186

Yine benzer boyutun tam say1 olmadif1 bir durumla kargilagildi. Burda boyut 1’ den biiyiik
fakat 2° den kiigiik ¢ikmustir.

Koch’un kesirli boyuta sahip olan sekli diiz bir ¢izgiden ortaya ¢ikmigtir ve bazi kisimlar iki
boyutlu bir alant kaplamaktadir. Bu 8zel durum, bir ¢izginin de bir alam doldurabilecegini ve
2 boyutlu bir hal alabilecegini ifade etmektedir. Aym sekilde, bir ¢izgi bir kiibli de
doldurabilir. Bylece bir dogrunun boyutu 1 ile 3 arasinda bir deger alabilir.

Bir objenin boyutu asla uzayda doldurdugu topolojik boyuttan daha biiyiik olamaz. Ornegin,
iki boyutlu bir alan olan bir defter sayfasmin bazi kisimlarim kivrilarak dolduran bir ¢izgi
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¢izilsin. Bu ¢izgi iyice kivrilmig bir hal alsin. Cizgi sayfay: iyice kaplasa bile asla 2 boyuttan
fazla bir hal alamaz. Bu yiizeyi burusturdugumuzda ise 2 boyutu gegerek 3 boyutlu bir hal
alabilir. Ancak 3 ten fazla boyutu olamaz.

Benzer boyut ya da diger listel boyut tipleri engebeli, plirlizlii kompleks sistemler hakkinda da
fikir sahibi olmamiz1 saglar. Omegin, bir ¢izginin gok daha kompleks bir hal alarak diiz bir
halden bir egri haline dénmesi yani 1 boyuttan 2 boyuta ulagmast...

5.4 Kivrimh Bir Hattin Boyutu

Sekil (5.8) ile ifade edilen temel durumlar incelendiginde doganin bu sekilde gésterilmis olan
diizenli objelerle tamamen dolmadify goriiliir. Bu sebeple asagida belirtilen 4 noktaya dikkat
etmek gerekir(Williams, 1997).

1. Doga diizenli 6klid objeleri(kareler, kiipler vb.) ile diiz ¢izgiler yerine tamamen
bunun zitt1 olan diizensiz ve piiriizlii bir ok nesne icermektedir.

2. Doga hemen hemen birbirinin ayms1 olan yada birbirine ¢ok benzeyen kiigiik
segmenlerden olugsmustur. Bu durumda da benzer boyut kavramina bagvurulur.

3. Keyfi olarak gosterilen uzunluk birim uzunluk 1 olarak almir ve kiigiik pargalara
ayrilir.

4. Bu birbirinin kopyasi olan kiigiik pargalar orjinalinin kesirleridir. Yani bu kii¢ik

pargalarin uzunluklarinin Slgiilmesi ile uzunlugun tamami bulunabilir.

Dogamin karmagikhigi gittikge artmaktadir. Bu yiizden doga da sik sik cizgilere, hatlara
rastlanacaktir. Ancak bu ¢izgiler tabiki diimdiiz ¢izgiler degildir. Bunlar kivriml hatlar olarak
adlandinlabilir. Bu béliimde benzer boyut kavramu ile bu kivrimli hatlarin uzunluklannmn
nasil hesaplanabilecedi iizerinde durulacaktir. Uzunlugu bilinmeyen kivrimli bir hattin
vzunlugunu tahmin edebilmek i¢in boyutunun bilinmesi gerekir. Kivrimhi bir hattin
uzunluunu kesin olarak olgiilemeyebilir. Onun yerine kiviimli hattin kiigtik pargalarm
kullanarak tahminde bulunulabilir. Bu tahminin yapilabilmesi i¢in de 1 metrelik bir cetvel
kullanilabilir(Cetvelin uzunlugu keyfi olarak segilebilir). Cetvel yardimi ile bu uzunlugu
hesaplamak icin defalarca 6lglim yapilmasi gerekebilir. Olglim yapilacak hat diimdiiz bir ¢izgi
ise, drnegin yemek masamn uzunlugunu yapilacak islem oldukg¢a kolay olacaktir. Olgiim
yapmak ig¢in kullamilan gubufun uzunlufunun 1 metre oldugu (e=1m) kabul edilirse ve
masanin uzunluunu iki dl¢timde bulunabiliyorsa masanmn uzunlugu 2 cetvel boyu yani 2
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metre olacaktir. N= 2 cetvel boyu = 2 x 1 metre = 2 metre. Aym y6ntem egrisel hatlar igin de
kullamldiginda bu hattin kesin uzunlugunu olmasa da tahmini bir uzunlugunu bulunabilir.
Burada bir ¢ift nemli nokta vardir. Birinci nokta, burada yapilan Slgiimiin teorik degil de
uzunlugu € olan bir cetvel kullanilarak yapilan deneysel bir 6lgiim olmasidir. Ikinci nokta ise,
bir egrinin tahmini uzunluunun, bu egrinin ka¢ parcaya ayrlarak &lgtim yapildigia bagh
olarak degisim g6stermesidir. Bu suretle, bir egrinin tahmini uzunlugu,

Le =¢eN (5.6)

formiilii ile ifade edilebilir. Bu formiildeki N kiiciik segmenlerin sayisini ifade eder. Burada N
yerine (5.4) formiiliinden hareketle N= 1/ 1> yazilabilir. Egrisel hatlardan olugmus bir nesne
de N yi bulabilmek i¢in ii¢ degisiklik yapilmas1 gerekir. Bunlardan ilki, bu formiile birim
uzunlukla orantili bir sabit dahil edilmeslidir. Boylece N=(1/t°) formiilii N= a (1/t°) seklini
alacaktir. Burada a, bir sabiti ifade etmektedir. Ikinci degisiklik, r yerine yeni bir standart
dlgek kullamimasidir. Bu da € ile gosterilebilir. Bu degisiklik bagintiyr, N= a(1/e”) formuna
sokacaktir. Ugtincii degisiklik ise, parantez icerisindeki boliimiin tekrar yazilmasidir.1/g°=¢™®

Biitiin bu degisikliklerden sonra formiil son olarak su sekli alacaktir,
N=ag™P (5.7)

(5.7) esitliginin (5.1) esitligi ile aym formda oldugu asikardir. Burada amag; tahmini uzunluk
L. , cetvel uzunlugu € ve boyut D arasindaki iliskinin ortaya konmasidir. Bunun iginde (5.7)
esitligini (5.6) esitliginde yerine yazilirsa,

L =eN=¢(ae )=ca(e)=ac'eP=ae!™® (5.8)

denklemini elde edilir. Esitlik (5.8), (5.5) denkleminin dogadaki nesneler igin kullanilan
degisik bir versiyonudur. (5.8) denklemi logaritmik formda yazilarak yeniden diizenlenirse

D alog Lg/log(1/e) ifadesini elde edilir ki bu ifade (5.5) ve (5.2) denklemleri ile aym
formdadar. (5.8) esitligi diizensiz kivrimli bir hattin vzunlugunun tahmini olarak bulunmasini
saglar. a sabiti her obje igin farkhdir. Bu Slgtim cetvelin uzunluguna(e) baghdir. Yeterince
uzun bir cetvelle iki mesafe arasindaki diimdiiz bir ¢izgi tam olarak 6lgiilebilir. Ancak iki
mesafe arasindaki kivrimli bir ¢izgiyi kesin bir dogrulukla lgmek olas1 degildir. Ciinkii
kivrimh hattin rotasindaki bir ¢ok kivrim ve zigzag olglilemeden atlanacaktir. Daha kiigiik bir
cetvel segildiginde ise daha fazla kivrimu 6lgtilebilir. Bu durumda tahmin edilen uzunluk ilk
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duruma gore daha fazla bir deger olur. Buradan da anlagilabilecegi gibi tahmini uzunluk ile

cetvelin uzunlugu arasinda ters bir iligki s6z konusudur. Yani € azaldik¢a, L artar.

(5.8) denklemi ile cetvel uzunlugu (€)na baglh olarak farkli uzunluk tahminleri
(L) yapilabilir. Bu 8l¢iim yapilirken bir logaritmik grafik kagidina L. ve € eksen olarak

kabul edilerek elde edilen veriler 11ginda gizim yapilabilir.

Sonugta esitlik (5.8) kivriml ¢izgilerde benzerlik boyutu D nin tespitini saglar. Farkh cetvel
uzunluklar ile farkli tahminlerde bulunulabilir. Bu veriler L. ’a karsilik gelen € degerleri
olarak logaritmik kafida dékiilerek ¢izim yapilabilir. Bu noktalar diizgiin bir ¢izgi olusturacak
sekilde siralanmahdirlar. Bu grafikte iistel ifade dogrunun egimini verecektir. Yani, egim
1-D ye esit olacaktir. Buradan benzerlik boyutu D = 1-egim dir. BSylece bu logaritmik
grafikteki diiz bir ¢izgi ile ifade edilen L ve € arasindaki iliski egimin bulunmas: ile nesnenin

benzerlik boyutunun tespit edilmesini saglar(Williams, 1997).

Bu metot ile kiy1 seritleri gibi diizensiz hatlarin benzerlik boyutunun bulunmas: bir gelenek
halini almugtir. Ornegin, 1961 yilinda Richardson ve 1967 yilinda da Mandelbrot Britanya
kiyilaninmn, 1988 de ise Feder Norve¢ kiyilarmin toplam uzunluklarim bu metotla
hesaplamuglardir. Bu hesaplama su 4 basit adimdan olusmaktadir.

1. A noktasindan B noktasina kadar olan kiyi seridinin uzunlugu igin iist {iste
tahminlerde bulunulur. Fakat her tahminde farkli bir sabit kullamlir.

2. Lgye karsilik gelen € degerleri i¢in logaritmik kagida bu veriler ¢izilir.

3. Eger bu noktalar diiz bir patern olusturacak sekilde siralamiyorsa, diiz bir ¢izgi
seklinde ¢izim yapilir.

4. Dogrunun egimi birden ¢ikartilarak D tespit edilir.

Bu konuda ¢ok 6nemli arastirmalar yapan Mandelbrot’un iddiasina gore, aslinda her sahil bir
bakima sonsuz uzundur. Bir bagka bakis agisindan, bu sorunun cevabi daha 6nce de
belirtildigi gibi tamamen Slgiim igin kullamilan aracin uzunluguna bagliydi. Oregin, genisligi
1 metre olacak sekilde ayarlanmig bir pergel ile sahil boyunca yliriinerek Slgme iglemi
yapilsin, Kullamlan pergelin agiklig1 azaltilarak bu islem tekrarlandik¢a kiyr seridinin tahmin
edilen uzunlugu gittikge artacaktir. Bir uydudan bakip Ingiltere sahillerinin uzunlugunu
kestirmeye galisan bir gézlemci yapacagi tahminde, sahil boyunca biitlin burunlari ve plajlari
dolagan bir gézlemcinin yapacag tahmine gore daha diigiik bir deger bulacaktir; kaldi ki, bu
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ikinci gbzlemcinin yapacafl tahmin de sahilde ki her tasi asip yol alan bir salyangozun
tahminine gére daha diisiik olacaktir. Mandebrot’a gore, bir Slgek kiigiildiikge Slgiilen sahil
uzunlugu smirsiz olarak artmakta, kérfez ve yarimadalardan daha da kiigiik kérfezcik ve
yarimadaciklar ¢ikmakta ve bu iglem ancak en sonda, atom 6lgegine kadar indikten sonra
belki de sona ermektedir(Gleick, 1995).

Bu béliimde son olarak bu konu {izerinde yapilmi§ olan bir ¢aligma incelenecektir. Bu galisma
Panama’da bulunan Gatun Gélii kiyilarimn bir béliimiiniin uzunlugunun 6Slgiilmesidir. Ilk
olarak &l¢tim yapilacak bélge genis bir sekilde bir harita iizerine yansitilmigtir. Daha sonra bir
pergel almmus ve bu pergelin iki ucu arasindaki mesafe =16 cm olacak gekilde ayarlanmigtir.
Bu agiklik harita {izerinde 16 km ye karsilik gelmektedir. Goliin ¢evresinin A ve B noktalar
arasinda kalan b6liimii bu sartlar altinda 2,61 defa da 6lgiilmiistiir. Bu da 2,61 x 16 km = 41,8
km. lik bir ¢evre uzunlugunu vermistir. (Cizelge 5.1)

Cizelge 5.1 Gatun G6lii kiyilart i¢in tespit edilmis olan deneysel veriler(Williams, 1997)

Pergel Genigligi Karsilik Geldigi Tahmin Edilen
&(cm) Gercek Uzunluk(km) Ol¢iim Sayist N Uzunluk L (fm)

16 16 2,61 41,8

8 8 6,78 54,2

4 4 19,00 76,0

2 2 49,90 99,8
1 1 136,4 136,4
0,5 0,5 396,0 198,0

Ikinci dlgiimde ise pergel genisligi 8 cm ye ayarlanmistir ki bu gergekte 8 km lik bir uzunlugu
ifade etmektedir. Bu sefer belirlenen mesafe 6,78 kere de Slgiilmiigtiir. 6,78 x 8 km= 54,2 km
olarak ikinci uzunluk tahminin de bulunulmustur. Bu sekilde pergelin genigligi stirekli yarrya
indirilerek &lgtimlere devam edilmis ve gittikge Slglim sonuglan gergege yaklagmstir.(5.1)
numaral tablodan da kolaylikla anlagilabildigi gibi géliin belirlenen ¢evre parcasmn Slgiimii
41,8 km ile baglamis ve 198 km ye kadar ulagmustir. Yani pergel agikliga azaldik¢a gok daha

saglikli sonuglar alinmustir.

(5.8) esitligi kullanilarak sahil seridinin uzunlugunu L, ye karsibk gelen, cetvel uzunlugu
€’un deBerleri bir grafife yansiilmig ve buradaki dofrunun eBimi -0,45 olarak tespit
edilmistir. D=1-egim formiiliinden D = 1-(-0,45) = 1,45 olarak bulunmustur.
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Bu deger diizensiz yapilar ile benzer boyutlar arasindaki iligkiyi gostermektedir. Aym Koch
kar tanesi modelinde oldugu gibi boyut 1 ile 2 arasinda bir deger almaktadir.
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6. DOGRUSAL OLMAYAN DENKLEMLER NE ZAMAN KAOTIK
DAVRANIRLAR? KAOS TEORISININ TEMEL KAVRAMLARI NELERDIR?

6.1 Kaos Nedir? Nerelerde Ortaya Cikar?

Kaos; deterministik,nonlineer ve dinamik sistemlerde ortaya ¢ikan, karmasik yapili bir ¢ok
olayin 6zel matematiksel kriterlerle ifadesidir. Fizigin 400 yili boyunca, fizik kanunlari,
dogadaki neden ve sonug arasindaki baglantiyr yansitmiglardir. Dolayisi ile yakin zamanlara
kadar, baslangi¢ kosullar1 yeterince iyi bilindigi taktirde herhangi bir fiziksel sistem hakkinda
her zaman uzun vadeli dogru tahminler yapilabilcegi varsayiliyordu. Ancak dogada yer alan
kaotik sistemlerin kesfedilmesi bu anlayisin kékten yikilmasmna neden olmustur(Cambel,
1993).

Kaotik hareket ilk kesfedildiginde, matematiksel bir gariplik olarak degerlendirilmigti. O
glinden bu giine kadar gegen on yillar igerisinde fizikgiler, kaotik hareketin evrendeki temel
ilkelerden biri oldugunu kegfettiler. En Snemli kesiflerden biri, 1963 yilinda havanin
basitlestirilmis bir modelini ¢aliymak iizere basit bir matematiksel bilgisayar programi yazan
meteorolog Edward Lorenz tarafindan yapildi. Lorenz 6zgiil olarak bir hava akiminin giines
tarafindan 1sitildikga nasil azalip cogalacagina iliskin bir model iizerinde c¢alistyordu.
Lorenz’in yazdig bilgisayar kodlar1 hava akimlarmin akiglarim diizenleyen matematiksel
formiilleri igermekteydi. Bilgisayar kodlar1 tamamen deterministik 6zellikte oldugundan
Lorenz, aym baslangi¢ kosullan verildigi taktirde, programin ¢aligtirilmasi sonucu hep aym
sonuglari almay1 bekliyordu. Fakat aym sandig1 baslangi¢ degerlerini girdigi zaman, ¢ok farkli
sonuglar elde etmek Lorenz’i sagkima gevirmisti. Daha dikkatli bir inceleme yaptiginda
baslangic degeri olan 0,506127 ondalik sayisimn yerine 0,506 sayisim girdigini farketti.
Lorenz sayilan kisaltarak son i rakami yuvarlamug, binde birlik bir farkin sonucu
etkilemeyecegini diislinmiistii. Bu olaydan sonra zamanla, kaotik bir sitemin temel 6zelligi,
baslangi¢ kosullarindaki en ufak bir farklilifin bile sonraki veya 6nceki zamanlarda biiyiik
farkliliklara yol agacagi, bilinen bir gergek haline geldi(Ruelle, 1994). Bu durum nonlineer
sistemlerin uzun vadeli tahmininin miimkiin olmadiim ortaya ¢ikarmagtir. Ciinkii, sistemdeki
kiigiik hareketler, ¢cogaltan etkisiyle sistemi yeni dogrultulara yonlendirir ve sonugta snceden
gbriilmemis, tahmin edilmemis bir noktaya varilir. Bu 6zellik bazen “kelebek etkisi” olarak
adlandinlir. Bu etkiyi su ciimle ile agiklanabilir: “Diger girdilerle birlikte kelebegin
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kanadindan ¢ikan bir hava hareketi hava sistemindeki etkilesimle, baska bir kitada domino
etkisi yaratarak firtinaya sebep olabilir.”

Daha 6ncede kaosun yalmzca deterministik, nonlineer ve dinamik sistemlerde ortaya ¢iktii
belirtilmigti. Burada dinamik kelimesinden kastedilen kuvvet, enerji, hareket ya da
degisimdir. Dogada siirekli olarak bir hareket ve degisim s6z konusudur.

Reel diinyada kaos bir ¢ok alanda ortaya ¢ikan ¢ok 6nemli bir kavramdir. Baslangigta baz1
bilim adamlan kaos konusundaki kamtlarin ¢ok uzak oldugunu ve kaosun ¢ok yaniltict bir
alan oldugunu savunmus olasalar dahi zamanla kaos iizerinde yapilan ¢alismalar sonucunda
tekrar edilen nonlineer denklemlerle, matematiksel agilimlarla kaos olayma agiklik
getirilmistir. Kaos, klasik mekanik ve kuantum mekanifinden sonra 20. yiizyilin 3. bilimi
olarak ifade edilmeye baglanmistir. Arastirmacilar kimyasal reaksiyonlarda, hava olaylarinda,
astreoid hareketlerinde, lazerlerde, atomlarin elektromanyetik alanlardaki hareketlerinde,
beyin ve igitmedeki elektriksel aktivitelerde, hayvan ve bitki populasyonlarindaki dalgalanma
ve degisimlerde, ekonomik degisimlerde hatta yeni dogan bebeklerin aglamalarinda bile kaos
bulundugunu ifade etmislerdir(Williams, 1997).

6.2 Zorlamah Titresimler

Basit bir mekanik 6rnek olmasi agisindan sGniimlii basit sarkacin kaotik davranisi

incelenebilir.

8 +27y b +w} Sind = FCos (wt) 6.1)
Bu denklemde vy, pozitif soniimleme sabitini F ise periyodik kuvvetin genligini ifade
etmektedir. T=wt , b=2y/w, , F=F/w,’ ve a=w/w, olarak ifade edilebilir. (6.1) denklemi 8,
ve ¢ degiskenlerine bagl {i¢ tane birinci dereceden diferensiyel denklem olarak ifade edebilir.
6(r)=p

[ (t)= —bu — sinf + Fcosl (6.2)

G(@)=a
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w, dogal frekansim kolayhk olmasi agisindan 1 olarak alabiliriz. (we=1) (6.2) denkiemleri ile
ifade edilen sistemin periyodik yada kaotik ¢6ziimleri b, # ve a nin baslangic kosullarinda
secilen degerler baghdir.

(6.1) esitlifi uzun siire incelenmis ve Duffing esitligi olarak bilinen denklem ortaya
konmustur.

X+2yX+ax+ B = FCos (wt) 6.3)

a ve B mn stfirdan biiylik oldugu durumlar “hard spring” sikistirlmig yaylarda Duffing
esitligi olarak bilinir. (6.1) esitligindeki Sinf terimi agilirsa B min degeri negatif ¢ikar ki bu
durumda “soft spring” gevsek yaylarda duffing esitligidir.

8 +2y 8 +wd Sind = FCos (wt)

3

i ' 6
9+276+a)% (9- 37 +) =FCos (wt)

2
o . w
9+279+w%9— —3~? 6 = FCos (wt)

O+2vy8+ab— B> = FCos (wt)
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Sekil 6.1 Duffing esitliginde bir periyotlu, iki periyotlu,dort periyotlu ve kaotik davranigh
durumlar i¢in x-v grafikleri

Yukaridaki grafiklerde ters Duffing esitliinin a@=-1, 8=1, v=0,25, w=1 degerleri kullanilarak
yerdegistirme X’e karsilik gelen mz V degerleri gosterilmistir. Tk grafikte F=0,325 ikinci
grafikte F=0,34875 ii¢lincii grafikte F=0,355 dérdiinciistinde ise F=0,420 alinmugtir. Sekil 6.1.
a ‘da “bir periyotlu” sekil 6.1.b’de tekrarlanan iki titresimli modelin “iki periyotiu” ¢6ziimii
sekil 6.1.c ‘de “dért periyotlu” ¢6ziim gésterilmektedir. Sekil 6.1.d ‘deki modelin ise diizensiz
oldugu apagik ortadadir. Yani bu model kaotik ¢dzlime bir drnektir. Sonug olarak bu grafikler
sirastyla bir periyotlu, iki periyotlu, dért periyotlu ve kaotik ¢6zlim igin ¢izilmistir denilebilir.
Non harmonik Duffing esitlifinde Ueda tarafindan yapilan caligmalarda ise a=0 alinacagi
ortaya konmustur(Enns ve McGuire, 1997).

6.2.1 Duffing Esitligi

%+27x+0x+ 8% =FCos (wt)

Bu béliimde yukarida yazilmis olan Duffing esitligi cesitli durumlar i¢in incelenerek bu
esitlikten yararlanilan bir ¢ok &rnekle konuya derinlik kazandinilacaktir. Duffing esitliginin
sol tarafi séniimlii nonlineer yaylar, sag tarafi ise uygulanan kuvveti ifade eden terimleri
icermektedir.

e “Hard spring” sikistirllmig yay i¢in : @>0, 8>0

o “Soft spring” serbest durumdaki yay i¢in: >0, <0
o Ters ¢evrilmis duffing osilatérii: <0, >0

e Harmonik olmayan duffing osilatérii: =0, 8>0
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Zorlamal1 osilatorler baglangi¢ sartlarina ve parametrelere bagh olarak bir ¢ok ¢oziim sekli

gosterirler.

Klasik mekanikten bilindigi {izere lineer yay sistemlerindeki duffing esitliginde
paremetrelerden, >0, =0 olmaktadir. Lineer yay sistemlerini ¢6zmek igin standart analitik
yaklagimlar kullamlabilir. Nonlineer yay sistemleri ise bir g¢ok yoniiyle lineer yay

sistemlerinden farklidur.

Bununla beraber burada yapilina nonlineer osilatdrler lizerinde ¢aligmalar lineer osilatérler

tizerindeki islemlere paralel olarak bagliyacaktir.
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Sekil 6.2 Sikigtirilmig yaylarda Duffing esitligi i¢in harmonik ¢6ziim

Analize baglamadan 6nce a=1, $=0,2, y=0,2, w=1 ve F=4,0 ile x(0)=0,09, x(0)=0 baslangic
degerleri ile yukaridaki ¢izimler yapilabilir.

Sistemin ¢6ziimii kapalt bir egri igerisinde dolagsmaktadir. w=1 degeri i¢in periyod T=2x dir.
Harmonik yani bir periyotlu ¢6ziimii poincaré ile de dogrulanabilir. Ayrica harmonik ¢&ziim
i¢in bagka bir yaklasim teknigi olan iteration(tekrarlama) metodu da kullanabilir. Tekrarlama
metodunun temel diiglincesi Duffing esitliginin agagidaki formda yazilmasi ile ortaya ¢ikar.

%= -2y %x—ax— X +FCos (wt) (6.4)

Bu formun derecesi en kiiciik (6rmegin sifir) olacak sekilde alinarak x,=Acos(wt) ¢ozlimii
(6.4) esitliginin sag tarafinda yerine yazilsin. Ortaya ¢ikan diferensiyel denklem
¢oziildiilinde birinci dereceden bir x,(t) ¢6ziimii elde edilir. Daha iyi yaklasimlar sonucu x(t),

B nin kesin sonucunu verebilir. x igin kesin ¢oziimler ortaya ¢ikarilana kadar bu yontem
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tekrarlanabilir n kadar tekrarlandiktan sonra sonuca ulagmlabilir, x(#)= x,#). Bu ydntem
Duffing tarafindan harmonik ¢dziimlerin elde edilmesinde kullanilmagtir.

Dufiing esitliinde baslangi¢ sartlarinda ¢ok  kiicik bir degisiklik yapildig
varsayilsin.Omegin, 0,09001 ve 0,09002 olarak iki farkli x(0) baslangi¢ degeri alnsin.
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Sekil 6.3 Ters Duffing esitliginin x(0)=0,09001 ve 0,09002 baslangi¢ degerleri ve F=0,325
F=0,34875 ve F=0,355 degerler igin ¢6zlimleri

F degerlerinin 0,325; 0,34875 ve 0,355 olarak alindigi yukandaki 3 grafikte de baglangig
kosullarindaki gok kiigtik defisime ragmen herhangi bir degisim gdzlenmemistir. Bunun
sebebi de burada kaotik rejimin degil periyodik rejimin s6z konusu olmasidir. Bu li¢ grafikte
de her iki baglangic degeri igin yapilan ¢oziimler de Snemli bir farkhilik gézlenmez. Yani
kaotik olmayan rejimlerde baslangi¢ kosullarina hassas bir baglilik s6z konusu degildir.
Ustteki grafikte 1 periyot, ortadaki grafikte 2 periyot ve alttaki grafikte de 4 periyot

gézlenmektedir.
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Sekil 6.4 Ters Duffing esitliginin x(0)=0,09001 ve 0,09002 baglangi¢ degerleri ve F=0,40 i¢gin
¢cOziimil

F degerinin 0,40 olarak almdi: (6.4) grafifinde ise tamamen farkh bir durum sz konusudur.
Baglangi¢ kegullarinda yapilan bu ¢ok kiiciik degisiklik baglangicta aym olan iki ¢6ziimiin
zamanla birbirinden ayrilmasma neden olmugtur. Ciinkii burada kaotik bir durum soz
konusudur ve baglangi¢ kogullarma hassas bir baghlik vardir.

6.2.1.1 Harmenik Cdziim
Analizi basitlegtirmek icin sénfiimleme sabiti y y1 sifir ahnabilir( y=0). Bu durumda Duffing
esitligi su hale gelir:

%= —ax— X +FCos (wf) 6.5
Sifirmer dereceden ¢6ziim i¢in kabul edilen harmonik ¢ziim su formatta idi:
x0 (f) = ACos (wt) (6.6)

A tayini miimkiin olan bir sabittir. x,(t) deZeri (6.5) esitlifinin sag tarafinda yerine koyularak
Cos(3wt)=4Cos*(wt)-3Cos(wt) trigonometrik bagmtis: kullamhlabilir.

Cos(Buwt)=4 Cos® {wt) - 3 Cos {wt)
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1 3
Cos® (wt) = 7 CosBui+ Cos (wt)

x ®= A3 Cos® (wt) = A3[% Cos (B wt) + % Cos (wt)]

A3 3
%1 = —eACos (wt) ~ B - Cos (3 wt) — 2 BA3 Cos (wt) + FCos (wt)

_ 3 a3 L
%1 =-|@A+ 7 A’ —F| Cos (wh) - 7 BA* Cos B i) 6.7)

denklemini elde edilmis oldu. Bu denklemin de iki kez integrali alinarak x(t) ye ulasabilir.

—~[eA+2 BA% -F] 5 BN
@)= Sin (wt) — Sin(3 wt)
3w
aA+3 BA’ -F 1 BA3
xi () = L 5 Cos (wt) + — '8— Cos B wt)
w 36 w?

3

1 BA
X1 (1) = A1 Cos (wt) + ETRrR Cos 3 wt) (6.8)

A = ;lz—[aA+% pA - ¥|

Perturbasyon teorisinin Lindstedt’s versiyonu uygulanarak, integrasyon sabitleri sifira

esitlenir ve secular terimlerden kurtulunursa arzu edilen ¢6ziime ulagilir.

Simdi x; x, yi kullamlsin, Burada karigik yiiksek dereceli yaklasimlar tiiretilmeyecektir.
Klasik mekanikten bilinen 6zel F degerleri i¢in lineer bir osilatérde w frekansina karsihk

gelen genligin siddeti agafidaki grafikle ifade edilmistir.
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Sekil 6.5 Farkli F degerleri ve sifir s6niim i¢in karakteristik lineer egriler

Karateristik egriler wo=(ct)"* de yok olmaktadir. Ciinkii séniimleme tamamem ihmal
edilmistir. 8 min sifirdan farkli kiigiik degerleri igin; lineer karakteristik egrilerin etrafinda,

nonlineer karakteristik egrilerin uzanmasi beklenir. x,(t)de yer alan A, sabit x,(t) deki A

sabitinden ¢ok az farklidir. O yiizden A=A alinabilir.

A1=$[aA+%ﬂA3—F]=A

veya
3 F
2_,2.2 ga2_ T
w°=wj+ 2 BA A
Buradan;

(t) = ACos (wt) + L pA’ Cos (3 wt)
X1 () = - os(Bw
‘ 36 [w3+3 pa2- ]

B=0 kabul edildigi taktirde (6.10) esitligi su hali alir;

(6.9)

(6.10)

(6.11)
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Feaf- L
A (6.12)
veya
__F
(wf —w?) (6.13)
[Al=——5—5
| wf—w? | (6.14)

Iste sekil 6.4 “de bu ifadenin lineer karakteristik egrileri resmedilmistir. Béylece ;

x@®)= [ ] Cos (wt)

wf — w? (6.15)
ifadesinin s6niimsiiz lineer osilatér problemi igin ¢bziim bagintisi oldugu da elde edilmig

oldu.

B>0 olmasina ragmen yeteri derece de kiigiik ise birinci dereceden tekrarlanan kesin bir sonug
vermesi beklenebilir. (6.10) esitligi birinci dereceden yaklagimla lineer olmayan karakteristik
egrileri verecektir(Enns ve McGuire, 1997).

6.2.1.2 Dogrusal Olmayan Karakteristik Egriler
Simdi de dogrusal olmayan karakteristik egrileri veren

3 F
2 2 2
W =wi+— BA - —
074 A (6.16)

bagmtisin1 analiz edilsin. Oncelikle yukanda ki denklemde yer alan F ifadesi tek basmna
birakilsin.

F= (w§-w?) A+0,75 BA3 (6.17)

Lineer durumda B=0 idi. Burada |A| ya karsilik gelen w grafigi ( 8>0 igin) gizilecektir.
Omegin ; w,=1, B=0,4 segilerek F=0,1,2,4 degerleri igin bu grafik ¢izilebilir.
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Sekil 6.6 wy,=1, B=0,4, y=0 ve F=0,1,2,4 degerleri igin A ya karsilik gelen o degerleri

Yatay parabol F=0 a karsilik gelir. F nin degeri birden dérde dogru arttikga parabolik iki egri
disa dogru agilir. F nin sifirdan farkl: her bir degeri igin iki kol vardir. Bunlardan biri A>0 ve

digeri de A<O dir. JA] ya karsilik gelen w degerleri igin yine ¢izim yapilsin. F nin sifirdan
farkli oldugu durumlar i¢in nonlineer karakteristik egriler asagida grafikle gosterilmistir.
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Sekil 6.7 we=1, B=0,4, y=0 ve F=1,2,4 degerleri i¢in A-o grafiginin karakteristik egrileri

F=1 degerine en igte yer alan iki egri karsilik gelir. F= 4 degerine ise en distaki egri ¢ifti
karsibk gelmektedir. Sikistirilmis nonlineer yaylar igin dogrusal olmayan karakteristik
cizgiler saga dogru egilmeleri haricinde dogrusal gibi goziikiirler. Yumugak nonlineer yaylar
ise sola dogru egimlidirler.

Lineer durum sekil 6.5 de agikga ortaya konmustur. Daha kompleks olan karakteristik
nonlineer egriler ise sekil 6.7 de ifade edilmistir. Soniimlenmenin sifir oldugu sistemde A
tespit edilebilir. Bundan dolayr yerdegistirme uygulanan kuvvetle beraber ya fazmn igerisinde
ya da fazm 180 ° disinda yer alacaktir. Soniimlenme igeren lineer osilatSr probleminde, klasik
mekanikten de hatirlanacag1 gibi kuvvet ve yerdegistirme O ile 7 arasinda degisen agilarda
fazimn diginda olacaktir. Faz agisimn kesin deBeri problemdeki parametrelere baghdir.

Nonlineer problemler iginde benzer davraniglar beklenebilir(Enns ve McGuire, 1997).
Soniimleme igeren formdaki, hareket denklemi agagidaki sekilde yazilabilir.
%= -2y %~ ax— B +FCos (wt + @) (6.18)

Burada F kuvvetinin genligi degismez, fakat faz agis1 ¢ tespit edilemez. Asafidaki
trigonometrik bagintilar kullamlarak denklem diizenlenebilir.

cos (wt + ¢) = cos (wt) cosg — sin(wt) sing

Fcosp=H, Fsinp =G

%= —-27v%—ax—~ B< +Fcospcos (wt) — Fsingbsin(wt)‘

g= -2y %X~ ax— X +Hcos (wt) ~ Gsin(wt) (6.19)

Bnin ¢ok kiigiik bir deger oldugu kabul edilerck dnceki yontem yeniden uygulanir. Sifirinct
derece ¢bziim i¢in X, = A cos(ot) alimr. Daha 6nce uygulanan olan islem tekrar edilerek x,
degeri, adi diferansiyel denklemde yerine yazilarak iki kez integral alinir. Daha sonra ise
sabitler sifira egitlenir ve asagidaki bagnt: elde edilir.
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, 1 pA
X1 (§) = A1 008 () + Brsin(wt) + 5 5~ CosBwt) (6.20)
1 3 .3
A= Z)E[Q’A-'-Z BA —H]
(6.21)
1
B = - 2 ywA-QG)

Eger sifirinc1 derece ¢6ziimde baglangig noktas: olarak A;= A ve B;=0 kabul edilecek olursa,

oc=m02 olmak tizere

3
(w%—wz)A+z BA® =H

(6.22)
2ywA=G
elde edilir. Béylece faz agis1 bulunmus olur.
tang = G 2 ywA
(@f - A+ g pA° (6.23)

Denklem kontrol edilecek olursa, y=0 iken tan¢=0 olacak, dolayisiyla beklenildigi gibi ¢=0 ya
da 7 olacaktir.

F’=H%+G? oldugu goz oniine almlarak, A ile ® arasindaki iligkiden F yi ortaya gikartilabilir.

2
F= \/[(w% CWDAL A +R2ywAl?
4 (6.24)

Asapgidaki grafik m,=1; $=0,2; y=0,2; F=1, 2, 4 degerleri i¢in yukarida ki (6.24) denkleminden
elde edilen birkag nonlineer karakteristik egriyi gostermektedir.
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Sekil 6.8 wy=1, B=0,2, y=0,2 ve F=1,2.4 degerleri i¢in 1. dereceden nonlineer karakteristik
egriler(Enns ve McGuire, 1997)

Nonlineer karakteristik egriler B>0 ve y>0 saga efimlidirler ve karakteristik lineer egrilere
benzerler. Onceden de bahsedildigi gibi PA*/36m°<<1 durumunda ii¢ egride aym noktaya
yaklagacaklardur,

Sekil 6.8 deki her egri F nin kritik degetlerinin fizerinde iki noktaya sahiptir. Bu noktalarm
dA/de dan efimleri sonsuzdur. Nonlineer karakteristik efriler bu iki nokta arasmda uzanir.
Basit bir yaklagimla x(t) ¢6ziimii ahmir ve kiigiik bir u(t) degisimi yapilarak x(t)+u(t) seklini
alr. x+u orijinal diferansiyel denklemde yerine yazilir ve u lineerize edilerek u(t) igin yeni
lineer bir esitlik elde edilir. u(t) nin davrams iizerindeki galigmalarda ya zamanla arttigi(sabit
olmayan durum) ya da zamanla azaldifi(sabit durum) goriilmiigtiir.

6.3 Garip Cekerler

Garip geker, modern bilimin en biiyiik buluslarindan biri olan faz uzaymda yagamaktadir. Faz
uzay1 sayilan resimlere doniigtiiriir, hareket halindeki mekanik yada akigkan bir sistemden
biitiin temel bilgileri, en kiigiik ayrintisina kadar ¢ekip ¢ikartir ve bunlan gizerek gosterir.
Fizikciler daha &nceleri de g¢ekicilerin iki basit ¢egidi Gizerinde caligmglardir: Sabit noktalar
ve limit devreler, Bunlar diizenli bir hale erisen ya da kendini durmadan tekrarlayan bir

davranis bigimi gésterirler.
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6.3.1 Lorenz Cekeri

Sekil 6.9 Lorenz cekeri “kelebek kanatlari”

Yukanidaki gekil zaman igerisindeki evrimin (i¢ boyutlu perspektif bir goriliniimii olup “Lorenz
¢ekeri” dedigimiz karmagik bir kiimeyi gostermektedir.

Massachusetts Teknoloji Enstitiisii’nde meteoroloji uzman: olan Edward Lorenz, atmosferik
konveksiyon olgusuna iligkin bazi aragtirmalar yapmustir. Bu arastirmalari kisaca séyle
dzetlenebilir: Giines 1ginlarinin yeryliziinii 1sitmas1 ve bu 1s1mn havaya yansimasi nedeniyle
atmosferin alt katmanlarmdaki hava iist katmanlarindakinden daha sicak ve hafif duruma
gelir. Isinan ve hafifleyen hava yukan dogru yiikselirken daha soguk ve yogun olan iist
katmanlardaki hava asag1 dogru hareket eder. Bu iki yonlii harekete atmosferik konveksiyon
denir. Hava da su gibi akiskan oldugu i¢in sonsuz sayida boyutlar1 bulunan bir uzaydaki nokta
ile tammlanmas1 gerekir. E.Lorenz yaklasik bir bigcimde sonsuz boyutlu uzaydaki gergek
zamansal evrimi bilgisayarda inceleyebilecegi ii¢ boyutlu bir evrimle degistirmis ve bu
igslemin sonucunda ortaya sekildeki Lorenz ¢ekeri olarak bilinen nesne ¢ikmigtir(Ruelle,
1994).

Baykus g6zleri yada kelebek kanatlarini andiran bu sihirli sekil kaosun ilk kagifleri tarafindan
bir sembol olarak benimsenmigtir. Diizensiz bir veri akisimin iginde saglam ve gtizel bir
yapiun sakh bulundugu bu sekil sayesinde ortaya konmugtur. Ug degiskenli li denklem bu
sistemin hareketini tiimiiyle tantmlamustir.

X=0({y-X

y=mx-y-xz (6.25)
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z=Xy— bz

Lorenz sistemi iki tane nonlineer ¢apraz terim igerir ve sonug olarak karmagik davranislarda
bulunur. Bu davramg sabitlerin aldiklar1 degerlere baghdir. Burada Lorenz tarafindan o=10,

b=8/3 alinmugtir. r ise gatallanma parametresidir ve sifirdan baglayarak artar.
x=10(y-%

y=-xz2+28x-y (6.26)

Z=Xy—-§Z

r artarken, Lorenz sisteminde ani davramsg degisiklikleri olur. r =28, x(0)=2, y(0)=5, z(0)=5 de
kelebek kanatlarina benzeyen giizel kaotik bir yoriinge ortaya ¢ikar.

Lorenz sistemi hicbir zaman kendini tekrar etmedigi i¢in, yoriinge kendi kendisi ile asla

kesismez. Tam tersine sonsuza kadar kendi etrafinda sarilaya devam eder(Williams, 1997).

6.3.2 Rassler Cekeri
Rossler sistemi baglangicta ;

=—(y+2
y=x+ay (6.27)

z=b+z(xX-¢)

olarak ifade edilerek a=b=0,2 standart degerleri ele alinmis ve ¢>0 olarak degistigi kabul
edilmistir, Rassler sistemi Lorenz sisteminden daha basittir. Ciinkii sadece bir nonlineer terim
vardir. Bununla beraber ¢ arttikga harekette zenginlesme olacaktir. ¢ nin artarak giden
degerleri igin kaotik Rossler gekeri agagidaki gibi bir ¢izimle ortaya konmustur.
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Sekil 6.10 Kaotik Rossler gekeri

Yukandaki sekilde goriildiigi gibi yoriinge zamanla orijinin diginda x-y diizleminde spiral bir
sekil alir. Belli bir siire sonra z ekseninde sigrama yaparak z deki maksimum degerine ulagir.
Baslangi¢ durumunda yapilacak bir degigiklik farkliliklar meydana getirmesine ragmen
sonugta ortaya yine benzer bir gekil gikaracaktir(Enns ve McGuire, 1997).

6.4 Nonlineer Haritalar

6.4.1 Girig

Lojistik haritalar kolayca anlagilabilen basit haritalardir. Nonlineer haritalar bir ¢ok olayin
gelecekte izleyecegi yolun anlagtimasina rehberlik ederler. Burada nonlineer diferansiyel
denklemler ile bunlarin haritalar arasinda direk bir baglant: kurmak 6nemli bir rol oynar.

Matematiksel biyoloji, denklem ve haritalart kullanarak olaylart aciklama yoluna gider.
Biyologlar bocek popiilasyonunun bir jenerasyondan digerine gegisini incelemislerdir.
Burada her nesil, dier nesil yumurtadan gikmadan 6nce 6lmiigtiir.

Robert May (1976) tarafindan su iinlii lojistik model ortaya konmustur.
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Npst = (141~ 3Nn)Nn

K (6.28)

Burada r pozitif gelisme sabiti, k pozitif bir say1, N, ise n. nesildeki popiilasyon sayisidir. r =0
iken Np+1= N, olur ve birbirini takip eden nesiller boyunca biiylime gozlenmez. (-r/k)Nn2
terimi ortamda bulunan yiyecek yetersizligine bagli olarak poiilasyondaki azalma egilimini

gosterir. Bu da av-avc iliskisini ifade eden diferansiyel denklem modelini hatirlatir.

Xn=1Np / k(r+1) ve a=1+r olarak ifade edilirse (6.28) esitligi su hali alacaktir.
Xa+1 = aXn (1 — Xn) (6.29)

Burada asil énemli olan durum X in 0<X<1 oldugu durumdur ve bu da lojistik haritanin bir
boyutlu ¢izimidir(May, 1976).

Av-avcr iligkisi tipindeki 2 boyutlu haritalar matematik¢i Lauwerier(1986) tarafindan su
formda ortaya konmustur.

Xn+1 = aXp (1 = X5~ Yn)
(6.30)

Yo = bXn Yn
Bu formlarda a, 2< a< 4 ve b; 2< b< 4 arasinda degerler almaktadir(Lauwerier, 1986).

En meshur iki boyutlu haritalardan birisi de Mandelbrot tarafindan ortaya konmustur.
Mandelbrot kompleks haritada galigmugtir.

Zoi =2 +C 6.31)
Burada Z=X+Y ve C=p+iq kompleks ifadeleridir. Bu ifadeler yerlerine yazilirsa;

Xosl = Xn2 - Yn2 +p
(6.32)

Ynt1=2Xp Yn +q

denklemleri elde edilir. Burada p ve q iki gergel kontrol parametresidir. Mandelbrot haritasi
iki boyutlu fraktal yapilan iliistiire etmektedir(Mandelbrot, 1967).
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6.4.2 Lojistik Harita

20. yiizyilda matematik agirlikli diistinen biyologlar ekoloji adinda yeni bir bilim dali
olusturdular. Bu bilim dali gergek hayat1 giiriilti ve renk unsurlarindan ayiklayarak
populasyonlara dinamik sistemler muamelesi yapmstir. Cevre bilimciler hayatin inis ve
¢ikiglarim tantmlamak i¢in, matematiksel fizigin temel araglarim kullandilar. Gidanin siurh
oldugu bir yerde gogalan, hayatta kalabilmek igin birbirleriyle miicadele eden bir gok canlt
tiiriinii, bir gok populasyonu etkisi altina alan salgin hastaliklar1 labaratuvarda olmasa bile
zihinlerinde canlandirma imkanlar1 vardi. Populasyonlar biyolojisinde uygulanan denklemler

fizikgilerin bagvurduklart modellerin basit ve ilkel benzerleriydi.

Populasyonlar biyolojisi hayatin tarihi, avcl hayvanlarin avlariyla nasil etkilesim sagladigi, bir
{ilkenin niifus yogunlugundaki degisikligin bir hastahgmn yayilmasini nasil etkiledigi gibi
konularda epeyce bilgi sahibi olmustur. Belirli bir matematiksel modelin g¢aligtiriimas:
sirasinda biiytime, dengeye kavusma ya da yok olma gibi sonuglar ¢ikarsa gevre bilimciler
buna bakarak, ger¢ek hayattaki populasyonlarin veya salgin hastaliklarm hangi durumlarda
aym seyleri yapabilecegi hakkinda bazi sonuglara varabilir(Gleick, 1995).

Cok kompleks davraniglar1 gosteren basit bir model matematiksel biyolog Robert May
tarafindan ortaya konmugtur. Bu nonlineer harita su formda verilmistir(May, 1976).

Xne1 = a%a (1 — Xn) (6.33)

Burada a; 0g ag 4 degerlerini alabilir. a nin degisen degerlerine X in de 0 ile 1 arasinda

degisen degerleri kargilik gelir. Ornegin; a=6 iken X=0,25 olur. Bu da,
X1=6.0,25.(1-0,25)=1,125>1

degerini verir. (6.33) denklemindeki “a” parametresi yliksek veya diisiik tutulabilecek bir artig
hizimt temsil etmektedir. Bu denklemdeki (1-X,) ifadesi, artisgtn smrh kalmasim
saglamaktadir. Ciinkii X, arttik¢a (1-X,) diiser.

1950 1i yillara kadar, gevre bilimcilerden bir gogu lojistik fark denklemi adiyla bilinen bu 6zel
denklemin degisik sekillerini aragtirdilar ve g¢evre bilimciler artis hizm gosteren “a”
parametresinin - modelin $nemli §zelliklerinden birini  olusturdugunu anladilar. Bu
denklemlerin kaynagim teskil eden fiziksel sistemlerde, bu parametre 1s1 miktarima veya

stirtiinme miktarina ya da ortakhig1 kangtiran bagka bir nicelik miktarma karsilik geliyordu.
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Kisacasi nonlineerlik miktarina. May, bu nonlineer parametre i¢in degisik degerler tanimlayip
problemi ¢ozmeye c¢alisirken, sistemin karakterini tamamen degistirebilecegini kesfetti.
Parametrenin degerini yiikseltmek demek nonlineerlik derecesini yiikseltmek anlamina
geliyordu. Bu islemde sadece niifusun nihai dengesini degil, niifusun bir dengeye kavusup

kavusamayacagim belirliyordu.

Parametre kiigiik bir degerde iken May’in basit bir modeli diizenli bir halde karar kilryordu.
Parametrenin degeri yiikseldiginde diizenli hal bozuluyor ve niifus iki almagik deger arasinda
salinmaya bagliyordu. Parametrenin deBeri ¢ok yiiksek ise sistemin davrams bigimi

Ongoriilemez bir hale déniistiyordu(Gleick, 1995).

Asagidaki grafikler niimerik noktalar arasinda gizgilerle baglanti saglanarak ¢izilmistir. a nin
3,83 ¢ kadar olan gesitli degerleri igin lojistik haritalar ortaya gikartilmigtir. Sekil (6.15)
X¢=0,2 olmak iizere a=2,8; a=3,3 ve a=3,8 degerleri alinarak ti¢ grafige ayrlmigtir.
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Sekil 6.11 X, =0,2 i¢in X, degerlerinin lojistik haritadaki ¢6ziimleri

Sekil 6.11a *da gegici aralikta kiiciik bir titresim sonucunda X, sabit bir degere ulagmigtir. Bu
deger 0,642857... dir. Aym zaman araliklarinda aym X, okundugu i¢in ¢6ziim 1 periyotludur.
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Sekil 6.11 b’de titregimlerin X, in 0,479427 ile 0,823603... degerleri arasinda ortaya giktiia
tespit edilmigtir. Belli zaman arahklarmda iki defer arasinda tekrarlar oldugu gdzlendiginden
iki periyotlu bir ¢6ziim vardir.

Son olarak gekil 6.11 c’nin kaotik bir ¢bziimii oldufu goézlenmektedir. Ciinkii zamania
farkedilebilir belli bir sablon ortaya gikmarhaktadur.

Landl
s

*

wu
N
N
(&,
W

0.4¢

] ’/‘-”—F’d
0.5¢ \‘—w‘_h__ 20 1
.
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Sekil 6.12 Lojistik model i¢in catallanma diyagramlan
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Robert May, Feigenbaum ve bazi bilimadamlar: birbirinden farkli dogurganlik oranlarmna
sahip populasyonlarin davrams bigimlerini gostermek lizere ayn ayn grafikler kullanmak
yerine, biitiin bilgileri tek bir resimde toplayabilmek icin bir “catallanma grafigi”
kullanmislardur.

Yukanidaki grafiklerde, bir parametredeki degisikliklerin bu basit sistemin nihai davrams
bi¢imini nasil degistirebilecegini gbstermektedir. Parametrenin degerleri soldan saga dogru
gosterilmigtir; nihani niifus dikey eksende isaretlenmistir. Parametrenin degerini yiikseltmek
sistemi daha zor hale getirmek, nonlineerligi artirmak anlamina gelmektedir.

Parametrenin diigiik oldugu yerlerde yani grafigin solunda popiilasyon yok olmaktadir.
Parametre vyilkselise gectifinde popiilasyonun dengesi de daha yiiksek bir diizeyde
olusmaktadir. Ondan sonra parametre daha da arttik¢a, denge ikiye boliinmekte ve tipki
konveksiyon halindeki bir akiskanin tasidg: 1s1 artirildift zaman ortaya istikrarsizhik gikmasi
durumuna benzemektedir. Béliinmeler yada catalanmalar gittikge hzilanmakta 2,4,8,16 I
periyotlar meydana getirmektedir. Yani k=1,2,... olmak lizere 2% 1 periyotlar olugturmaktadir.
Ik sekiz catallanma noktasi ay swrasiyla; a;=3, a,=3,449490, a;=3,544090, a,=3,564407,
a5s=3,568759, as=3,568759, a;=3,569891, a3=3,569934 tiir. Bu zincii' ayni noktaya yaklasarak

limit durumu olusturur.

limit a,, = 3, 569946. ..

c
ai =~ —*6—‘:

formiilii ile durumu ifade edilebilir. Burada ¢=2,6327.. ve § yani Feigenbaum sabiti

4,669201609... dur(Bliimel ve Reinhardt, 1997). Bu sabit su sekilde elde edilmistir.

Im — a1}

o=
koo Blcy] — Bk (6.34)

a, ile 4 arasindaki bolgede kiigiikk kaos pencereleri olugur ve bunun arkasindan periyotlarn
ikiye katlanmasi olay1 tekrar baglar: 6,12,24... ilk pencere ii¢lii periyotta a=3,828427 ile
a=3,841499 arasindaki bolgede ortaya ¢ikar. Bu yapinin sonsuz bir derinligi vardur.
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Sekil 6.13 Kaos icerisindeki diizen pencereleri

Geometrik Betimleme
Geometrik resimler a deferinde ortaya ¢ikan artigin takip edilerek lojistik haritaya

6.4.2

yansitilmasi ile ortaya ¢ikar. y=f(x)=aX(1-X) parabolii i¢in ¢izim yapilir ve esitligin sag

tarafindaki a=2,8 olarak alinirsa agagidaki sekil ortaya ¢ikar.

0.8-_

06

i¢in lojistik esitligin geometrik tasviri

Xo=0,2 degerleri

.
3

8

3

a=2

14

Sekil 6
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Parabolii gizildikten sonra yatayla 45° lik bir ag1 yapacak sekilde bir dogru ¢izilsin. Daha
sonra X, m degeri 0 ile 1 arasinda bir deger 6rnegin 0,2 secilsin. (6.33) deki X, degerini
yerine yazilsin, Daha sonra ise X;=f (X,) te lojistik haritaya yeni degerler girilsin. X,=f (X;)=f
(f(Xo) )= P(X,). Aym prosediirii tekrar edilerek sonugta yukarida goriildiigii gibi parabol
ile dogrunun kesistigi noktaya yani dengeye ya da sabit bir noktaya ulagilacaktir. Bu sabit
nokta; Xn+1=Xp,=X de bir periyodu olarak ortaya gikaracaktir(Enns ve McGuire, 1997).

Burada sabit nokta sekil 6.11a ’da ortaya konmus olan X;=0,642857...dir. Sekil 6.14 bu
sekilde 20 tekrardan sonra olusturulmugtur.

a=3,3 degerine uygun olan geometrik ¢izim sekil 6.15 ile verilmistir, Bu geometrik resimde
yoriinge bir dikdértgen seklinde tuzaklanmistir. Bu durum da siirekli iki deger arasinda gidip
gelen bir degisim s6z konusudur. Bundan dolayr sabit noktalar iki periyotlu olarak
adlandirilmaktadir. Dogru ile paraboliin tek bir nokta da kesismedekileri goriilmektedir.
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Sekil 6.15 X,=0,2 ve a=3,3 degerleri igin geometrik ¢izim

Son olarak a=3,8 degeri i¢in kaotik durumun haritas: incelendiginde buradaki y6riingelerin
asla diizene girmedikleri ve devamli olarak paraboliin farkli noktalan ile kesigtikleri

gbzlenecektir.



74

0.8-: ,
/

o6]
J

/
ool /
] ,f’f
2] /

.
."
“0
)”.
c"
p
.
.
'
R"
»°‘
..4'
.
4 1,‘ &
{ s
\’A
‘!‘ .’c
o
1.
T v ]

Sekil 6.16 X,=0,2 ve a=3,8 degerleri igin geometrik resim

Boylece Robert May’in hayvan gruplarinda, bu yilin popiilasyonu ile gelecek yilin
popiilasyonu arasindaki iligkiyi ortaya koyan basit bir fonksiyonu grafik haline getirilerek,
girdileri yatay eksende, giktilar1 da dikey eksende isaretlenmis oldu. Burada muhtemel her
girdi(x) i¢in, sadece bir tek ¢ikti(y) vardir ve bunlar yukarida oldugu gibi kalin bir ¢izgi ile

gosterilen sekiller meydana getirmiglerdir.

Burada davramg bicimi hassas olarak paraboliin egimine -nonlineerlik derecesine- ya da
Robert May’in tanimiyla “patlama ve agtr1 niifus”a bagliydi. Fonksiyon ¢ok yatiksa niifus yok
oluyordu: Baslangigtaki niifus ne kadar olursa olsun sonunda sifira diistiyordu. Egimi
artirmakla klasik bir ¢evrecinin 6ngérdiigii kararh denge gerceklesiyordu. Biitiin giizergahlan
kendine dogru geken bu nokta tek boyutlu bir gekici idi.

Belirli bir noktamin &tesinde, bir cgatallanma iki periyodunda salinan bir niifus vermistir.
Bundan sonra daha ¢ok periyot ikiye katlanmig ve sonunda sekil 6.16°da oldugu gibi giizergah
kararli duruma gegmeyi tamamen reddetmistir,
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7. LYAPUNOV USTELI

Rus matematikgi Aleksandr Mikhailovich Lyapunov’un adiyla amlan Lyapunov iisteli,
dinamik bir sistemin gelisim siirecini tasvir eder(Williams, 1997). Faz vzaymdaki komsu iki
yoriingenin birbirine yaklagmasi ya da uzaklagmasi durumuna gére; negatif, sifir ya da pozitif
degerler alir. Negatif degerin anlam iki yoriingenin birbirini ¢ekercesine yaklagmadisir.
Pozitif iistiin anlamu ise yoriingelerin birbirinden uzaklagmasi ve kaotik durumun
g6zlenmesidir. Yani, pozitif Lyapunov iisteli kaosun ¢ok Onemli bir gostergesidir(Gleick,
1995). Pozitif Lyapunov iisteli baglangi¢ durumlarina hassas baglilifin l¢timiinii bitisik iki

noktanin ayrilma siiresine gore yapar.

Sekil 7.1 Baglangig noktalar birbirine gok yakin iki yoriingenin lojistik esitlik(parabol) ve
tahmini degisimi(Bu grafikte ySriingeler zamanla birbirinden uzaklagmaktadir).

Lyapunov tistelinin en basit sekildeki tarifi ve 6zelliklerinin agiklanmasi bir boyutlu harita ile
miimkiin olabilmektedir. Yukarida ki gibi bir boyutlu harita igin,

Xns1 = (Xn) (7.1)

esitligini yazilabilir.X, ve Y,, faz diizleminde birbirine yakin iki baslangi¢ noktasmi, n de
buradaki iterasyon(tekrar) sayisim ifade etmektedir.
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X, = ™ (Xo)
(7.2)

Yn = f(n) (YO)

Bir atrakioriin(gekerin) cesitli bélgelerindeki biitiin  egimleri uygun tek bir degerde
gosterilebilir. Bu ortalama degerde “Lyapunov Usteli” olarak adlandinilir. Bunun iginde
oncelikle temel iistel esitlik ifade edilmelidir(Williams, 1997).

| Xa—Yal= | Xo~Yo| ™

6a =o' (73)
Bu eyitlik de;

O _ an

00 (7.4)

formunda yazilabilir. Bu denklemde yer alan 8, sembolii iki nokta arasindaki baslangig
anmdaki boslugu gostermektedir. Bu denklemin sol tarafinda ifade edilen oran, n.tekrar
sonucunda baglangigtaki boglugun genislediginin mi yoksa daraldifimn mi anlagilmasim

saglar.
4 f(x)

/_\/_\/

Iki  nokta  arasmdaki

(%ot80)1 ortalama egim

) =ordinat arah@y apsis araligh

X1 /\m
do
[
Xo Xot+0o x>

Sekil 7.2 iki komgu yoriinge arasindaki boglugun tahmini degisimini ifade eden bir boyutlu
harita
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Yukanidaki sekilde referans ySriingesi X, noktasinda baglar. Komsu y6riinge baslangi¢ aninda
bu noktadan &pkadar uzak bir noktadan baslamaktadir. Yani komsu yoriingenin baslangig
degeri Yg, Xot 8¢ a esit olmaktadir.

Sonraki tekrardaki degerler ordinat iizerinde gosterilmigtir. Burada referans yoriingesinin
degeri X, bosluk degeri 8; ve komsu yériingenin degeri de (Xot+ 8¢); olmaktadir. Ayrilma
araligindaki bu degisimi iki nokta arasindaki ortalama egim vermektedir. Dogadaki bir
degisiklik ifade edilecegi zaman “x’in bir fonksiyonudur” denir ve f(x) olarak yazilir. Iste
buradaki &;/8poram da f(x) teki degisimi verir. Grafikten de anlasilabilecegi gibi,
81/ 8, ordinat araligimin apsis aralifma boliinmesi ile elde edilir. Diger bir deyisle bu oran,

ard arda gelen iki noktay1 birbirine baglayan dogru ya da egrinin ortalama egimidir.

Matematikciler n.tekrarda x’in herhangi bir fonksiyonunu f "(x) olarak ifade etmiglerdir.
Simdi baglangi¢ aralign 8y’1 kiigiiltiilerek sifira yakin bir degere indirgensin. Bunun anlami
sekil 7.2 deki iki baglangi¢ noktasinin birbirlerine yaklagmasidir. Bu durumda degisim
oranmmin hesaplanabilmesi i¢in tiirev alma yoluna gidilir. df veya df "(x) ifadesi ard arda gelen

iki tekrar arasindaki son derece kiigiik farki igerir.

df" (%) — fn ordinatarahgl__ fin On

degisimoram = = - = = —
g dx 50 apsisaralili -0 o (7.5)

Baslangi¢ noktast Xy’ 1n ilk tekrar sonucu degisim oran: su sekilde hesaplanabilir.

Xo daki degisim = oy (Xo)
o0 (7.6)

Bir sonraki tekrarda, X; degeri, Xy 1n, 8; ise &g aralifinn yerini alir ve yeni olusan &, aralif
da eski eski 8, aralifimin yerine geger. Aymt model bu sekilde devam ettirilir.

& .
X; dekidegisim= —= = f (Xi)
o1 (7.7)

Artik ard arda gelen bu tekrarlar i¢in zincir kurali uygulanabilir.

d , d
— (Xg) = f K1) — 1
& 0 =1 o) 3 7 Xo) (7.8)
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Ornegin ard arda gelen dort tekrar igin bu kural uygulanacak olursa (7.8) esitliginin n= 4, n=3,
n=2 ve n=1 degerleri i¢in dort kez yazilmasi gerekir. Ne var ki, n=1 terimi n=2 i¢in yazilan
ifadenin bir boliimiinii olusturacadi i¢in ayrica yazilmasina gerek yoktur. Bu islemler

yapildiinda,

d o e g ' .
+ 110 =f Xa)f )£ (Xi)f (Xo) = £ (X lringarpn 79

sonucunu elde edilecektir. Kolaylikla anlagilabilecegi gibi X; ardarda gelen tekrar degerlerini
sembolize etmektedir. i ise 0 dan (n-1) e kadar olan ardisik dizidir.

63 62 61 S0 o (7.10)

dx 80 (7.11)

(7.9) ve (7.11) denklemlerinden,

On ¢ .
P f (X;) lerin garpmm 7.12)

oldugunu s6ylenebilir. B6liimiin baginda ele alinmis olan (7.3) denklemi tekrar g6z Oniine
alinarak bu denklemdeki iistel A ifadesi tek bagina birakilsin.

log. (—g—g) = Anlogf

On

loge (6—()) =2An

Buradan da A ¢ekilerek agagidaki denklem elde edilir.

(7.13)
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§ larmn her ikisi de aym birimde olduklar igin dn/ 8¢ orani birimsizdir. Dolayisiyla bu oranin
logaritmast alindiginda da herhangi bir birim s6z konusu olmayacaktir. Tekrarlar genellikle
zamanla ifade edilirler. Bu ylizden, A’ nin boyutu 1/zaman(1/saniye,1/sene vb.) olacaktir.
(7.13) denklemi (7.3) denkleminin logaritmik halidir. Bu denklemdeki &, / & ifadesi yerine
(7.12) denklemindeki karsihig1 olan £(X;) degerlerinin ¢arpimu yazilabilir.

1 ; , , .
A= = In[f (x3).f (x2).f (x1).f (x0)]

1 )
== [nf (x3) +Inf (x2) +Inf (x1) + Inf (x0)]

n-1
A= %Zh’lf(xi)

i=0

Her ne kadar bosluklar pozitif veye negatif deger alsalarda, bunlarin logaritmalarinin negatif
bir deger almasi miimkiin olmamaktadir. Bu yiizden (7.13) esitligi su sekilde yazilabilir.

n-1
= —11; D i f )

i=0

(7.14)

Buradaki logaritmik ifade sayesinde sadece bir noktanin egimi degil biitiin egimlerin bir
ortalama degeri alinms olur. Son olarak (7.14) denklemine limit terimi eklenerek bu

denklemin daha genis kapsaml bir gekil almas: saglanabilir.

ln—l
A=fm — ) I

n: .
oo N =0

f (xol

(7.15)
Bu esitlik Lyapunov iistelinin logaritmik bir ifade oldufunu gostermektedir.Bir sistemin
tamam hassas degilse kaotik olmayan bir rejim s6z konusudur ve iki komsu yoriinge
birlesmektedir. Bunun tam tersi s6z konusu oldugunda yani sistem baglangi¢ kosullarina
hassas bir sekilde bagh ise kaotik bir rejim s6z konusudur. Bu durumda iki komsu yoriinge
hizl1 bir sekilde birbirinden uzaklagir(Cambel, 1993).

Sonu¢ olarak denilebilir ki; Lyapunov iisteli sistemin hassashfmi &lger. A>0 oldugu

durumlarda kaos, A< 0 oldugu durumlarda ise periyodik davranislar gbézlenir.
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Asagidaki grafikte a parametresine gére Lyapunov iistelinin nasil degisiklik gosterdigi ifade
edilmigtir.

ly{a)

-

Sekil 7.3 X,=0,2 baslangic degeri i¢in a parametresine gore Lyapunov iistelinin degisim
grafigi
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8. SONUCLAR VE TARTISMA

Bu tezde dogrusal olmayan bazi sistemleri inceledim. Dogrusal olmayan olaylarm
incelenmesi igin genel bir yontem yoktur. Bu tiir olaylari temsil eden denklemler, analatik
olarak, topolojik olarak ve niimerik olarak incelenebilir. Analitik olarak ancak baz &zel
durumlar1 temsil eden kismi(pargalr) denklemlerin ¢6ziimleri bulunabilir. Topolojik
incelemede ise sistemin faz uzayr olusturulur ve bu faz uzayinda sitemin davrams: incelenir.
Faz uzayr kavrami dogrusal olmayan olaylarin incelenmesi igin merkezi bir 6nem tagir.
Niimerik teknikler ise giintimiizde gittikce yayginlasan ve geligen bir yontemdir. Sistemi
temsil eden denklemler degisik niimerik analiz yontemleri ile belli smir degerleri kosullari

altinda incelenebilir.

Bu tezde lineer olmayan sistemlere bazi 6rekler vererek bu olaylar1 temsil eden denklemler
ifade edildi. Bu denklemlerin faz uzaylarindaki basit tekil noktalar incelendi ve siiflandirildi.

Dogrusal olmayan denklemlerin ¢oziimleri yapildiginda karsiomza boyut problemi
¢ikmaktadir. Ciinkii bir ¢ok durumda gz Oniine alinan boyut, klasik tamsayili boyuttan
farklidir. Bu nedenle tezde boyut kavramu ve fraktal boyut detayh olarak incelendi.

Karmasa probleminin matematiksel olarak modellenmesinin nasil olacag tartigilan bir
konudur. Bu problemin genel olarak dogrusal olmayan denklemleri igerdigi s6ylenebilir. Bu
denklemler ise bazi durumda kaotik davramgalr gosterirler. Bazi bilim adamlan kaos
teorisinin karmasa probleminin incelenmesi igni bir paradigma(yontemler ve teoriler
biitiinliigi) olusturacagum sdylemektedir. Bu nedenle bu tezde dogrusal olmayan olaylarin ne

zaman kaotik davrandid1 ve kaos teorisinin temelleri incelendi.

Kaotik davranan sistemlere 6mek olarak, zorlamali soniimlii bir basit sarka¢ alindi1 ve bu
ornek dtayli olarak incelendi. Sisteme ait denklemler verilen parametrelerle beraber Maple 8

programu yardimu ile ¢oziilerek sonuglar sekiller ile birlikte ortaya kondu.

Ele ahnan diger iki 6rnek ise kaos teorisinin klasik 6rneBi olan Lorenz gekeri ve Rossler
cekeri idi. Her iki ¢ekeri ait denklemler yeniden ¢oziilerek sekilleri 6.9 ve 6.10 ile ifade edildi.

Kaotik davranan dogrusal olmayan olaylara bagka bir 6rnek ise rekabet denklemleridir. Bu
denklemlerin ¢oziimleri dogrusal olmayan haritalar veya lojistik haritalarla ifade edilir. bu
haritalarin incelenmesi oldukga basit olmasma ragmen, bir ¢ok olayda karsimiza ¢ikmaktadir.
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Tezde bu konu da aynntili olarak incelenmis ve sonuglar 6.14, 6.15 ve 6.16 numarah
grafiklerle ortaya konmustur, Bu garfiklerde denkelemlerin hangi parametreler igin dogrusal
hangi parametreler i¢in kaotik oldugu kolayca goriilmektedir.

Son olarak tezde bir sistemin kaotik olup olmadigmin anlagilmasimu saglayan Lyapunov Usteli
kavrami {izerinde durulmustur.
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