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OZET

Bu calismada lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin (1+1) boyutta
coziilebilirlifi incelenmektedir. Bu denklemlerin ¢oziilebilirligini géstermek icin gesitli
yontemler vardir. Bu ydntemler KdV (Korteweg-de Vries), mKdV (modified Korteweg
de Vries), lineer olmayan Schrodinger denklemi ve Sine-Gordon denkleminde gosteriimistir.
Abelian ayar teorileri ve abelian olmayan ayar teorileri incelenerek Yang-Mills ayar
teorisinin Self-dualite sarti ile (1+1) boyutta tamamen ¢0zillebilirlik arasindaki iliski ortaya
konulmustur. Self-dual Yang-Mills (SDYM) denklemlerinin iki lineer denklemin
¢oziilebilirlik sartindan elde edilebilecegi gosterilmistir. SDYM denklemlerinde simetri
yardimi ile boyut indirgemesi vapilarak AKNS denklemlerine benzer denklemler elde
edilmisti. Omek olarak KdV ve lineer olmayan Schrddinger denklemleri SDYM
denklemlerinden elde edilmistir.
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ABSTRACT

In this work the integrability of non-linear partial differential equations are studied in (1+1)
dimension. There are various methods to show the integrability of the non-linear partial
differantial equations. These methods are investigated for integrability of KdV (Korteweg
de Vries), mKdV (modified Korteweg-de Vries). nonlineer Schrodinger equation and
Sine-Gordon equations. An introduction to abelian and non-abelian gauge theories is given.
There exists a relationship between slf-duality condition of Yang-Mills gauge theory and the
integrability condition in (1+1)-dimension. Shown that self-dual Yang-Mills (SDYM)
equations can be derived from the integrability condition of two lineer equations. AKNS type
equations equations are induced by making dimensional reduction in SDYM equations. KdV
and nonlinear Schrodinger equations are obtained from SDYM equations as an example.



1. GIRIS

Dogadaki bircok olayin anlasilmasi igin yapilan modeller lineer olmayan diferansiyel
denklemler igermektedir. Bu nedenle denklemlerin ¢6ztimlerinin olup olmamasi hem fizik,
hem de matematik agisindan olduk¢a 6nem kazanmaktadir (Das, 1989). Kismi olmayan
diferansiyel denklemlerin tam olarak ¢oziilebilirliginin gosterilmesi igin gesitli yontemler
vardir. Bu ybntemlerden bazilari sistemin sonsuz tane korunan bilylikliige sahip olmasi. bi-
Hamiltonian yapiva sahip olmas: (Olver, 1986), Lax ciftinin olmasi (Lax , 1968). AKNS
metodu (Ablowitz vd., 1973) ve soliton bag fonksiyonu i¢in diiz uzay (Das, 1989) sartinin
saglamasi olarak siralanabilir. Denklemin bu ydntemlerden birini veya bir kagini saglamasi

denklemin tamamen ¢dziilebilir denklem oldugunu gosterir.

Literatiirde ¢ok iyi bilinen ve (1+1) boyutta tamamen ¢&ziilebilir lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemlerden bazilari KdV (Korteweg-de Vries), mKdV (modified Korteweg-
de Vries), lineer olmayan Schrddinger denklemi ve Sine-Gordon denklemleridir. Bu

denklemler yukarda belirtilen yontemlerin hepsini veya bir kag tanesini saglamaktadir.

Son yillarda ayar teorileri biltiin temel etkilesmelerin taniminda basanli bir sekilde
kullamlmaktadir. Bu teorilerin ortak 6zelligi kiitleli alanlarda lokal faz doniisiimleri altinda
aksiyonun invaryant olmasidir. Ayar doniisiimleri kullanilarak bir fonksiyonun iki farkh
noktadaki degerleri karsilagtirilarak fonksiyondaki degisim belirlenir. Fakat bu kiigik
degisim, koordinat uzaymdan farkli olarak, bir kovaryant tiirev tamimlayarak ifade
edilmektedir. Bu tanimda ayar bozonu olarak adlandirilan bir vektdr alam kullanilmaktadir.
Temel etkilegmeler igin farkli modeller vardir: 6rnegin elektromanyetizmada (U(1)), kuantum
chromodinamikte ( renk SU(3)), elektro-zayif etkilesmelerde (SU(2)®U(1)) modelleri 6n
plana ¢ikmaktadir. Ayar grubu bir abelian olmayan grup oldugunda, Yang-Mills ayar teorisi
elde edilir (Yang ve Mills, 1954; Mason ve Woodhouse, 1996).

Fizikgilerin oldugu kadar matematikgilerin de ilgi gdsterdigi self-dual Yang-Mills denklemleri
(SDYM) farkli alanlarda kullanimi vardir. SDYM denklemleri kuantum teorilerinin
¢oziimlerinin elde edilmesinde 6nemli rol oynamaktadir. Son yillarda SDYM denklemleri ile
iki boyutlu tamamen ¢oziilebilir sistemler arasinda bir iligki oldugu ortaya ¢ikmustir. Hatta iki
boyutiaki tamamen ¢oziilebilir sistemlerin SDYM denklemlerinden elde dilebilecegi
6ngoriilmektedir (Ward, 1985).



Bu ¢alismada SDYM denklemleri ile tamamen ¢oziilebilir sistemlerin arasindaki iliski ortaya
konulmustur. Elde edilen denklemlerin irdelenmesi sonucunda iki boyutlu bazi lineer

olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziilebilirligi bu formalisim ¢ergevesinde gosterilmistir.

1. Bo6limde g¢aligmanin igerii ve amaci anlatilmistir. 2. B6limde tamamen ¢dziilebilir
sistemler incelenmis ve ¢oziilebilirligi test etmek icin kullamilan Lax g¢ifti formalizmi ve
AKNS denklem sistemleri incelenmistir. 3. Boliimde abelian ayar teorileri ve Maxwell teorisi
incelenmis, ardindan abelian olmayan ayar teorileri ve Yang-Mills ayar teorisinde self dualite
sartlar1 incelenmistir. SDYM denklemlerinin iki lineer denklemin ¢oziilebilirlik sartindan elde
edilebilecegi gosterilmistir. Lineer denklem sisteminin ¢oziilebilirlik sartindan elde edilen
denklemlerde simetri yardim: ile indirgeme yapilarak AKNS denklemlerine benzer
denklemler elde edilmigtir. Bu denklemler, degiskenlerin alabilecegi degerlere gore
simflandirilarak farkli ¢oziilebilir sistemler elde edilmistir. Orek olarak KdV ve lineer
olmayan Schrédinger denklemlerinin tamamen ¢oziilebilirligi bulunan denklem sistemleri

yardimt ile gésterilmisgtir.



2. TAMAMEN COZULEBILIR SISTEMLER

2.1 Lax Metodu

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerle modellenmis sistemlerin tamamen
¢ozllebilirliginin test edilmesi 6nemlidir. Bu konuda gesitli metotlar gelistirilmistir. Bu
metotlardan biri de Lax genellestirmesidir. Lax genellestirmesinde bir lineer olmayan kismi
diferansiyel denklem iki lineer operatdriin birlesimi olarak yazilabilirse denklem tamamen
¢Oziilebilir demektir, diger bir ifadeyle verilen bir lineer olmayan denklemde &zdegerleri
lineer olmayan degisim altinda sabit kalan lineer operattrleri bulmaktir (Das, 1989). Spektral
parametrelerin operatdrii L ve dalga fonksiyonlarinin zaman iginde degisimini ifade eden

operatdr M olsun. L ve M denklemleri 6zdeger ve zaman evrimi denklemi seklinde sirasiyla
Lv=Av (2.1a)
v, =Mv (2.1b)

olarak tanimlanir, burada A bir sabittir. Simdi verilen (2.1) denklemlerinden yararlanarak

Lax denklemini elde edelim. (2.1a) denklemi t ¢ ye gore kismi tiirevi alinirsa
Lv+Lv,=AVv+Av,

halini alir ve denklem (2.1b) kullanilarak

Lv+LMv=A v+AMv=A v+MAiv=2%v+MLv

ve bu denklem diizenlenerek

[L,+(M-ML)]lv=A,v

elde edilir. Bulunan denklemdeki v(x,t) dalga fonksiyonlarini ¢ozmek igin A, =0 segilirse
L, +[L,M]=0 (2.2)
denklemi elde edilir ve burada

[L,M]=LM-ML



olarak tanimlanan komutasyon bagintisidir. (2.2) denklemine Lax denklemi denir. Uygun
segilen L ve M operatorleri igin (2.2) denkleminden lineer olmayan degisim denklemleri elde

edilir. Ornegin. L ve M operatérleri

2

L —_ E +u (2.33)
ve o bir sabit olmak {izere

0
M=(u+ux)—(4k+2u)?& (2.3b)

olarak secelim (Ablowitz ve Clarkson, 1991). (2.2) denkleminde L ve M degerleri verine

yazalim ve denklemdeki bilesenleri tek tek hesaplayalim, ilk terim
Ly=uwy (2.4a)
ikinci terim

2

LMy =(§x3 +uJ{(ocJrux)\p-(47nuzu)\px }

ve bu ifade de diizenleme yapilarak

LMy = (a+u )y, —4u, v, —@r+2u)y . -(@r+2u)uy, +
(2.4b)
(c+u Juy+u, v

elde edilir. Denklemin son terimi
3]
MLy = { (c+u, )-(4r+ 2u)—a-x—}(\|/xx +uy)

ve diizenleme yapilarak
MLy = (o +u )y, —-(47‘»+2u)\.|/,mx —(4r+2u)u, y+ (c+u, Juy—(4r+ 2u)uy,  (2.4c)
elde edilir. Bulunan degerler (2.2) denkleminde yerine konup, diizenlenirse

L oy+ {L,M]\V =u, Y+U,,Y—4u, v, +(47»+2u)ux y=0 (2.4d)
bulunan esitligi bilinen bir lineer olmayan denklem formuna doniistirmek igin (2.4a)

denklemi ile verilen



Y, tuy=2Ay (2.5)

Schrodinger sagilma denkleminden yararlanilir. (2.4d) denklemde Schrodinger sagilma

denklemi kullanilarak

4u, v, =4u,(cuy+dy)

elde edilir. Bu ifade (2.4d) denkleminde yerine konularak

L, \u+[L,M]\p =u y+u, w-4u, (—u\41+7»\u)+(47t+2u)ux v=0

bulunur. Buradan

u, +6uu +u, =0 (2.6)
KdV denklemi elde edilir.

Bu konuyla ilgili olarak Zakarov ve Shabat tarafindan lineer olmayan Schrodinger

denklemi ile Lax ¢ifti arasinda bir iligki bulunmustur. Eger L ve M operatorleri

l *
L=i ko0 _6_+ 0 u (2.7a)
0 1-k)ox \u O
uu * A
1 0)3? - X
M:ik( )a,+ +k o (2.7b)
0 1)8x° B iuu
1=k

seklinde matris formunda segilerek (Ablowitz ve Clarkson, 1991) (2.2) denkleminde yerine

yazilirsa ilk terim

0 *
Ll\u=[ * )w (2.8a)
u, 0

ve diger terim
LM K 1+k O N uu * il+kju * . 0 iku*
Y0 -k T lhigokn,  —wer )Y Tl 0 Y

s i(1—k?)u,, *-+iuu **
x 1-k
_i(l-kMu, +iutu*
1+k

. (2.8b)

— %*
u,u




olarak bulunur. Son terim de

1+ O uu* iQ+ku * 0 ihku*
MLy =—-k - *
v [ 0 l—k}”““ (—i(l—k)u_‘ — jw“-'-(iku 0 j"”

ik(l+ k) * —iuu *

uu *
n ' ] 1+k v
kQ0-ku, +iuu* *
—u.u

\ 1-k | ) (2.8¢)

bulunur. Bilesenler (2.2) denkleminde yerine yazilarak ve x = —— alinarak
0 u, *+iu  *-+ikuu *
L‘w+[L,M]\v=( . e ' w o j=0 (2.8d)
u, —iu,, —ixku-u* 0

esitliginden lineer olmayan Schrédinger denklemi
u, —iu —iku'u*=0 (2.9a)
u, *+u, *+ikuu*? =0 (2.9b)

elde edilir. Burada * operasyonu kompleks eslenigi gostermektedir. Bdylece (2.7)

denkleminde verilen L ve M operattrierinin (2.2) Lax denklemini sagladig goriiliir.

Orneklerde goriildiigl gibi KdV ve lineer olmayan Schrodinger denklemleri (2.2)
denkleminde verilen iki lineer operatoriin tamamen ¢oziilebilirlik sarti olarak ortaya
¢ikmaktadir. Eger bir lineer olmayan kismi diferansiyel denklem L ve M gibi iki operatdriin
yardimiyla yukardaki sekilde elde edilebiliyorsa, (2.2) denklemine kismi diferansiyel

denklemin Lax temsili denir ve L ve M operatorleri Lax gifti olarak adlandirilir.

2.2 AKNNS Denklemi

Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur (AKNS) (Ablowitz vd. 1973), lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin tamamen g¢oziilebilirligini test etmek igin yeni bir denklem takimi
olusturdular. Bu yontem ile lineer olmayan degisim denklemlerinin bilyitk bir kismi igin
baslangic deger problemi ¢ozillebilmektedir. $Simdi AKNS denklem takimini inceleyelim. Ik

olarak



v, =Xv (2.10a)

v, =Tv (2.10b)

seklinde iki lineer denklem distinelim. Buradav, n boyutlu vektérdiir ve X ve T, nxn
boyutunda matrislerdir. (2.10) denklemlerini ¢6zmek igin denklemleri sirayla t ve x ‘e gore

kismi tiirevlerini alalim

Ve =X v+Xv, =X v+XTv
ve

Vo =T,v+Tv =T v+TXv

elde edilir. Tam ¢o6ziilebilirlik sarti

kullanilarak

X v+XTv=T,v+TXv

elde edilir. Bu denklem diizenlenerek

X, -T, +[X,T]=0 2.11)
iliskisi bulunur. Bulunan (2.11) denklemi (2.2) Lax denklemine benzemektedir.

Bulunan denklemlere rnek olarak 2x2 sagilma problemini ele alalim. Bu probleme ait v,

ve v, degiskenleri
v, =—ikv, +q(x,t)v, (2.12a)
v, =ikv, + (X, )V, (2.12b)

olarak alalim, burada alt indis olarak bulunan «, * ifadesi kismi tiirevi temsil etmektedir. En

genel sekilde v, ve v, degiskenlerinin zamana bagimliligi

v,,=Av, +Bv, (2.13a)



vy, =Cv, +Dv, (2.13b)

olsun. Buradaki A, B, C ve D fonksiyonlart k, q(x.t) ve r(x.t) degerlerinin skaler

fonksiyonlanidir. (2.11) denkleminde bulunan X ve T 2x2 matris formunda

X= —k q o)
= r K (2.14a)

A B
T= 2.14b:
(C Dj (2.14b)

seklinde tanimlansin. Eger (2.13) denkleminin sag tarafinda x ‘e bagh tiirevler varsa (2.12)
denklemi kullanilarak yok edilebilir. Ek olarak r = -1 alindig: takdirde (2.12b) denkleminden

yararlamlarak
V, « =ikv, ~v, =ik(ikv, —=v,)+ikv, —qv,
bulunur. v, ihtiva eden terimler elenerek

vy, +(kP+q)v, =0 (2.1%)

Schrodinger sagilma problemine indirgenir.

Simdiye kadar bahsedilen islem sirasi (2.12) denklemleri kullanilarak (2.13) zaman evrimi

denkleminin bilinen lineer olmayan degisim denklemlerinin bulunmasinda basit bir teknik

saglar. (2.13) ve (2.14) denklemlerinin tamamen ¢oziilebilirlik sarti igin. yani v  =v

N JoN

i=1,2, k 8zdegeri zamandan bagimsizdir olmahdir d%t =0 .

Lineer olmayan denklemleri elde etmemizi saglayacak denklem takimini bulmak i¢in A, B. C

ve D fonksiyonlari tanimlanarak bir set olugturulmalidir. Bunun igin
Vi =KV, +qV,, +q,V,
denklemde v,, ve v, degerleri yerlerine yazilarak

Vi =—ik(Av; +Bv,)+q,v, +q(Cv, + Dv,)

Ve



V)« = (-ikA +qC)v, + (-ikB +q, + gD)v, (2.16.a)
olarak bulunur. Benzer gekilde v, igin

Vig = AV, +Av  + B v, + By,

bulunur ve v, ve v, degerleri denklemde yerine yazilarak

Vig TA vV, + A(-ikv, +qv,)+ B v, + B(ikv, +rv|)

ve

Via =(A, —ikKA+1B)v, + (Aq+ B, +ikB)v,
(2.16b)

bulunur. Elde edilen (2.16a) ve (2.16b) denklemleri karsilastirilarak

A =qC-1B (2.17a)
B, +2ikB=q, ~(A-D)q (2.17b)
denklemleri elde edilir. Benzer sekilde v, i¢in

V, o =1KV,, +1V,, +1,V,

denklemde v,, ve v, degerleri yerlerine yazilarak

V, o =1K(Cv, +Dv,)+r1v, +1(Av, + Bv,)
ve
Vyu =({kC+rA+r)v, + (kD +1B)v, (2.18a)
elde edilir. Benzer sekilde v, ,, i¢in
Vi =C vy +Cv, +D v, +Dv,
olarak bulunur ve v, ve v, degerleri denklemde yerine yazilarak
Voo =C,v, +C(=ikv, +qv,)+ D v, + D(ikv, +1v,)

ve

V,x = (C, —ikC+1D)v, +(qC+D, +ikD)v, (2.18b)
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bulunur. Elde edilen (2.18a) ve (2.18b) denklemleri karsilastirilarak
C, -2ikC=r,+(A-D)r (2.19a)
(-D), =qC-1B (2.19b)

denklemleri elde edilir. (2.17a) ve (2.19b) denklemleri karsilastinidiginda D =-4 oldugu

goriilir. Sonug olarak A, B ve C i¢in

A =qC-1B (2.20a)
B, +2ikB=q, —2Aq (2.20b)
C, —2ikC =1, +2ATr (2.20¢)

denklemleri bulunur. (2.20) denklemlerine AKNS denklemleri denir. (2.20) denklemlerini A,

B ve C i¢in ¢6zelim. A, B ve C ifadelerini k spektral parametre olmak lizere seriye agarak

A=iAjkj B=i3jkj c=icjkj (2.21)

j=0 j=0 =0

seklinde yazalim. (2.21) seri agilimlarini (2.20) denkleminde yerine yazilarak

DAk =q) Ck -1y Bk’ (2.22a)
=0 j=0 =0

> B, ki +2() Bk™ =q,-2q) Ak (2.22b)
j=0 j=0 j=0

>, ki-2iy Ck™ =1, -2r) A K] (2.22¢)
j=0 j=0 =0

elde edilir. Acihmda k parametresinin kuvvet serilerindeki ifadeleri birbirine esitlendiginde

sistemi ¢6zmek i¢in gerekli denklemler elde edilir. A;, B; ve oF j=0,1,2,....,n kullanilarak r

ve q icin iki tane lineer olmayan zaman degisimi denklemleri elde edilir. Bu denklemlere

birkag 6rnek gosterelim.
Ornek 1 : n =2 olmak iizere A, B ve C fonksiyonlari k ‘nin sirali kuvvetleri olarak

A=Ak +AK+A, (2.23a)
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B=B,k’+Bk+B, (2.23b)
C=C,k*+Ck+C, (2.23c)

yazilir. (2.23) denklemleri (2.20) denklemlerinde yerine yazilirsa, en genel halde (2.22)
denklemlerinin n = 2 durumundaki denklem agilimi elde edilir. Elde edilen denklemde k
parametresinin kuvvet serileri esitlenerek istenilen lineer olmayan denklemler elde edebilir.

Kuvvet serisinden elde edilen denklemleri inceleyelim.

k* katsayili terimler icin : B, ve C, igin

elde edilir.

k* katsavili terimler i¢in : A, igin

A, =qC,-qB, =0

denkleminden A, =a elde edilir, burada a integral sabitidir. B, igin
2iB, =-2qA,

denkleminden B, =iaq elde edilir. C, igin

—2iC, = 21A,

denkleminden C, = iar elde edilir.

k katsayili terimler igin : A, igin
A, =9C, ~-9gB,

denkleminde bilinenler yerine yazilarak A, =b bulunur, burada b integral sabitidir ve

islemleri basitlestirmek i¢in b=0 segelim. B, i¢in
B,, +2iB, =0

denkleminden B, = —%aqx bulunur. C, i¢in

C,, —2iC, =0
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denkleminden C, = %arx bulunur.

k° katsayili terimler icin : A, igin

1 o 1
A,, =qC, -gB, =—a(rq, +qr,) = —(—aqr
or =4C, — 4B, =—a(rq, +qr,) = — (- aqr)

denkleminden A, =5arq+c elde edilir, burada c integral sabitidir ve vine islemleri

basitlestirmek i¢cin ¢ = 0 segelim.

Sonug olarak q ve r igin degisim denklemleri

Bo.x =q, ~ quO

denkleminden faydalanilarak

1 2
~anxx =q,-aqr

olarak elde edilir. r igin degisim denklemleri
G,

=r +2rA

X t 0

denkleminden faydalanilarak

1
28 SL 7 ar’q

(2.20b) ve (2.20c) denklemlerinde k

parametresinin sifirinci kuvvetinin yardimi ile bulunur. q i¢in degisim denklemi

(2.24a)

(2.24b)

(2.25a)

(2.25b)

olarak elde edilir. Eger (2.24b) ve (2.25b) denklemlerinde r =+q* ve a =21 yazilirsa

iq, =q,, £2q9°q*

(2.26)

lineer olmayan Schrodinger denklemi elde edilir. (2.23) agilimimda r = -q* alinirsa A, B ve

C denklemleri k parametresinin kuvvet serisi halinde

A =2ik?* +iqq *

B =2qk +iq,

(2.272)

(2.27b)
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C=m2q*ktiq, * (2.27¢)

bulunur ve q(x,t) (2.26) denklemindeki lineer olmayan Schrédinger denklemini saglar.

Ornek 2 : n=3o0lmak lizere A, B ve C fonksiyonlarin1 k parametresinin {iglincii

mertebeden polinomlarinin sirali kuvveleri olarak

A=A K +A k' +Ak+A, (2.282)
B=B,k’+B,k’ +Bk+B, (2.28b)
C=C,k*+C,k*+Ck+C, (2.28¢)

seklinde yazilir. (2.28) denklemi (2.20) denklemlerinde yerine yazilarak en genel halde olan
(2.22) denklemlerinin n = 3 durumundaki denklem ag¢ilimi elde edilir. Elde edilen denklemde

k parametresinin kuvvet serilerini esitleyelim.

k* katsayili terimler igin : B, ve C, igin

elde edilir.

k* katsayili terimler icin : A, igin

A,,=qC,-gB,; =0

denkleminden A, =a, elde edilir, burada a, integral sabitidir. B, i¢in
2iB, =-2qA,

denkleminden B, =iqa, degeri elde edilir. C,i¢in

-2iC, = 21A,

denkleminden C, =ira, elde edilir.

k? katsayil: terimler igin : A, igin

A,, =qC, —gB, =irqa, —-iqra, =0
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denkleminden A, =a, elde edilir, a, integral sabitidir. B, igin

B,, +2iB, = -2qA,

denkleminde bilinenler yerine yazilarak B, = —%qxa3 +iqa, elde edilir. C,i¢in
C,, —2iC, =2rA,

denkleminde bilinenler yerine yazilarak C, = %rxa3 +ira, elde edilir.

k katsayili terimler igin : A, igin

1 o 1
A, =qC, ~gB, ='2‘as(qfx +1q,) =-6;(Eqras)

esitlikten A, = —;-qra3 +a, elde edilir, burada a, integral sabitidir. B, i¢in

B,, +2iB, =-2qA,

denklemde bilinenler yerine yazilarak B, =1ia,q —%aqu +%ia ,(2¢°r—q,,) elde edilir. C,
i¢in

C,, —2iC, =2rA,

denklemde bilinenler yerine yazilarak C, =1iar +%a3rx + %ia3 (2r’q-r,) elde edilir.

k® katsayii terimler igin : A, igin

A, =9C,—qB,

denkleminde bilinenler yerine yazilarak A, = %azrq —i-ias(qrx —1q,)+a, elde edilir. Elde

edilen biitiin ifadelerden sonra A, B ve C fonksiyonlar1 k parametresinin kuvvet agilimi

olarak

A=ak’+a,k’ +%(a3qr+2a,)k+%a2qr——ljia3(qrx -1q,)+a, (2.29a)

: 1 .
B =ia,qk” +(1azq--;—asqx)k+[la,q——iaqu +-‘11-1a3(2q2r—q“)] (2.29b)
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C =ia,rk’ + (ia,r+ %agx Yk +[iar+ %azrx + %ias(Zrzq -1,.)] (2.29c¢)

elde edilir. q(x,t) ve r(x,t) i¢in tanimlanan zaman degisimi (2.29) denklemleri kullanarak

elde edilebilir. q i¢in zaman degisim denklemi (2.24a) denkleminden yararlanilarak
1. 1 2y s
qt +Zla3(qxxx - 6qrqx ) +5a2 (qxx - 2q-r) _laqu - 2a0q = O (2308)
ve r igin zaman degisim denklemi (2.25a) denkleminden yararlanilarak
1. 1 s .
T, + Zla3 (1 —6qrT,)— —2—a2 (r,, —2r-q)—ia;r, +2a,r=0 (2.30b)

elde edilir. (2.30) denklemlerinde a,, a,, a, ve a, ozel olarak segildigi takdirde farkls
¢oziilebilir denklemler elde edebiliriz. Eger a, =a, =a, =0, a, =—4i ve r=-lalinirsa

(2.30) denklemlerinden
9, +6qq, +q =0 (2.6)

KdV denklemi elde edilir. Eger a, =a, =a, =0, a, = —4i ver=q ise (2.22)

q, —6q°q, +qy, =0 (2.31)

denkleminden mKdV denklemi elde edilir.

Simdiye kadar k parametresinin pozitif tamsay: iistelleri igin drnekler yapildi. Ayni islemleri

A, B ve C denklemlerinin k parametresinin negatif tamsay: {istelleri igin de yapilabilir.

Ornek 3 : n=-1 olmak iizere A, B ve C fonksiyonlari denklemleri k parametresi cinsinden

olarak

A=200 (2.322)
k

g = 21 (2.32b)
k

c =& (2.32¢)

k
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seklinde olsun. (2.32) denklemi (2.20) denklemlerinde yerine yazarak, elde edilen denklemde

k parametresinin kuvvet serilerini esitleyelim.

k® katsavili terimler icin : q vericin
) ¢ q ¢

q, =2ib (2.33a)
r, = -2ic (2.33b)
elde edilir.

k™ katsayili terimler icin : a, b ve ¢ igin

a, =qc—r1b (2.34a)
b, =-2qa (2.34b)
c, =2ra (2.34c¢)

denklemleri elde edilir. (2.33) denklemlerinin x’e gére kismi tiirevi alinip bilinenler verine

yazilirsa
q,, = 2ib = 2i(-2qa) = —4iga (2.35a)
I, =-2ic = -2i(2ra) = —4ira (2.35b)

denklemleri elde edilir. (2.34a) denkleminde bilinenler yerine yazilarak

a, ==(ar), (2.36)
2

bulunur. Yukardaki denklemleri 6zel durumlar i¢in inceleyelim

(i)a= —;:cosu ,b=c= %sinu ve q=-T= -—-;—ux ise (2.36) denkleminden yararlanilarak
u, =sinu (2.37)

seklinde verilen Sine-Gordon denklemi elde edilir.
(ii)a= —;:coshu ,b=c= i—sinhu ve gq=r= ?l):ux ise (2.36) denkleminden yararlanilarak
u, =sinhu (2.38)

seklinde verilen Sinh-Gordon denklemi elde edilir.
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3. AYAR TEORILERI ve SELF-DUAL YANG-MILLS DENKLEMLERI

3.1 Abelian Ayar Teorileri-Maxwell Teorisi

Bu kisimda Yang-Mills alan teorisine bir hazirlik olmasi agisindan abelian alan teorilerinin
zelliklerini inceleyecegiz. Abelian ayar teorisi U(N) simetrisine sahiptir, A ’ler U(N)

degerli vektdr potansiyeller olmak lizere,

[A,A]=0 (3.1)
sartini saglar ve

F,. =0,A, -0.A, H,v =023 (3.2)

alan tensdriinii tanimlarlar. F,, tensOriiniin antisimetrik oldugu kolayca goriilebilir. Bir bagka

devisle
E.=-F, (3.3)
dir ve ek olarak E  tensorii

8,F, +8,F, +8,F, =0 (3.4)

2% pv pe VA

seklinde Bianchi 6zdesligini saglar. Ote yandan, A potansiyeli F,, tensoriinil tek bir sekilde

belirleyemez. Yani F, tensorii, y bir skaler fonksiyon olmak lizere,
A=A, +0,y (35)

ayar doniigimil altinda invaryant kalmaktadir. (3.5) denklemi ile verilen doniigime ayar
doniisiimit ad1 verilmektedir. Abelian ayar teorileri ayar doniigiimleri altinda invaryanttir. j*

4-1i vektdrii kaynak terimini temsil etmek tizere alan denklemi

8,F* = j" (3.6)

seklinde yazilabilir. Bu denklem A, vektdr potansiyeli cinsinden yazildiginda, O=50"

d’Alembert operatdrii olmak lizere
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O A -5%(3,A%) = j* (3.7)

elde edilir. Uzayda kaynak olmamasi durumunda j* =0 olacakur. Ayar invaryansini g6z

Oniine alarak bir ayar seg¢imi yapmak miimkiindiir. Lorentz ayar se¢imi

0,A*=0 (3.8)
seklinde yapildiginda (3.7) denklemi
OA*=0 (3.9)

seklini alir. Bu da dalga denklemidir.

Maxwell teorisi kovaryant formda abelian bir alan teorisi ile ifade edilmektedir. Simdi 4-lii

vektoriinii, elektrik alan

- A -
E=-""+-V 3.10
> ¢ (3.10)

ve manyetik alan

B=VxA (3.11)
olmak tizere 4-1ii vektor potansiyel

A* =(0,A) (3.12)
ve p yiik yogunlugu ve j akim yogunlugu olmak iizere 4-li kaynak vektorii

=, (3-13)

seklinde secildiginde (3.6) denkleminden,

<1

D=p (3.14)

«B=7+%& (3.15)
at

<

elde edilir. Kalan iki Maxwell denklemi

VxE=- (3.16)

9!1%;
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VB=0 (3.17)

(3.4) Bianchi 6zdesliginden elde edilir. Diger taraftan skaler ve vektor potansiyellerin ayar

doniistimii
A'=A-Vy (3.18)
' 24
—ps X 3.1
'=0 p (3.19)

seklinde olacagindan, E ve B ‘nin ayar doniisiimleri altinda invaryant oldugu kolayca

goriiliir. Ayrica.

FOi = aOAi _ai.AO = (?a%_*_ﬁd))l = _Ei (320)
Ve
Fi=p'A —5iA = —g*BK (3.21)

seklinde secilerek F** tensorii E ve B cinsinden

0 -E' -E* -F°
1 _n3 2
S E 0_ B* B (3.22)
E* B° 0 -B
E} -B° B! 0

seklinde yazilabilir (Ryder, 1985).

Dual alan tensorii €* dért boyutlu Levi-Civita sembolii olmak lizere

*F, = %smpl:;"’ (3.23)

uv

seklinde tanimlanir. Dual alan tensorit de E ve B alanlari cinsinden

0 -B' -B* -B°

. |B* 0o E -E
S T (3.24)

B° E> -E' 0
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elde edilir. (3.24) ifadesinden de goriilebilecegi gibi *F*" dual tensérii F*' tensériinde

E—B ve B—-E doniisiimi yapilarak elde edilebilmektedir. Elektromanyetik enerji
yogunlugu

FME,, = 2(E* -B*%) (3.25)
olur. (3.22) ve (3.24) denklemleri kullanilarak

*FWE  =4EB (3.26)

0.0, F*" =27 (3.27)
ve

6.0, ,F" =0

oldugunda

0.j" =0 (3.28)

elde edilir. (3.28) denklem de bilesenler cinsinden yazildi§inda

stireklilik denklemi elde edilir. Béylece elektromanyetik teorinin abelian bir ayar teorisi

seklinde kovarvant formda ifade edilebilecegi goriilmektedir.

3.2 Abelian Olmayan Ayar Teorileri-Yang-Mills Ayar Teorisi

Elektromanyetik teorinin ayar invaryasinin abelian olmayan gruplara genellemesi 1954
yilinda Yang ve Mills tarafindan &nerilmistir. Abelian olmayan teorilerinin renormalizasyonu
ve kuantizasyonu bagari ile yapilmistir. Bu tiir teorilerin zayif ve elektromanyetik etkilesmeler
yaninda kuvvetli gekirdek etkilesmelerini de kapsayacak sekilde birlestirilmis alan teorilerini
saglayacagi diisiinlilmektedir.
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Lokal abelian olmayan ayar teorilerinde skaler alan igin iki ayr noktada karsilastirma

yaptigimizdan
¢(x* +dx") - ¢(x") =0, ¢dx" (3.29)

vazamayiz. Bu denklemin sol tarafindaki ifadede kismi tiirevin bir kovaryant tiirev ile

degistirilmesi gerekmektedir. A} ayar alami olmak iizere Lie cebrinin eleman
A, =AT* (3.30)

seklinde ifade edilir. Burada T Lie cebri elemanlarmin bir gdsterimidir. Bu

elemanlar, C*. yap: sabitleri olmak lizere
[T*,T%]=C® T (3.31)

komiitasyon bagintisini saglar. a. b, ¢ indisleri Lie cebrinin temsillerinin sayisini gosterir.
SU(2) grubunun Lie cebri igin a,b,c =123 ve SU(3) i¢in a,b,c =1,2,....8 degerlerini alir.

Avyar alanlari kullanarak abelian olmayan grup igin

o(x* +dx*) - ¢(x*) =dx"D ¢ (3.32)
elde edilir. Burada kovaryant tiirev diye adlandirilan D operatorii

D, =08,-A,(x) (3.33)

olarak verilmektedir. Geometrik bir yorum yapilirsa A (x) fonksiyonlart uzayn bag

fonksiyonlari roliinit oynadig goriilmektedir. F,, alan tensorii
F,=0,A -0,A, —-[AA/] (3.34)
veya
a a a a b c
F, =0,A, -0 A, —C, A A
seklinde olmaktadir. Ayrica F, tensori

[D,,D,]=-F, (3.35)
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bzdesligini saglamaktadir. Abelian F, tensriiniin sagladigi Bianchi 6zdesliinin yerine

abelian olmayan F_ tensorii
[D“,ka]"'[D\,,F;.u]"}'[Dx,Fuv]=0 (336)

seklinde bir 6zdeslik saglamaktadir (Itzykson ve Zuber. 1980).

Abelian teoride ayar doniisiimleri altinda F, tensoril invaryant kalmaktaydi. Burada ise A,

tensorii ayar dontistimleri altinda

A, =[0,g]lg” +eA.g” (3.37)
veya e grubun birim elemani olmak iizere

g=e+da, T" (3.38)
infinitesimal doniisiimleri altinda

A=A, +0,8a,)+ChBa,A (3.39)

seklinde doniismektedir. F, tensorti de ayar doniigiimleri altinda

F,.=gF, g (3.40)
veya infinitesimal doéniislimler igin
F..=F,+Cr8a,A,, (3.41)

seklinde doniismektedir. Kolayca goritlebilecegi gibi A, vektorii saf ayar alani oldugunda.

yani
A, =0,2¢" (3.42)

ise F, =0 olmaktadr.
Ayar serbestligi abelian olmayan teoride de vardir. Abelian teorilerde oldugu gibi A,

vektoriiniin lokal olarak sagladif1 bazi sartlar bir ayar segimi olarak verilebilir. Ornegin n*

belirli bir dortlii vektdr olmak lizere A — A' ayar doniislimiinde
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n* A’ =0 (3.43)

ayar se¢imi invaryant kalmaktadir. Buna eksensel (axial) ayar adi verilmektedir. Ayar

doniisiimil altinda invaryanttir. Maxwell denklemlerinin genellestirmesi
D F* =0 (3.44)

seklinde lineer olmayan bir denklemle, abelian olmayan halde, verilmektedir. Maxwell
teorisine seklen benzerligi korursak elektrik ve manyetik alanlarin abelian olmayan teorideki

karsihiklan sirastyla

E, =F", (3.46)

ve

B =_Lg pi 347
a = Esijk (3.47)

olmaktadir. Burada “ a “ Lie cebrinin indisidir.

Bir sonraki kisimda abelian olmayan ayar teorisinde self-dualite sartini ve bu sartin tamamen

¢ozilebilirlik ile iliskisini inceleyecegiz.
3.3 Self-Dualite Sartlar

Self-Dual Yang-Mills (SDYM) denklemleri 4 boyutlu bir M Reimanian manifold iizerindeki

baz G demeti ile bir hermityen E vektor demeti arasindaki self-dual ile iligkisini veren
denklemlerdir. M =R* {izerindeki standart koordinatlar x = (x"),u = 0,1,2,30lmak iizere

A, Yang-Mills potansiyeli i¢in A 1-formu

A= iA“(x)dx“ (3.48)

u=0

ve, F,, Yang-Mills alan tensorii igin F 2- formu

F= ilﬂw(x)dx“ Adx® (3.49)

Ho=0

olarak yazilabilir. * Hodge star operatdrii olmak {izere SDYM denklemleri =

T et
@;c' . _\i;‘c\».‘“,\?;‘. Py ,‘;’B‘&\'&
et
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F=*F (3.50)

olarak verilmektedir.

SDYM denklemleri ayar doniisiimleri altinda degismez. Yani (3.50) denklemi
A—>A"=gAg' +(dg)g” , g€ Map(M,G)

ayar doniisiimii altinda korunur (Ablowitz vd. 1993). (3.50) self-dualite sart1 F  tensoriiniin

duali abelian olmayan ayar teorisinde de

*F = 1 FeP 3.23
uv __Z_sp\'aﬁ ( = )

seklinde oldugundan (3.50) SDYM denklemleri

1 a
F].n' = EBHV‘IBF ? (351)

olarak yazilabilir. Indis indirme ve kaldirma islemi Euclidian uzayin metrik tensorii

( 1 000
0100
=g" = 3.52
S8 Tig 010 (3:52)
0 0 01
ile yapilir. Buna gore (3.51) self-dualite sart1 kovaryant tiirevler cinsinden
1 ao
~ East ¢*[D,,D,]=D,.D,] , pv=0123 (3.53)
seklinde yazilabilir. €, Levi-Civita tensorii igin
Eo =1
secimi yapilarak (3.53) denkleminden
[D,,D;]1=[D,.,D/] (3.54)
[D;,D,]1=[D,,D,] (3.55)

[D,,D,]=[D,,D;] (3.56)
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denklemleri elde edilir.

3.4 Self-Dualite Denkleminin Iki Lineer Denkiemin Céziilebilirlik Sarti Olarak Elde
Edilmesi

SDYM denklemleri tamamen g¢oziilebilirlik sart: ile iliskilendirilmektedir. Iki lineer sistemin
tamamen ¢Oziilebilirlik dzelliginden SDYM denkleminden elde edilebilir. Bu amaca déniik

olarak SDYM denklemlerini asagidaki koordinat sisteminde yazalim., yeni koordinat

sisteminde X* = (x.y,u,t) koordinatlar

1,4 .3 c
t=—(x"~ix%) (3.57)
‘/—2—(

seklinde bir koordinat doniisiimii ile verilmektedir. Bu koordinat sisteminde metrik tensorii

ds® =dx? —dy® +2du.dt ifadesinden

1 0 0 0

Gg =G% = 0 -1 00 (3.58)
- 0 0 01
0 0 10

seklinde elde edilir (Mason ve Sparling, 1989).

Yeni koordinat sisteminde self-dualite denklemlerinin alacagi formu bulalim. Self-dualite

sart1 kovaryant tiirevler cinsinden G* metrik tensérii ile

-;_sabchmGds[Dr’Ds]:[Da’Db] (359)

olur. Tek tek bilesen denklemlerini hesaplayalim. Daha 6nce yaptifimiz gibi ilk olarak

xy-bilesenini bulahim,
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L(6,,GG"[D,D, }+¢,,6*G*[D,.D,))=[p,.,]

denkleminde €, =1 ahnarak

[D..D,]-[D,,D,]=0 (3.60)

bulunur. Diger denklemler aym sekilde hesaplanarak

[D, -D,.D,]=0 (3.61)
ve
[D, -D,.D,]=0 (3.62)

olarak bulunur. Boylece yeni koordinat sisteminde self-dualite denklemlerin aldigi sekli

bulmus olduk.

Simdi bizi buldugumuz denklemliere gétiirecek olan iki lineer denklemin ¢oziilebilirlik sartint

incelevelim. Bu iki lineer denklimi A kompleks bir say1 olmak tizere,
Lys=(D,-D,-AD,)s=0 (3.63)
Lis=[D,+MD, +D,)]s=0 (3.64)
seklinde yazalim (Mason ve Sparling, 1989). Bu lineer sistemin ¢oziilebilirlik sart1

L,Lis=L L

olarak verilebilir. Bu denklemin her iki tarafin1 ayr1 ayr1 hesaplayalim. Once

L,L, =(D, -D, -AD,)[D, +A(D, +D,)]

ifadesini

L,L,=D,D,-D,D, +AD,D, +D,D,-D,D, -D,D, -D,D,)-¥({D,D, +D,D,)
seklinde diizenleyerek ve daha sonrada

L L, =[D, + D, +D,)}(D, -D, -AD, )
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ifadesini de

L,L,=D,D, -D,D, +A(-D,D, +D,D, ~D,D, +D D, -D D )-2(D,D, +D,D,)

seklinde diizenlenerek ve tamamen ¢oziilebilirlik sartindan

[D,.D]+D,.D, |+A{[D,,D,]+[D,.D,]+|D,.D, |+|D,,D, |+|D,.D, |}
+#{[D,.p,]+p,.p,]j=0

elde edilir. Bu denklemde A’ nin katsayilarim sifira esitlenerek.

[D,+D,,D,]=0 {3.65)
(D,-D,,D, +D,1-[D,,D,]=0 (3.66)
[D,-D,,D,]=0 (3.67)

bulunur. Bunlarda yeni koordinat sisteminde kovaryant tiirev cinsinden yazilmis (3.60-62)

self-dualite denklemleridir.

3.5 AKNS Tipi Denklemler

SDYM denklemlerinde simetriler yardimi ile indirgemeler yapilarak klasik soliton
denklemleri elde edilebilir. Indirgemelerden sonra elde edilen denklem takimi AKNS
denklemine benzemektedir. Bir 6nceki boliimde oldugu gibi AKNS denklemine benzer

denklemlerin yardimi ile KdV ve lineer olmayan Schrédinger denklemleri elde edilebilir.

SDYM denkiemlerini iki boyuta indirmek i¢in yapilan koordinat doniisiimii biri eszamanl

ve digeri bos (null) olan ortagonal uzay zaman ¢iftini yansitan iki komiitasyon simetrisi

vermektedir. Bu simetriler yeni koordinatlarda %y ve %u operatorleri ile temsil edilir.

Kovaryant tlirev operatorleri
D, =0,-A , D, =06,-B

D, =5,~C , D,=3,-D (3.68)
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olarak yazilabilir ve buradaki A, vektér potansiyelinin bilesenleri A . B . C ve D

u
fonksiyonlari u ve y den bafimsizdir. Ayn1 zamanda ayar sartt A+D=0 seklinde
alinmaktadir. Burada ayar doniisiimleri t degiskeninin fonksiyonu olan SL(2.C) degerli
fonksiyonlar tarafindan temsil edilmektedir. iki boyuta indirgenmis SDYM denklemlerini

bulmak i¢in, 6nce,

[D,+D,,D,]s=0

denkleminde kovaryant tiirev operatdrlerini agik olarak

[6.-A+8, +A.8, -Bls=5,,8,]s+[0,.0,]s-[8,.B]s-[8,,B]s =0

seklinde yazip, gerekli diizenlemeler vapilarak

¢.B=0 (3.69a)

sonucu elde edilir. Ayni sekilde diger denklemler i¢in benzer igslemler yapilarak

286 A-[B.C]=6,B (3.69b)
ve
28,A-0,C+2[A.C]=0 (3.69¢)

sonucu elde edilir. Lineer denklem ciftini de iki boyuta indirgenmesi gerekmektedir. Yine

benzer islemlerle lineer denklem ¢ifti

L,s=(0, -2A-AB)s=0 (3.70)
ve

A
L,s=(6,—C+—2-6xjs=0 (3.71)

olarak yazilabilir. (3.69a) denklemi dikkatli incelendiginde, B nin sadece t degiskenine bagh
oldugu goriiliir. SL(2,C) ayar grubu degerli B fonksiyonu igin bu grubun ozellikleri goz
6niine alindiginda B fonksiyonu normal formlarla ifade edilebilir. Normal formlari

gorebilmek igin SL(2,C) ayar grubunun zelliklerini inceleyelim.

SL(2,C) ayar grubu kompleks matris olarak
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X u
g(x,u,v,y) =[ J (3.72)
vy

ile temsil edilir. det(g) =10zelligine sahiptir. SL(2,C) ayar grubu iginde bulunan matrisler
igin birlegme ozelligi. birim eleman ve grup igindeki matrislerin tersi vardir. Ayrica abelian
olmayan bir gruptur.  SL(2,C) ayar grubu elemanlar iginde det(g) =1sartindan dolay1

g(x,u,v,y) € SL(2,C) iig bagimsiz kompleks parametreye baghdir ve bunlar

1
n.(&)=g,g,0])= (0 ﬂ (3.73a)
1 0
n.(¢)=g1,0,£]) = (g 1] (3.73b)
k(&) = g(e*,0,0,e™) = [e(; OJ (3.73c)
e -

matrisleridir. Buradaki n,(§) , n_(§) ve k(&) matrisleri SL(2,C)’nin elemanlaridir. Bu

elemanlara karsilik gelen alt uzaylar1 N_, N_ ve K Lie grup ozellikleri gostermektedir.
Ayrica SL(2,C) de bir Lie grubudur. SL(2,C) ‘nin alt gruplart SU(2), SU(1.1) ve SL(2.R)
gruplandir. Bu alt gruplarin, grup elemanlarmin (3.72) ifadesinde oldugu gibi matris

gosterimleri vardir. Matris elemanlari SU(2), SU(1,1) ve SL(2,R) alt gruplari i¢in sirasiyla
x*=y , v¥=-u

X*=y , v*¥=u

X*=x , v*=v , u*=u , y*=y

ifadelerini saglarlar. SU(2), SU(1,1) ve SL(2,R) ya reel gruplardir yada SL(2.C) kompleks
grubunun reel formlaridir. SL(2,C) grubu i¢in tanjant uzayin: olusturalim. Bunun igin e * den

gegen li¢ tane dogru segelim ve bu dogrularn tanjant vektorieri

dn, (€) 01
€, =T lﬁ=0 :[0 0) (3743)

_dan_(®) _(0 0
s =T ‘M_(l o) (3.74b)
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{0
:=0’\0 -1 (3.74c¢)

olarak bulunur ve bu vektorier tanjant uzaymin normal formlar olarak adlandinlir
(Akhmedow, 1998).

b - k@)
&

(3.74) denklemlerinden B fonksiyonunun

(1)B=0

0 0
B - )
(ii) (1 0] (3.75)

1 0
(iii)B=K( j (3.76)
0 -1

degerlerinden birini alabilecegi goriilmektedir. (iii) durumunda « . t bir degisken olmak lizere.
t nin bir fonksiyonudur. B fonksiyonu SU(2), SU(1,1) yada SL(2.R) "nin Lie cebri degerli
oldugunda « sifirdan farklidir ve ya reel yada kompleks bir sayidir. B'nin (ii) durumunda
KdV denklemi, (iii) durumunda lineer olmayan Schrodinger denklemi elde edilir. $imdi B nin

ti¢ formu i¢in elde edilecek denklemleri inceleyelim.

(i) durumu : Self-Dual Yang-Mills denklemlerini (ii) durumunda ¢dzmek i¢in A ve C

potansiyelleri matris formda

a b e f -
A= , C= (3.77)
c d g h

olarak tanimlanir. SL(2,C) Lie grubun 8zelliginden izA = 1zB=1zC =0 oldugundan A ve C
matrislerinin elemanlan i¢in d=-a, h=—¢ elde edilir. A, B ve C matrislerinin (3.69b)

denkleminde yerine yazilarak

0,A=0

X

bulunur ve A matrisinin elemanlari x’ten bagimsizdir. A, B ve C matrisleri (3.69¢)

denkleminde yerine yazilarak
28,A-8,C+2[A,C]=0

bulunur. Bu ifadeden elde edilen denklemler
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e —2a -2bg-fc)=0
f, —2b, —4(af —be) =0

g, —2c, —4(ce—ag)=0
olarak yazilabilir.

(ii) durumu : Self-Dual Yang-Mills denklemlerini (ii) durumunda ¢ézmek icin A ve C

potansiyelleri matris formda

(a b e )
AZL ) , C=( J (3.77)
c —a g -e

olarak alinir. A, B ve C matrislerinin (3.69b) denkleminde yerine yazilarak

ca, b, f 0
2 + =0
(¢, —a, -2 -f

bulunur. Bu ifadeden elde edilen denklemler

2a_+f=0 (3.78a)
b, =0 (3.78b)
c,.—e=0 (3.78¢)

olarak vazilir. Yine ayni sekilde A. B ve C matrisleri (3.69c) denkleminde yerine yazilarak
(ex £, )__z(at b, )_2( bg - fc 2(af—be))=0

g, -—e, c, -—a, 2(ce—ag) cf—-gb
esitligi elde edilir. Bu esitlikten
e, —2a,—-2(bg-fc)=0 (3.79a)
f.—2b, —4(af —be)=0 (3.7%)

g, —2c, —4(ce—ag)=0 (3.79¢)
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denklemleri bulunur. Elde edilen denklem takimlarinin ¢6ziimiinii bulmak igin bazi kabuller

yapmamiz gerekmektedir. (3.69a) denklemi x ‘ten bagimsizdir ve degeri bir sabit olarak
b= %almabilir, bu durumda (3.79b) denkleminde yerine yazilarak c =a_— 2a’ifadesi elde

2

edilir. a = % secildigi takdirde ¢ = 9-%1 ,e= [&—;ﬂ—] ve f=—q_ olarak bulunur.

Yine (3.79a) denkleminde bilinenler yerine yazilarak

[%) -9, -g-9q; +9’°q, =0

oldugu goriiliir ve denklemde diizenleme yapilarak g i¢in
1 2 5
=70 49" ~ 299, +297°q, ~29,) (3.80)

elde edilir. Bulunan g ifadesi zamana bagl bir tiirev igermemelidir, ¢iinkii potansiyel
ifadesinde zamana bagh tiirev bulunmamahdir. Zamana bagh tiirevden kurtulmak igin

(3.79¢) denkleminde bilinenler yerine yazilarak

Qs — 695 —49,), =0 (3.81)
bulunur ve parantez igi sifira esitlenerek q igin
4q,=q,, —69> (3.81a)
elde edilir. (3.81a) denklemi (3.80) denkleminde yerine yazilarak

1 2
g:Z(qxxx _zqi —4qqxx +4q-qx) (382)

bulunur. Bu islemlerden sonra A ve C matrisleri

28=| ng _lqj (3.83)
2C = (qx "qz)x _2qx (384)
\ 2g _(qx _qz)x

olarak elde edilir. (3.81) denklemi agik olarak yazildiginda
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490 = Qe — 12949,
halini alir ve u = ~q, = iz(BC) tanimindan yararlanarak (Mason ve Sparling. 1989)
4u, =u  +12uu, (3.85)

KdV denklemi elde edilir.

(iii) durumu : Self-Dual Yang-Mills denklemlerinin (iii) durumu ¢6ziimlerini bulmak i¢in A

ve C matrislerini

a b e f
Az( } , c=[ j (3.77)
c -a g —e¢

olarak alinir. A, B ve C matrisleri (3.69b) denkleminde yerine yazilarak

[a‘ b, ) [0 -fJ
‘ + K =0
c, —axJ g 0

esitligi elde edilir. Bulunan esitlikten elde edilen denklemler

a =0 (3.86a)
b, -xf=0 (3.86b)
c,+xg=0 (3.86¢)

olarak yazilabilir. (3.69¢c) denkleminden elde edilen sonuglar (iii) durumu igin de (3.79)

N €|

denklemleriyle aynidir. (3.86) denklemlerinde a=0,b=% ve c= secilirse. (3.86b)

denkleminden f= %"— ve (3.86c) denkleminden g= ;J‘ olarak bulunur. (3.79a)
K K
denkleminde bilinenler yerine yazilarak
(e + gbc) =0
K X
bulunur ve parantez i¢i sifira esitlenerek
2
e+—bc=0 (3.87)

K
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elde edilir. (3.87) denkleminde b ve ¢ degerleri yerine yazilarak e = \;—W— olarak bulunur. Bu
K

islemlerden sonra A ve C matrisleri

0
2KA=[ . “’j (3.88)
-y 0

2KC=[W W‘_] (3.89)
v, —wyy

olarak elde edilir. (3.79b) denkleminde bilinenler yerine yazilarak

o Wy
Yoy sy
2x K

olur ve denklemde diizenleme yapilarak y igin
2y, =y, 29y (3.90a)

elde edilir. (3.79¢c) denkleminde bilinenler yerine yazilarak

olur ve denklemde diizenleme yapilarak —l;/_ igin

—2

2ky, =y, -2y Y (3.90b)

elde edilir. Burada 2x =1 ve -i degerlerini alabilecegi goriilmektedir.

A, B ve C fonksiyonlar1 SL(2,R)'nin Lie degerli oldugunda biitiin degerler reel alinir. 2x =1

ve (3.90) denkleminde p=y ve r = —y reel degerleri igin
P =Py —2P°T (3.91a)
ve

I, =T, +21°p (3.91b)
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seklinde bir denklem ¢ifti halini alir. A, B ve C SU(2) Lie degerli oldugunda 2x = —i

alinabilir ve  ifadesi y ’nin negatif kompleks eslenigidir. (3.90) denkleminden

iy, = -y, -2|y[’y (3.92)

elde edilir ve denklem (3.92) bilinmeyen bir v i¢in lineer olmayan Schrédinger denklemidir.

SU(1,1) durumu igin 2x = -1 degerini alir ve G ifadesi v 'nin kompleks eslenigidir. (3.90)

denkleminden

iy, =y, +2]y|y . (3.93)

elde edilir ve denklem (3.93) bilinmeyen bir v igin lineer olmayan Schrédinger denklemidir.
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4. SONUCLAR ve ONERILER

Bu ¢alismada (1+1) boyutta lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin
¢ozlilebilirligi Fourier doniisiimiiniin lineer olmayan denklemlere genellemesi olan ters
sagllma teorisine temel olan yontemlerin incelenmesi ile baglamistir. Bu y®ntemlerin
baslangi¢ noktasi olan lineer denklem sisteminin matris denklemlerine veya grup degerli
fonksiyonlarin yer aldifi denklemlere genellestiriimektedir. Bu ¢alismada ozellikle Lax
metodu ile bu denklemin matris denklemlerine genellemesi olan AKNS denklemleri detayh
bir sekilde incelenmistir. Bu yontemler gergevesinde KdV, mKdV ve lineer olmayan

Schridinger denklemlerinin ¢oziilebilir sistemler oldugu gosterilmistir.

Son yillarda c¢oziilebilirlik  kriterlerinden birisinin de SDYM denklemlerinden elde
edilebilecegi gdsterilmistir. SDYM denklemlerinin incelenmesinden &nce abelian ayar teorisi
gz oniine alinmistir. Fizikteki rolii ve ozellikleri incelenerek abelian ayar teorisinin
elektromagnetik teorinin kovaryant formiilasyonu oldugu gosterilmigtir. Daha sonra da bu
teorinin abelian olmayan hale genellesmesi yapilarak elde edilen Yang-Mills teorisi olarak da
adlandinlan abelian olmayan ayar teorisine bir giris vapilmigtir. Nasil abelian teorinin vektor
alanlar1 elektromagnetik etkilesmelerin ara bozonu olan fotonlar1 temsil ediyorsa abelian
olmayan teorinin vektor alanlar kuvvetli ¢ekirdek etkilesmelerinin ara bozonlar gluonlar
temsil etmektedir. Abelian teoride dual doniiglimler elektrik alanlari magnetik alana, magnetik
alanlarin elektrik alana doniismesini salamaktadir. Benzer sekilde abelian olmayan teoride
elektrik ve magnetik alana seklen tekabiil eden bityiiklitkkler arasinda bir doniisim self-

dualite doniisiimleri ile elde edilmektedir.

3.boliimde self-dualite sart1 yazilarak bilesenler cinsinden self-dualite denklemleri yazilmistir.
Bu denklemlerin tamamen ¢oziilebilirlik kriteri ile iligkili olabilecedi gosterilmistir. Bu
amagla verilen iki lineer denklemin tamamen ¢6ziilebilirlik sart1 olarak SDYM denklemleri
elde edilmistir. 1ki boyuta, boyut indirgemesi yapilarak bilinen ¢oziilebilir sistemlerin
¢ozillebilirligi bu yOntem aracilifiyla elde edilmigtir. Yeni ydntemin zengin yapist
kullanilarak bilinen lineer olmayan denklemlerin ¢bziilebilirligini gostermek miimkiin
olacaktir. Ayrica bu ydntemle yeni goziilebilir sistemler elde edebiliriz. Ozellikle bozonik
sistemlerin stiper ve siiper simetrik ¢dziilebilir genellestirmeleri self-dualite sartindan elde
edebiliriz. Bir bagka kullanim alami da (2+1)-boyut veya (3+1)-boyutta tamamen
¢oziilebilirligin elde edilmesidir. Daha soyut olarak kompleks uzaylar izerinde ¢ahisilarak
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F=—*F

seklindeki anti-self dualite denkleminin incelenmesi ilging arastirma problemleri ortaya

koymaktadir. Bu ¢alismada bu tiir galismalara hazirlik olabilecek bir inceleme yapilmistir.
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